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ПРО ГРУПИ З УМОВОЮ ЩІЛЬНОСТІ  

НОРМАЛЬНОСТІ ДЛЯ НЕСКІНЧЕННИХ ПІДГРУП 

 

Анотація. Будемо говорити, що неабелева група G має 

щільну систему нормальних нескінченних підгруп, якщо для 

будь-якої такої пари нескінченних підгруп А < B, що А не 

максимальна в B, існує нормальна в G підгрупа N, розташована 

між А і В, тобто А ≤ N ≤ В (УЩН[НП]-група). В даній роботі 

отримано опис розв’язних недедекіндових УЩН[НП]-груп. 

Ключові слова: нескінченна підгрупа, нормальна підгрупа, 

квазіциклічна група, дедекіндова група, періодична група. 

Annotation. We will say that a non-Abelian group G has a 

dense system of normal infinite subgroups if for any such pair of 

infinite subgroups A <B that A is not maximal in B, there exists a 

normal subgroup N in G located between A and B, ie A ≤ N ≤ B 

(CDN[NP]-group). In this paper, we describe solvable non-

dedendend CDN[NP]-groups. 

Keywords: infinite subgroup, normal subgroup, quasicyclic 

group, dedekind group, periodic group. 

 

Вивчення груп із заданими властивостями підгруп 

поповнює конкретну базу теорії груп і збагачує її новими 

результатами Цей напрямок вивчення груп бере свій початок з 

груп Гамільтона, груп Міллера-Морено, груп Шмідта.  

Починаючи з класичних робіт Р. Дедекінда [1] та Р. Бера [2], у 

яких описані дедекіндові групи (групи, всі підгрупи яких 

нормальні), почалося вивчення довільних груп G, у яких деяка 



 

система підгруп Σ групи G задовольняє умову нормальності. 

Цей напрямок є одним з важливих в теорії груп. Його головною 

метою є опис узагальнень дедекіндових груп. Одне із таких 

узагальнень здійснюється шляхом звуження системи підгруп Σ, 

що є нормальними в усій групі. 

У 1968 році А. Манн [3] почав вивчати групи, у яких 

нормальні не всі підгрупи системи Σ, а ті групи G, що мають 

нормальну підгрупу N, розміщену між будь-якими двома 

підгрупами A і B із Σ, де А – власна немаксимальна підгрупа з B. 

У нього Σ – система всіх підгруп групи G. 

Групи, введені А. Манном, С. М. Черніков [4] у 1975 році 

назвав групами з умовою щільності нормальності для всіх 

підгруп. Він же ввів поняття умов щільності і строгої щільності 

для будь-якої теоретико-групової властивості V (доповню-

ваності, субнормальності, майже нормальності і т.д.) системи 

підгруп Σ. Властивість V підгруп групи G називається щільною 

(строго щільною) по відношенню до системи підгруп Σ, якщо 

для будь-яких підгруп A і B із Σ, де A – власна немаксимальна 

підгрупа з B, існує така підгрупа H із властивістю V, що  

A  H  B (A < H < B). Ці поняття широко використовувалися в 

роботах С. М. Чернікова і його учнів. 

Різноманітні умови щільності нормальності для системи 

підгруп Σ групи G у роботах М.М. Семка [5 – 14] базуються на 

поняттях: відрізка ([A; B]) –, інтервалу ((A; B)) –, напівінтервалу 

((A; B]) –, напівінтервалу ([A; B)) підгруп групи G, кожний із 

яких є множиною всіх підгруп X групи G таких, що A і B із Σ, 

A – підгрупа з B і відповідно: A  X  B, A < X < B, A < X  B,  

A  X < B. Потужність відрізка, інтервалу, півінтервалу підгруп 

групи G називається його модулем, порядком або довжиною і 

позначається відповідно: |[A; B]|, |(A; B)|, |(A; B]|, |[A; B)|. За 

означенням |[A; B]|  1, тобто A – підгрупа з B, при |[A; B]| > 1 A – 

власна підгрупа з B, при |[A; B]| > 2 A – власна немаксимальна 

підгрупа з B. 



 

 

У цій термінології А. Манн розглядав групи, у яких Σ – 

система всіх підгруп групи G і для кожного відрізка [A; B] 

такого, що |[A; B]| > 2 справедливе співвідношення  

[A; B) ∍ N   G.  

М. М. Семко [5 – 14] описав локально ступінчасті групи G, 

у яких │[А; В]│> 1, Σ – система всіх підгруп групи  

G, [А; В] ∍ N  G та їх підкласи. 

Якщо Σ – система всіх нескінченних підгруп групи G,  

│[А; В]│> 2 і [A; B] ∍ N   G, то одержимо клас груп з умовою 

щільності нормальності для нескінченних підгруп (коротко 

УЩН[НП]-груп). У даній роботі доведено, що розв’язна 

недедекіндова УЩН[НП]-група є або скінченним розширенням 

квазіциклічної групи, або є центральним розширенням прямого 

добутку двох квазіциклічних підгруп за допомогою скінченної 

дедекіндової групи. 

 

Лема 1. Недедекіндова УЩН[НП]-група є періодичною 

групою. 

Доведення. Нехай G – досліджувана група і нехай g – 

елемент нескінченного порядку із G. Покладемо < g > = В, 

А1=< g4 >, А2=< g9 >. За означенням УЩН[НП]-груп  

[А1; В ]  N1  G, [А2; В ]  N2  G. Ясно, що < g > = N1 N2 і, 

значить, < g >  G. Отже, всі нескінченні циклічні підгрупи 

нормальні в G. Нехай х – довільний примарний елемент із G. 

Тоді група G містить підгрупу Y = < g > ⋋ < x >. Покладемо  

А = < g8 > ⋋ < x >, В = < g32 > ⋋ < x >. Тоді /[А;В]/ >2 і за 

означенням УЩН[НП]-груп [А; В ]  N  G. Ясно, що x   N,  

N = < g

l2
 > ⋋ < x >, 3   l   5 і Y' < g

l2
 > і тому Y'< g8 >. 

Відомо, що x-1 g x = g-1, або x-1 g x = g. Звідси із умови  

Y'   < g2 > випливає, що x-1 g x = g, Y = < g >  < x >,  

N = < g

l2
 >  < x > і < x > – періодична частина N. Звідси  



 

< x >  G і тому в силу [1, 2] G – дедекіндова група, що не так. 

Отже, G – періодична група. Лема доведена. 

 

Лема 2. Недедекіндова розв’язна УЩН[НП]-група є 

черніковською групою. 

Доведення. Нехай G – досліджувана група. За лемою 1 G – 

періодична група.Припустимо, що G – нечерніковська група. 

Тоді в силу [4] для будь-якого g із G існує нечерніковська 

цілком факторизована g-допустима підгрупа F. Без порушення 

загальності можна вважати, що F<g> = 1. Оскільки F – 

нечерніковська цілком факторизована абелева група, то легко 

встановити, що F містить підгрупу F1 = X ∞
і=1 Bi, де Bi – 

допустима підгрупа відносно <g>, Bi ≠ 1. Покладемо  

D1 =X ∞
к=0 B4к+1, D2 = X ∞

к=0 B4к+2, D3 = X ∞
к=0 B4к+3, D4 = X ∞

к=1 B4к. 

Зрозуміло, що Dl – допустима підгрупа відносно <g>,  

l ∊ {1,2,3,4} і що F1 = D1 D2  D3  D4.  

Нехай А1 = D1⋋<g>. Покажемо, що А1  G.  

Ясно, що в G існують підгрупи Y4 = (D1 D2  D3) ⋋<g>,  

Y3 = (D1 D2  D4) ⋋<g>, Y2 = (D1 D4  D3) ⋋<g>. Звідси 

випливає, що │[А1; Yt]│ > 2, t ∊ {2, 3, 4}. За означенням 

УЩН[НП]-груп [ A1 ; Yt]  Nt  G. Нехай N – перетин всіх Nt. 

Тоді А1
  N  G. Звідси випливає, що, N   (D2 D3  D4) = 1 і  

N = A1  G. Аналогічно показуємо, що А2 = D2 ⋋<G>  G. Тоді з 

рівності А1   А2 = <g> випливає нормальність <g> в G і тому 

G – дедекіндова група. Суперечність. Отже, G – черніковська 

група. Лема доведена. 

 

Лема 3. Недедекіндова розв’язна УЩН[НП]-група є 

черніковською групою G з повною частиною, що розкладається 

в прямий добуток не більше ніж двох квазіциклічних підгруп. 

Доведення. Нехай G – досліджувана група. Тоді за лемою 3 

G – черніковська група з повною частиною R. Припустимо, що R 

не квазіциклічна група. Тоді R містить квазіциклічну p-підгрупу А, 

R > А, в R існує q-елемент с такий, що /с/ = q2, <с>  А = 1. 



 

 

Звідси в R існує підгрупа В =А  <с>. Зрозуміло, що підгрупи А 

та В – нескінченні, │[А; В]│ > 2 і за означенням УЩН[НП]-

груп [А ; В]  N 1  G. Звідси А  G і тому всі квазіциклічні 

підгрупи із R нормальні в G. 

Припустимо, що R   F = R1  R2  R3, де R i – квазіциклічна 

підгрупа, і ∊ {1, 2, 3}. За теоремою 1.2.3 із [14] фактор-групи 

G/Ri абелеві. Оскільки R1   R2   R3 = 1, то група G абелева, що 

не так. Отже, R розкладається в прямий добуток не більше ніж 

двох квазіциклічних підгруп. Лема доведена. 

 

Лема 4. Нехай недедекіндова розв’язна УЩН[НП]-група є 

черніковською групою G з повною частиною R, що 

розкладається в прямий добуток двох квазіциклічних 

підгруп.Тоді R   Z(G) і G/R – скінченна дедекіндова група. 

Доведення. Нехай R = R1  R2, де R i – квазіциклічна 

підгрупа, і ∊ {1, 2}. За лемою 3 підгрупи R1 і R2 нормальні в G. 

Нехай F – довільна скінченна підгрупа із G.Очевидно, що в 

підгрупах R1 і R2 існують відповідно такі елементи r1 і r2, що 

підгрупи R1F і R2F немаксимальні відповідно у підгрупах  

R1 F< r2> і R2 F< r1>. Тоді за означенням УЩН[НП]-груп:  

[R1F ; R1 F< r2>]  X  G, [R2F ; R2 F< r1>]  Y  G. 

Очевидно, що перетин X  Y нормальний в G і містить 

підгрупу F. Оскільки група G за лемою 1 періодична, то із цього 

слідує, що вона локально нормальна і, значить, R   Z(G). 

Із попереднього випливає, що підгрупа FR = (X  Y) R 

нормальна в G. Так як F довільна підгрупа із періодичної групи 

G, то фактор група G/R дедекіндова. Но тоді за лемою 3 вона 

скінченна. Лема доведена. 

Тепер із лем 1–4 випливає наступна теорема. 

 

Теорема. Розв’язна недедекіндова розв’язна УЩН[НП]-

група є або скінченним розширенням квазіциклічної групи, або є 



 

центральним розширенням прямого добутку двох квазіциклічних 

підгруп за допомогою скінченної дедекіндової групи. 
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