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В С Т У П

У багатьох роботах (д и в ., наприклад, [1  -  39]) вивчались групи, 

у шейх певна властивість V підгрупи групи в  є щільною в групі G. 

Властивість V підгрупи групи G називається щільною в G, якщо для 

підгрупи А з підгрупи В групи G існує підгрупа N і з  властивістю V 

така, що А £ N < В. Групи такого роду, де V -  властивість нор­

мальності, вивчались, наприклад, у [9  -  39 ]. У роботах [ 9 . -  14] 

А завжди була власною немаксимальною підгрупою з В , А < N < В, 

або А 4 N < В. Зрозуміло, що ці умови при вивченні таких груп не­

обов'язкові (д и в ., наприклад, [47 , 49, 26, 28 -  ЗО].

В даній роботі також вивчаються групи з деякими умовами щіль­

ності нормальності для підгруп, я к і є значним узагальненням груп 

і з  робіт [9  -  44]. Деякі результати ц іє ї роботи опубліковані і  за- 

депановані в [46 , 20, 22, 32, 35 -  37 ]. Зауважимо, що дана робота 

в безпосереднім продовженням роботи [39] і  тому для зручності по­

силок використовується Трійна нумерація результатів.

Робота складається з трьох параграфів: 2 .4 Ї  2\2^ ЙЛЇ*-В пара­

графі 2 ,4  наведено результати, доведення яких можна знайти в робо­

тах t l9 ,  21, 39] і  я к і суттєво використовуються в даній роботі.

Параграф 2 .2  присвячений опису нільпотентних УШН[ ]-гр уп , тобто 

груп G, у яких для будь-якої пари підгруп А та В таких, що А -  

власна яемаксимальна підгрупа з В , існує нормальна підгрупа N і з  

G і  А 4 N ^ В (теорема 2 .2 .3 ) ,  Доведено, шо існує 28 ти п ів  неда- 

яРкіПдових УЩН[ ]—груп.

У Параграфі 2 .3  описані ненільпотентні локально ступінчасті 

УШН[ j-rp y fflt (теорема 2 .3 .4 ) .  Одержано І7  ти п ів  груп такого ролу.
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гл .  ВІДОМІ РЕЗ УЛ ЬТАТИ

Доведення результатів цього параграфа можна знайти у роботах 
автора [19 , 2 Ї ,  39]. Для зручності посилок, нумерація нижчена* 
ведених результатів така ж, як і  у роботі [3 9 ].

Л е м а  Ї . Ї . 2 .  Нехай G -  довільна група, шо має власні немак- 
еимальні підгрупи, я к і вс і породжують власну підгрупу М групи G. 
Тоді М < G, для будь-якого примарного елемента X і з  6\М <х> -
максимальна підгрупа з G, G *  < г ,х > , де g -  будь-який елемент i s  
G\<x>, /G/ І  ( і . г У ,  г  -  просте чиоло і  виконується т іл ьки  одне 8 
тверджень:

ї )  М -  2-максимальна підгрупа s G І G -  циклічна Група порядку
р^, «6 > ї ,  або / 6/  і* pq, р, q — необов’язково р із н і прості ЧИбЯа;

2) М = Ф(<х>), G -  періодична група;
3) М -  максимальна підгрупа циклічної Групи б» /б/ *  p^q, p i  

q -  р ізн і прості числа, /  > ї ,  /М/ * jf^ q ;
4) М *■ максимальна підгрупа нвш ш іічио ї груп» 9 , б *  М-<Х>< 

Мп<х> а Ф(<х>), для будь-якого примарного ЗЛРМвИїП а і з  G\M <g> -  
максимальна підгрупа з G, *  ^(<g>).

Т е о р е м а ї . ї . І ,  Локально ступінчасті групп 3, і«ю пв пород­
жуються своїми власними немакоимальнимп підгрупами, вичерпуються 
групами порядку *  та р (р -  просте чволо) І  екійченними роав’я в -  
Нкми 2-породжеяпми групами, в  яких вс і власні йшзикешальйі П ід ­
групи породжують власну нормальну підгрупу М і  б іюморф» Групі 
одного з ти п ів :

1) G -  циклічна група порядку р^, р *  просте число, «і, > Ö, S *
1- Ф(Ф(G>) ~ 2 -ш ксимальт підгрупа з б;

2) /G/ *  pq, р і  q - необов’язково р із н і прості че зМ , М *  £ -
2-шксяшльна підгрупа з G;

3) G -  груш кватєрніонів, И *  Ф (0 )(“ й-максймалша підгрупа 
з G;

4) G -  циклічна група порядку f y ,  р і  q -  р із н і прості чвола, 
<4 > ї ,  М -  максимальна підгрупа, a G, /М/ *  р '̂1 q; . 4

5) G = <х> ), <г>, /%/ *  р^, / г /  = р, «4- > І ,  [ к , г ]  Є < tp >,
[G:G‘ 1 > 4 , М *  <їх > х <г> -  максишльна підгрупа з G;

6 ) 6 = R а <х>, /К/ * / > 2 , /х /  = q*, £ >  0 ,«<+/в * Й ,  г  і  q -
р ізн і прості числа, <х> -  максимальна підгрупа з G .  М ■* R А  “
максимальна підгрупа з G.



-  8

Т в е р д ж е н н я  і . 1 .1  fTO ]. Дедекіндові неабелеві групи G 
вичерпуються гамільтоновими групами, тобто групами типу G = 
» Q x D x A ,  де 0 -  група кватерніонів, D -  елементарна абелева 
2-група, А -  періодична абелева група без інволюцій.

Н а с л і д о к  4 .4 ,7 . Всі скінченні 2-групи з трьома інволю- 
ціями і  центральним комутантом вичерпуються групами таких ти п ів :

5) G -  яециклічна метациклічна 2-група, що не містить груп ква­
терніонів та групи діедра порядку 8 , G1 ^ Z(G );

2) G = U X X, де кожна з підгруп U та X є циклічною 2-групою, 
чи групою кватерніонів, /и/ > 4 , /X/ > 4 , w(X) < Z(G ), [U ,X ] ^
<  w(U); ,

3) G = (<a> x <b>)<x>, /а/ = /Ь/ = 4 , аг  = x 2-, ta .x ]  = a1 bJ' ) 
[b ,x ]  = b2-;

4) G = (<a> x <b>)(<x> x <y>), /а/ = /Ь/ = 4 ,  а1  = Xі  = [а ,у ] ,
аг Ъх = [а ,х ]  = [b ,y ] , Ь7" = у 2- = [Ь .х ] .

О з н а ч е н н я  Т . 2 . Ї .  Нехай G -  група, А та В -  ї ї  п ідгру­
пи, А ^ В. Відрізком (інтервалом) [А ;В] ( ( А;В )) називається мно­
жина вс іх  тих і  т іл ьки  тих підгруп X і з  G, для яких А ^ X <  В 
(А < X < В ) .

Півінтервалом (А;В] чи [ А ;В) називається множина вс іх  тих і  
т іл ьки  тих підгруп X і з  G, для яких А < X < В чи А<< X < В.

Проміжком ^А;В^ називається в ід р ізо к , інтервал чи п івінтервал.
О з н а ч е н н я  4 .2 .2 . Модулем проміжку / {А ;В }/  називається 

число його елементів.
Л е м а 4 .2 .4 . Для понять, введених в означенні ї*® .-4, спра­

ведливі твердження:
4 ) тоді і  т іл ьки  тоді / [ А ;В]/ *  4 , чи / (А ;В ]/  ч 0 , чи / [ А ;В)/ =

* 0 , коли А = В ; і
2) тоді і  т іл ьки  тоді / [А ;В ]/  = 2 , чи / (А ;В ]/  = 4 , чи Д А ;В )/  =

*  4 , коли А -  максимальна підгрупа з В ;
3) тоді і  т іл ьки  тоді / [А ;В ]/  > 2, чи / (А ;В ]/  > 4 , чи / [ А ;В)/  > 

> 4 , коли А -  власна немаксимальна підгрупа з В ;
4) тоді і  т іл ьки  тоді / ( А ;В)/ = 0 , коли А = В або А -  максима­

льна підгрупа з В.
О з н а ч е н н я  4 .2 .3 . Нехай у групі G для будь-якого в ід ­

різка [А ;В ] , де А та В Т '-п ід гр упи , існує нормальна підгрупа N і з  
G Така, шо:

4) при / [А ;В ]/  > 4 : 4 .4 ) N Є [А ;В ] ;
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2) при / [Д ів ]/  > I :  2 .1 )  N Є (А ;В І;  Й.2) N Є [ А ;В ); 2 .3 ) N Є 
Є [А ;В ] ;

3) при /[А ;В ]/  > 2: 3 .1 )  N Є (Л ;В ); 3 .2 )  N Є (А ;В Ї;  3 .3 )  N Є 
Є [ А ;В ); 3 .4 ) N Є [А ;В ].

Тоді G називається відповідно: Н- , № (!■]- , ШНІД)- , ЩН[Т]~ ,
УЩН(Г)- , УШНСКІ- , УШН[П- , УШН[Г]-групою.

Якшо 'Г  -  властивість бути будь-якою підгрупою групи G, то в 
позначеннях відповідних класів груп буква Т "  опускається 1 в  по­
дальшому ці класи груп будемо називати як Н- , ІШ( ] -  , ІШ[ )*  , 
ШН[ ] -  , УШН( ) -  , УШН( ] -  , УШН[ ) -  , УИН[ ]—групи.

В іс ім  класів визначених ту т  груп будемо позначати відповідно 
через К(Н), К(ШН( ] ) ,  К (OJHt ) ) ,  К(ШНГ ] ) ,  К(УЩН( ) ) ,  К(УЩН( ] ) ,  
К(УШН[ ) ) ,  К(УШН[ ] ) .

Л е м а 1 .2 .2 . Нехай G -  група. Тоді справедливі твердження:
! )  група G тоді і  т іл ьк и  тоді Н-група, коли вона дедекіндова 

група;
2) група G тоді 1 т іл ьки  тоді є ідо( ,ШН[ ) -  , ШН[ ]-групою, 

коли для будь-якої пари підгруп А < В Існує нормальна підгрупа Н 
групи G, шо відповідно N Є (А ;В ), Я Є [А ;Р ), N Є Ц ; В І ;

3) група G толі 1 Т іл ьки  тоді е УШН( )~ , УШН( 1- , У№[ ) -  (
УШН[ ]-групою, коли для будь-якої пари підгруп А < В таких, 
що А немаксимальна в В , існує нормальна підгрупа N групи G 1 
відповідно N Є (А ;В ) , N Є ( А ;В ]. N Є [А ;В ), N Є ГА ;В )«

4) К(Н) < К(ШН( ])  < К(ВІН[ 1) < К(УШНГ ])
К(Н) «с К(ШН[ )) < К(ШНІ 3 ),
К(!Ш( ])  «  К(УШН( ])  < К(У1ІИ[ ] ) ,
К(ШН[ )) < К(УЩН[ ))  < К(У1Ш1[ ] ) ,
К(Н) «  К(УШН( )) < К(УШ( 3)Г\ К(У!ІИГ ) ) .

Т  е о р е ма 1.2 .2 . Недедекіндова локально ступінчаста УШНІ 1- 
група є розв’язною черніковською групою,, ненормальна підгрупа 11 
яко! може бути лише власною підгрупою одного з ти п ів :

ї )  U -  пиклічна підгрупа порядку р*4, «г.> 0 , р -  довільне просте 
число, Ф(Ф(и)) а М ч G;

2 ) U -  група порядку pq, р 1 q -  необов’язково р ізн і прості чи­
сла, М *  ї  <зб;

3) U -  група кватерніонів порядку 8 , Ф(0 ) *  М ч  G;
4) U циклічна підгрупа порядку > 4„ р 1 q р ізн і прос­

т і  числа, М 4  U, М 4 б, /М/ к р̂ '1 q;
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5) U = <х> у <у>, /х/  = рй , А > 1 , /у/ = р, р -  довільне прос­
те число, [<х>,<у>] ^ <хР4 і >, [ U:U 1 ] > 4, кожна підгрупа з U по­
рядку рг  м істить U ' , <хр> х <у> = М «і G;

6 ) U = R X <х>. R -  елементарна' абелева мінімальна нормальна
підгрупа в U порядку > 2 , / х /  = р^, р і  г  -  р ізн і прості числа, 
У  Є ( і , 2 ,3 \,f>> 0 , Ц + ß > 2, <х> -  максимальна підгрупа з U, I j '  =
*  R, R х <х^> = М <5 G, при У >  і  l f  + ß < 5.

Т е о р е м а  і . 2 . 3 .  Недедекіндові локально ступінчасті УЩН[ ] -  
групи G мають скінченний комутант, не мають п ідгруп, що розклада­
ються в прямий добуток більше ніж трьох неодиничних прямих множни­
к ів  і  є черніковською дисперсивною групою одного з ти п ів :

1 ) G -  скінченна ненільпогентна група;
2) G -  скінченна нільпотентна не більше ніж біпримарна група;
3) G має центральну квазіциклічну р-підгрупу R, для яко ї G/R -  

скінченна дедекіндова Група.
Т е о р е м а  І . З . І .  Локально ступінчасті УЩН[ 3-групи Шмідта 

мають вигляд G = Р X Q. д е Р  -  нормальна в G силовська р-підгрупа 
порядку р^-> 2 ,Х Є  ( ї,2 ,3 ^ , G1 = Р, Q -  ненормальна циклічна сило­
вська q-підгрупа з G порядку q  ̂ , ß > 0 , р і  q -  р із н і прості чис­
ла, Р 1 = Ф(Р) < Z (P ) , /Ф(Р)/ = р4 , й Є {ОД\, / - Л  -  показник р
по модулю q, Ф(Р) х  0 -  максимальна підгрупа з G, Z(G) = Ф(Р) х
х Ф(О), та вичерпуються групами ти п ів :

4) Р -  група кватерніонів, q = 3 > ß ;
2) ехр(Р) = /Ф(Р)/ = р > 3 , q > 2 , ß> = 4 ;
3) Р -  елементарна абелева, при <Z > і  ^ +/® < 5
Т е о р е м а  ї . 3 . 2 .  Метациклічні УШН[ ]-rpyim» G вичерпуються

групами ти п ів :
1) G = <а> х <;Ь>;
2) G = <а> X <Ь>, /а/ = 2 , /Ь/ = 2 Р, Л& [? ■ $ ,£ >  0 , b ab =

® \
3) G *  <а> X <Ь>, /а/ = 8 , /Ь/ = г/ , ß  > 0 , b_ i ab =ка3 ;
4) G = <а> X <Ь>, /а/ = р^, /Ь/ = p ^ /'b ^ a b  = , р< > 2 ,

0 < «£ -  k < 3 ,  /  -  k <: k <«Z , <Z -  k < ß ;
5) G = <axb> = <bxd>, /а/ = p^, /Ь/ = p ß, /d/ = <a> r\

П <b> м. <арМ>, <b> A<d> = Ї ,  b_ i ab = a , p * '1 > 2 , 2 < Л  <

< ß\  и
6 ) G = <axb>, /а/ = 8 , /Ь/ -  2 , ß  > Ф, /<а> Г> <Ь>/ = 2,

b't ab = а '* ;



7) G = <a xb >, /а/ = Ї 6 , /Ь/ «. 21®, f> Є ( 2 , 3 , 4 ,  /<а> П <Ь>/ »
-  2 , b_ i ab = а '1 ;

8 ) G = <axb>, /а/ = /Ь/ = Ї 6 , /<а> П <Ь>/ *  2, t f*  ab = а® ;
9) G = <axb>, /а/ = 46, /Ь/ = 2 ’\ /< «> ГкЬ > / »  ? , JS 6  (3 ,4 ’г , 

b-< ab = а? ;
10) G = Р х D, Р -  група кватерніонів порядку 8 , D -  скінченна 

абелева метациклічна група;
ї ї )  G = Р х D, Р *  силовська р-підгрупа G, /0/ « q, р і  q * 

р ізн і прості числа, Р -  група одного з наступник ти п ів  розглядува­
ної теореми; 2 , /Р */ = 2 ; 4 , /Р ’/ »  р; 8 , ß < 4;

1 2 ) G = <а> X <Ь>, /а/ = р г, р і г -  необов’язково р ізн і прос­
т і  числа /Ь/ = 0 , р s  I  (mod q), г  s  I  (mod q),t<a>,<b>] *
*  <a>, b^0 Z(G);

13) G - (<a> X <b>) к <z>, /а/ *  p -  непарне прлсте число,
/Ь/ *  q^, $ > О, р aA  (mod q), [<a>,<b>J = <а>, / г /  Є ( l, r|  , г  -
просте число, Ф(Ф(<Ь>)) «  Z(G ); при / г /  »  г  t i^ S  Z(G ); при / г /  *
= Р ß<  3;

14) G * <а> > <Ь>, /а/ * р > 5 , /Ь/ *  q r , q і  г -  р ізн і прості 
числа, р » І  (mod q), р g ї  (mod r ) ,  f.<a>,<b>] *  <а>, С^<а>) ■ І ;

15) G *  (<а> к <г>)<Ь>, /а/ *  р -  непарне просте число, <г,Ь> -
-  група кватерніонів порядку 8 , b 4 ab = а“4 ;

ї& ) G s  <а> X (<b> X <*>), /а/ *  р -  непарне просте число,
/Ь/ = q^, / г /  а q, ß  > 2, р в. 1  (mod q), f<a>,<-b>3 ® <а>, [a.b^J *
*  [а ,г ]  = ї ,  [ b , z j  =

Т е о р е м а ї . 3 . 3 .  Локально ступінчасті мінімальні иеметвник- 
л іч и і УЩН[ 3-групи G мають вигляд Ö *  дх, де А «  <а,Ь> * нормальна
»  G р-підгрупа, а 4 І ,  К -  q-rpytre, р і q -  прості числа та ви*
черпуються групами ти п ів :

1) /0/ = Р1*, ечр((?) -  р;
2) А *  <а> х <b>, X »  <х>, / я /  *  f t !  *  9 , /Ь/ * 3* [ я , х ]  *  Ь,.

tb ,x ]  *  а3 в  Xй ;
3) G *  А х X, А ~ група кватерніонів порядку 8 , /X/ *  2 ;
4) А -  група кватерніонів порядку 8 , X «  <%>, /х/  »  4, <хй-» •>

= Ф(А), X *  Z(G );
5 ) А *  ,'а> х <b>, X *  <х>, /а/ *  /Ь/ *  /х/ *  4 , [а .х і =■ а4-,

[ Ь ,х ]  = Xі  *  а1!?- ;
6 ) G = А X X -  група ІЛмі лта типу 3 теореми 1 ,3 Л ,  /к/ = ps , 

/х/ Є (п .п ^ ;

-  8 -
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?) G я A X X -  група ІІІмідта типу 5 теореми 5 .3 .1 , А -  група 
кватерніонів порядку 8 , /х/  Є |3,9^;

8 ) Ö s  А ^ X, А = <а> х <Ь>, /а/ = /Ь/ = р -  непарне число, X =
ч <х>, /х /  Є {q.q1} .  Р £ 4 (mod q)t [<а>,<х>] = <а>, [<Ь>,<х>3 =
<b>, <Ь% *  Z(G );

9) G «  А X X. А = <а> х <Ь>, /а/ =‘ /Ь/ = р -  непарне число, X =?
<х>, / х /  = q*. ß  > 2 , р = 4 (mod q), [<а>,<х>] *  <а>, [<Ь>,<х>] =
*  <b>, <b >  = Z(G ), А -  квазіцентральна підгрупа з G;

50) G = А )\ X, /А/ = р -  непарне число, X = <х> \ <г>, /х /  = 
«  qa, / z /  * q -  непарне число, р = 1  (mod q), [А,<х>] = A, [ x , z ]  = 
х \  О х(А ) *  < х Ч  х <z>;

45) G -  квазі циклічна р-група.
Т е о р е м а  5 .3 .4 . Нехай G -  локально ступінчаста УШН[ 1—гру­

па з мінімальною неметациклічною підгрупою 0 . Тоді в G нормальні 
вс і підгрупи, що строго м істять С.

Всі локально ступінчасті групи G з ненормальною підгрупою 0 ви­
черпуються групами таких ти п ів :

5) G *  Р \ Q, Р *  <а> х <Ь>, /а/ = /Ь/ *  р1 , /0/ = q, р і  q --
р івн і прості числа, Ф(Р) )\ 0 -  ненільпотентна груда Міллера -  Мо­
рено, р У 3;

2) G *  (R х F ) X Q. /R/ *  f .  /Р/ *  Р *. /0/ = й. г ,  р і  q -  по­
парно р ізн і прості числа, р  ̂ 3 , q У 2 , г  г І  (mod q), R X 0 *
Р 0 -  ненільпотентні групи Міллера -  Морено.

Н а о л і д о к  4 .3 .5 0 . Метациклічні неметагамільтонові УШН[ ] -  
Групи G вичерпуються групами таких ти п ів  теореми 1.3,. 2 : ^ - -  9 ; 52; 
5В; 46.

Н а о л і  д о к  і . 3 .12 . Нехай в  -  локально ступінчаста УШНС 1- 
група і  0 -  ї ї  нільпотвнтна мінімальна неметацикіічна підгрупа, 
їо д і С 9 G і  G/C -  дедекійлова група.

Т  е о р е ма 5 .4 .5 . Нйдедекіндові локально ступінчасті ЩН[ І -  
групи G вичерпуються .групами таких ти п ів :

5) G -  <а>  ̂ <Ь>* /а/ -  р**, /Ь/ = * , £ >  0, [a,b] = а Г '  ;
2) G *  <axb>, /а/ *  8 ,/Ь/ Є (4,8у,/<а>П <b>/ * 2, b~4ab = a'4- ;
3) G «  Ö *  0 , 0 *• неолинична локально циклічна 2-група, б -

група кватерніонів порядку 8 ;
4) G *  (О X <а>) У <Ь>, С -  локально циклічна р-група, чи група 

кватерніонів порядку 8 , [а ,Ь ] *  о Ё  С, /с/ *  р, /а/ -  /Ь/ *  pj 
[0 ,< Ь *] й 5{
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5) G =-• (<а> X <b>)<x>, /а/ = /х/  = 9 , /Ь/ = 3 , [а д ]  = b, [Ь , 
х] = а3 = х с;

6 ) G = (<а> х <Ь>)<х>, /а/ = /Ь/ = /х /  = 4, [a .x l = а4 , [Ь ,
х ] = Xа- = аг Ь4 ;

7) G = (<а> х <Ь>)(<х> х <у>), /а/ *  /Ь/ = 4, а1  *  X і  *  [а .у І,  
az bl = [а д ]  = [b ,y ] , b1  *  у 1  -  [ Ь д ] ;

8 ) G = P X О, /Р/ Є (р,р4( ,/ 0 /  *  qA, p, q -  р ізн і прості числа;
1 e м a 2 .1 .1 . Нехай G = A x В -  УШН[ ]-група і  А -  ї ї  неде­

декіндова підгрупа. Тоді /В/ Є | l,q\. Якшо G -  локально отупінчао-
та група і  /В/ = q, то А -  група одного з ти п ів  1-8  творами 1 .4 .1 , 
Т_е о р е м а 2 .1 .2 . Локально ступінчасті недвдекіндові метагамі- 
льтонові УШН[ ]-групи G вичерпуються групами ти п ів :

D G -  недедекіндова УШНС ]-група теореми 2 .1 .1  а [3 9 ];
2) G -  недедекіндова УІІІН[ ]-група наслідку 1 .3 .6  а [3 9 ];
3) G ь (р X <х>) х <г>, Р -  елементарна аоелева група порядку

р4, /х/ *  qA, fi Є ( і , 2 ] ,  р і  q -  р ізн і прості числа, Р ^ <х> -  не-
Нільпотентна Група Міллера -  Морено, / г/  Є ( і , г | ;

4) G = ((<а> ж <Ь>)<х>) я  <г>, /а/ = /х /  *  9 , /Ь/ в 3 , [а .х ]  * 
s  Ь, [Ь ,й ]  в а5 в х с, / і /  Є ( І , г | ,  3 4 г -  просте число;

5) G -  група Порядку р* з аОалевим нецвнтральикм 9 і ткну (р .р );
6 ) в *  (<а> х <b>) X <*>. /а/ м / * /  *  Рг . /Ь/ в р -  непарне

проста число, [а ,х ]  *  b, tb .x ]  *  а*Р, 0 < s < р;
7) G в <<а> х <b>) X <х> , /а/ *  /Ь/ *  р4 , /х/  *  р, [а ,х ]  *  b ,

[Ь ,х ]  в a^bfcP, 0 < 4 < р, 0 t < р;
8 ) G в А X <*>. А * *а -> X <Ьл, /а/ * /Ь/ »  р4 , /х/  *  р ~ негар­

не просте число, [й .Ь ] «  аА, [а .х ]  в  ь^, [ b , х І  »  1 ;
9) G *  А X <*>, А в <йо X <Ь>, /а/ *  /Ь/ *  р4 , /х /  *» р, [а ,Ь ] *>

*  ар, [а д ]  в ь ' ,  tb ,x ]  в  а€РЬ*Р, 0 < » < р, Ö ̂  t < рі
10) G в ((<а> х <Ь>)<х>) х <r>t /а/ в /Ь/ в /х/ « 4,  / * /  6 (1 ,

г^ , г -  просте число, Г а д ]  *  a1, tb .x ]  *  х 4*  аг Ь4 ;
ї ї )  G *  ((<а> X <b>)(<x> t  <у>)) х <г>, /а/ * /Ь/ * 4, /а/ *

в /х/ = [а ,у ] ,  а4Ь4 =* Г а д ]  в [ Ь , у ] , Ь4 * у г = tb .x ] ,  / г / 6 ( і ,  г ) ;
12) G в <а>М, М *  (<е> х <b>) X **>» 1*1 * /Ь/ “ Р 4, /с/ в

в /х/  в  р -  нагарне просте число, ta .b ] *  х . [ Ь д ]  *  с, <с> *
х cbp> *  2(G), [ а д ]  = c^bp. О < £< р, я р *  ои г *  Ь*Р, 0  ̂ t < р;

13) G = <а>М, /а/ « 4 ,  М в (<а% х <b>) X <х>, /Ь/ *  /х /  ® 4,
[а ,Ь ] в X і , [ Ь д ]  в а Ч 1  6 2(G), [а д ]  » Ьг х 4;

14) G в <а>М, /а/ *  р4 , М *  (<а^> х <b-) X тх> , /Ь/ *  /х /  - р4 ,
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р -  непарне просте число, [Ь ,х ] = atPbtf>xeA,0 < s < p ,  0 ^ t < p ,  
О ^ 1 < р, ta ,b ] = х р, [а ,х ] = b ^ x *? , 0 < f  < Р , 0 - $ к < р ,  не- 
квадратичнимн лишками за модулем р е числа: ■ t4+ 4 f s ,  I і  + 4 f ,  
k4+ 4 s ; всі елементи порядку р з в*належать G1. вс і метациклічні 
Підгрупи 8 G абелеві;

•15) G *  Р X <х> -  група Іііи ідта, Р *  група кватерніонів порядку 
8 , /х /  Є (3 .9 } ;

16) G *  Р X <х> -  група ШМІдта, /Р/ = р3 , ехр(Р) = р, /х /  = q;
17) G *  Р X <х>. /Р/ = р '.  Л  Є ( 2 , 3 \, /X/ *  q*5, / З Є ( 2 .3 \ ,

at +ß<  6 , Р X < х^  -  ненільпотентна група Міллера -  Мореноs JL -
показник р за модулем q;

18) G *  Р X <*> -  група Фробеніуса, Р -  елементарна абелева
група порядку р^, /  Є ( й .з } *  /х/  = q r, р, q 1 г -  попарно р ізн і 
прості числа, et- показник р за модулем q 1 дорівнює показнику р 
»а модулем г .

Н а с л і д о к  2 .1 .2 . Недедекіндова метагамільтбнова УІННС 3-
група G порядку 2 й", шо містить елементарну абелеву підгрупу поряд­
ку 8 1 не містить підгруп кватерніонів порядку 8 , е групою одного 
» ти п ів : .

1) в *  (<а> X <Ь>) х <х>, /а/ *  2^, /Ь/ * 2*. /х/ = 2 t <2 > 1 ,
^ > 0 , [а ,Ь ] * а4<* 1 * X й

2) G «  (<с> х <а>) X <Ь>» /е/ *  2 , у  > 0 , /а/ = 4, /Ь/ *  2 ,
$ Є  ( і , 2 ) ,  tc .b ] -  1 , ta .b ] *  еі Г " і

3) б *  (1) * <а>) X <Ь>( U a <u> X <»>. /и/ а 2 , А > 2 , /у/ *  
а /а/ «  /Ь/ « 2, t u , » ]  * [а ,Ь ]  »  и4 1 , tU,<b*3 * . j t ;  '

4) G a (<ä> X <b>) X <*>< /й/ -  /Ь/ а 4, /х /  a 2 , " ' ’ta ,X ] = b S
[b ,x ] a a4b4 ;

6) G а (<a> X <Ь>) X <*>• /*/  25 /Ь/ в 4, /х/ а 2, ta ,b ] а а4 ,
[в ,х ]  а ь4 , tb ,x ] *  a4b44, Ö je t < 2;

в )  G а {(<а> х <Ь>)<х>) х <г>, /а/ = /Ь/ = /х /  = 4, / г /  = 2,
ta ,x 3 a a4 , tb ,x ]  а х 4 а аг Ь4 ;

7) G а ((<а> х <Ь>)(<х> х <у>)) х <г>, /&/' = /Ь/ = 4 , / г /  -  2 ,
а4 в х 4 *  fa .y ] ,  а4Ьг а [а .хЗ = [Ь ,у ] ,  Ьг  = у г = tb .x ] ;

8) G а <а>М, /а/ а 4, м = (<а*> х <b>) > <х>, /Ь/ = /х/ = 4,
tb .x l * а4Ь4 б 2(G ), [а ,Ь ] = Xі , ta ,x ] = Ь4х г ;

9 ) G а ((<С> X <а>) X <Ь>) X <Х>, /а/ = /Ь/ = /с/ = / х /  = 2,
ta ,b) а с, te .b ] в 1 .

Н а с J1 1 г' в к  2 . І . З .  Локально ступінчасті немєтагамі льтонові



-  IS -

УШН[ ]-групи G, що розкладаються в прямий добуток своїх власних 
п ідгруп, є групою одного з ти п ів :

1) G = 0 *  х Q i, 0 4 і  Qt_- групи кватерніонів порядку 8 ;
2) G в (<axb>) х <г>, /а/ в 8, /Ь/ Є (4,8^, / г /  * Й,

/<а>п<Ь>/ = 2, i f 1 ab = в~1',
3 ) G = ((< а >  х <ь>)<х>) х < г > , /а/ ® /х /  -  9 ,  / Ь /  = /і/  <* З ,

[а ,х ] = Ь, [Ь ,х ]  = а -5 = х е.

2 .2 . БУДОВА НІДЬПОТЕНТНИХ УШН[ 3-ГРУІІ

Л е м а  2 .2 .1 . Всі УЩН[ ]-групв G, що м істять підгрупу дівДрй. 
порядку 8 , є метагамільтоновими групами.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група і  М -  підгрупа діедра 
порядку 8 . За лемою 1 .1 .2  М < G і  всяка підгрупа й і з  G, що 
містить М, нормальна в G. Звідси G/М -яедекіндовй група і  G -  
розв’язна група з комутазтом порядку 2 ^ ,. ш > 0. Якщо ш *  ї ,  то 
0 -  метагамільтокова група, що й треба було довести. Нехай m > ї .  
Толі G -  недедекіндова група. За теоремою 1 .2 .3  G -  черніковська 
група. I s  наслідку 1 .3 .1 0  випливав, що мегациклічна нвмвтагаміяь- 
тоноВа група G не містить підгруп діедра порядку 8 . To w  можна 
вважати, що G -  кеметациклічна група. Ясно, що М м істить єдину 
максимальну циклічну підгрупу <и> порядку 4, Звідси <u> «  G. Не­
хай U ь C ĵ(<а>). Тоді Н < G, G/U *  підгрупа i s  Aut<u>, C^<u>) 4 
4 М, [M:<U>] *  2 . Оскільки /Aut<u>/ *  2 І  u 0 Z(G ), то fO :U] *
*  2 , G *> UM і  H A M«  <u». Завдяки наслідку 2 .1 .3  G не розклада­
ється в прямий добуток своїх власних підгруп. Легко бачити, що 
U/<u> *  G/M -  дедекіняова група І  <u> Z (U ). Звідси підгрупа Ü в 
розширенням центральної підгрупи <и> за допомогою далекі вдової 
групи. Ясно, ще U а Н і  *  U t  -  нільйотентна група, де U*~ вилов- 
ська 2-підгрупа з Ü, Н і-  ї ї  холлівське доповнення. Зрозуміло, що 
U i  < G, Н г <і G, UfcM -  нормальна силовоьке 2-підгрупа з G і  G »
*  Н і х (UtM). За попереднім, U i ® 1 і  тому G -  2-група. Зрозуміло 
також, що М = <и> У <%>, /х/  = 2 ,  М'* <с> *  <ul >. Припустимо, шо 
U має єдину підгрупу <с> порядку 2. Тоді в силу [1 ,  40І  Ü -  
локально циклічна чи група кватерніонів. Завдяки теоремі 1 .2 .3  
/G'/  < .  Припустимо, шо /U/ *  »л  Тоді U містить квазіпда тічну
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2 -п ідгрупу R i  R ^ Z(G). Якщо IJ = R, то / в '/  = /М '/  = 2. що не 
так. Легко бачити, що U не може бути нескінченною групою кватерні­
о н ів. Тому /U/ < о ° .  Оскільки /2 (U )/ > 2 , то U = <г> і  оскільки 
G = UM, М = <u> X <х>, то G = < г> 'Х  <х>, що суперечить вибору G 

Припустимо тепер, що U містить d, /d/ = 2 і  <d>n<c> = 1. Ос­
кільки  <u> ч  G, U/<u> -  дедекіндова група і  G/<u> = U/<u> х M/<u>, 
то G/<u> -  дедекіндова груш . Звідси <d> х <с> <j G і  тому в G іс ­
нує підгрупа (<d> х <с>) X <х>, яка може бути лише групою діедра 
порядку 8 чи елементарною абелевою групою порядку 8 . Якщо (<d> х 
х <с>) X <х> -  група діедра, то вона нормальна в G за попереднім. 
Якщо (<d> х <с>) X <х> -  елементарна абелева група порядку 8 , то 
вона нормальна в G в силу теореми 1 .3 .4 .  Звідси МГі ( ( <d> х зд?)>  
X <х>) = <с> х <х> <1 G. Недай D = 0 .(М ). Тоді D = CQ(<u>) П 
П С^(<с> х <х>), DAM = <с> = Z(M), Тм:<с>j  = 4 і  тому [ G:D]  ̂

> 4. За попереднім, [G:(^_(<u>)] 4  2 , С^(<с> *  <х>) ч  G і
G/0^(<c> х <х>) -  підгрупа і з  Аит(<с> х <х>) Відомо [ПЗ], що си- 
ловська 2-підгрупа і з  Aut(<c> х <х>) має порядок 2. Звідси [G:D] = 
= 4, G = DM, D/<c> ~  G/M -  дедекіндова група, G’ = O' М'[0,М] = D 'МІ 
Оскільки ш > І  і  G/<c> = D/<c> х М/<с>, то 0/<с> -  неабелева 
група. Звідси D/<c> містить підгрупу кватерніонів Н/<с>. В силу 
твердження 1 .1 . ї ї  з [16] Н містить <а>, /а/ = 4 , <а>п<с> = 1 і  
Q м істить підгрупу М х <а>, у яко ї в силу леми 2 .1 .1  М -  дедекін­
дова група, що не так. Одержана суперечність і  завершує доведення 
леми. Лема доведена.

Л е м а  2 .2 .2 . Нільпотеятна неметагамільтонова УШ І ]-група G, 
шо м істить ненормальну підгрупу кватерніонів Ü = <х,у> порядку 8, 
е або групою кватерніонів порядку 2s ', або скінченною неметацшшіч- 
яою 2-групою з комутантом G' порядку 2й1, m > 1, яка me нормальну 
підгрупу С = Q х <d>, /d/ = 2 , Ф(0) х <d> ч  G, Ф(0) x <d> містить 
всі інволюції з G і  G/С -  дедекіндова груда

Доведення. Нехай G -  досліджувана група. Припустимо, wo G роз­
кладається в прямий добуток своїх власних підгруп. Толі G за до­

вольняє умову наслідку 2 .1 .3  і  може бути лише групою типу А чи 2 
цього наслідку.

Нехай G -  Група типу 1 наслідку 2 .Т .З .  Тоді G = CU х О?. О L і 
Ö jL- групи кватерніонів порядку 8 , w(G) -  v<Qi) \ v<Oz ’ G'
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w(Q) x <d> = С ( ту т  і  в  подальшому w(G) -  підгрупа групи G, яка 
породжена всіма елементами з G, що мають порядком просте число). 
Звідси С ч  G, G/G -  абелева група і  лема доведена.

Нехай G -  група типу 2 наслідку 2 ' Т " і  є - ( ■-axb- ) х <:?>. 
Покажемо, шо при /Ь/ > 4 G не містить підгрупи кватерніонів поряд­
ку 8 Дійсно, нехай це не так. Тоді х = а*"1 Ь 1̂ z * 1, у = at l b7 t z K\ 
Звідси /а ^ Ь*1/ = /al2-b&*-/ = 4 і  тому Q ^ Ф(<ахЬ>) -  <a4 ><bL > . 
Але Ьг  Є Z(G) і ,  значить, (<аг ><Ьг >) = 1 , що неможливо. Отже,
при /Ь/ > 4 G не містить підгрупи кватерніонів порядку 8 . Тоді
/Ь/ = 4 і  <axb> -  узагальнена група кватерніонів порядку 16, Пок­
ладемо z = d і  одержимо доведення леми у цьому випа'дку.

Припустимо тепер, що G не розкладається в прямий добуток своїх 
власних підгруп. Тоді G -  2-група, у яко ї за теоремою 1 .2 .3  / в '/  = 
= 2*^ ш > 1. Нехай G -  метациклічна група. Тоді G задовольняє умо­
ву наслідку 1 .3 .ІО  і  може бути лише групо» одного з ти п ів  7 - 9  
теореми 1 .3 .2 . Група G кожного з згаданих ти п ів  може містити не­
нормальну групу кватерніонів поряджку 8 лише то д і, коли G -  група 
кватерніонів порядку 2 s . Отже, і  у цьому випадку лема доведена..

Припустимо тепер, шо G -  нєметациклічиа група. Тоді G містить 
елементарну абелеву підгрупу порядку 4 [ І ,  40]. Позначимо через М 
-  мінімальну Неметациклічну підгрупу з G. Тоді за наслідком 1 .3 .1 2  
М <! G і  G/M -  дедекіндова група. В склу леми 2 .2 .1  G не містить 
підгруп діедра порядку 8 .

Нехай М -  елементарна абелева група порядку 8 . Ясно, що G міс­
тить підгрупу D = ОМ. Завдяки Теоремі 1 .2 .3  G не м істять елемен­
тарних абелевкх підгруп порядку 16 і  за теоремою 1 .2 .2  Ф(0) <;
^ Z(G) Звідси QOM = Ф(0) = <й>, /с/ «  2 , CD:Q] *  4. Зрозуміло, 
що 0 < U с D і  [U:Q] =* iD :U ] ® 2 . Оскільки M -  елементарна абе­
лева група, то U = QDi, де D* = UnM. Але тоді іонує d £ D i,  /d/ *  
« 2  і  QA<d> = 1. Звідси U = О X <d>.

Нехай N -  максимальна підгрупа з U, що м істить елемент d. Тоді 
СU:N] *  2 , /ОAN/ = 4. Звідси N = <u> >. <d>, /и/ = 4, <u> = OAN/ 
Оскільки G не містить підгруп діедра порядку 8 (лема 2 .2 .1 ) ,  то 
[u ,d ] = І .  Зрозуміло, шо w(N) *  <пг > X <d>, при N G тКЮ <J G,
при N  ̂ G N -  група типу 5 теореми 1 .2 .2  , для яко ї W(N) <1 G. 
Отже, завжди w(N) <і G. Без порушення загальності можна вважати, 
що Q = «и х у > . Звідси G містить підгрупу <y>w(N), <y>Aw(N) *» 
в <уг > і  <с>, <y>w(N) = <у> X <d>. ftt і  раніше, ty .d ] = 1 . 3  чьего
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випливає, що [0,<d>] = 1 і  U -  мінімальна неметациклічна група ти­
пу 3 теореми 1 .3 .3 .  Зрозуміло, що М = <с> х <d> х <f>. Припусти­
мо, що [Q ,<f>] ^ Q. Тоді як і  для d одержимо, що Q х <f> ч  G. Але 
(Q х <d>)A (Q х <{>) = Q ч  G, що суперечить вибору 0. Отже, [Q, 
<f>] ■/ Q. Звідси 0 і  р ізн і підгрупи з U, що складають повний 
клас спряжених підгруп з D. Зрозуміло', що U = QQ̂ , [U:Q] = 2 і то­
му / 0 П 0 ^ /  = 4. Звідси 0Г|0^= <х>, /х/  = 4, <х> ч D і  G міс­
ти ть підгрупу <х> X <f>- Як 1 раніше, [ x , f ]  = 1  і  w(<x> х <f>) = 
= <х4> х <f> = <с> х <f> ч G, <у>(<с> х <{>) -  <у> X <f>* Звідси 
знову [ у , f ] = 1 і  тому [Q ,<f>] = 1 , [Q ,<f>] ^ Q, що неможливо. 
Отже, М -  не може бути елементарною абелевою групою порядку 8 і  
тому G не містить елементарних абелевих підгруп порядку 8 . Оскіль­
ки мінімальна неметациклічна група типу 4 теореми 1 .3 .3  містить 
підгрупу діедра порядку 8 , то М -  може бути лише групою типу 3 чй 
5 згаданої теореми. Для груп М кожного і з  згаданих ти п ів  w(M) еле­
ментарна абелева група порядку 4 і  w(M) ч G. Припустимо, що G\w(G) 
містить f  і  / f /  = 2. Тоді G містить підгрупу w(M) X  <*>. яка за 
попереднім не може бути н і елементарною абелевою групою порядку 8 , 
н і групою діедра порядку 8 . Але тоді вс і інволюції з G належать 
w(M). Зрозуміло, що G містить підгрупу 0 = Qw(M), QAw(M) = <с> < 
^ Z(G ), [ С:03 *  2 і , як раніше, С = Q х <d> -  група типу 3 теоре­
ми 1 .3 .3 . За наслідком 1 .3 .1 2  С ч  G і  G/О -  дедекіндова група. 
Зрозуміло тепер, що для завершення доведення леми необхідно пока­
зати, що /<3/ <оо . Припустимо, що /б/ = оч>. Тоді за теоремою 1 .2 .3  
G містить центральну квазі циклічну 2 -піягрупу^К\і_кб/і^»ї.дедекіняо- 
ва група.

Припустимо, що 00 R £ 1. Толі RQ *  R < xxy>  *  R<x>R<y> = (R х 
і  <a>)(R х <b>) = (R x <a>) X <b>. /0/  = / V  = 2* [a,b] = с Є R, 
<c> = ( RQ)' . Але тоді G містить підгрупу діедра (<с> х <а>) X <ь> 
порядку 8 , що неможливо. Отже, RD Q = 1 і  G/R = B/R х (R х Q)/R -  
гамільтонова група, В/R -  елементарна абеледа 2-група. Якщо В -  R, 
то G *  R х 0 І  /G1/  *  2 , що неможливо. Отже, В > R і  В міс­
тить елемент Ь такий, що b $ R , Ь4 Є R і  R ,< R<b> ^ В. Не пору­
шуючи загальності можна вважати, що R<b> *  R j  <b>, /Ь/ = 2. Ясно, 
що G = В X О- За попереднім Ф(0) *  <с> < 2(G). Але тоді w(G) міс­
тить w(R) х <b> х <с> -  елементарну абелеву групу порядку 8 , що 
неможливо. Отже, /Ч/ < ’>а : Лема доведена.
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Н а с л і  л о к 2 .2 .1 . Нільпотентна неметагамільтонова УІІІН[ ] -  
група G є або групою кватерніонів порядку 32, або скінченною неме- 
тапиклічною р-групою з комутантом попялку р**1, ш > 1 . шо не містить 
підгруп діедра 8 .

Доведення Нехай G -  досліджувана група. Тоді за теоремою 1 .2 .3  
/G1/  <ъ°\  /б '/  д ілиться на добуток двох простих чисел.

Припустимо, шо G -  метапиклічна група. Тоді G задовольняє умову 
наслідку 1 .3 .1 0  і  може бути лише групою кватерніонів порядку 32. 
Отже, у цьому випадку наслідок доведено.

Припустимо тепер, що G -  неметациклічна група. За лемою 2 .2 . І  
G не містить підгруп діедра порядку 8 . Залишається показати, шо 
G -  скінченнартрупа. Якщо G розкладається в прямий добуток своїх 
власних підгруп, то доволжуване твердження випливає з наслідку
2 .1 .3 . Тому в подальшому будемо вважати, шо G не розкладається в 
прямий добуток своїх власних підгруп. Якщо G містить ненормальну 
підгрупу кватерніонів порядку 8 , то шукане твердження справедливе 
завдяки лемі 2 .2 .2 . За вибором G -  р-група. Припустимо, що /G /  * 
«о с .то д і за теоремою 1 .2 .3  в  м істить центральну квазіциклічну 
підгрупу R І  G/R -  далекіядова група. Нехай G/R -  неабелева гру­
па. Тоді G/R = В/R х U/R -  гамільтонова група, до В/R -  елементар­
на абелева 2-група, U/R -  група кватерніонів. Зрозуміло, що G *  
= BR, BAU = R В силу наслідку 1 .5 .4  з [16] і і  *  R х Q, де Q -  
група кватерніонів порядку 8 і  тому G = В X Q. Якщо Q ß G, то нас­
лідок справедливий в силу леми 2 .2 .2 . Отже, Q <j G і  тому G *  В х 
х Q, що суперечить вибору G. Таким чином, G/R -  абелева група, G1̂
^ R, G1 ^ Z(G). Тоді G' = <с> < R., /с/ = р*\ m > 1 . Зрозуміло, шо
існують та кі а та b з G, що [а ,Ь ] * о І  G містить підгрупу D * 
= (R<a>)(R<b>) *  (R х <x>)(R х <у>) = (R х <"х>) X D* *  <'с>- 
Не порушуючи загальності можна вважати, що [ж ,у] »  с, / х /  »  р1, 
/у/ - У®,  JL > О, / * > 0 .  В силу відомих комутаторних співвідношень 
1411 [хР* " 1  ,y j  «  [ х ^ Р “1' 1 ] <* ePw' V  ї . Звідси^ > т  > t ,  fi > а > І .  
Ясно, шо [ х р“" 1 ,у рІИ“4] и сргы'г *  1 і тому в G існує підгрупа V * 
*  <с> х <tpw, i> х <урм-і > і  w(V) -  елементарна абелева група по­
рядку р3 . Завдяки наслідку 1 .3 .1 2  w(V) < G і  G/w(V) -  деде- 
к іняовя група. Оскільки <3/w (V) містить квазі циклічну підгрупу, то 
в силу твердження 5 .4 ,1  G/w(V) -  абелева групи. Звідси G1 <. w(У)Г\
П<е> і тому /GV  - р, шо не так. Отже. / 6/  < •■*=>. шо й завершує
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доведення наслідку. Наслідок доведений.

Н а с л і  д о к  2 .2 .2 . Скінченна УЩН[ ]-група G порядку р1’1-, р -  
непарне просте число, яка не містить елементарних абелєвих підгруп 
порядку р3 , є метагамільтоновою групою.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група. Тоді /G1/  = рм, m :> 0. 
При m < 2 G -  метагамільтонова група. Нехай пі > 1 . Якщо G -  мета- 
циклічна група, то за наслідком 1 .3 .1 0  G -  метагамільтонова група. 
Нехай далі G - неметациклічна група. Ясно, шо n > m + 1 > 2. При 
п = 4 G -  метагамільтонова група, що й треба було довести. Нехай 
п > 4. Розглянемо далі два можливих випадки: 1) G -  мінімальна-не­
метациклічна група; 2) G має власні мінімальні неметациклічні п ід ­
групи .

Випадок 1. У цьому випадку G задовольняє умоьу теореми 1 .3 .3  і
може бути лише групою типу 1 чи 2 згаданої теореми. Звідси п < 5,
що суперечить вибору G. Отже, випадок 1 неможливий.

Випадок 2. У цьому випадку в силу [42] G = (<z> х <а>) X <Ь>,
/ z/  = р^, X > 1 , /а/ = /Ь/ = р, [ z ,b ]  Є <а>, [a,,b] = 0 <
< з < р . При [<z>,<b>] = 1  G1 = <z?H >, /G'/  = р і  G -  метага- 
мільтонова група. Тому в подальшому [<z>,<b>] = <а>. При /  -  2 
/б/ = і  G -  метагамі льтонова група. Нехай > 2. Легко бачити, 
що z f  Є Z(G) і  G містить підгрупу X = <zpa> X <Ь>, У яко ї w(X) = 
*  < z ^ >  х <Ь>. Якщо X <і G, То w(X) ч  G. Якщо X -/g , то X -  гру­
па типу 5 теореми 1 .2 .2 ,  за твердженням яко ї »Ш .^ ч G*.iflTже, завж­
ди w(X) ч  G і  тому в G існує підгрупа <z>w(X) = <z> X <ь>* № є
максимальною в G і  не містить <а>, що неможливо. Таким чином, G -
метагамільтонова група. Наслідок доведений.

Л е м а 2 .2 .3 . Нехай G -  неметагамІльтонова УШНГ ] -група G по­
рядку р*\ що містить елементарну абелеву підгрупу М порядку р5. 
Тоді / в '/  = р*\ ш > 1 , п > 4 , вс і елементи порядку р & G належать 
М ч G, G/M -  дедекіндова група і  справедливі наступні твердження:

ї )  G містить ненормальну підгрупу X *  <х> X <У>* А/ -  РЛ>
/у/ “ Р . Д > 1 , А ,у ]  ** с *  х р4' і  Є Z(G ), [Х:<с>] > 4, <хр> х <у> Ч
ч  G, <с> х <у> *  w(X) ч  G, G не містить неабелсвих підгруп порядку 
р*, що є Й-групами, чй мають експоненту р;

2) для будь-яких елементів d І  V S G, /ц/ V р, /V/ *  Р, <п,к> *
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= <u> X <v> маємо, що w(<u,v>) = w(<u>) x <v> ч  б, в G нормальні 
підгрупи Фраттіні вс іх  циклічних підгруп і  комутанти вс іх  неабеле- 
вих підгруп;

3) в 2-груп і G G' 4 Z(®(G )).

Доведення. Нехай G і  М задовольняють умову леми. Тоді G -  неме­
тациклічна група, п > 4, / в '/  = рА m А 1 . Завдяки лемам 2 .2 .1  та
2 .2 .2  G не має підгруп діедра порядку 8 і  всі підгрупи кватерні­
онів порядку 8 нормальні в G. За наслідком Ї . З . Ї 2  М ч  б і  G/M -  
дедекіндова група. В иеметагамільтоновій групі G в силу теореми
1 .2 .2  існує ненормальна підгрупа X = <х> X <У> ~ типу 5 згаданої 
теореми, а тому /х /  = рА, /у /  = р, Д > 1 , [ х ,у ]  = с *  хрА" Є Z(G ),
СX:<с>3 > 4, <xp> x <y> ч  G, <c> x <y> «  w(X) ч  G.

Нехай С = 0Gr(w (X)). Тоді О Ч G і  С < G. Відомо [4 3 ], що G/C -  
підгрупа з Aut«(X) = GL(2,p) і  силовська р-підгрупа s GL(2,p) мае 
порядок р. Звідси [G:C] *  р. Зрозуміло, ша х ^ С і  тому G *» С<х> *  
= СХ, СПХ *  <хР> х <у> ч  G. Покладемо U *  MX. Зрозуміло, шо 'J ч  G 
і  існує ряд X < U i ^ U, де [U t:X ]  = р, fU :ö *3 ^ р. Оскільки X -  
метациклічна підгрупа, У -  неметациклічна підгрупа, то М\Х містить 
г ,  /х /  = р і  без порушення загальності можна вважати, що U t *  
■* X X <z>- Завдяки теоремі ї . 2 . 2  U t  ч  G. Покажемо, що будь-який 
елемент d з G порядку р належить М. Нехай це не так. Припустимо 
спочатку, що вс і елементи порядку р з G належать 0. Тоді 0 містить 
М, G містить и(Х)М, « (X ) ^ Z(G). За теоремою 1 .2 .3  в  не містить 
елементарних абелеви* підгруп порядку р'* і  тому w(X) <с М. За вибо­
ром С містить підгрупу w(X) х <d>, /d/ а р, «ка за теоремою ї . 2 . 2  
нормальна в G. В б існує підгрупа X X <d> *  <х>(«(Х) х <d>) *  Ua. і  
за теоремою 1 .2 .2  Uj. ч  G. Ясно, що U iA U t  *  X ч  б, що неможливо. 
Отже, Існує d, /д/ = р і  d Є б\С. Як і  раніше, « (X ) X <d>- Оскіль­
ки б не м істить підгруп діедра порядку 8 , то за теоремою 1 .2 .2  
« (X ) X <<Ь ч  б. Як і  раніше, б м істить нормальну підгрупу U* * 
= X X <d> й <x>(w(X) X <d>). Оскільки г  Є 0 , a d f. О, то U*n Ut. * 
»  X ч  б, що неможливо. Отже, вс і елементи порядку р з G належать 
У, Звідси б не містить неабелевих підгруп порядку р? і  експоненти 
р, М = w(X) х <г>, U i *  U. Зрозуміло, що X ч  U, Ф(Х) *  <хр> і  тому 
<хр> ч U. При Д = 2 < хр> в  <с> ч  б. Нехай Д > 2. Покладемо U s *  
»  <хр> X < Ї>  Оскільки б, а тому і  U j,  не містить підгруп діедра 
порядку 8 , то в силу [40] « (U s)  =* <2*  ж <с>. При Ua <j 6  « ( U *) ч  G.
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При U3 G за теоремою f..2.2  w (U j) «i G, В G Існує підгрупа
<x>w(U3 ) = <x> X <z>, яка максимальна 1 тому нормальна в U =*
*  (<х> \ <z>) X <у>. Звідси Ф(и) =• <х^> 1, значить, < / >  < G. Як­
що г  елемент з G 1 <g> < G, то Ф(<2>) <і G. Нехай <е> 4  6 . Покла­
демо Ui, = <2>М. Якщо / г /  = р, то Ф(<г>) < G. Нехай /є/ > р. Тоді
Uv містить Y =■■ <г> X < f> , де f Є М, / f /  = р, Ф (ї)  «= <g/>>. При Y <1
<1 G Ф (ї)  = <2^> < б. При Y J G можна вважати, шо Y = X і  за по­
переднім, <2?> о G. Отже, завжди Ф(<д>) < G.

Нехай Н -  неабелева підгрупа з G. Якщо Н <j G, то Н 1 < G. Як­
що Н G, то можна вважати, шо Н = X 1 тоді Н ' < G.

Нехай Н = <u,v> = <u> X <v>. /и/ > р, /v/ = р. Оскільки G не 
містить підгруп діедра порядку 8 , то в  силу [40] w(H) = w(<u>) х 
х <v>. При Н я  G w(H) 4 G, при Н G w(H) нормальна в G завдяки 
теоремі 1 .2 .2 . Отже, твердження 2 розглядуваної леми доведене пов­
ністю. - ‘

Відомо [4 0 ] , шо в скінченній 2-груп І G Ф(в) *  <2*> для вс іх  g
з G 1 G' ^ ф(6 ) . За попереднім, <g > < G. Ясно, що С .̂(<ег >) <1 б
і  б/С^(<2г->) -  підгрупа з аоелевої групи Aut<gi >, Звідси С̂ .(<Єг >) 
м істить G1, а тому G1 <  ZCФ(G) ) .  Твердження 3 лами доведене пов­
ністю.

Для завершення доведення леми залишається показати, що має міс­
це твердження І .  Для цього з урахуванням попереднього потрібно по­
казати, що G не м істить підгруп кватерніонів порядку 8 .

Нехай G містить підгрупу кватерніонів 0 ■ <х,у> порядку 8 . Тоді 
за попереднім, Q <t в . Покладемо U «  ОМ *  б X Ö... де Ж  <С> X D, 
<с> ** МЛО *  Ф(о) 4 2(G), D -  елементарна абелева порядку 4. 
Позначимо через U i  -  максимальну підгрупу з I I ,  що містить D. їо д і 
U i  в  <х> X D 1 за теоремою 1 .2 .2  U i  <rG. Звідси U il)  Q = <х> <| б, 
Оскільки G не містить підгруп діедра порядку 8 , тс и ї  = ї . Зрозу^ 
міло, що D *  <di> х <сІг>, / d l /  и 2 , і  Є ( ї , 2 ) і В G Існують п ід ­
групи Х і а <ж> я  <:d£>, w(Xt) *  <**> х <di>, За твердженням 2 роз­
глядуваної леми w (X l) 4 б 1 тону в б Існують підгрупи Л і  =
*  <у> »(Х і) = <у> X <di>. В силу того, що ІЗ не містить підгруп д і-  
едра порядку 8 ї ї  я  1. Отже, U *  Ü х  D< Завдяки теоремі 1 .2 .2  
<у> X D з  б. Ясно* шо QЛ ( <У> X 0) *  <у> <і б. Покладемо А = (^.(о). 
Легко бачите, шо А а СЛ<х>)Г\ і  оскільки <х> <і G, <у> < G, 
уо 6g,(<x>) < б, С^(<у>Т <(3, Відомо [43]* Що 0/(^(<х>) підгрупа з 
Aut<X», 6/Oö(<y>) підгрупа а А«1<у> 1 /Агіі<х>/ = /A!tt<y>/ = 2. Ос-
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кільки  х, у  ̂ Z(G ), то [G:Cfr(<x>)] = [ G: <у>)] = 2. Звідси [G: 
А] ^ 4. Зрозуміло, шо Qґ\А = Ф(0) = 7.(0), [ Q:Z(Q)] = 4 і  G містить
підгрупу V = QA. Очевидно, що [V:A] = [0:Ф (0)3 = 4  і  тому V = G.
Ясно, що б‘= 0 'А '[0 ,А ] = O'А1 > Q1 і  тому /А 1/  > 2. Зрозуміло, що 
G/<c> = Q/<c> х А/<с> і  0/<с> містить власні немаксимальні п ід ­
групи. За лемою І . 2 .5  А/<с> = Н/<с> х В/<с> -  гамільтонова група, 
у яко ї Н/<с> -  група кватерніонів порядку 8 , В/<с> -  елементарна 
абелева 2-група. Ясно, шоА = НВ, НА В = <с>, Н <j G, В о G і  А
містить підгрупу М = <с> х З С ЗЗЗ).

Покажемо, що G містить Q i«  <Xt,y<.> -  групу кватерніонів поряд­
ку 8 і  ОіГ\ Q = І .  Якщо Н = <с> х Q i, то це очевидно. Нехай п ід ­
група <с> недоповнюється в Н. Тоді в силу твердження І Л Л І  з [Ф6 ] 
Н = <хі>  X <Уі>. / * і /  “ /У*/ *  4, [ х і . У і ]  *  X i ,  ö -  ХіУ^, Покладе­
мо z t  = х у і і  Q i«  <xt ,Z i> .  Зрозуміло, шо / х і/  «  / z j  = 4, х ї  » 
*  Z i =  t x i , z t ] ,  Q i -  група кватерніонів порядку 8 , Qf\ Q i«  ї .  От­
же, G містить підгрупу О іх  0 , яка містить ненормальну підгрупу 
кватерніонів Q *  < x x i,y z j>  порядку 8 , що неможливо. Таким чином, 
G не містить підгруп кватерніонів порядку 8 . Лема доведена.

Н а с л і д о к 2 . 2 . 3 .  Нехай G - неметагамі льтонова УШН[ ]-гру- 
ла, що містить нормальну елементарну абелеву підгрупу М порядку 8 
і  G/M -  Група кватерніонів поряжу 8. Тоді G * (<axb>) X <*>♦ 
/а/ * /Ь/ *  Э, /<а>П<Ь>/ * /х/ *■ 2 , b4 ab « a"1, [b .x ] * Т ,  [а ,х ] б
Є

Доведення. Нехай в  і  М задовольняють умову наслідку. Тоді G - 
скінченна 2-ррупа з комутантом G' порядку 2й, ш > 1.

Нехай G розкладається в прямий доОуток своїх власних підгруп. 
Тоді G задовольняє умову наслідку 2 .1 .3  і  може бути лише групою 
типу 2 згаданого наслідку і ,  значить, у цьому випадку наслідок до­
ведений.

Нехай тепер G не розкладається в прямий добуток своїх власних 
підгруп. За лемою 2 .2 .3  всі інволюції з G належать М. За умовою 
G/М а <Мхі,Мхг> -  група кватерніонів порядку 8. Звідси / х і/  »  8,
( і  Є { ї , 2 р ,  Мг\<Х£> в <Х[Ч>, (M xt)2 *  (Мхг )г «  Md, де d * [х * .
Х г ], /d/ *  4. Завдяки лемі 2 .2 ,3  <х£>  о б, х« Є Z(G). Нехай у Є
Є Мі і  /у/ = 2. Покажемо, що <у,хЦ> о G. Дісно, при у Є <хі> має­
мо <у> *  <Хі > -  <у,х*> <і G. Нехай у 4 <хі>. Тоді N i *  <У,.:Ц> *
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щ <y> x <xt> . За лемою 2 .2 .3  в G Існує підгрупа Х і = N i< x * >  і  G 
не містить підгруп діедра порядку 8 . Звідси Хі = < x f  > X <У> і  
Х/ = і ,  w(Х і ) = N;.. Якщо Хі  «  G, то N і  < G. Якщо XI  р G, то Х і -  
група типу 5 теореми 1 .2 .2  і  знову-за цією теоремою Ш  < в.  В си­
лу [40] <Xi>Ni -  абелева група чи група Міллера - Морено, тобто 
[ х і , у ]  Є < х^ > . Покладемо D = M<d>. Sa попереднім, [М,<хіг >] = і .  
Звідси D 1 = ї .  Припустимо, що < х і> л< Х г>  = І .  Тоді М = <у> х 
X < Х і > х <х£>.  Але толі група кватерніонів G/М порядку 8 містить 
д в і р ізн і інволюції Мх*1  і  Мхг , що неможливо. Звідси <х*> о 
А < Х г >  = <х^ > = < х г >  і  тому D = <у> х <г> х <d>, /у/ = / z /  =

«  2 , w(<d>) = < x t >. Покладемо Z i. = M<xj_>. Тоді »  D<Xi> =
*  <хі>  \ Y, де І  -  <у> х <z>, [<х;1 > , ї ]  = і .  Завдяки лемі 2 .2 .3

і  ч<хі  > < G, а за попереднім, для будь-якого елемента u з Y <х;. > х
X <u> < G. Звідси o u l > х <u> з  G. Зрозуміло, що Y містить еле­
мент у такий, що d 6 <X;l > х <у> <і G, /у/ = 2. Оскільки за попе­
реднім <xb*-> <і G, в нормальній абелевій п ідгрупі <хі>  х <у> т іл ь ­
ки д в і циклічн і підгрупи порядку 4 (це підгрупи <х£> та <d>), то 
<d> < G. Ясно, що <d> я < [ х і,х г ] >  -  G1. Без порушення загальності 
можна вважати, шо d Є <у> х <xf> ^ <xt> X <У>- Зрозуміло, що <d>
< Х і > я  < х і > х <у> <  4(G). В скінченній 2-груп і 4(G) породжується
квадратами елементів з G [40] і  тому можливі випадки: 4)  < Х і > х 
X <у> »  <х* ,ul >, де u Є G, /и V  я 4; 2) <х? > х <у> *= <х| ,иг >,
де и Є G, /\іг/  я 2.

Випадок 1 , У цьому випадку <иг > я  <d>. Заміняючи x t  на ц без 
порушення загальності можна вважати, шо G1 я  <dx -  В G іс ­
нує підгрупа А «  <х1 ><Хг>. Покладемо х ^ -  a, x ^ t > ' ;  Тоді А = 
в <axb>, /а/ я /ь/ я 8 , /<а>п<Ь>/ =» 2 , Ь*4аЬ «= а*, г  Є {3 , - ї| .  
Зрозуміло, що /А/ «  2s , /0/ *  2 е. Ясно, що А -  матациклічна гру­
па. Оскільки М -  неметациклічна група, то М\А містить /х /  = 2
і  G *  А X <х>* При г  “ З А *  < fx b > , де f  *  ab2- і  ß 4fb *  f*4
Тому завжди можна вважати, шо ß4ab = а"4. Эа попереднім, [b ,x ] Є
б <b*>. Покладемо і  *  аг Ь*. Тоді / г /  *  2, [ Ь , г ]  *  bv . Якшо tx ,b ] Ф
4 1 , ТО покладемо . * і  =< zx  1 одержимо, шо [Ь .х * ]  = 1 і  G *
*  А X <Лі>. Отже, завжди [Ь .х ]  = 1 .  Знову за попереднім, [а ,х ]  Є 
Є <а*> і  G -  група з наслідку. Випадок 1 розглянутий.

Випадок 2. У цьому випадку < x^ fl< u >  = І  і  G містить п ідгру­
пу В *  <Х4"І> х <и>, и Є Ф(б). Ясно, шб В А М *  <х£ > х <у>, де 
<у> *  <и*>. Тому G/М містить дйі р івн і інволюції Мх| і  Ми, шо
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неможливо. Випадок. 2 неможливий. Наслідок доведений.

Н а с л і д о к  2 .2 .4 . Неметациклічна неметагамільтонова УШН[ З 
-група G порядку р^має нормальну елементарну абелеву підгрупу N 
порядку рг% р -  просте число

Доведення. Нехай G задовольняє умову наслідку. Якщо G містить 
елементарну абелеву підгрупу порядку р$, то твердження наслідку 
випливає з твердження 1 леми 2 .2 .3 . Нехай G не містить елементар­
них абелевих підгруп порядку р3 . Оскільки G -  неметагамільтонова 
група, то вона містить ненормальну неабелеву підгрупу X, яка може 
бути лиш групою типу 3 чи 5 теореми 5 .2 .2 .  Якщо X -  група типу 5 
згаданої теореми, то шуканою нормальною підгрупою буде w(X). Нехай 
X -  група типу 3 теореми { .2 .2 .  Тоді X ~ ненормальна в G підгрупа 
кватерніонів порядку 8 і  G -  неметациклічна група, що задовольняє 
умову леми 2 .2 .2 , за твердженням яко ї G містить нормальну елемен­
тарну абелеву підгрупу порядку 4. Наслідок доведений.

Т е о р е м а  2 ,2 . { ,  Всі УЩН'і ] -групи G порядку ри> з комутая- 
том G' типу (р ,р ), який містить вс і елементи порядку р з 6 , р -  
довільне просте число, мають вигляд 0 *  UX, U *  <a,b> л G, /а/ * 
“ Р**, /Ь/ = р^, /  Є (2 ,з | , ß> Є { { ,2 }  , /X/ > р та вичерпуються 
Групами ти п ів :

ї )  G = U )v X, X -  група кватерніонів порядку 8 , U -  циклічна Я - 
група, чи група кватерніонів порядку 8 , £U ,X 1 <  w(U); прк I I s *  4!
C ü .x l  -  * ( и ) ;

2) U а <а> ж <Ь>, X к <к>, /а/ а /Ь/ *  /ж/ *  4 , С» , х 1 »  а2-, 
[Ь ,хЗ  =»х г «  а^Ь1 ;

3) G *  (<а> ж <Ь>)(<х> х <у>), U *  <а> х <b>, X *  <х> ж <у>, 
/а/ в /Ь/ »  4 , эг  *  х г  »  [а ,у ] , а1 Ьг  « ,[а ,х З  *  f b . y j , '  b1  *  у *  «
*  t b .x j ;

4) U =* <а> х <b>, X *  <х>, /а/ *  / х /  = 9 , /Ь/ «  3 , [а,хЗ *  Ь, 
[Ь .х ]  > а ! *  Xй ;

5) U *  са> )\ <b>, X в <х>, /а/ «  8 , /ж/ »  4 , /Ь/ «  2 , ta ,b ] *  
«я1  *  а4 , [а,ж] »  Ь, [Ь ,х ]  «  І .

Доведення. Необхідність. Нехай. G задовольняє умову теореми. 
Зрозуміло, шо G -  с к ін че н і» р -гр у я і, У яко ї вс і абелеві підгрупи



-  23 -

мегациклічні. Звідси при р > 2 в силу L42] та умовою G1 містить 
вс і елементи порядку р з G випливає, що G = UX має загальний в и г ­
ляд групи з теореми і  є групою типу 4 ц іє ї теореми. Отже, в по­
дальшому будемо вважати, шо р = 2 .

Припустимо спочатку, шо G1 ^ 2(G). Тоді за наслідком 1 .1 .7  
G -  група одного з ти п ів  1 - 3  розглядуваної теореми.

Нехай тепер G1 •/ Z(G). Тоді G' = <с> х <d>, де /с/ = /6/ -  2 , 
С Є Z(G ), d 4 Z(G) і  G' = w(G). Нехай С = 0 ^ (6 ') . Тоді [ G:С] = 
= 2 , G1 ^ Z(G) С <i G. Звідси G = C<u>, CA<u> = <ui >, /и/ =
= 24, Д > 1. Зрозуміло, що G не містить підгрупи діедра порядку 8 .
Нехай V Є G\w(G). Т о д і  /ч/  2 .  w(<v>) <  w(G). Ясно, що w(G)<v>.s
= V < G, Ф(V) <i G.

Припустимо, що <е>Г\ <v> -  1 . Тоді w( V) = w(G) я  <c> x w( V) і  
V я  < c >  x  <v>. Але тоді Ф ( У )  =  < v z >  і  w(<v>) ^  Z(G ). З в і д с и

w(G) = G1 ^ Z(G ), що неможливо. Отже, w(<v>) я  <с>, V = <v> X <d>,
w(<u>) = w(<v>) = <c> і  будь-яка циклічна підгрупа з G порядку 4 
містить с. Нехай D = w(G) іі:>. Тоді D = <u> X <d>- Оскільки d 4
4  Z(G ), то [u ,d ] = с. За попереднім, Л > 2. Зрозуміло, що G -  не-
метациклічна група і  тому і) < G. Ясно, що /G/ > 2 ü t i , Д+ 1 > 3 ,
exp(G) 2 Л, ехр(О) > 2і ' 4 > 4 .  Можливі випадки: 1 )  C/<d> -  цик­
лічна група; 2) С/«і> -  нециклічна група.

Випадок 1. У цьому випадку C/<d> = <v<d » і  тому за попереднім, 
С = <dxv> я  <б> х <v>. Ясно, шо /ч/  = 2^, f  > 1 . При ^ = 2 С я
= <иг > х <d> і  G -  метациклічна група, що не так  ̂ Зві-цс$. j f '> 2 .
Зрозуміло, що uz  Є Z(G ). Не поруиіуючи загальності можна вважати, 
Що [u .v ]  = d. Ос к і л ь к и  [v ,d ] = 1 , то за відомим результатом [40] 
[v 2 ,u] я [ u ,v ] Z я d~z = 1. Звідси Vа Є Z(G ). Зрозуміло, що G = 
я  D<v>, D1 я <е>, Z(D) = <uZ > ^  2(G), D Г) <ч> -  <f> = <v>n <u>
^ Z (D )n < v z>. З співвідношення t Є Z(G) випливає, що <f> я <чг > ґ\ 

Г\ <и2> . Ясно, шо х/ = 1, де X j. я  <уг ><и>(, Хг. = <?><иг > , і  Є 
Є ( і,2 | . Якщо X; -  непиклічна група, то вона містить х ; ,  / х ;/  -  2 , 
< х ;> П  w(G) = 1 , що неможливо. Отже, Х і -  циклічна група. Тоді
<и2 > = <чг >. Ясно, шо існує непарне і ,  для якого u -̂1  Vі  -- 1 . Пок­
ладемо і  = и1 ч. Тоді z 2 = (u‘ v )(u l v) = ui vI ( v ‘1 uv)t = v2ub(ud)*' -  
я  v2u*u* d V c 'ix*'*) я v2u2‘ h, де її = dl  о~ 1 . Ясно, шо її 6 G1
і  <h>n<o> = 1- Звідси і  г /  = 4, що суперечить попередньому Випа­
док 1  неможливий.

Випадок 2. Припустимо, шо C/<d> -  м істить елементарну абелеву
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підгрупу H/<d> порядку 4. Тоді H/<d> = « d > x i>  х «d > x t> . При 
/ х і/  = 2 одержимо, що в G є інволю ц ії, шо неналвжать w(G) ( і  Є 
Є { і , 2 р .  Суперечність. Нехай, наприклад, / х і/  = 4. Тоді < x j>  °  
= <d>, що суперечить попередньому. Отже, в C./<d> т іл ьк и  одна ін ­
волюція. В силу теореми d2.5 . І  э [40] С/<d> -  група кватерніонів 
порядку 8 . Нехай <d> недоповнквться в С. Тоді в силу твердження 
Т Л Л Т  з [16] 0 = <хі> X <х*>, / х і /  = /хд/ *  4 , [ х і , х г ] и т і  За

І- 7
попереднім, Х і  = с = х г  , шо неможливо. Отже, С *  <d> х Q, де Q -
група кватерніонів порядку 8 . Ясно, що ехр(С) « 4 ,  Д *  3 і  / и 1 /  »
= 4. Покладемо и = а, d = b, D = U, Тоді /а/ *  8 , /Ь/ = 2 , [а ,Ь ] *  
= с = а*1. Нехай v = х . Тоді [x ,b ]  *  t .  Зрозуміло, що / її/  = Ї 6 , 
х^ = с і  х 4 U. Звідси G a U<x>. Оскільки G*  ̂ <с>, то [а ,х ]  (  
■і <с>. Без порушення загальності можна вважати, що [а ,х ]  *  Ь. Пок­
ладемо X = <х> і  одержимо, що G -  група типу 5 розглядуваної тео­
реми Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G -  група одного з ти п ів  і  -  б теореми. Тоді 
/0/ = р*1", п > 3 , р - просте число, в '  -  група типу (р ,р ). Залиця­
ється показати, шо G -  УЩН[ ] -Груги і  вс і елементи порядку р з G
належать G*. За наслідком Ї Л . 7  в групі G кожного з ти п ів  ї  -  З 
теореми G1 м істить вс і інволюції і  G1 ^ Z(G ). В силу [42] вс і еле­
менти порядку 3 групи G типу 4 належать G '.

Покажемо, що і  в групі G типу 5 теореми всі інволю ції належать 
G '. Дійсно, нехай це не так. Тоді G містить d, /d/ =* 2 і  <d> A O'*
»  І .  Легко бачити, що G1 *  f(U )  *  < a S  х <Ь>, а ' * Xа Є Z(G ).
Зрозуміло, що d »  а1 Ь їх * .  Оскільки d $ G1, то d  ̂ w (ll). Звідси 
k -  непарне число. Припустимо, шо і  -  парне число. Тоді d Є 0 *
х <Ь>, де 0 «  <х,а1> »  група кватерніонів порядку Я і  w(U) *
*  w(Q) х <b>, що неможливо. Отже, і  -  непарне число. Звідси d* *
= (a1 b?x* K a 'b lx * )  = аг Ь5а‘ х * [ х е,а1 ]Ь^хк *  а‘ Ь?а1 [ х к ,а1 ]Ь^х1< *
*  аі b*a1 db х̂г< *  a*bfal fc3xw d t, де dt *  [х * ,а ‘ ] і  d t  не" належить 
циклічн ій  п ідгрупі <а>. Покладемо х 1*  (U  *  djt. Зрозуміло, шо 
<ds> П <а> = і  і  6 г  *  (a*b  ̂ )l d i -  аї 1  [а ,Ь Г ‘̂  dг * аг ‘ du, де 
ds * [a .b ] " '? d l *  а'ч‘3 dt. і  <d$ > ft <а> » Д, Звідси /d ^ /  <  2. 
Але тоді при непарному і  /а11/ *  4. Таким чином, аг ‘ ds f  J і  то­
му dJ 4 І ,  шо неможливо. Отже, 1 в групі G типу б всі інволюції
належать G .

Покажемо, що G -  УЩН[ ]-група. В теоремі І . 4 . І  встановлено, шо 
група G кожного з ти п ів  2 -  4 є на віть ЩН[ ] - групою і  тому УІиНС ] -
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групою. Отже, залишається показати, що група G типу І  чи 5 є 
УЩН[ ]-групою.

Нехай / [Л ;В ]/  > 2. Покажемо, uid f А ;В ]Э N «і G, Якщо А о G чи 
В <1 G, то покладемо А = N чи В = М і  одержимо, що G -  УЩН[ ] - гру­
па. Тому в подальшому будемо вважати, iu o A ^ G , В  ̂ G, A f  4 , В  ̂
f  G1 і  В -  власна немаксимальна підгрупа з G, Зрозуміло, що G1 Г\ 
Г\В *  < f> , / і/  Є (4 ,2 } . Нехай w(U) *  <с> в групі G типу 4 , а 
групі G типу 5 <с> в <а<(>. Тоді /с/ = 2 і  с Є Z(G ). Припустимо, 
що <с> П В = 4 . В групі G типу І  [G :B] ^ /и/ і  для груп G роз­
глядуваних ти п ів  [G:U3 < 8 . Звідси /В/ = 8 , G -  група типу 4 тео­
реми і  В -  група кватерніонів порядку 8 . Тоді /А/ = 2 і ,  зна­
чи ть , А < Z(G ), що неможливо. Отже, с Є В. В rpypi G типу 5 - / в /  =
*  32 , /В/ *  8 , /А/ *  2 , <о>П А *  4 і  тому <с> х А -- G1 ^ В, що 
неможливо. Достатність для груп G типу 5 теореми доведена.

Нехай в  -  група типу 4 теореми. Зрозуміло, що G1 *  w(G) = 
к w(U) х w(X ) ^ Z(G). Звідси для будь -якого елемента а з G йг  Є
Є Z(G) і , значить, В -  нециклічна група. Оскільки В / G*, то в В
т іл ьки  одна інволюція, і  тому в силу теореми 4 2 .б А  з [40 ] В -  
група кватерніонів. Тоді /А/ = 2 і ,  значить, ,А .g Z(G ), що не­
можливо. Достатність для груп G типу 4 доведена. Достатність до­
ведена. Теорема доведена.

Л е м а  2 .2 .4 . Неметагамільтонові УШН[ ]-групи G порядку р*\ 
що мають підгрупу М типу (р ,р ,р ), G1 ^ М, р -  довільне просте чис­
ло, мають вигляд 6 «  UX, U *  <а> X <Ь> 4  G[ /а/^= р Я ;-/Ь/ -  р^,
f> > О, /X/ > 4  та вичерпуються групами ти п ів :

4 ) G * U X X, X * <х>, /х/ *» р, f> > 2 , [a ,b ] « а^, [b ,x ]  *
-  1 . [а ,* ]  -  bfh i i -

2) X »  <х> х <z>, /Ь/ *  / ж/ *  3 , /а/ = /х/  *  9 , [а ,х ]  = Ь,
[Ь ,х ]  = а4 » Xі , [ d , z ] *  [ a . b ]  = 4 , [ a , z ]  Є <a3 »,

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. За ле­
мою 2 .2 .3  G містить ненормальну неабелеву підгрупу X = <Х> X <У>, 
/ х /  *  рА, д > ї ,  /у/ = р, £ х ,у ] « х Р * '1 *  о Є 2(G ), [Х:<с>] > 4 , 
•(X) *  N < G, підгрупи Ф та ттін і вс іх  циклічних та неабелевих п ід ­
груп з G нормальні в G, всі елементи порядку р а в  належать М і  
G не м істить неабелевих підгруп порядку 8 та неабелевих підгруп 
порядку р *і експоненти р. Нехай С а <^(М). Тоді 0 <і G «= СХ = С<х>,
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ОЛХ -  < х 7  х <у>, С П<х> * < х 7 ,  [G:C] = р Зрозуміло, шо
< Z (0 ) , w(C) = N х <z> = М, / г /  *  р. Оскільки X <ji G, то [G:X] > р 
і  М < 0. Нехай и Є С\М. Тоді /а/ *  і  за попереднім, > 4 , 
v (<п>)  ̂ Z(G ). Нехай N ft <u> -  4 . Тоді за лемою 2 .2 .3  w(<y> х
х <и>) = <у> х w(<u>) -я G, Xft(<y> x w(<n>)) *  <y> < X, шо немож­
ливо. Отже, N ft <u> = Nft®(<u>) = w(<u>) 4  Z(G ). Оскільки N •/ Z(G ), 
to w(<u>) = <c>. Зрозуміло, що підгрупа G містить V *  <u>M = 
= (<u> x <y>) X <2>. Звідси [u ,z ]  Є N = <c> x <y> ^ Z(C).

Покажемо, що [u ,z ]  Є <c>. Нехай [u .z ]  <c>. Тоді без порушен­
ня загальності можна вважати, шо [ u ,z ]  *  у . Легко бачити, аю Vі « 
= <у>. За теоремою 4 .2 .2  V <( G і  тому <у> <1 G, у Є Z(G), шо не 
так Отже, [u .z ]  Є <с>. Тепер для будь-якого елемента f з М\<с> G 
містить підгрупу <u> X <f> , / і/  = р, у яко ї за попереднім,
w(<u> \ <f>) -  <с> х <{> і  G. Зрозуміло, шо М/<с> центральна п ід ­
група з G /< » , яка містить комутант G/<c>. Оскільки G -  немета- 
гамільтонова група, то ./G1/  Є |рг ,р?|.

Покажемо, що /6 і /  *  у.г . Якщо G -  2 -породжена група, то 2-по- 
родженою буде і  G/<c>. Але тоні з умови G' /<с> ^ Z(G/<c>) випли­
ває, що /(G /<c>)7 «: р і  тому /G '/ *  р1 . Нехай далі 6 не пород­
жується двома елементами. Покажемо, шо С/<у> не містить підгрупи 
кватерніонів Н/<у> порядку 8 . Дійсно, нехай це не так, тобто 
Н/<у> -  група кватерніонів порядку 8 . Оскільки G не містить групи 
кватерніонів порядку 8 , то <у> нєдоііобкюється в H. ß силу твердже­
ння 4 .4 .4 4  з [46] Н =» <Xt> X <Уі>* / * * /  *  /У*/  “ 4, х 4 Є С\М,
у4 Є С\М. За попереднім, х І -  y f  , шо неможливо. Отже. 0/<у> не 
містить лідгрупи кватерніонів порядку 8 .

Нехай б/<у> містить підгрупу Н/<У> *  «У > Х і>  X «У>У х> . яе 
/х 4/  > р, /<у>Уі/ # ї .  Тоді за попереднім, <у> ft <х4> «  4 і  і тг> ft 

П<Уі> ■- 4 . Звідси Н -  (<у> х < Х і > )  X <Уі> і  *(Н ) ■= М *  <у> х
х ж(<Хі >) х » (< У і> ). Оскільки / * і /  > р, то за попереднім * ( <х4>) *
= <е>. Ясно, шо »(< У і> )П  <с> -  І  і  за попереднім /у4 / *  р. Припус­
тимо, що /G ' / = р'ь Тоді G1 а М. Нехай С/<у> -  меїапиклічяа гру­
па. Очевидно, С/<у> містить підгрупу М/<у> типу (р,р) і  елемент 
<у>и, /<У>и/ > р. Тоді /0/<у// > рг  і ,  значить, 0/<у> => Н/<у>.
Оскільки М *  *(Н ) = w(Ö) < Ф((?). те б -  2-породжека Група, гао 
неможливо. Отже, С/<у> -  неметациклічна група. Звідси С/<у> міс­
тить мінімальну неметациклічну підгрупу Р/<у>, як.а може бути гру­
пою одного* ти п ів  4 -  5 теореми 4 .3 .3 .  Зрозуміло, шо Р -  помета-
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циклічна група, яка містить мінімальну неметациклічну підгрупу D 
тих же ти п ів  теореми 1 .3 .3 . За теоремою Я .3 .4  D <і G і  Р <| G. При 
0 і = <у> чи Р 1 = <у> маємо у Є Z(G ), що неможливо.

Припустимо, що ехр(Р/<у>) = р,< тобто F/<y> -  група типу 4 тео­
реми 4 .3 .3 . Тоді за попереднім для будь-якого h з F\<y> <h>n 
А<У> = 4 і  /Ь/ = р. Звідси ехр(Р) ь р, /р/ = , що неможливо.
Отже, exp(F/<y>) > р. За попереднім, F/<y> не може бути ні групою
типу 3 чи 4 теореми .4 .3 .3  (Р/<у> не містить груп кватерніонів по­
рядку 8 ). \

Припустимо, що F/<yV -  група типу 5 теореми 4 .3 .3 . Тоді F/<y> 
містить Н/<у>, де Н/<у> *  « у > Х і>  х «y > y t>  -  група типу (4 ,4 ) ,  що 
за попереднім неможливо. *  ta-v»*

Нехай, нарешті, Р/<у> -  група типу 2 теореми 4 .3 .3 . Тоді р = З 
і  D -  група типу 2 теореми 4 .3 .3 , /0/ = 3 , /¥/ ■= 3s . За теоремою 
4 .3 .4  G/D -  абелева 3~група. Звідси М < w(D) = D1 і  /D1/ = 9, що 
неможливо. Отже, завжди /G '/ = рг . Звідси M\g'містить d, /d/ = p. 
В силу теореми 0 . 2 . і  з [44] G *  К X <v>, w(G) -  w(K) x w(<v>) =
■ M, w(K) * G1 , G1 = K1 [K,<v>] < К і  exp(K) > p. Можливі випадки:
4) К -  метациклічна група; 2) К -  немєтациклічна ,група.

Випадок 4. У цьому випадку К = <axb>, /а/ *  рА, /Ь/ *= р^, л  > 
> 0 ,  ß > О, / К '/  Є За попереднім,К неізоморфна групі ква-
териіонів порядку 8 . Зрозуміло, що К -  абелева група чи група Міл- 
лера -  Морено. Звідси без порушення загальності можна вважати, що 
К *  <а> ), <Ь>. Покажемо, що 4  = 2. Припустимо, що 4  > 2 .  Тоді за 
попереднім <а/> <і G і  в G існує підгрупа <а^> А/ > Р
за теоремою 4 .2 .2  <а^> X <v> <) G. При /у/ =■ р sb теоремою 4 .2 .2  
*(<а>) х <v> < G. Тому завжди <ар> X <*> <1 в  І  fv .b ] Є ( <а^> X 
> < v > )G * * <с>. Ясно, що [a ,v] Є (<а^>,Х <v>)ftG* -  <с> і ,  зна­

чи ть , G1 *  <0>, що неможливо. Отже, <4 < 3 .  Прг К 1 і  4 .jL> 1 і
тому 4 * 2 .  Прй К 1 *  ї  без порушення загальності можна вважати, 
шо 4  0 . Оскільки ехр(К) > р, то 4  *s 2 . Звідси р> Є {4 ,2 } .
Можливі випадки: О )  К 1 *  4 ; 4 .2 )  К 1 / -4 .

Випадок 1 .4. Нехай /в* 2. Тоді G1 *  w(К ) ^ Z(G ), у^Є Z(G), 
w(G) *  w(K) x w(<v>) *  M / Z(G ), Звідси А / е Р і  тому G -  КХ, 
[G:K] *  р, [Х :(К Г\ Х )] = р, КП<у> = 4. Ясно, шо (К П Х ) <) G. За по­
переднім, w(X) <і G. Звідси X * (KOX)w(X) <j G, що неможливо. От­
же , ß »  t .

При /у/ -  р /G/ -  ї ї4 І  G -  метагамільтонопа група, шо не
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так. Тому А/ > р. Якшо [b .v ] *  1 , то b Є Z(G ). Якщо А/ > Р4 , 
то в G існує підгрупа X t *  <b> X <у*>. Завдяки лемі 2 .2 .3  w (X i) -  
= <b> я w(<v>) <і G. Ясно, шо Kf\w (Xi) ** <rb> <з G і  тому b Є Z(G). 
Отже, завжди b Є Z(G) і  М *  <а >̂ х <Ь> х  w(<v>) <5 Z(G ), шо немож­
ливо. Звідси А/ rj Р^, tb ,v ] 4 І І  G м істить неабелеву п ід ­
групу (<ар> х <b>) X <v>, комутант яко ї <[b ,v]>  < Z(G). Тому [b, 
v] = as P, О < s < р. Без порушання загальності можна вважати, ию 
[a ,v ] = b. Звідси G »  <a,v>, /в/  *  р̂ *, /X/ *  р5 , А / “ Р2-- Якщо
КХ = G, то як і  раніше при ß «  2 X <і G, що не так. Отже, КХ < G. 
Тоді КХ = К х <vp> -  абелева група, шо не знову так. Випадок 1 .1  
неможливий.

Випадок 1 .2 . У цьому випадку [а ,Ь ] =■ в? . Нехай ß *  1. Як і  у
випадку 1.1 А/ *  Рг - При КХ = G одержимо G = К X <*>, /К П Х / ■ р,
(К р Х ) <і X = <х> х (К А Х ) -  абелева група, шо не так. Отже, КХ <
< G, КХ ь Х і »  К х <v^>. Зрозуміло, шо р > 2 , ж(К) » w(X) *  G* І
тому X -з G, шо неможливо. Таким чином, ß > Л і  тому * (К )  ■ G* * 
■ <ар> х w(<b>) ^ Z(G). Оскільки М *  и(К) х *(<▼>) {  Z(G ), to 
w(<у>) = <v> і  А / я Р- Не порушуючи загальності можна вважати, 
ию V а у , G = КХ і  К П Х «  <х>. Ясно, шо <х> ^ К. Звідси <а> А 
П<х> = ї ,  Ф(К) < Z ( K ) . Тому х  f  Ф(К). Але тоді К *  <а> ^ <х>. 
Без порушення загальності можна вважати, що х *  b І  [Ь ,у ]  «
*  Ь ?1*"1 . Оскільки о(Х) *  w(<b>) х <у> «з б, то [а ,у ] Є w(<b>). Яс­
но, що tX:w(<b>)] > 4.

Припустимо, шо [а ,у ] *  ї .  Тоді G містить підгрупу <а> х <у>. 
За лемою 2 .2 .3  <ар> х <у> о G. Яоно, що (<а^> х <y>)f\ <Ь> *  1. 
Звідси [Ь ,у ]  = ї ,  шо неможливо. Отже, [а ,у ] ß ї .  З цього випливає, 
що [а ,у ] = [ Ь ,у ] \  де і  -  некратна р. Покладемо h i  ■* а' 4 Ь . Тоді
t b i,y ]  = ї ,  /Ьі / = /Ь/ а рР, <Ьі> П <а> *  f  . Тому бе® порушення
загальності можна вважати, що К м <я> X <Ьі>. При ß *  2 в силу 
теореми 2 .5 .2  з [16 ] G -  метагамільтонова група, що не так. 
Звідси ß > 2 , w(d4 >) =* wUb>) *  < [а ,у]> . Покладемо b *  Ь<, я -
*  у і  одержимо G = (<а> X <b>) X <*> -  група типу S розглядуваної
теореми. Випадок 1 .2  розглянуто повністю.

Випадок 2 . У цьому випадку К містить мінімальну неметациклічну 
підгрупу 0 , яка може бути групою одного з ти п і»  1 - 6  теореми
І . 3 .3 . За попереднім, D не може бути групою жодного в ти п ів  1* З, 
4 згаданої теореми.

Нехай Р -  група типу 5 теореми 1 .3  3. Тоді и(к^ *  в '  *  !)' *
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»  w(D) ^ Z(D ), p *  2 , G1 -  група типу (2 ,2 ) ,  для любого g э G 2г  6
Є Z(G ), D містить елементи d t 1 d* та к і,  що /d t/ = /dг/  = 4, D 1 ~
*  <dt> x <di> ^ Z(G ). Як і  раніше, /у/ = 2. Зрозуміло, що К за­
довольняє умову теореми 2 .2 . Ї  і  може бути лише групою типу 2 чи З
згаданої теореми. Толі ехр(К) = 4. Очевидно, що G = КХ, у ^ К і 
тому X = (КА X) X <У> Легко бачити, що Xі ^ КР\Х і  (KfA X )/Х 1 -  
циклічна група. Звідси і  КГ\Х -  циклічна група. Оскільки ехр(К) =
*  4, то /КА Х/ -■ 4 і  тому /X/ = 8 , що неможливо, оскільки G не 
містить підгруп діедра порядку 8 . Отже, D -  може бути лише групою 
типу 2 теореми і . 3 .3 . Звідси D1 =» G' = К 1 = w(K) = w(D) {  Z(D ). 
Ясно, що К задовольняє умову теореми 2 .2 .1  і  може бути лише-групою 
Типу 4 вгаданої теореми, тобто D = К = U<u>, де U = <а> х <-.Ь>, 
/а/ = /и/ *  9, /Ь/ »  3, [а ,ц] = b, tb ,и] = а3 * и6 , ж(К) я <аг > х
г  <b>, w(G) = М = <а3> х <b> х w(<v>), Ь І  2 (К ). При /у/ > 9 в
9 існує підгрупа <v3> X <b>. Завдяки лемі /1.2.3 ' w(<v3> X <1») = 
r  *(<v>) х <Ь> <1 6 . Звідси <Ь> <| G, що неможливо. Отже, /у/ Є 
ß ( З ,9^. Зрозуміло, шо exp(G) = 9.

Нехай А в Oq. (G1). Тоді А 4 G, [G.A] = 3, А = ( <а> х <Ь> х
х <у*>)<1>4 f Ф І .  Припустимо, шо /у /  я  9. Тоді, / і/  -  9 . Яіс і
раніше для G одержимо, що *{<а>) <= t a , f ]  8 Z (A ). Ясно, що
»найдеться таке і ,  некратне 3, що /а *f / = З і  a‘ f 4 М, шо немож­
ливо. Отже, /у/ =« 3. Без порушення загальності можна вважати, що 
у я у. Легко бачити, що [b ,y ] *  1 і  А »  Ü X <У>- З а  попереднім, 
<а*> х <у> *  <u*> X <у> <1 G. Звідси в G і  снують чП ідгр уй  <а> X <У> 
і  <u> X <У> ї  тому [а ,у ] Є <а3 ^, tu ,у] Є <us >. ЯкщіГ*Ти,у] - 1 , то 
покладемо у = 2 . Припустимо, що tu ,у] Ф І .  Тоді tu .b ] -  u^, tu , 
у ] я ив і , і  -  некратне 3. Покладемо г = Ь*‘ у. Тоді / г /  = 9, G = 
я  К X <г>. [ и , г ]  я  J . Перепоэначимо и на х , <х> х <г> на X і  
одержимо, що G = ПХ -- група типу 2 теореми. Випадок 2 розглянуто. 
Необхідність доведена.

Достатність. Нехай 9 = UX -  група одного з ти п ів  4 , 2 розгля­
дуваної теореми. Тоді /О/ = р'\ tl в <а> X <Ь> <1 G, /а/ = рг , /Ь/ =
*  > 0 , в 1 = <а^> х w(<b>)^: М «  G1 х <у> <і 0* де групах G 
типу ї  у *  х , а в групах G типу 2 у => г  і  М -  група типу (р,р,р) 
Група 0 типу Я містить ненормальну неабелеву підгрупу <ab> X <У>. 
а група G типу 2 Містить ненормальну неабелеву підгрупу 
<к> X <Ьу>. Звідси і  за означенням метагамільтбнових груп в -  
ИвМе+агамільТОНоВй група.
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Нехай /СА;В ]/  > 2. Покажемо, що [А ;В] Э N 4 G. Якщо А 4 G чи 
В <| G, то покладемо А = N чи В = N і  все ловедено. Тому в подаль­
шому будемо вважати, шо A ^ G . B ^ G ,  A 1 , В -  власна немакси­
мальна підгрупа з G, G' Сі В = <с>, /с/ Є ( і,р }  , /В/ > рг .

Припустимо, шо /с/ = А. Тоді з умови G1 = w(U) U ftB  = 1. Ос­
к ільки  [G:U] < р *і /В/ > рг , то одержали суперечність. Отже, /с/ = 
= р. Легко бачити, що для будь-якого е э G gp Є Z(G ). З цього вип­
ливає, що В -  нециклічна група. Легко показати, що М = w(G). З в ід ­
си G не містить підгруп діедра порядку 8 та неабелевих підгруп по­
рядку р® та експоненти р.

Нехай В -  група кватерніонів порядку 8 . Тоді А = ф(В) і  б -  
група типу 1 , А = В* ^ G = w(U) <  Z(G) і  тому А 4 G, що не так. 
Звідси w(B) -  група типу (р ,р ), /В 1/ <<: р. При р -  2 G -  група ти­
пу І  теореми, всі інволюції з В належать w(В ) . За наслідком 1 .1 .7  
В -  метациклічна група. При р > 2 за результатом з [4 2 ,45 ] неме­
тациклічна група В м істить або підгрупу порядку р® і  експоненти р, 
шо в нашому випадку неможливо, або підгрупу типу 2 теореми 1 .3 .3  і  
G1 </ Z(G). Зрозуміло, що G -  група типу 2 леми, /G/ = 3S , /В/ * 
З4 і  тому В <і G, шо не так. Отже, завжди В -  метациклічна група.
Легко бачити, що В *  <u> \ <v>, /а/ = pf l, w(<u>) *  <с> і  В -
група типу 5 теореми 1 .1 .1 . Звідси U П <v> *  1. Для груп G кожно­
го з 'ти п і в леми /у /  = р, А $ Н ■* <t/> х <V>. Звідси А > 1 .

Нехай G -  група типу 2 леми. Тоді <с> * <а®>, /и/ *  9 , для 
будь-якого f  з М <e><f> 4 б. Звідси <с> X <v> *  Н 4 б, шо Й треба 
було довести.

Нехай б -  група типу 1 леми. Тоді б *  U X <v> * і®  1 ббз 
порушення загальності можна вважати, що U A В »  <и>. При /и/ > рг 
ж(<и>) = ж(<Ь>) = <с>. Але [U ,<v>] * <о>. Звідси <с> х <у> < б і 
тому N <| б, що Й треба було довести.

Нехай, нарешті, /и/ *  рг . Тоді и »  a‘ b5. Оскільки р> 2 і  б! ^ 
^ Z(G ), то /Ь%/ <  рг . Зрозуміло, Що /а 1/ «  рг . Якщо ( і .р )  *  І ,  то 
ир = а*Р ЬЗР ^ <Ь>. Звідси <и> n <Ь> * 1 . Оскільки [u ,v ]  <= [a‘ b^, 
v] = [ а л і 1 *■ b 'f , то В «  (<ЬР А> х <v>) X <u> -  неметацикліч- 
на група, що не так. При ( і ,р )  4 1 /Ь#/ *  р*\ АЛе тоді ир *
= U b b *  = а’>ьар» Ь’ Р 4 1  і  <а> містить w(<b>) = <n>, w(B) а 
— <с> X <v> л б.

Покажемо, що u Є Z(G). Дійсно, <а^> х <Ь^> ^ Z(G), тому а1 Є 
0 Z(G). Оскільки /b V  *  рг , Д > 2 , то ( j ,p )  і  1. Тоді Ь? В Z(G)
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і  тому u Є Z(G ). Звідси В = <u>w(B) ч G, що суперечить вибору 
В. Отже, завжди [А ;В] ^ N <1 G, тобто G -  УІЦН[ ] - група. Достатність 
доведена. Лема доведена.

Т е о р е м а  2 .2 .2 . Неметагамільтонові УШН[ 1-групи G порядку 
ptL, що шють підгрупи типу (р .р .р ),' Р -  довільне просте число, 
мають вигляд G = UX, U = <axb> ч  G, /а/ Є {pz ,ps ^, /Ь/ = рР,

ß > О, X / 1  та вичерпуються групами ти п ів :
1) G = U X X, U =  <а> X <b>, X = <х>, /х/  = р, /а/ = р1 , ß > 2,

[a,b] = а? , [Ь ,х ]  = І , [а ,х ]  -- 1 ;
2) U = <а> х <b>, X = <у.> х <г>, /Ь/ = / і /  = 3 , /а/ = /х/  = 9 ,

[а ,х] = Ь, [Ь ,х ]  = а3 = х с, [ Ь , г ]  -  1 , ta .z ]  Є <а5 >; -  ■-
3) G = и X х ,  X = <х>, /а/ = /Ь/ = 8, /<а>П <Ь>/ = /х/ = 2,

b’ âb = a_t, [ b , x l  = 4 ,  С а , х 1 8 <аІ >.

Доведення. Необхідність. Нехай G -- досліджувана група За ле­
мою 2 .2 .3  всі елементи порядку р належать М ч G, де М -  підгрупа 
типу (р ,р ,р) з G і 6/М -  дедекіндова група. Можливі випадки: 
1) G1 < М; 2) G1 ■( М.

Випадок К. У цьому випадку завдяки лемі 2 .2 .4  G -  група типу 1 
чи 2 розглядуваної теореми.

Випадок 2. У цьому випадку G/M = H/M х D/M -  гамільтонова гру­
па, де Н/М -  група кватерніонів порядку 8 , D/M -  елементарна абе­
лева 2-група. Звідси G = HD, HAD = М, Н ч 6 , D ч G. Зрозуміло, 
що Н -  скінченна неабелева 2-група, яка містига^нормальну п ідгру­
пу типу (2 ,2 ,2 )  і  яка за теоремою І . 2 . І  е УШН[ ]-групою.

Покажемо, що Н -  неметагамільтонова група. Дійсно, /Н 1 /  = 2 * ї 
ш > 0. Оскільки вс і інволю ції з G, а тому і  з Я . належать М і 
G/M -  неабелева група, то Н' - неелементарна абелева група і  тому 
ш > ї .  Припустимо, що Н -  матагамільтонова група. Тоді за теоремою
2 .1 .2 Н може бути метациклічною групою типу 2 згаданої теореми, 
що неможливо. Отже, Н -  неметагамільтонова група. За наслідком
2 .2 .3  Н * (<axb>) X <х>. /а/ = /Ь/ = 8 , /<а>л<Ь>/ = /х/  *  2,
b4 ab = a"1, t Ь ,х ] = ї ,  [а ,х ]  Є <аІ,>. М = N х <х>, N = <с> х <d>,
<с> *  <а Ь  Є Z (H ), аг Ь* = d І  Z (H ), /d/ = 2 , N = w(<b> X « Ы .
[b ,d] *  с. Завдяки лемі 2 .2 .3  N ч G.

Покажемо, шо Н — G, тобто D М. Нехай це не так. Тоді І)\М міс­
тить Неодиничний елемент « .  Оскільки всі інволюції з о належать М
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і  D/M -  елементарна абелева група, то uz  В М, /и/ = 4. За лемою
2 .2 .3  <uz > <i G і  тому и г 8 Z(G). Зрозуміло, що Н1 = с а Ч , <аг > о 
■3 б, <с> = w(caz >) ^ 2(G).

Нехай <с> = <иг >. Тол! G містить підгрупу Q = <a2,u>, /0/ = 8. 
Оскільки G/M = Н/М х І)/М, /аг М/ = 2 1  /иМ/ = 2 , то 0 0 М *  <с> і
с -  єдина інволюція з 0 . Звідси в силу теореми 1 2 .5 .1 з [40] Q -
група кватерніонів, що суперечить лемі 2 .2 .3 . Отже, <a>f\<u> * 4. 
Оскільки uz  Є Z(G ), N j  Z(G ), то N П <їі> = 4 . Завдяки лемі 2 .2 .3  
<Ьг > <і G, /Ь 2- /  = 4, 1 тому за тією ж лемою в G Існують нормальні 
підгрупи <br > X <и> і  <bxu>. Звідси (<axb>) П  (<b xu>) = <b> а 
«а Н, шо неможливо. Отже, Н = G -  група типу 3 розглядуваної тео- 
реми. Необхідність поведена.

Достатність. Нехай G *» UX -  група одного з ти п ів  ї  -  3 роагля- 
яуваної теореми. Тоді /б/ -  p*". Для груп G кожного з ти п ів  І ,  2 
достатність доведена в Лемі 2 .2 .4 . Нехай G -  група типу 3 теореми. 
Тоді р *  2 , п *  6 , 0 і «  <al >, б містить підгрупу М *  <а‘|> х cd-» х
х <х>, де d = &г І Ї  , <Ь> 4 в. Оскільки [b ,x ]  = І  1 [d ,b] =» [аг ,
b] *  а*1 *  Ь*1, то в G існує неабелева ненормальна підгрупа <Ь> Д 
X <dx>. Звідси G -  неметагамільтонова група. Покажемо тепер, то 

G -  УЩН[ ]-група, тобто лля /[А ;В ]/  > 2 [А ;В ]э  N б G. Якщо А 4 в 
чи В <( G, то покладемо відповідно А = N чи В «  N і  все доведено. 
Тому в подальшому будемо вважати, ш оА -^б , В -jl G, А =М , /В/ > 4, 
В -  власна немаксимальна підгрупа з G, <п>Г\В < <е> *  са*>. Заува-
жимо, шо exp(G) *  8. Нехай Z  = <с> х cd>. Очевидно, шо 2 л б 1
б/Z  -  гамільтонова група. Звідси Z  f  В. Зрозуміло, шо <а> недо- 
повнюється в б, [0;<а>3 = 8 , /В/ )  в . Отже, <а> Р> В *  і  і  тому 
<а> В = <fc>.

Припустимо, шо В -  циклічна група. Тоді /В/ »  8 , / а/ *  2 (
легко бачити, шо <С> *  А, шо неможливо. Отже, В -  неішклічна гр у­
па. За попереднім, d f. В. Покажемо, що с Б » (В )  •* група типу
(2 ,2 ) .  Нехай це не Так. При /ж (В)/ *  2 В -  трупа кватерніонів. 
Якяіо /В/ *  8 , то <о> *  А < Z(G ), шо неможливо. Оскільки В/<е> 
підгрупа » б/<а> і  б/<а> - абелева група, то /В/ і  46 , В м істить
більше ніж одну інволюцію.

Нехай { Є б\М 1 / І/  *  2. Тоді б містить підгрупу М і *  М У  < f> ( 
Mt/7. - група типу (2 ,2 ) ,  шо не містить a*Z, /аг 2./ -  2 . Зрозуміло* 
шо б r  HM, U f»М * Z ,  U *  <axb>, М = 7. х <х>, 6/7. *  U/Z х M/Z, 
де Ü/Z -  група кватерніонів порядку О, що містить елемент а2 ?.
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M/Z = <xZ>, w(G/2) = «Za*» x <Zx> група типу (2 ,2 ) ,  ще не міс­
тить елемент 7Л. Суперечність. Отже, всі Інволюції з G належать М 
і  тому ж(В) «  Bn М -  група типу (2 ,2 ) . Зрозуміло, шо ехр(В) > 2. 
Легко бачити, шо для будь-якого елемента g з G <g2> <і G і  М /< »  ̂
^ Z(G/<c>). З в і д с и  w(B) = <о> х <v>, /у/ -  2 і  » (В )  <і G. Якщо 
Д -  елементарна абелева група, то А <с ж(в) = N <\ G, що Я треба бу 
ло повести. Тому в подальшому будемо вважати, шо /А/ > 2. Толі 
/В/ =» Тб , В 1 <с>, в В три інволю ц ії. За наслідком і .  1 .7  В -'ме­
таних л і чна абелева група чи група Міллера -  Морено, шо не містить 
підгруп кватерніонів порядку 8. Тоді В - <аі> х <Ьі->, де <аі>Гі<а 
міотить « і> .  Зрозуміло, шо G = <а>В і  тому U ---- <a>(UAB), 
<Ьі>(\П »  ї  Звідси / Ь і/  = 2 і  /а і/  * 8 За попереднім,,<аІ> -а 
«і G, <аІ  > X <bi> a < a i’>w(B) *  N <\ G. Зрозуміло, шо В -  група 
Типу 5 теореми І . І . І ,  для яко ї А ^ N. Отже, і  в иьому випадку G 
УІ1ІН[ ]-група. Достатність доведена. Теорема доведена.

Л е м а  2 .2 .5  Нехай G 2-група порядку 2  ̂ з трьома інволкь 
ці ями. яка містить таку центральну інволюцію с таку, шо G/<c> -  
група типу (2 .2 ,2 ) .  Тоді G *  0 х 1), де ü -  група кватерніонів 
порядху 8 , /D/ «  2.

Доведення леми випливає з наслідку і 'Л .7 .

Н а с л і л о к 2 . 2 . 5 .  Нехай G -  УЩН[ ] -група порядку Л  трьо­
ма і  квотаціями, яка містить підгрупу кватерніонів Ö .J.<u,v> по­
рядку 8 Тоді G містить підгрупу С = Q х <d.-> > G^,-/dl/ * 2 , Ф(0> « 
“ <е> ^ Z(G ), /с/ *  2 ; при циклічності G1 G/<c> не м іотить п ідгру­
пи кватерніонів.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група. Тоді »(G) »  N *  <tc> % 
% <d> <j G, /с/ t» /d/ * 2 . Зрозуміло, що (\ м істить підгрупу С *  ON. 
Без порушення загальності можна вважати, що 0 f\ N »  Ф(О) *  <о> і 
тоді С * Q У <А>. За теоремою 1 .2 .2  С < G. Зрозуміло, шо С' * Q1 * 
*  <с>. Звідси о Є Z(G ). Завдяки лемі 2 .2 .5  0 = 0 х <d>.

Нехай G1 ^ N. Тоді при циклічності G1 одержимо, що G1 *  <с> і 
G/<c> -  абелева група. Отже, в цьому випадку наслідок поведений

Нехай 0 і <f N. Зрозуміло, що G/<c> - неабелева група, шо міс 
ти ть підгрупу 0/<с> тину ( 2 ,2 ,2 ) .  Припустимо, що G/* о гамі ль



-  34 -

тонова група. Тоді в силу твердження 4 .4 .1  G/<e> містить підгрупу 
кватерніонів Н/<с> порядку 8 і 6'/<с> = (Н /с с >)'. Якщо <с> допов­
нюється в Н, то Н = <с> х Q i, де Q i -  група кватерніонів порядку 
8 , w(H) = w(Qi) х <с> = N і  тому (5і < N, що не так. Нехай < о  не- 
доповнюється в. Н. Тоді завдяки твердженню 1 А Л І  з [16] Н =
= <а> X <Ь>, /а/ = /Ь/ = 4. b£ab = а 1, с = a2b2 . Звідси <с>Н* =
= <а2> х <Ьг > = <аг > х <с> = N >, G1, шо знову не так. Таким чином, 
G/<c> -  недедекіндова група. За теоремою 4 .2 .3  G/<c> не містить 
підгруп типу ( 2 ,2 ,2 ,2 ) .  Припустимо, ию /(б/се>)’ / »  2. Зрозуміло, 
що С/<с> підгрупа типу (2 ,2 ,2 )  з G/<c>. Якщо Q */<е> V С/<с>, 
то G/<c> м істить підгрупу б'/<с> х С/Чс> типу ( 2 ,2 ,2 ,2 ) ,  що не­
можливо в силу теореми 4 .2 .3 .  Звідси G1 < G.

Нехай /G' / <с>/ > 2. Припустимо, що G/<e> -  метагамільтонова 
група. Тоді G/<c> задоволняє умову теореми 2 .4 .2  і  може бути с кін ­
ченною 2-групою одного з ти п ів  7 - ІЗ  згаданої теореми. В групі 
G/<с> кожного і з  згаданих ти п ів  G /<о> -  центральна в 0/<е> еле­
ментарна абелева група, яка міститься в будь-якій  п ідгруп і 6/<с> 
типу (2 ,2 ,2 ) .  Звідси G'/<с> 4 С/<с> і  тому G1 с 0.

Нехай G/<c> -  неметагамільтонова група. Тоді G/<c> задовольняє 
умову теореми 2 .2 .2  і  може бути групою типу 4 чи 3 згаданої теоре­
ми. В групі 6/<е> типу 1 згаданої теореми G1/<с> -  центральна 
елементарна абелева підгрупа з G/<c>. Тому, як і  раніше, G1 ^ С. 
Нехай G/<c> -  група типу 3 теореми 2 .2 .2 . Тоді G/<c> має цикл іч­
ний комутант порядку 4 , G /<o = (<<c>a>«ob>) X с<с>х>, /<с>а/ =
*  /<с>Ь/ = 8, /<с>х/ « 2 , ( <с>Ь)ч ( <с>а) ( <с>Ь) = (<с>а)'1 і  С/сс> = 
*= « о а Ь  х «с > а г Ь1> х « о х > .  Звідси 0 *  cc.a1*.а2!/ ,х > .

Припустимо, що <с>Л<а> *  5 . Тоді N = <с> х <а*>. Оскільки N 
м істить вс і Інволю ції s  S , м  Xі  *  с *  (а2Ь2 ) . Зрозуміло, шо G1 *  
*= <с> х < a S  і  <с> х <а> < G. Звідси <а4> < G і  тому в!* Є Z(G ). 
В G Існує підгрупа <aS X <х> і  [а1 ,х ]  Є <с>. Звідси ta2 ,x ]  = 4. 
Оскільки «с >а ‘(> = «o > b ‘t>, то <е>Л<Ь> = 4. І з  умови [с о х , 
cob ) *  І  випливає, шо [x ,b ]  Є <с>. В G існує підгрупа <х> X <Ь>*
/Ь/ *  8. Завдяки теоремі 4 .2 .2  <х> X <b> а 0. Зрозуміло, шо [а,
Ь] Є (<с> х <аь > )Л (< *>  X <ь>) *  N. Звідсй G1 N, що суперечить 
вибору G1. Отже, <ö>0<a> ї  4 . Звідси а*1 = і /  = с, <a>n<b> = 
ь  <а**> в  <ЬІ,>. В G Існує підгрупа X *  <а><х>, <а>Лсх> <е>,
[а ,х ] Є < ftS .  Зрозумілб, що [Х:<а>] = 2 і  за теоремою 4 2 .S .4 з
[4 0 ] без порушений загальності можна вважати, шб X = <а> X <х>.
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/х/  = 2 , [а ,х ] 0 <с> = <ар>. Звідси G = (<axb>) X <Д> - Ясно, що
d2 Є Z(X ) і  тому а“1 Є Z(G). Зрозуміло, що G містить підгрупу 
Y = <аг ><Ь >. Знову <а*> максимальна підгрупа з Y. В силу теореми 
12.5 .1  з [40] Y = <а*> \ <z>, де / z /  *  2. Звідси G містить б іл ь ­
ше трьох інволюцій. Суперечність. Отже, бДс> не може бути 'групою 
типу 3 теореми 2 .2 .2 . Таким чином, завжди G1 ^  С.

Нехай G1 -  циклічна група. Тоді С > G1. Покажемо, що G/<c> не 
м істить груп кватерніонів порядку 8. Нехай це не так. Тоді G/<c> 
містить групу кватерніонів Н/<с> порядку 8. Як і  раніше, при до- 
повнювальноеті <с> в Н і  неяоповнювальності <с> в Н одержимо, що 
rfc o  -  група типу (2 ,2 ) ,  шо належить цикл ічн ій  групі G1. Супереч­
н іс ть . Отже, при циклічності G' наслідок доведений повністю.

Нехай G1 -  нешислічка група. За попереднім, G1 ^ С. Покажемо, 
що G1 < С. Нехай це не так. Тоді С/<с> = (G/<c>)’ . Завдяки тео­
ремі 2 .2 .2  6/<с> не може бути неметагамільтоновою групою і  тому 
G/<c> задовольняє умову теореми 2 .1 .2 , за твердженням яко ї С/<с> 
належить Z(G/<c>). Звідси <u> < G, <v> < G і ,  значить, Q я  G і 
Q < ®(G). Ясно, шо C(j_(Q) к C^(<ru>) f\ C^(<v>), [G:C^.(Q)j *  4,
/0Г\<^.(0)/ “ 2. Звідси G з QC t̂Ü) і  тому Q {  Ф(0), що не так. 
Отже, G' < С. Наслідок доведений.

Л е м а  2 .2 .6 . Нехай G -  УШН[ ]-група з трьома інволюиіями, 
що містить підгрупу кватерніонів порядку 8 і  G* -  циклічна група 
Порядку більше 2. Тоді G має вигляд G ■ U X <*>, 4U «= <а»г >. /а/ « 
= 2і ,£ . Є (2 ,3^ , /Ь/ «  4 , Ь*аЬ = а"1, а* = Ь1 , / х /  В ^ іМ У ,  [а .х ]  Є 
Є <аг  _і> та є групою одного з ти п ів :

1 ) G • U х <х>, / х /  »  2 , 3 ;
2) Л -  2 , /х /  * 4, [Ь ,х ]  *■ а, [а .х ] = аг .

Доведешія. Нехай G ~  досліджувана група. Тоді завдяки наслідку
2 .2 .5  G містить підгрупу С « Q X <d> < G, де Q -  група кватер­
н іо н ів  порядку 8, /d/ *  2, Ф(Q) =» <с> ^ Z(G ), С > G’ і  G/<c> не 
м істить підгруп кватерніонів. Якщо G/<c> -  неабелева група, то в 
силу твердження 1 .1 .1  G/<o> -  негамільтонова група з комутантом 
порядку 2 , який міститься в п ідгрупі С/<о> типу (2 ,2 ) .  Тому G/<c> 
задовольняє умову наслідку 2 .1 .2  і  можб бути лише групою одного з 
ти п ів  1 - 3  цього наслідку.

Нехай G/<c> -  група типу 1 наслідку 2 .1 .2 . Толі оДс> *>
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-  U/<c> х <<с>х>, /<с>х/ *  2 , 1)/<с> = «с>а> X «с > Ь > , /<с>а/ « 8 ^ ,  
Д > 4 , /<с>Ь/ = 2^, ß > I ,  «o > a l< ' S  = «c > [a ,b ]> . Оскільки G1

-  циклічна група, то с Є <а>, /а/ = 2 * . /  =А + 4 > 2 , <а> о G,
U «  <axb>, <а>Г\ <Ь> ^ (3 = IJ<x>, Uf\<х> «  IM  <xS <= <а> А
П <х%  ^ <с>. Зрозуміло, що в G існує підгрупа А = < а > а > ,[а ,*] Є 

Є w(<a>) = <с>. В силу теореми 1 2 .5 .4  з [40] без порушення загаль­
ності можна вважати, що А = <а> X <х>, А /  = 2, Ясно, що w(G) * 
= w(A) = <с> х <х>. Звідси І) м істить т іл ьк и  одну інволюцію В си­
лу теореми 4 2 .5 .1  з [40] Ьг  = с, b'Vb -  a'L. Оскільки /GV<°>/ я 2 
і  U 1 = <аг >, то /а/ *  8, 0 = <аг ,Ь>., В силу наслідку 2 .8 .5  Ow(G) = 
= С = Q х <х>. Звідси [0 ,< х> ] *  4 . Зрозуміло, що [а ,х ]  6 <с>. Не­
хай [а ,х ]  = с. Тоді G м істить підгрупу діедра <ab> X <*> порядку 
8 , що неможливо (в  групі діедра 5 інволюцій). Отже, [а ,х ]  ■» 4 і  
G -  група типу І  розглядуваної леми.

Нехай G/<c> -  група типу 2 наслідку 2 . І . 2 . Тоді G/<o> * 
= («с >а > х <<с>Ь>) X « о х > ,  /<<с>а>/ *  2^, у > 0 , / « с > Ь > / »  2 , 
ß Є {4 ,2 ^ , /«о > х> /  =* 4 , <с>а Є Z(G/<c>), <c>[b;x] *  <о>а* " .  Ос­
к ільки  в 1 -  циклічна група, то с Є <а>, /а/ з 2^, 4 ,  / >  І ,
<а> < G. Ясно, що в G існують підгрупи А *  <a><b>, X *  < а хх> , А ґ>
Г\X = <а>, w(<a>) = <о>, [G:A] = 4, х*1 Є <с>. Підгрупа X t *  <x2>G* 

м істить N в <с> х < X t> , де / х і/  *  2 , х к  $ А. Зрозуміло, що G1 «
=* <аг ‘̂2>. Оскільки [а ,Ь ] Є <с>, в G т іл ьки  три інволю ції і 
$  А, то в А т іл ьк и  одна інволюція с. В силу теореми 4 2 .5 .4  а [40]
А -  група кватерніонів порядку 8. Звідси Ьг  = о = а*: Ясно, що 
G1 »  <а>, [а ,х ]  Є <а*>, [Ь .х ]  = а, <Ь>п<*> ^ <с> *  *-'Ьг > *  <а*>. 
Ящо <b> г\ <х> *  4 , то покладемо U *  А і  одержимо, що Ö = U X <х> *

Покажемо, що [а ,х ] *  аг . Дійсно, нехай це не так. Ясно, що [а,
і 2 ] = 4 , [ х г ,Ь] *  [ x ,b ] [ [ x ,b ] ,x ] [ x ,b ]  а а~1 а'1 *  а**■«= а1 *  Ь1 .З в ід ­
си G м істить підгрупу діедра <b> X <«*> порядку 8 , що неможливо.
Отже, [ х г ,Ь] = 4 , [а .х ]  = а* і тому G -  група типу 2 розглядуваної
леми. Нехай <b>rux>  4 4 . Тоді х “' *  о. Зрозуміло, що [Ь .х 2 ] г
«  t x ^ b ] "1 *  ( [ x ,b ] [ [ x ,b ] ,x ] [ x ,b ] ) " ‘ *  (а 'ЧаЛхЗа“1 ) *  а'г с?- *
= си ї  Є Z(G ). Покладемо у * Ьх. Тоді у * *  bxbx *  ЬхЧхМзх) *
= Ьх*Ьа а Ьг х4(х"*Н*х1Ь)а <* Ьг к1а*3а *  сЗкга. Оскільки ta ,x ]  6 іо > ( 
то [ * 1 ,а] і  4 . Зрозуміло, що У1 М -  Але у* ~ 4 . Звідси /у/ * 4 і 
<у>П А а ! .  Покладемо 0 = А, <Х> = <:у> і  одержимо, iltö Ö -  група 
типу 2 ройРлядуйаної дйми.

HbxÄt, нарешті і ё/<с> -  група типу 3 иаслі яку ІЗ .4 .8 , Не-
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кажемо, що це неможливо. Ийсно, нехай пе не так. Тоді G/<c> *
■ (U/<c> х «с>а>) X «с > Ь > , де U/<c> *  «c>u> X «c > v > ,
/«о >и>/ = 2 , 4 > 2 , /«c > v> / » /«с>а>/ * /«с > Ь> / = 2 , <с>и2<'і »
-  [<c>u,<c>v] «  [<c>a,<c>b] « <c>[u,v] «  < o [a ,b ] ,  [U/<c>,<o>b] *
■ ї .  Зрозуміло, що G1 ^ <и>, /и/ = 2^, /  = А + Ї > 3 і  G1 <  <и|(>. 
Ясно, що U » <uxv> , [U :<u>] = 2. В склу теореми Ї 2 . 5 . І  з [40 ] без 
порушення загальності можна вважати, що U * <u> X <'»>  h l  *  Я. 
Ясно також, шо N « <с> х <v> < U. В G Існує підгрупа А »= <и> .
• <а>, для яко ї, як і  для підгрупи U, маємо А » <u> X <»>. /а/ *■ 

" 2  і  а $ U. Звідси а ^ N. що неможливо. Отже, розглядуваний ви­
падок неможливий. Лема доведена.

Л е м а  2 .2 .7 . Hexafe G -  УШН[ ]-група порядку 2 й" з трьома ін -  
волюціями, що містить підгрупу кватерніонів порядку 8 . Тоді / в 1/ б 
Є {2,4| або G -  U<x>, U » <axb> ч G, /а/ *  /Ь/  *  8 , /х/ *  4, 
UA<x> *  <a>f\<b> » < a V , £ 4аЬ »  а'1, [а ,х ] -  Ьг , [Ь ,х ]  »  агЬг .

Доведення. Нехай G ~ досліджувана група. Тоді G містить підгру­
пу кватерніонів Q а <и,т> порядку 8. ftauo / в 1/  »  2 , то лема дове­
дена! Нехай / в 1/  »  2 К, в > 1 . Якщо G* -  циклічна група, то G за­
довольняє умову леми 2 .2 .6 ,  за твердженнях якої /G '/ »  4. Тому ла­
ді G1 -  нециклічна група. За наслідком 2 .2 .5  G > С > G ', де 0 *
-  О X <d>, /б/ -  2 , и(0) а Ф(0) = Q' а <С> 7.(G), /о/ а 2 , » (в )  а
а * (0 )  а <с> х <d>. йоио G1 -  елементарна абелева група4 то /G'/  * 
а 4 і  лема доведена. Нехай G '- неелементарна абелева jpyna і  т  > 
> 2. Оскільки /0/ а |6 і  С > G1, то /G '/  »  8. Відомо [4 6 ] ,  що гру­
па кватерніонів не може бутн комутантом 2-групи, тому G" » і  і 
0 ' *  <лі> х <d>, /и/ »  4. Припустимо, шо <и> ч G. Яедо <v> <j G, то, 
як 1 в лемі 2 .2 .6 ,  G a QC^(Q), u Є Ф (в), що неможливо. Звідси або 
<и> 4  6 . eöo <т> ^ б. Тому 0/<с> -  нецентральна підгрупа типу
(2 ,2 ,2 )  з G/<c> і  G '/c o  -  група тип^* (2 ,2 ) .  Припустимо, що 
G/co -  метагамі льтонова група. Тоді G/<c> задовольняє умову тео­
реми 2 .1 .2  і  може бути лише групою одного з типів 7, 9 - Т І  зга­
даної теореми. Тому G'/<c> $ Z(G/<c>). Звідси <u> G.

Нехай G/<c> -  неметагамільтонова група. Тоді G/<o> задовольняє 
умову теореми 2 .2 .2  і  може бути лише групою типу Т  ц іє ї теореми, у
якої б ’/<о> < 2(G/<o>). Тому < U ' <)G. Отже, завжди <н> л  G і
<ru>/<c> t; 2(0/<с>). Зрозуміло, що б 1 / <сз *  <и>/<е> я <<с>бх і
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cod Є Z(G/cc>). З в і д с и  G'/<c> центральна в G/<c> підгрупа тип у

( 2 ,2 ) .  Як згадувалось раніше, група G/<c> -  група одного з ти п ів  
7, 9 -  ї ї  теореми 2 .1 .2  ado група типу 4 теореми 2 .2 .2 . Група
G/<c> кожного з згаданих ти п ів  містить метациклічну підгрупу 
U/<c>, для яко ї w(U/cc>) = G '/c o - За попереднім, <v>/<с> {
{  Z(G/<c>) і  тому V U.

Нехай X = UQ. Зрозуміло, що UflQ  = <u>, [ X : U] = 2. Очевидно, 
що в групі G/<c> кожного з ти п ів  10, ї ї  теореми 2 . Ї . 2  всі 
інволю ції центральні і  тому G/<c> може бути лише групою типу 7, 9 
теореми 2 . Ї . 2  і  групою типу 4 теореми 2 .2 .2 . Для груп G/<c> згада­
них ти п ів  [G/<c>:U/<c>] = 2. Звідси [ G: U] = 2 і ,  значить, X = G. 
Для груп G/<c> згаданих ти п ів  U/<c> = «с>а >.Х «с > Ь > , /<с>а/ = 4, 
[c o a .c o b ] = <с>аг  *  <с>[а,Ь], - Х о Ь / *  2^, {  > ї .  Зрозуміло, що
w(U/<c>) = «с >а 4> х « o b 1 *> .£  ф(и/<е>) ^  <5(G/<c>). Ясно, шо U =
= <c><axb>, /а/ Є ,(4 ,8 }, /Ь/ Є (2 ^ ,2 ^ ^ , G1 *= <u> х <d> Ф(U ) .
Можливі випадки: 4 ) <с>П<а>  ̂ І ;  2) <с>л <а> = ї .

Випадок і .  У цьому випадку /а/ = 8 , U *  <aJxb>, <а>А <Ь> <
^ <а/і|> = <с>, <а>ґ\<и> ^ <с>. Оскільки G'/<c> = w(U/<c>) ^ Z(G/<c>), 
то <аг >/<с> ^ б '/ < о . Тому без порушення загальності можна вважати, 
u *  а1 . Ясно, що U містить підгрупу А =* <а> \ <d> і  А м істить G1,
Звідси в  м істить підгрупу V *  A<v>, v ^ A ,  » z = с »  а*. За попе­
реднім, [u ,v ]  = с, [v .d ] а Ї ,  [a * ,v j *  о. Покладемо /Ь/ = 2^. Тоді 
ß Є (У  ,^ +  ї } , ^ >  4 . Для груп G/<c> кожного з розглядуваних ти­
п ів  [<с>а,«с>Ь] = cob2- . Можливі випадки: ї . ї )  підгрупа <а>
доповнюється в U; 4 .2 )  підгрупа <а> недоповнюеться в U.

Випадок ї . ї .  У цьому випадку [a ,v ] Є <с> х cb1 > *  N і  /[а , 
v ]/  4  2 , ß -  (f ■ За лемою 2 .2 .3  w(<b>) ^  2(G) і  тому N ^ Z (G ) . 
Звідси [a ,d] = J і  [a ,v ] Є Z (V ). Але тоді [a^.v] = [a ,v ] *  *  4 ,  що 
не так. Випадок 4 .4  неможливий.

Випадок 4 .2 . У цьому випадку ß  4 > 2 , о *  b1 , d *  а *.
Легко бачити, що Ü/<c> -  група, одного з ти п ів  7, 9 теоре­

ми 2 .4 .2 ,  для яко ї < o [a ,b ] s= cob51. Оскільки підгрупа <а> 
недоповнюеться в  U, тб <а>Г\<Ь> *  <е> *  <т*> і  оскільки 0'/со> ■*
«  «с > а г > х «с > Ь г > 4 2 (g / < o ) , то <Ь*> 4 G і  /<а>$/ *  2 . Звідси 
ß = 3. В силу теореми 4 .2 .2  з [16] в нерозиііплювальній метацикліч- 
н ій  п ідгрупі U / I I і/  > 2. Звідси [<а>,<Ь>] -  <аг >. Але тоді b ab *
= а"4. Зрозуміло, що <bS> недоповнюеться в <Ьг х у > .  Отже, <Ь ><У> -  • 
група кватерніонів порядку 8. Оскільки с б <Ьг > ч  G і  ce?[a,v] *
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»  <c>b2 ,то <[a,v]> = <Ьг >. Без порушення загальності можна вважа­
ти , шо [a ,v ] = Ьг . Зрозуміло, шо U/<c> -  неабелева група і  тому 
G/<c> -  група типу 9 теореми 2 .1 .2 , у яко ї <c>[b,v] = <с>аг Ьт^, 
де t Є {О Д }.

Покажемо, що t = 4 . Дійсно, нехай це не так, тобто t = 0. Толі 
з умови <а2> <з G вимиває, шо <[b ,v]> = <аг >, тобто [b ,v ] = а1*-, 
і  -  пепарне число. Покладемо b i = ab. Тоді U = < a x b i> , Л ч /  = 8, 
[b i.v ]  = b а1*", / [b t .v ] /  -  2. Замінивши b на Ь і  одержимо, шо [Ь , 
у] ■ аг Ь* .Тому можна вважати, що t * 4 .  Покладемо v = х і  одер­
жимо, що G = U<x> -  група э леми. Випадок 4 .2  розглянуто повністю

Випадок 2 .У цьому випадку <а>Г>0 = <а>гу<с> = І ,  /а/ = 4 , <Ь>п 
Л<а> я  І  = <а>Л<и>. Як і  раніше, для груп G/<c> кожного з роз­
глядуваних ти п ів  /Ь/ 2^, ß > 4 , <с>[а,у] = < с > 1 ? Z(G/<c>),
Ф(іі) = <а2> х <Ьг >, u Є Ф(и), е х̂рФ(и) > 2. Звідси ß > 2 , а зна­
чи ть , w(<b>) “в <с>- Тому <b2 * > < G, [a ,v] = Ьг  . Зрозуміло, що 
G1 = <-а*> х <Ьг  > *  < a S  ж <и>. Таким чином, в G існує підгрупа 
<b> X <яг > <j G і  Ф(<Ь> X <й2>) -  <Ьг > і  тому <Ь1> < G. В G існує 
підгрупа < t? x v > , у я к ій  <Ь2> недоповнюєтьея. Але тоді <b2 ><v> -  
група кватерніонів порядку 8.

Припустимо , що ß > 3. Тоді <Ьг х У >  -  група кватерніонів поряд­
ку більше 8 , яка завдяки теоремі 1 .2 .2  нормальна в G. Але тоді в 
G існує підгрупа <Ь х у > ,  ь як ій  підгрупа <Ь> недоповнюєтьея. В 
салу [40] <Ьху>  -  група кватерніонів порядку більше 16 з комутан- 
том <Ь*>, /Ь2/ > 4 , що неможливо. Отже, ß  *  3і і  тому G/<c> не мо ­
же бути групою типу 4 теореми 2 .2 .2 . ' ««Л'"''’

Можна вважати, що а2 = <3. Ясно, що G м істить підгрупу В «  <Ьг > і 
А <«> Покажемо, що G1 «  <d> х <Ьг > <?. Z (ü ) , За теоремою 4 .2 .2

В <5 G. Ясно, шо w(B) к v (G) =• w(U) «  N. Покажемо,1 що N <. 7(G).
Для цього досить показати, що d Є X (U ). Якщо [а,Ьг ] ß 4 , то [а, 
Ь Ч  *  с Є Z(G) і  <dc> характеристична підгрупа з В. Звідси de Є 
Є 2(G) і  тому d Є 7(G ), N «  Z(G ). Нехай Ь . Ь г ] *  4. Толі Ь* Є
Є Z(U) і  [а ,Ь ] Є N. Оскільки [Н ,<*>] *  4 , то [a ,b ]z -  [a z .b] = 4
і , значить, аг  = (І Є Z(b’). Отже, Z(G)..' Оскільки [a .b ] К N ^ 
.< Z (U ) ,  то знову [а,Ьг ] = [ а ,Ь І2 = ї .  Звідси Ь1 Є Z(U) і ,  значить, 
б’ Z (ö ) . Ясно, шо тепер [а ,и ] я 4 . За попереднім, [a ,v ] -- b1 . За 
комутаторними співвідношеннями [40] [az ,v ] = 4 = [а ,у ] г  = Ф 4, 
шо неможливо. Отже, випадок 2 неможливий Всі випадки р о зглянуті. 
Лема доведена.
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Н а с л і д о к  2 .2 .6 . Група G вказаного в лемі 2 .2 .7  типу мав 
точно три ІНВОЛЮЦІЇ.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група. Тоді G * U<x>, U *  
»  <axb> <з G, [ G:U] = 2 , /а/ =■ /Ь/ = 8 , /х/ = 4. UA  <х> *
* <а>П<Ь> = <ач> = <с> < Z(G ), b- t ab *  а'4;  [а ,х ] * Ь1 , [b ,x j =
в аг Ь*. Зрозуміло, що w(U) = N = <с> х <d> ч G, d « a*b2 , /6 /  =

' *  2 , [d ,x ] = І ,  [аг ,х ] = [Ьг ,х ] *  с. Якщо всі інволюції з G нале­
жать U, то i(G ) > N і  наслідок доведений. Нехай G\U містить у 
і  /у/ = 2. Тоді G = U X <*>• Легко бачити, що всі підгрупи порядку 
4 з U нормальні, але нецентральні підгрупи G одного з типів: <at >, 
<bl >, N і  належать підгрупі G* =■= <аг > х <d>. Boi циклічні підгру­
пи порядку 8 з U вичерпуються такими підгрупами: <а>, <ab>, <Ь>. 
Оскільки Ьг  $ Z(G) і  Ьг  Є Z (U ) , то [bz ,y j * с. Ясно, що у « 
в их*1 , и Є U. Ос кіл ьки  х г  E U ,  bl  Є Z(U) і  [Ьг ,у ] /  1 , то 1 *  
непарне число і навіть і  = І .  Зрозуміло, що у г  « ихих -  uxxuv *
ux*uv в сиг у * І ,  де V * [и ,х ] .  При /и/ ^ 2  * *  и*- »  1 і  тому
с -  І ,  шо неможливо. Нехай /а/ *  4 . Тоді иа » о, у *  »  v. За по­
переднім, <и> Є ^<а1>,<Ьа>^, [а * ,х ] =» [Ьг ,х ] » о  і  знову у 1 - 
«  с И ,  шо не так. Отже, /и/ *  8. Але тоді / и г / » 4 . Оскільки 
/с/ » 2 і  /у/ »  2, то с » u*v в uV  Звідси ї  ■ и1 Є <и>. За по­
переднім, <и> Є (<а>, <b>, <ab>}. Оскільки [а ,х ] » Ьг  ^ <а> і  
[b ,x ]  « d $ <b>, то <и> в <ab». Але [ab,x] » [a ,x ][b ,x ]  = t^d *
*  Аг Ъч *  a® ft <ab>, що суперечить умові v Є <и>. Одержані супереч­
ності для всіх можливих порядків u показують!'що всі інволюції з 
G належать N * w(G), що й треба було довести. Наолідок доведений.

Л а м а 2 .2 .8 . Неметагамі льтонова УШН[ ]-група G порядку 2'*' 
з трьома інволюціями, що не містить підгрупи кватерніонів порядку 
8, е мегациклічною групою.

Доведення Нехай G -  досліджувана група. Тоді ва умовою вона 
містить неабелеву підгрупу X • <й> X <У> *“ПУ б теореми і . 2 .8
/х/ *  2 4, А > 2 , /у /  « 2 , [х ,у ]  «  х1 /!1 * ( І )  «  w(G) «  V(<х>) х
х <у> -  нецентральна в G підгрупа типу ( 2 ,2 ) ,  <х*> х <у> «і в , По­
кажемо, що G -  метациклічна група. Дійсно, нехай це не так. Тоді G
м істить мінімальну неметациклічну підгрупу Ö, що вадевольняв умову
теореми ї . 3 . 0  і  може бути групою одного з типів І  -  б згада-
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ної теореми. Легко бачити, що С -  може бути лише групою типу 5 те­
ореми 4 .3 .3 . Група 0 згаданого типу має підгрупу Н = <а> X <b>, 
/а/ = /Ь/ = 4, [а ,Ь ] = а2-, <аг Ь2> - характеристична підгрупа з Н.
За теоремою 4 .2 .2  Н <і G, <al > <j G, <az bl > о G, v(G) = *(H ) =
■ <a*S x <b*> = <az > x <a*'bz > ^  Z(G ), шо неможливо. Отже, G - ме- 
тапикл і чна група. Лема доведена.

Т е о р е м а  2 .2 .3 . Нільпотентпі недедекіялові У1іН[ ] -rpyfm G 
вичерпуються групами типів:

4 ) G = (<u> X <v>) * <z>, /и/ = рл, fl. > 4 , / г /  *> р ґ, % > 0,
А /  Є { 4 , г { ,  р і г -  прості числа, [u ,v ]  »  и Ґ ' х ;

2) G *  С х Q х <z>, С - локально циклічна 2-група, /С/ $  2 , 0 -
група кватерніонів порядку 8 , / г /  В  { 4 , г } , г - просте число;

3) G я ((С х <u>) X <*>) *  <z>, 0 ^ локально циклічна р-група, 
чи група кватерніонів порядку 8 , tu ,v ]  «  с Є С, /с/ = р, /и/ Є 
ß (Р .Р ХУ. А /  є fP .P ^  • tO,<v>] *  4 , А /  Є {4 ,і|  , р і  г -  прості 
числа, /С '/•/u//v/ Ф 32; при / і/  » ґ /и/ = А /  *  р;

4) G я ( ( <и> X <▼>) *  <а>) X <Ь>, /и/ = рЙ, Д > 4 ,  А /  *  /а/ =
* /Ь/ » р, [и ,т ]  «  [а ,Ь ] * и А "4 , [u .b ] я [v .b j *  4 ;

6) G * OP, С -  локально циклічна р-група, чи група кватерніо- 
й ів  порядку 8 , [С ,Р ] ■* 1 , 0Г\? ” <с>, F  *  (£ (<е> х <и>) X <и>) х 
X <а>) X <Ь>, /и/ » А /  “ /с/ «■ /а/ « /Ь/ <* р, [u,v] = о *[a,b], 
[и .Ь ]  *  О .Ь ]  *  4;

6) G *  <а> Л <Ь>, /а/ ■ 8 , /Ь/ * 2 , ß  > 0, *  а'* ;
7) С я  <а> X <Ь>, /а/ » 8 , /Ь/ “ 2^, f, > з 3 ;
8У G » <а> X <Ь>, /а/' я р̂ -, /Ь/ «  рА > 2 , £  > 4 , Pet > в , 

b ^b * а *Р * '2 ;
9) G я <а><Ь> я <bxd>,. /а/ ■« р^, /Ь/ *  р^, -/d/ * р^_і, ^ ><^> 

> 2 , р/ > 6 , /<а> Л <Ь>/ * р, <b>r\<d> * 4 ,  * a f+A2 i  ;
10) G я (<axb>) X <z>, /а/ я 8 , /Ь/ я 2^, ß  > 4 , /<а>п«Ь>/ =

*  2 , b'Sib * a 'S / г /  Є (4 ,г| , [b .z ]  * 4 , [а . г ]  0 <ач>; при ( г /  * г
ß  Є {2 ,3 \ ; при Ч 2 [a ,z ]  * 4 ;

14) G * (<а> х <Ь>Хос> х <г>), /а/ = А /  • 9 , /Ь/ « 3, [а ,х ] я 
я Ь , [Ь .х ]  я а3 я Xе , А  і  Є в *- просте число, [a ,z ]  Є <а$>;

42) G - група порядку р*' з абелевим нецектряльним комутан 
том типу (р ,р ), р - непарне просте число;

13) G в (<а> х <b>) X <*>, А /  *■ /х/ = рг , /Ь/ =•- р - непарне 
просте число, ta .x ] а b, [b ,x ]  = as f ,  0 < я < р;
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14) G = (<a> x <b>) X  <x>, /а/ = /Ь/ = рг , /х /  = р, [а,х| = Ьр, 
[Ь ,х ]  = аPP bty, 0 < s < р , О ^ t < р ; при р > 2 + 4s -  неквад-
ратичний лишок за модулем р; при р = 2  t = s = 1 ;

15) G = А X <х>, А = <а> X <Ь>, /аАр^/Ь/ -  р1®, /х /  = р -  не­
парне просте число, [a ,b] = ар, [а ,х ]  = bp/ [ b , x ]  = 1;

16) G -  А X <х>. А = <а> X <Ь>, /а/ = /Ь/ = рг , /х/  = р, [а,
Ь] = ар, [а .х ] = Ьр, С b, х ] = а£Р btp , 0 < s < р , 0 ^  t < р ; п р и р >
> 2  t 2- + 4s -  неквадратичний лишок за модулем р; при р = 2 s = 1 ;

1?) G = ((<а> х <Ь>)<х>) х <z>, /а/ = /Ь/ = /х/  4, / г /  Є (1 ,
Г^, г  -  просте число, [а ,х ] = а4-, [Ь .х ]  = х г = аг Ьг ;

18) G = ( ( <а> х <Ь>) ( <х> х <у>)) х <г>, /а/ = /Ь/ = 4, аХ -
= , х г  = [а ,у ] , a2 i f  = [а ,х ] = [Ь ,у ] ,  Ьг  = у 2 -  [b ,x ] ,  / z/  Є { l ,  r}  ,
г  -  просте число;

19) G в <а>М, М = (<с> х <b>) X <х>. /а/ = /Ь/ = рг , /с/ »
в  / х /  = р -  непарне просте число, [а ,Ь ] = х , [Ь .х ]  = с, <с> х
х <bp> = Z(G ), [а ,х ]  = c£bp, О ^С< р. ар = с Ь*Р, 0 t < р,
вс і елементи порядку р з G належать G1 . всі метациклічні підгрупи
э G абелеві;

20) G -  <а>М, /а/ = 4 ,  М = (<аг > х <b>) X <х>. /Ь/ = /х/  = 4. 
[а ,Ь ] = Xі , [Ь .х ]  = аг Ьг  Є 2(G), [а ,х ] = Ьг х г ;

21) G = <а>М, /а/ = рг , М = ( <ар> х <b>) X <х>. /Ь/ = / х /  = р ,
р -  непарне просте число, [Ь ,х ]  = asf Ь*Р xfy ,0 < s  < р, 0< : t < р,
О < 1 < р, [а ,Ь ] = х Р, [а ,х ]  = Ь̂ рх*Р , 0 < f < р, 0 ^ k < р, не-
квадратичними лишками за модулем р е числа: 4 f s ,  4 f ,
кг + 4 s ; вс і елементи порядку р з G належать б1', вс і метациклічні 
підгрупи з G абелеві;

22) G = <а:><Ь>, /а/ = 16, /Ь/ = 2 \  ß  Є { 2 ,3 ,4\, /<а> П <Ь>/ =
-  2 , bi ab = а"1;

23) G = <а><Ь>, /а/ = 16, /Ь/ = 2 , ^ Є (3 ,4| , /<а> П<Ь>/ = 2,
Ь^ Ь  = а*;

24) G = <axb>, /а/ = /Ь/ = 16 , /<а>А<Ь>/ = 2 . ь Л ь  =» а3 ;
25) G = (<a,b>) X <х>; /а/ = /Ь/ -  /х /  = 4 , <а,Ь> -  група ква­

те р н іо н ів, [а ,х ]  = аг , [b ,x ]  = а;
26) G = U X X, І) -  циклічна 2-група, чи група кватерніонів по­

рядку 8 , X -  група кватерніонів порядку 8, [ U, X] ^  w(U); при І і  = 
= ї  [U .X ] = w(U);

27) G -  (<а> X <Ь>)<Х>, /а/ * 8 ,  /х/  = 4, /Ь/ = 2 , [а ,Ь ] = х 2=
= а4 , [а ,х ] s  b, [b ,x ]  -  1.
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28) G = (<&><b>)<x>, /а/ = ,/Ь/ = 8 , /х /  = 4 , (< a xb > )0  <х> =
= <а>гл<Ь> = <а '>, Ь~*аЬ = a"1, [а ,х ]  = bz , [b ,x ] = az bz .

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. Роз­
глянемо два можливі випадки: I )  G -  метагамільтонова група; 2) G -  
неметагамільтонова група.

Випадок 4. У цьому випадку G задовольняє умову теореми 2 .4 .2  і  
може бути лише групою одного з ти п ів  4 , 2 , 4 - 4 4  розглядуваної 
теореми.

Нехай G -  група типу 4 теореми 2 .1 .2 . То д і, очевидно, G -  група 
одного з ти п ів  3 - 7  теореми 2 .4 .4 ,  а тому G -  група одного з ти ­
п ів  4 - 5  розглядуваної теореми ( порем а. 2 .4 .4  ^ С .393).

Нехай G -  група тийу 2 теореми 2 .4 .2 . То д і‘”С -  нільиотентия Мё-
тациклічна група з комутантом /G'/  > р, шо задовольняє умову нас­
л ідку 4 .3 .9 ,  за твердженням якого G -  група одного з ти п ів  6 - 40 
розглядуваної т е о р е м и і .3 ,9 $ C3Ö3).

В групах G кожного з ти п ів  4 - 4 4  теореми 2 .1 .2  G' -  група 
типу (р ,р ), чи типу (р ,р ,р) і  G -  група одного з ти п ів  44 -  24 
розглядуваної теореми. Випадок 4 розглянули повністю.

Випадок 2. Очевидно, що G -  неабелева група з комутантом не­
простого порядку.

Нехай G -  мегациклічна група. Тоді вона задовольняє умову нас­
л ідку 4 .3 .4 0  і  є нільпотентною групою одного з ти п ів  цього нас­
л ід ку . Легко бачити,' що G -  груш  одного з ти п ів  22 -  24 розгля­
дуваної ТЄОРЄМЙ. , ffr..

Нехай G -  неметашпслічна група. Оскільки G -М льло теитна  не­
метагамі льтонова неметациклічна УЩНІ ]-гр ута , то за наслідком
2 .4 .3  /G/ »  р1*; п > 4 , /G '/ «  р1** ш > 4 . За теоремою 4 .2 .3  G не 
м істить підгруп типу (р ,р ,р ,р ). Завдяки наслідку І . 2 .2  при р > 2 
G м істить підгрупу типу (р .р .р ).

Нехай G містить підгрупи типу (р .р .р ). Тоді G вадовольняе умову 
теореми 2 .2 .2  і  G -  група одного з ти п ів  1‘ *- 3 згаданої теореми, 
і  тому G -  група одного з ти п ів  45, 44, 10 розглядуваної тео­
реми відповідно

Нехай G не містить підгрупа rsrny (р ,р ,р ). За попереднім р *  2. 
В силу леми 2 .2 .1  G не містить підгрупи діедра порядку 8. Оскільки 
G -  неметациклічна група, то в G точно три інво лю ц ії. Завдяки ле­
мі 2 .2 .8  6 м істить підгрупу кватерніонів порядку &. В силу леми 
2 .2 .7  G -  група типу 28 розглядуваної теореми, або / 0 '/  < 8. Зр о-
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зуміло, що тоді /G '/ = 4.
Нехай G1 -  циклічна група. Тоді G задовольняє умову леми 2 .2 .6  

і  може бути групою-одного з типів 1 , 2 згаданої леми, і  тому G - 
група типу 10 чи 25 розглядуваної теореми відповідно.

Нехай, нарешті, G1 - група типу (2 ,2 ) .  Ясно, що всі інволюції з 
G наложать G1 і  G задовольняє умову теореми 2 .2 .1  і  G - група од­
ного з типів ї  -  5 згаданої теореми. Група G кожного з типів 2 -  
4 теореми 2 .2 .1  є групою одного з типів 10, 11, 4 теореми 2 .1 .2  
відповідно, як і є метагамільтоновими групами, шо розглянуті ра­
ніше. Група G кожного з типів 1 , 5 теореми 2 .2 .1  є групами типів 
26, 27 розглядуваної теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G -  група одного з типів 4 - 2 8  розгляду­
ваної теореми. Очевидно, що G -  нільпотентна кедедекіндова група. 
Покажемо, що G -  УШН[ ]-група. Для груп G кожного з типів 1 - 9  
це доведено в теоремі 2 .1 .2 .  В групах G типу 10 при г  *  2 і  І  
групах G типу 11 при г = 3 це доведено в теоремі 2 .1  2. В групах 
G кожного з типів 1 2 - 1 4 ,  15 приД = 2 та 16 - 21 достатність до­
ведена в т ій  же Теоремі 2 .1 .2 . Для груп G кожного з типів 22 -  24 
достатність доведена в наслідку 4 .3 .1 0 . Для груп G типу 26 чи 27 
достатність доведена в теоремі 2 .2 .1 . Для груп G типу 40 при / 2/*  
а 2 , груп G типу ї ї  при / г /= 3 , груп в  типу 15 при 2 достат­
ність доведена в теоремі 2 .2 .2 . Тому залишається довести достат­
ність для груп G кожного з типів 25, 28.

Нехай G -  група одного 8 типів 25, 28 теореми. Покажемо, шо 
для /СА;ВЗ/ > 2 tA ;B ]3 N  a G. Ладо А о G чи В G, то покладемо 
А » N чи В => N і  все доведено. Тому в подальшому будемо вважати, 
i i w A ^ G ,  В 4 G, A f  4,  В -  власна немаксямальна підгрупа з G, В і  
І- 6 і , /G/ Є { 2 * ,2£У, Звідси /В/ Є {2 ^ ,2 Ч\.

Нехай G -  група Типу 25 теореми. Тоді /G/ в 2^, /В/ *  8 , /А/ *  
а 2. Покладемо N * X <d>, Де с Є Z(G ), «о> »  <al > ^  <а> *  G1, 
d = хг . Покажемо, що d 6 2(G). Оскільки <а> <\ G, то х індукує на 
<а> автоморфізм порядку 1 чи 2. Звідси fa .x 4 ] «  Ca.d] <* 1. Ясно, 
що [х г ,Ь ] »  [x ,b ] [ tx ,b ] ,x H x ,b ]  в а‘ * [а“\*Іа“ - * äSxC4- » at l e «* 4. 
Отже, d 0 2(G).

Покажемо, що всі Інволюції з G належать N. Нехай це не так, То­
ді G\N містить у , /у/ а 2 I G й(<а,Ь>) х <d>) )і <у>. Ясно, шо 
G/<a,b> *  «a,b>d> X «a ,b >y>  -  нециклічна група, шо неможливо. 
Отже, N містить всі Інволюції е G. Оскільки А У 2(G ), то /А/ >
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що неможливо. Отримана суперечність й доводить достатність для 
груп G типу 25 теореми.

Нехай G -  група типу 28 теореми. Нехай В ^ U. Тоді /В/ *  8. 
При циклічності В А = <а'> ^ Z(G ), що неможливо. При нецикліч- 
ності В маємо В = <az > х <az t f>  = G1, шо не так. Отже, В /  U. То­
д і G = UB. Покладемо U ftB  = X. Ясно, що [ В :X3 = 2  і  X <і В ,
/X/ > 2. За попереднім, с = а4 Є X. Зрозуміло, що <с> 4 А. Нехай
/А/ = 2. Тоді в силу наслідку 2 .2 .6  <с> х А = N *  w(G) <j G і  N -  
шукана підгрупа. Отже, в Подальшому будемо вважати, шо /А/ > 2. 
Тоді /В/ = 46, /А/ » 4  і  А -  циклічна група. Ясно, шо /X/ *  8.

Нехай X = <и>. Зауважимо, що жодна з підгруп <а>, <b>, <ab>
ненормальна в G. Звідси <u> £  U і  тому <и> Є f<b>,<ab>}. Оскіль­
ки всі інволюції з G належать U (наслідок 2 .2 ,6 ) ,  то <и> недопов- 
нюється в В. В силу [4 0 ] В = <u,v> -  група кватерніонів порядку
16, /у/ »  4, v ‘uv я и*1. Очевидно, що v *  hx1, де h Є U. Оскільки
< b S  = <(аЬ)г > .$  Z (U ) , $ Z(G ), то, очевидно, і  =* 1. З сп іввід­
ношення для групи G випливає, що [<b>,<v>]r\ [<ab>,<v>] містить dt* 
/d t/  я 2 , < o fl< d t>  * І ,  що неможливо. Звідси X -  нециклічна гру­
па. Зауважимо, шо II не міотить підгрупи кватерніонів порядку 8 і  
exp(G) * 8. Звідси X -  не е групою кватерніонів порядку 8 і  В -* 
нециклічна група, яка в силу [4 0 ] не може бути групою кватерніонів
порядку 16. Отже, В міотить N *» <с> х <d>. Звідси X -  нециклічна
підгрупа порядку 8 a U і  тому X » <az > х <d> « G1, В ч G, що не­
можливо. Достатність для груп G типу 28 доведена. Теореш повніотю 
доведена. 4 **ж

Н а с л і д о к 2 . 2 . 7 .  Комутант G' нільпотентної 7ШН[ 1 -групи G 
е елементарною абелевою групою порядку не більше ніж р5 , або 2- 
групою типу (4) ,  чи ( 4 , 2 ) ,  чи ( 8) ,  при ньому 6 і -  група типу
( 4 , 2 ) ,  коли G -  група типу 28 теореми 2 .2 . 3 .

Наслідок випливає а теореми 2 .2 .3.
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2 .3 . БУДОВА ЛОКАЛЬНО СТУПІНЧАСТИХ НЕНІЛЬПОТЕНТНИХ УШН[ ]-ГРУП

Л е м а  2 .3 .4 . Скінченні ненільпотентні УШН[ ]-групи G, що міс­
т я т ь  ненадрозв'язні групи ІІМ дта , вичерпуються групами ти п ів :

4) G = Р X 0 , Р = <а> х <Ь>, /а/ = /Ь/ = p*\ /Q/ = q, р і  q -
р із н і прості числа, q > 2 , 2 -  показник р за модулем q, р k З,
Ф(Р) \ 0 -  ненільпотентна груш Міллера -  Морено;

2) G -  (Р х R) X 0 . /Р/ -  Р1 . N  - т ,  /0/ ■ q. p. q і  г  -  по­
парно р ізн і прості числа, q > 2 , р  ̂ 3 , r  е 1 (mod q ), 2 -  показ­
ник р за модулем q, Р X Q і  R X 0 ~ ненільпотентні групи Міл­
лера -  Морено;

3) G *  Р ^ Q, Р -  елементарна абелева група порядку і /  > 2,
/ Є  ( 2 ,З І , Q *  <х>, / х /  *  q^. 4 Є f l , 2 , 3 } ,  р і  q -  р із н і прості

2 , Од(Р) *  < # > ,  К  Є {4 ,

4) G => Р X <*>. Р -  елементарна абелева група порядку р^, р >
> 5 , в£Є {2,3^,  /х/ = qr ,  p.  q і  г  -  попарно р ізн і прості числа,
q > 2, г > 2, показник р за модулем q, показник р за мо­
дулем г ,  Р X « *  > та Р X <**> -  ненільпотентні групи Міллера -  Мо­
рено;

5) G *  (Р  X <*>) *  <т>, Р -  елементарна абелева група порядку
р1 , / і / «  q, / ? / «  ґ ,  р,  Щ  і* *  Прості числа, р 4  q, р ^ 3 , 2 -
показник р за модулем q, q > 2 , Р X “  ненільпотентна група 
Міллера -  Морено;

6) G *  Р X 0  -  група Шмідта, /Р/ «  р8 , ехр(Р) = / Р '/  » р  > 3 ,  
/0/ ” q, Р М  - р ізн і прості числа, q > 0 , 2 -  показник р за мо­
дулем q;

7) G = Р X 0  -  група ПЫята, Р -  група кватерніонів порядку в ,  
Q я <х>, / х /  Є {3 .9 У ;

8) G я Р X <*>> / Р /  = Р*ч / * /  “ q r, Р , q І  г -  попарно р ізн і 
прості числа, р > З , q > 2 , Р X < **>  ~ ненільпотентна група Міл­
лера -  Морено, Р X »  *  ненільпотентна иадрозв’ язна мінімальна 
неметациклічна група.

Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. За умо­
во» леми б Містить ненадрозв’ язну групу ІІМдта М * Р X 0 , яка може 
бути лише групою одного з тинів 4 - 3  теореми 4 . З . Ї .  Тоді /Р /  *

груш  Міллера -  Морено,
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*  Р<А, /.Є  {2 ,3 { ,  Q = <b>, /Ь/ = q2 , /\Є {4 ,2 ^ , р і  q -  р із н і прос­
т і  числа. Зрозуміло, шо М -  неметациклічна група. Якщо М = G, то 
G -  група одного з ти п ів  7, 6 , 3 розглядуваної леми відповідно.

Нехай М < G. Тоді при М -jS G М та G задовольняють умову теоре­
ми 4 .3 .4  і  G -  група одного з ти п ів  4 ,  2 розглядуваної леми.

Нехай М <j G. Тоді за лемою Фраттіні [44] G = Ml) = PU, Р q G, 
U = Nj-jCQ), U n P  = Ф(Р), Ф(Р) ^ Z(M ). Зрозуміло, що U jl G. Тому U -  
група одного з ти п ів  4 - 6  теореми 4 .2 .2 . Очевидно, шо Ф(Р) х 
х Q < U. Можливі випадки: 1 ) U -  ненільпотентна група; 2) U -  
нільпотентна група.

Випадок 4 . У цьому випадку U -  підгрупа типу 2 чи 6 теореми
4 .2 .2 . Нехай спочатку Ч -  група типу 2 згаданої теореми. Тоді /и/
-  добуток двох р ізних простих чисел. Звідси Ф(Р) = 4 , Pf\U = 4.
Тому U *  Q X <У> -  ненільпотентна група Міллера -  Морено порядку 
q r, /0/ я  q, /у/ *  r , q я  4 (mod r ) ,  U ' = 0. Ясно, шо М -  неиіль- 
потентна група Мі ллера -  Морено, JL -  показник р за модулем q, q > 
> 2. При </ = 2 p 4 3 . Нехай V я  P X <У>. Зрозуміло, шо Cg(P) *  
= 4 . Якщо ОціР) містить <у>, то <у> q U, шо неможливо. Отже, 
ОДР) я Си(Р) "  4 . При ot ■ 3 за теоремою 4 .3 .4  G/P "= U -  дедекін- 
дова. група, шо не так. Таким чином, <L = 'і.  Ясно, шо U підгрупа з 
AutP. За теоремою 4 .2 .3  G -  дисперсивна група і  тому при г  я  р 
одержимо, що Р X <У> -  силовська нормальна р-підгрупа з G. Але то­
д і <у> q U, що не так. Отже, г /  р, V -  ненільпотентна група І  V і  

 ̂ 3 . За теоремою 4 .2 .2  V -  група лише типу 6 uie ji теореми і  V ~
мінімальна неметациклічна група типу 6 теореми 4 .3 . 'з ."З в ід с и  V та
G задовольняють умову теореми ї . 3 . 4  і  G -  група одного з ти п ів  
4 , 2 згаданої теореми. Але тоді М < G* -  нільпотентна група, що 
неможливо. Отже, U не може бути групою типу 2 теореми 4 .2 .2 .

Нехай 0 -  група типу 6 теореми 4 .2 .2 . Тоді Ü ® R X <У> -  не­
нільпотентна група Міллера -  Морено, /R/ = >г*\ /у/ = і 4 , & > 0 , г
i t -  р із н і прості числа, R х <у^> q G. Звідси R q G, <у*> <і G.
Ясно, шо <у> ^ U. Покладемо V = Р<у>. Якщо V q G, то Vp\ U =
я Ф (Рку> A U, Vf\U = U і  G «  V. Звідси Ф(Р) = R , /R/  *  р /  t ,  
G я  р X <у>, р ж 4 (mod t ) ,  р > 2 , у *  Є Z(G ). Оскільки 0 <  U,
Р X Q -гр уп а  Шмідта і  Є Z(G ), то 0 = <у> і  М *  6 , шо не так.
Звідси V $ G. При t = p  г я q, R -  ненбрмальна в G силовська q- 
підгрупа і  оскільки 6 -  диепереигна група, то V нормальна силовсь­
ка р-підгрупа s  G, іію неможливо. Отже, р 4 t I  V - група типу 6
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теореми 4 .2 .2 . Зрозуміло, що V < G. Тоді R / Р. Звідси г  4 р, G1 
м істить ненільпотентну підгрупу Р /  R. Тепер знову V та G задово­
льняють умову теореми 4 .3 .4 ,  за твердженням яко ї G1-  нільпотентна 
група, що не так. Таким чином, випадок 4 неможливий.

Випадок 2. Оскільки М -  ненадрозв’язна група Шмідта, то показ­
ник р за модулем q більше 4. Тому Q <  U -  не 2-група. Нехай U -  
непримарна група. Звідси U може бути лише підгрупою типу 2 чи 4 
теореми 4 .2 .2 .Тоді U = <у> х <г>, <у> -  q-група, / z/  = r ,  q і  г  -  
р ізн і прості числа, у^Є 7.(0). Зрозуміло, що М = Р X <У>. Q = <У>- 
Якщо г Є Ф(Р) , то G = М, що не так. Отже, <z> А Р = Ф(Р) = 4 і  Р -  
елементарна абелева група.

Припустимо, що г = р. Тоді Р X <і>  -  ненормальна в G силовська 
р-підгрупа, комутант яко ї власна підгрупа з Р і нормальна в G. Ос­
к іл ьки  Р -  мінімальна нормальна підгрупа з М, то [P ,< z> ] = 4 . То­
му в G існує підгрупа Р х <у^> х <г>. За теоремою 4 .2 .3  недо- 
декіндова група G не містить підгруп, що розкладаються в прямий 
добуток чотирьох неодиничних прямих множників. Звідси / =  2 , /у/ = 
= q і  G -  група типу 5 розглядуваної леми. При р 4 r  G = Р X  U, 
Ф(Р) = І .  Якщо у 1̂ /  4 , то U -  група типу 5 теореми 4 .2 .2 ,  <у^> х
х <г> < G і  G містить підгрупу Р х <у^> х <z>, для я к о ї,  як і  ра­
ніше, /у/ = q, що не так. Отже, /у/ = q і  тому /U/ = q r . Якщо 
[P,<z>3 = і ,  то в G існує підгрупа Р х <z>, у яко ї Р -  група типу 
(р,р) і  тому G -  група типу 5 розглядуваної леми. Нехай [P ,< z> ] -  
+ 4 . Покладемо V = Р X <z>. Тоді V -  ненільпотентна підгрупа з
G. Якщо V -  підгрупа Міллера -  Морено, то покладемо U = <х> і 
одержимо, що /х /  = qr і  G -  група типу 4 розглядуваної леми. Нехай 
V -  не є підгрупою Міллера -  Морено. Тоді V містить власну п ідгру­
пу Міллера -  Морено S *  P t  X <У>> / Р і/  Є (Р.Рг }> P i  < Р-

Нехай спочатку «£■= 2. Тоді / Р і/  *  р, р а 4 (mod г ) .  За теоремою 
Машке [41] Р » Р і  х Р ц  /Рг/  *  Р , Рг. ч  V. Якщо [Рг ,<г>] ■ 4 , то 
Р г  в Z(V ) <j G, що суперечить мінімальності Р в G. Отже, Р г X <У> “ 
група М іллера- Морено, V -  мінімальна неметациклічна група типу 
8 теореми 4 .3 .3  і  тому G -  група типу 8 розглядуваної леми.

Нехай 3. При / Р і/  *  р1 з'нову за теоремою Машке [443 Р * 
ы P t х Pa, Р г  Ч V, /Р г/  * р, 8 -  показник р за модулем г  і  тому 
Р г  X <z> -  нільпотентна група. Звідси Р г  *  Z(V) і  знову Р г  «з G, шо 
суперечить мі нідальності Р в  0, Отже, /Р г/  *  р, р з  і  (mod t )  і  в 
G існує підгрупа Р г  X <У>» не Р*к Р* »  Р, Р іо  0. бнову йкщо tPa,
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<z>] = ї ,  то P i  = Z (V ), шо неможливо. Тоді [Р і,< у > ] 4 І .  Як і  ра­
ніше, P i  X <z> містить підгрупу Міллера -  Морено Р5 X <У>, ?з
Р і , /Р з/ = Р і  /[<z>;(P% х Pi ) X <У>]/ > 2. За означенням УШН[ ] -
груп [< z> ;(P ? х РА ) X <У>] Э N q G. Завдяки лемі Фраттіні [44]
V я ND = (Р3 х P i ) X D, Л0 D = ,Ny(<z>). Оскільки Р$ х Рі  < Р , то
D = <z> х <u>, /и/ = р, <и> = Z (V ), <u> q G, що неможливо. Отже,
при «6 = 3 маємо суперечність. Випадок, коли 0 -  непримарна група
розглянуто повністю.

Нехай тепер U -  примарна група. Оскільки G -  ненільпотентна 
група, то U -  силовська q-підгрупа з G -  Р X 0 , Ф(Р) -  4 , /U/ > 
/0 / , GfJP) q G. Оскільки Л - показник р за модулем q, то q > 2 і  
U -  група одного з ти п ів  4 , 2 , 5 теореми 4 .2 .2 .

Нехай U -  група типу 4 теореми 4 .2 .2 , Тоді U = <х>, / х /  = q і
Q < <х>. Звідси ß > 4 . Зрозуміло, шо 0^(Р) «  Ф(Ф(и)) = < х * > .  З в і­
дси Q я  <х% , ß< 4 , С^(Р) = < x t f  >, {4  ß . При ^=І& Л* ß - f f  < 4 і 
G -  група типу 3 розглядуваної леми.

Нехай ß>fl. Тоді в недедекіндовій групі G існує підгрупа Р я 
х < х^ > . Завдяки теоремі 4 .2 .3  / » 2 ,  Л + ß -!{<  4 і  G -  група 
типу 3 розглядуваної леми.

Нехай U -  група типу 2 теореми 4 .2 .2 .  Тоді U = <х> х <г>, /х/  = 
*  / г /  я  q. Ясно, що Q ^ U. Без порушення загальності можна вважа­
ти , що Q • <х>. Покладемо V <■» Р X <*>• Ясно, що Р і  U -  нециклічні 
елементарні абелеві підгрупи з G. В силу [47] G не в групою Фробе- 
ніуса. Тому можна вважати, шо V = Р X <г> не є групою Фррбеніуса і
V q G. Ясно, шо Сц(Р) я  4  і  тому V -  ненільпотентнаГ’грУпа. Оскіль­
ки V ке є групою Фробеніуса, то існує u Є Р, /и/ я  р, [ и . г ]  = 4. 
Тоді и Є Z f V) q G і  Z(V) < Р , що суперечить мінімальності Р в G. 
Отже, Ü -  не може бути групою типу 2 теореми 4 .2 .2 .

Нехай 0 -  група типу 5 тоореми 4 .2 .2 .  Тоді G містить підгрупу 
Р х D, до D -  група типу (q ,q ). Оскільки Р містить підгрупу типу 
(р ,р ),то  за теоремою 4 .2 .3  одержимо н ідьпотенткіеть групи G, шо не 
так і ,  значить, U -  нз може бути групою типу Б тоореми 4 .8 .2 . ВО 
випадки р о зглян уті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G -  група одного з ти п ів  4 - 8  розглядуваної 
леми. Зрозуміло, що G -  скінченна ненільпотентна група. Покажемо, 
що G -  УШН[ ] група. Для груп G кожного'я ти п ів  4 , 2 не встановле­
но в теоремі 4 .3 .4 . Група G кожного з ти п ів  3 -  8 має вигляд G = 
я Р X С, в '  Р, i f  І  8 ; Л і  О ■ група одітого з типі я
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4 - 3  теореми 2 .2 .4  з [ їб ]  і  тому G -  метагамільтонова група. 
Звідси завдяки теоремі 2 . І . 2 G -  УЩН[ ]-група. Достатність доведе­
на. Лема доведена.

Л е м а 2 .3 .2 . Скінченні ненільпотентні метациклічні УЩН[ ] -  
групи G вичерпуються групами ти п ів :

1) G = <а> X <Ь>, /а/ *  р г, р і  г -  необов’язково р ізн і непарні
прості числа, /Ь/ = q^, f> > 0 , q -  просте число, р « І  (mod q),
г а 4 (mod q), [<a>,<b>] = <a>, Z(G) = <b^>;

2) G = (<a> X <b>) x <z>, /а/ *  p -  непарне просте число, /Ь/ »
= q^, ß > 0 , / і/  Є ( 4 , r\ ,  q i  г -  прості числа, р (mod q), 
[<a>,<b>] = <а>, Є Z(G ); при z £ 4 Z(G) = <b^> x <z>; при / z /  « 
= p t>< 3;

3) G = <a> X <b>, /а/ = p -  непарне просте чиоЛо, /Ь/ = q r, q і
г -  р ізн і прості числа, р s 4  (mod q), р » 4  (mod r ) ,  [<a>,<b>] *
*  <a>, Z(G) = 4;

4) G = (<a> x <z>)<x>, /а/ = p -  непарне просте число, <z,x>  -  
група кватерніонів порядну 8, х'^ах = а'4 ;

5) G = <а> X (<*> X <г>), /а/ а р -  непарне просте число, /х /  *  
= q^, ß > 2 , / г/  = q -  просте число, р s  4 (mod q ), [<a>,<x>] *
= <a>, [ x , z ]  = , [a ,x^] = [a ,z ]  = 4 .

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. Тоді G 
задовольняє умову теореми 4 .3 .2  і  може бути ненільпотентною групою 
одного з ти п ів  4 - 1 6  згаданої теореми. Легко бачити, шо G -  група 
лише одного з Ти п ів  42 -  46 теореми 4 .3 .2  і  тому G -  група од­
ного з ти п ів  4 - 5  леми відповідно. Необхідність доведена.

Достатність доведена в теоремі 4 .3 .2 ,  Лема доведена.

Л е м а  2 .3 .3 . Скінченні ненільпотентні мінімальні неметацик- 
л іч н і групи G, у яких вс і підгрупи Шмілта надрозв'язн і, вичерпу­
ються групами ти п ів :

4) G = (<а> х <b>) X <*>. /а/ = А/ * Р -  непарне просте число,
/х /  Є (q,qÄ‘\, р ж 4 (mod q j,  Oa>,<b:>] = <а>, [<b>,<x>J *  <b>,
Z(G) = <# > ;

2) G = (<a> x <b>) X <x>, /а/ = А/ = p -  непарне просте число,
/х /  Ь q^, £ > 2 ,  р а 4 (mod q), f<a->,<x>] *  <а>, [ <Ь>, <гх>] *  *-Ь>,
7.(6) -  <eb >*' х -  кваяіцентраньна підгрупа з G;
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З) G = <a> X (<*> X <z>) , /а/ = p -  непарне просте число, /х/  = 
я  q2-, І  г !  = q -  непарне просте число, р = 4 (mod q), [<а>,<х>] =
= <а>, [ х , z ] = х^, (a.x^'J = [a ,z ]  = 4.

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. Тоді во­
на задовольняє умову теореми 4 .3 .3  і  може бути лише ненільпотент- 
ною групою одного з ти п ів  8 - 4 0  ц іє ї теореми. Звідси G -  група 
одного з ти п ів  4 - 3  розглядуваної леми відповідно. Необхідність 
доведена.

Достатність доведена в теоремі 4 .3 .3 .  Лема доведена.

Л е м а  2 .3 .4 . Скінченні ненільпотентні УШН[. 1-груни G, що міс­
тя т ь  власні ненільпотентні мінімальні неметациклічні підгрупи і  в 
G надрозв’язн і вс і підгрупи Ійяідта, вичерпуються ненадрозв’язними 
групами Фробеніуса типу G = (<а> х <b>) X <*>. я® А /  ~ А /  = р -
непарне просте число, /х/ = q r, q і  г  -  необов'язково р ізн і прості
числа, р а 4 (moci q), р а 4 (mod r ) ,  (<а> х <b>) X  Та ( <а> * 
х <b>) X <**> "  ненільпотентні мінімальні неметациклі чн і групи.

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. Толі G 
містить власну ненільпогентну мінімальну неметациклічну підгрупу С, 
у я к о ї,  як і  в G, всі підгрупи Шмідта на др о зв'язн і. Зрозуміло, що 
0 -  задовольняє умову лами 2 .3 .3  і  може бути лише групою одного з 
ти п ів  4 - 3  згаданої леми. Звідси С *  Р X О* я® Р. “ ,ка> х <Ь>, 
/а/ *  р, /Ь/ Є (4 ,р 5 , р -  непарне просте число, 0'**оайовська q- 
підгрупа з 0 , q -  просте число, p a l  (mod q ), {<a > ,0 j я  <а>, 
[<Ь>,0] я  <b>, K^(Q) я  0. За теоремою 4 .3 .4  С < G. Завдяки лемі 
Фраттіні [44] G = Cl) *  Р X U. В® U -  % ( 0 ) ,  Q < U,1 Q -A U, U  ̂ G І  
U -  підгрупа одного з ти п ів  4 - 6  теореми 4 .2 .2 ,  яка не містить 
власних неабелевих підгруп. Тому 0 і *  4. Але тоді С -  група лише
одного з ти п ів  4 , 2 леми 2 .3 .3  і  Q *  <у>,' */у/ = q^, ß  > О, /Ь/ «=
*• P .

Припустимо, що G - . надрозв’язна група. То д і, без порушення за­
гальності можна вважати, шо G містить ненільпотентну підгрупу V =
“ <а> X У- Зрозуміло, шо G1 = Р. Якою V <j G, то G/V -  абелева гру­
па і  тому V G1, шо не так. Отже, V  ̂ G. Звідси V -  група одного
з ти п ів  2, 6 теореми 4 .2 .2 . Оскільки (<а> X <У>) < V, то V - лише
група типу 6 згаданої теореми. Тому V *  <а> X <х>, /х/  е пА
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> 0 , <x> <y>. Нехай <x> = <y>. Тоді С = G, шо неможливо. Звідси
у Є <х% . Ясно, що Q ß G. І з  надрозв’язності групи G випливає, що 
<а> a G, <b> q G і  в G існують ненільлотентні ненормальні підгрупи 
<а> X <х>. <b> X <х>> я к і , очевидно, лише групи типу 6 теореми
4 .2 .2 . Але тоді [а ,х ‘г'] = [а ,у ] = [Ь .х^ ] = [Ь ,у ]  = 4 , шо неможливо. 
Отже, G -  ненадрозв'язна група.

Оскільки всі підгрупи Шмідта з G надрозв’я з н і , то за теоремою 
4 .2 .2  U -  метациклічна група. Нехай S  = G^JP). Покажемо, що /S/  Є 
В ( I . t y ,  t -  просте число. Дійсно, в противному випадку за лемою
1 .2 .5  G містить підгрупу Р х S і  Р -  ква зі центральна підгрупа 
з G. Звідси G -  надрозв'язна група, що не так. Отже, /8/ Є 
Оскільки в п ідгрупі U типу 5 теореми 4 .2 .2  U містить нормальну 
в G неодиничну підгрупу непростого порядку і  ця підгрупа належить 
S , то U -  група одного з ти п ів  4 - 4 , 6  теореми 4 .2 .2 ,

Нехай U -  підгрупа типу 6 теореми 4 .2 .2 . Тоді U = R X <х>. 
R х <х^> q G. Звідси за попереднім /R х < х% / = t і ,  значить, 
/ r /  = t = г , /х /  = q. Отже, G = (Р х R) X <х>- ЗА умовою Р X <*> 
м істить т іл ьк и  иадрозв’я зн і групи ІІМ дта . Тому, без порушення за­
гальності можна вважати, що [<а>,<х>] ^ <а>, [<Ь>,<х>] < <Ь> і  G -  
надрозв’язна група, що суперечить вибору G. Отже, U -  група одного 
з ти п ів  4 - 4  теореми 4 .2 .2 .

Нехай U -  підгрупа типу 4 теореми 4 .2 .2 .  Тоді U *  <х> х <z>, 
/х /  = qA, ß > О, / г /  = г і  <х^> х <z> q G. За попереднім, f x V  -  4 
і  G *  (P X  <x>) x <2> -  надрозв’язна група, шо суперечить вибору
G. Отже, U не може бути групою типу 4 теореми 4 .2 .2 .

Легко бачити, шо G -  надрозв'язна група, якшо U -  група типу З 
теореми 4 .2 .2 .

Нехай Ü -  підгрупа типу 2 теореми 4 .2 .2 .  Якшо U -  примарна гру­
па і  U не е групою типу 4 теореми 4 .2 .2 ,  то /у/ *• / г /  *  q. В си­
лу [47] без порушення загальності можна вважати, шо [Р ,< г> ] і* Р. 
Звідси Р X <2> має неодиничний центр, що належить Р. Можна вважа­
ти , шо la , z ]  = 4 . Але тоді <а> q G і G/<а> -  надрозв’ язна група. 
Звідси І  G надрозв’ язна група, шо не так. Нехай тепер U -  неа­
белева група типу 2 теореми 4 .2 .2 .  Толі II = <у> X <2>* /у/ *  q< 
/ г /  я r ,  [<у> ,<г>] я <у> Покладемо V = Р X <*>• Зрозуміло, шо
V f G ,  <z-> И, Са(Р) = 4 . Оскільки G дисперсивна група (теорема
1 .2 .3 ) ,  то V -  непримарна група і  тому р / г .  Звідси V -  неніль- 
потентни група. Оскільки /Pf -  pz і  V /і 3 , то V -  підгрупа типу 6
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теореми 1 .2 .2 .  Ллє тоді V -  ненадроэв'язна група Шмідта, шо немож­
ливо за умовою леми. Таким чином, U 1 = 4 , тобто U = <у> х <z>, 
/у/ “ Q, / z/  я  г ,  q і г  -  р ізн і прості числа,

Нехай V *  Р X <і>  -  придарна група, тобто р *  г ,  Якшо V і ß 4*
то V і я  <с> Р , /с/ я  р, <с> <j G і в/<с> -  надрозв'язна група. 
Звідси і  G -  надрозв'язна група, шо неможливо. Отже, Vі = 4. Але 
тоді G = (Р X <У>) *  <z> -  надрозв’язна група, шо не так. Звідси 
р і  г і  Vі 4 І .  Оскільки підгрупи Шмідта з" G надрозв’я з н і , то
Р X <*> “ надрозв’язна група.

Нехай V не е групою Фробеніуоа. Тоді [47] о Є Р, /с/ *  р, [с , 
г ]  *  І  і  <с> я Z (V ). Звідси <с> <1 G і  G/<o> -  надрозв'язна гру­
па. Тому 1 G -  надрозв'язна група, шо не так. Отже, V -  група Фро- 
беніуса. Зрозуміло, що U *  <х>, / х /  »  qr і  тому С *  Р X <*г >, 
Р X <х*> *  Р X <Z> ■ V •• ненільпотентна група Фробеніуоа, у яко ї 
вс і підгрупи Йиідта надрозв’я з н і . Тому V -  група типу 4 леми 4 .3 .3  
І  G -  група з розглядуваної леми.

Нехай II -  придарна циклічна підгрупа типу 2 теореми 4 .2 .2  або 
підгрупа типу 4 ц іє ї Теореми. Тоді І) *  <х>, /х /  =• q^, А > 0 , х^ Є 
Є 2(G ), у в  <х>. Якщо <у> я  <х>, то 0 G, що не так. Отже, у Є 
є < х Ч  і  тому ß > І .  Припустимо, шо ß > 2.  Тоді Д<а>;(<а>> 
А<У>)]/ > 2. За означенням УііІН[ ]-груп (<а>;(<а> X <У>)1 Э К < 0 

і  N П Р я <а> < б. Ясно, що 0/<а> -  надрозв'язна група і  тому G -  
надровв’язна група, шо не так. Отже, ß « 2 і  б -  група з леми. 
Воі випадки р о зглян уті. Необхідність доведена,

Достатність. Нехай б *  (<а> х <b>) X <*> -  грУй*»'-»'розглядува­
ної леми. Тоді <3 «« Р X <*> -  ненадроэв'язна група, де Р «  <й> X 
X <Ь> -  оиловоька р-підгрупа з G. Звідси Р -  мінімальна нормальна 
підгрупа a G, Оскільки р а ї  (mod q ), р *  4 (mod г )  і  силовські 
Підгрупи s G абелеві, то всяка підгрупа Шмідта з G надрозв'язна. 
Покажемо, що G -  УВД1[ 3-група, тобто лля Д А ;В І/  > 2 [A ;B ]9 N  о G. 
fterao А «j G чи В «л G, тс Покладемо А = Н ч и * В *  N і  все доведено. 
Тому в подальшому будемо вважати. що А 4 G, В 4 A f  І ,  G1 /  В. 
Оскільки /G/ в добуток чотирьох простих чисел, то /В/ е добуток 
трьох простих чисел. Звідси /В/ я  pqr. Отже, G = РВ, РсВ = P i  < G, 
/ Р і/  = р, шо суперечить мінімальності Р в G. Отже, G -  УШНС ]-гр у -  
па. Достатність доведена. Лема доведена:

Л в м а 2 .3 .5 . Нехай G -  скінченна ятаільпотентиа УШН[ ]-група.
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у яко ї всі підгрупи Іімідта надрозв’я з н і . Тоді всі оиловські п ід ­
групи з G метациклічні.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група. Припустимо, шо в  міс­
ти ть мінімальну неметациклічну р-підгрупу С. Тоді С -  підгрупа од­
ного з ти п ів  1 - 5  теореми І . 3 .3 . Завдяки теоремі 1 ,3 4  С q G 
і  G/C -  дедекіндова група. Звідси G = Р X D,. Р -  силовська р -п іл - 
група з G, D -  ї ї  холловеьке дедекіндове р'-доповноння. Оскільки 
G -  ненільпотентна група, то D  ̂ G. Звідси D містить q-елемент х 
такий, що СР ,<*>] 4 ї ,  P 4 Ч -  просте число і  [Р .с х Ч ]  *  1. Пок­
ладемо V = Р X <х>. Ясно, що V -  ненільпотентна група і  V містить 
підгрупу Шмідта S a R X « і> ,  Дв R = P A S , <d> -  ненормальна си­
ловська q-підгрупа з S . Оскільки S -  надрозв'язна група Шмідта, то 
/R/ = р і  р з  1 (mod q). Ясно, шо <d> належить деякій силовській 
q-п ід гр уп і з V, яка спряжена з <х> і  х^Є Z(V ). Звідси <d> -  си­
ловська q-підгрупа з V. Тому в подальшому без порушення загальнос­
т і  можна вважати, шо х = d. Зрозуміло, шо С -  група одного з ти­
п ів  1 , 2  теореми І . 3 .3 . Оскільки G/О -  дедекіндова група, то 
R 4  С.

Нехай спочатку С -  група типу 1 теореми 1 .3 .3  і  С  =»1. Яоно, 
шо р > 2. За теоремою Машке [41] 0 » R х ї ,  де [ ї,< х > ]  < ї .  Y “ 
група типу (р ,р ). Покажемо, що ї  »  <у> *  <z>, де [<у>,<х>] < <У>, 
[ < г> ,<*>] < <z>. Якшо [ ї,< х > ]  = 1 , то доводжуване твердження оче­
видне. Нехай [Y ,<x>] 4 ї .  То д і, як і  раніше, в Y X <*> існує п ід ­
група Шмідта S t  *  R i. X /К</ *  Р , Y = R i *  R*. CR«,<х>3 < R*,
/Rz/ ■ P- Покладемо R i *  <y>, R a *  <z> і  будемо мати доводжуване 
твердження. Тепер ясно, шо в G існують підгрупи (R х <у>) X <*>• 
(R х <г>) X <*>* ї  X <*>. я к і не можуть бути підгрупами жодного 9 
ти п ів  1 - 6  теореми 1 .2 .2  і  тому вони нормальні в G. Зрозуміло, 
шо перетин згаданих підгруп співпадає з <х> і  тому <х> q G, шо не
так. Отже, С1 4 І . Т о д і 0 *  (<с> х <&>) X  <Ь>, /с/ *  /а/ *  /Ь/ »  р,
[а ,Ь ] = с, [с ,Ь ] —1-, Зрозуміло, шо 0 і *  <е> q G. Покажемо, шо 0
містить підгрупу Y ® <ч> х <у>, де /у/ * р, [<у>,<х>] < <у>. Дійс­
но, ОСКІЛЬКИ < С М  б і  0 q G, то в 0/<с> існує підгрупа (і/<-Є>А 

> < х < с » . Якшо згадана підгрупа нільпотентна, то існує підгрупа
Т/<с> така, шо [Y /< c > ,<xc c »l Y/<c> і  / і/<с>/ *  р. Звідси /У/ •»
-  р2-. [Y ,<x>] <  Y. За Теоремою Машке [41 ] Y *  <е> х <у>, де t <У>,

1 «  <у>. Нехай C/qe> X <х<С » -  ненільпотентна груп». То д і, як
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і  раніше, вона містить підгрупу Шмідта ї/<с> X < х< с » і  / ї/ < о /  =
*  р. Звідси / ї /  = р1 , [Y ,<x>] ^ Т . Знову за теоремою Машке [41] 
Y = <с> х <у>, [<у>,<х>] <у>. Не порушуючи загальності можна
вважати, іио у = а. В ß існує підгрупа Vt = Y X <*>■ Ясно, що V i 
не може бути підгрупою жодного з ти п ів  4 - 6  теореми 4 .2 .2  і  тому 
V i q G. За теоремою Машке [44] 0/<с> = Y/<c> х Z/<c>, [Z/<c>,
< х < с »] ^ Z/<o>. Як і  раніше, [2 ,<х> ] 4 2 , 2 -  <с> х <Ь>, [<Ь>,
<х>] <  <Ь>. В G іонуе підгрупа V« = Z  X <*>■ Як 1 Для V i , можна
показати, що V;> q G. Ясно, що Vtn Уг = А  * <с> X <х> G 0 Пок­
ладемо N я О X <х>- Оскільки S f  N, то N -  ненільпотентна група. 
За лемою Фраттіні [41] N = V jU, де U = <х> X С і = Н^(<х>), С і = 
ОПН, Сі  < 0. Звідси c o f lC t *  І ,  0 = <с> х С і, шо неможливо. От­
же, G -  не може бути групою типу і  теореми 4 .3 .3 .

Нехай 0 -  група типу 2 теореми 4 .3 .3 . Тоді С = A<u>, де А =*
*  <а> х <Ь>, /а/ *  /и/ = 9 ,  /Ь/ *  3 , [а ,и ] *  b, [Ь ,и ] = а3 = ис, 
ж(С) = <Ь> я <а*> = С1 <) Й, <а*> »  Z(C) <і G. Завдяки теоремі Машке
[41] можна вважати, що [<Ь>,<х>] < <Ь>. Ясно, шо А -  єдина абелева
максимальна підгрупа з С. Звідси А ч G, За теоремою Машке [41] 
без порушення загальності можна вважати, що [<а>,<х>] ^ <а>.

Припустимо, шо [а .х ]  А 4 .Тоді в  м іотить иеиільпотентну п ідгру­
пу Н і  »  <а> X <*>■ За теоремою 4 .2 .2  N t о в . Звідси О П N t  *  <а> q 
<j 0 , що неможливо. Отже, [а .х ]  »  І .  На порушуючи загальності можна 
вважати, шо R *  <Ь>. Покладемо а3 *  о і  N *  С X <*>• Тоді <с> q 
о N, N -  нені льпотентна група, Ф(О) »  ж(С) ^ А,ч А/Ф(Д). q №/Ф(С). 
За теоремою Mauste [«Ц ] С/Ф(С) *  А/Ф(С) х ї/Ф (0 ),''Й »У ї/Ф (С )/  *  З, 
[ї/Ф (0),<хФ (С )>] 4 Ї/Ф(С). Звідси [ Y ,<х>] 4 Y. В N існує підгрупа 
N t ■ ї  X <*>• Ясно, шо [ С : ї]  а 3 і  вс і підгрупи з С метациклічні, 
/ ї/  <* 27, Ф(С) *  <b> X <с> ^ І ,  о 6 Z(Ni), ї/<о> -  абелева група. 
Звідси Y1 ^ <0>. В підгрупі С вс і максимальні підгрупи, окрім А, 
иеабелеві. Тому ї  *  <у> X <Ь>, /у/ *  9 ,  у *  * с. За теоремою Машке
[41] Ї/С О  ■ <Ь<с>■> х 2/<с>, де [2/<с>,<Х<с>>] ^ Z/<ö>.Звідси Y «
*  Z X <b>, [ Z ,< r> j 4 1. Оскільки Y -  метаииклічна група, to Z »  
“ <z>, / г /  « 9 ,  і *  *  С. Оскільки С с ,х  3 *  4 , то за відомим резуль­
татом [40) [ г , х ]  «  4 . Очевидно, що С *  к<г>. Знову в склу відомо­
го результату [40] ■ [а ,х ]  *  [ z . x l  = 4. Звідси випливає, що [С, 
<хь] 4 , що не так. Отже, G -  не може містити примарних мінімаль­
них неметаїшклічних підгруп, і  тому воі силовські підгрупи з G ме- 
та а и кл ічн і. Лема доведена.
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Т е о р е м а  2 . З . Ї .  Ненільпотентні локально ступінчасті 
УЩН[ ]-групи G е скінченними дисперсивними групами та вичерпуються 
групами ти п ів :

I )  Метагамільтоні групи:
1) Метациклічні:
4) G *  (<а> X <b>) X <z>, /а/ = р -  непарне просте число, /Ь/ я

цР, ß > 0 , / z /^Є , r V . q і  г — прості числа, р »  4 (mod q ), [<а>,
<b>] = <а>, b*b Є Z(G ); при z *  4 Z(G) = < b 4  x <z>; при / z /  «= p 

f> < 3 ;
2) G *  <a> X <b>, /а/ «  p -  непарне просте число, /Ь/ ■= q r, q і

г  -  р ізн і прості числа, р * 4  (mod q), р « 4  (mod r ) ,  t<a>,<b>] *
■ <a>, Z(G) *  4 ;

i i )  Мінімальні неметациклі чн і ненадрозв’ язн і групи ВЫ дта:
3) G = Р X <х> -  група Шмідта, Р -  група кватерніонів порядку 

8 , /х/  Є {3 ,9 } ;
4) G = Р X <х> -  ненільпотентна група Міллера -  Морено, Р -  

група типу (р ,р ), /х /  Є {q,q1} ,  Z(G) = < х % , 2 -'показник р за мо­
дулем q, р і  q -  р ізн і прості числа;

і  і  і ) Групи, що м істять власні неметациклічні підгрупи:
5) G = Р X <х>. Р -  елементарна аОелева група порядку рА /  Є

Є { 2 ,3 } ,  /х /  = q r , р, q, г  -  попарно р із н і прості чи с л а ./ - покав-
ник р за модулем q, /  -  показник р за модулем r , Р X <* > *а Р ^

д<х% -  групи Міллера -  Морено;
6) G *  Р X <х>, Р -  елементарна аОелева група порядку р^, / 8  

Є (І2 ,3 }, / х /  = q^, ß Є { 2 ,3 } ,  JL -  показник р за модулем q, р і  q “
р із н і прості числа, Р X <>^> -  група Міллера -  Морено, + 6 ;

7) G *  Р X <*> -  група Шмідта, /Р/ *  р9, ехр(Р) *  р, /х /  “ q, Р 
І q -  р із н і прості числа;

8) G = (<а> х <b>) X <*>) * <*>* А / 16 /Ь/ *  р, /х /  *  q, / г/  *
а г ,  р, q, г  -  прості числа, р 4 q, (<а> х <b>) X <*> ~ група Міл­
лера -  Морено, 2 -  показник р за модулем q, р 4 3 , q > 2 ;

I I )  Неметагамільтонові групи:
і )  Метациклічні:
9) G s  <а> X <Ь>, /а/ а р г, р і  г  -  необов'язково р ізн і прості 

числа, /Ь/ «  q^. ß>  ö, q -  просте чиоЛо, р в  4 (mod q), г  & 4 
(mod q), [<аь,<Ь>] а <й>, Z(G) *  <b% ,

to ) G »  (<a> я <гж)»гк>, /а/ «  p -  непарне яросте число, < ї,Х >  -
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група кватерніонів порядку 8 , х_1ах = а'1;
ї ї )  G = <а> X (<к> X <z> ), /а/ = р -  непарне просте число,

/х/  = 2 , h l  = q -  просте число, р = ї  (mod q), [<а>,<х>] *
«* <а>, [ х , z ] = х*к , (а .х ^  = [a ,z ]  = ї ;

і і )  Надрозв’язн і мінімальні неметациклічні групи:
Ї2 )  G = (<а> х <b>) X <х>, /а/ = /Ь/ = р -  непарне просте чис­

ло, / х /  Є {q.q1} ,  р » I  (mod q), [<a>,<b>] = <а>, [<b>,<x>] = <b>. 
2(G) = <b%;

53) G = (<a> x <b>) X <*>. /а/ *  /Ь/ = p -  непарне просте чис­
ло, /х /  »q ^ 1, ß > 2, р г  1 (mod q), [<a>.<x>] => <a>, [<b>,<x>] =
*  • b>, 2(G) = <b*>. <a> x <b> -  ква зі центральна підгрупа з G.;

Ї4 )  G я <а> X (<*> X <z>), /а/ = р -  непарне просте число,
/х /  • q1 , / г/  = q -  непарне просте число, p a l  (mod q ), [<ак,
<х>] *  <а>, [ x , z ]  =* х 4; [а .х« '] -  Га ,г]  -  5 .

і  і  і ) Групи, що м істять власні неметациклічні підгрупи:
55) G а (<а> X <b>) X <х>, /а/ *  /Ь/ а р 1 , р -  просте число,

р І  3 , /х /  »  q -  просте число, 2 -  показник р за модулем q,
(<&р> х <ЬР>) X <х> -  ненільпотентна група Міллера -  Морено;

46) 0 е (R х Р) X <*>. /Я/ *  г ,  /Р/ = р1 , /х/  «  q, р, q і  Г -  
попарно р ізн і прості числа, р а ї  (mod q), 2 -  показник р за мо­
дулем q, q > 2 , R ß <%> і  P X <*> -  ненільпотентні групи Міллера -  
Морено;

57) G •» (<а> х <b>) X "  ненадроэв’язна група ФроОеніуса, 
/а/ я /Ь/ = р -  непарне просте число, /х /  «  q r, р і  г -^необов’ я з ­
ково р ізн і прості числа, р а ї  (mod q), р = 5 tfood г ) ,  (<а> і
х <b>) X та (<а> х »rb>) X <к*> ~ мінімальні неметациклі чн і
групи.

Доведення. Необхідність. Нехай G задовольняє умову теореми Як­
що G -  метациклічна група, то вона задовольняє умову леми 2 .3 .2  і  
е групою одного з ти п ів  5 - 5  згаданої леми,'а тому G -  група од­
ного з ти п ів  9 , 5 , 2 , 50, 55 розглядуваної теореми. Тому в подаль­
шому будемо вважати, шо G -  неметациклічна група. Оскільки в  * не 
нільпотентна група, то вона м істить підгрупи Шмідта. Можливі ви 
палки: ї )  G містить ненаярозв'язиу підгрупу Шмідта; 2) вс і п ідгру­
пи iftrfi лта з. G налрозв’я з к і .

Випадок 5. У цьому випадку G задовольняє умову ломи 2 .3 .4  і мо 
№ бути лише групою одного з ти п ів  4 - 8 згаданої ломи. Тоді G
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група одного з ти п ів  45, Ї6 ,  3 - 8  розглядуваної теореми в ід по від ­
но. Випадок І  розглянуто повністю.

Випадок 2. Якшо вс і власні підгрупи з G метациклічні, то в  за­
довольняє умову леми 2 .3 .3  і  може бути лише групою одного з ти п ів  
4 -  3 згаданої леми. Тому G -  група одного з ти п ів  42 -  44 розгля­
дуваної теореми.

Нехай G містить власні неметапиклічні підгрупи. За лемою 5 мі­
німальні неметапиклічні підгрупи з G не можуть бути нільпотентними 
групами і  тому G задовольняє умову леми 2 .3 .4 . Звідси G -  група 
типу 47 розглядуваної леми. Всі випадки р о зглянуті. Необхідність 
доведена.

Достатність. Нехай G -  група одного з ти п ів  1 - 4 7  теореми. 
Зрозуміло, що G -  ненільпотентна локально ступінчаста і  на віть 
скінченна дисиерсивна група. Покажемо, шо G -  УШН[ ]-група. Дійс­
но, для метапиклічних груп це встановлено в лемі 2 .3  2 , для груп 
G, шо мають ненадрозв’я зн і групи Шмідта в лемі 2 ,3 .1 , для груп G 
ти п ів  42 -  44 це встановлено в лемі 2 .3 .3 ,  а для груп G типу 47 
-  в лемі 2 .3 .4 . Достатність доведена. Теорема доведена.

Н а с л і д о к  2 .3 .4 . Комутант G' ненільпотентної локально 
ступінчастої УШН[ ]-групи G не більше ніж біпрпимарна група, а йо­
го порядок є добутком не більше ніж чотирьох простих чисел.

Комутант G' групи G може бути неабелевою групою, коли в ін  с п ів­
падає з підгрупою кватерніонів порядку 8 , чи неабелевою підгрупою 
порядку р4 і  експоненти р; прй цьому G -  метагамільтонова група.

Доведення безпооередньо випливав з розглядуваних ти п ів  груп 
теореми 2 .3 .4 .
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