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 Методика вивчення методів 
геометричних перетворень, векторного 
методу та методу координат як методів 
доведення 
 Скасків Лілія Василівна 
кандидат фізико-математичних наук, доцент, доцент кафедри кібернетики та 
прикладної математики, Державний податковий університет, м.Ірпінь 

 
Анотація. У статті розглядаються особливості методики застосування методів 

геометричних перетворень для розв’язування задач на доведення у шкільному курсі 
математики, також розглядаються особливості методики вивчення векторного 
методу та методу координат у шкільному курсі математики. 

Ключові слова: метод геометричних перетворень, гомотетія, симетрія, 
векторний метод, метод координат, задачі на доведення. 

 
Основна мета вивчення геометричних перетворень - ознайомити учнів з різними 

видами рухів (осьова і центральна симетрія, поворот, паралельне перенесення) та 
подібністю і гомотетією, їх властивостями, ввести загальне поняття про рівність і подібність 
фігур, показати застосування окремих видів перетворень, ознак подібності трикутників до 
розв'язування задач. 

Учні повинні розуміти суть кожного із зазначених у програмі видів геометричних 
перетворень, знати їх властивості, ознаки подібності трикутників і вміти застосовувати їх до 
розв'язання найпростіших задач. 

У міру вивчення геометрії учні впевнюються, що не завжди можна отримати відповідь 
на поставлене запитання внаслідок безпосереднього аналізу заданої фігури або конфігурації. 
Часто доводиться виконувати деякі перетворення фігури. Це дає змогу зблизити окремі 
елементи, отримати відрізки або кути, які відповідають даним умови (наприклад, різницю 
двох сторін, периметр трикутника тощо). 

Такі перетворення фігур не випадкові. Це окремі випадки застосування геометричних 
перетворень. 

За новою програмою з математики весь курс геометрії розгортається на основі ідей 
геометричних перетворень. [5] 

Геометричні перетворення використовуються і для доведення теорем, і для 
розв'язування різноманітних задач. При цьому основною формою роботи є розв'язування 
задач на побудову. 

Вивчивши центральну та осьову симетрії вже можна скласти правило – орієнтир 
методу руху, яке в подальшому вивченні навчального матеріалу повністю підтвердить себе 
як правило – орієнтир методу геометричних перетворень. [2] 

1. Провести синтетичний аналіз доведення теореми (задачі). 
2. Визначити, які об’єкти чи частини об’єктів, що розглядаються в доведенні, могли 

утворитися методом геометричних перетворень. 
3. Застосувати основні властивості геометричних перетворень. 
4. Зробити висновок. 
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Цікаво, що давньогрецький математик Фалес Мілецький для доведення 
геометричних теорем застосовував рухи. Наприклад, щоб довести рівність вертикальних 
кутів, він повертав площину креслення на 180° навколо деякої точки. Застосовував Фалес і 
ще один рух – паралельне перенесення. Саме за допомогою такого руху він довів теорему, 
яка сьогодні називається Теоремою Фалеса. 

Фундаментальну роль рухів (і взагалі геометричних перетворень) у розумінні сучасної 
геометрії, відкрив німецький математик ХІХ ст. Фелікс Клейн і описав це у своїй статті 
«Геометрія групи перетворень». [7] 

Якщо ідеї Фалеса близькі до сучасного розуміння в дусі Клейна, то Евклід в своїх 
«Началах» дотримується іншої точки зору щодо методів доведення теорем і розв’язування 
задач. Підхід Евкліда ґрунтувався на рівності трикутників: для встановлення якогось 
геометричного факту слід розглянути одну пару трикутників і довести, що вони рівні, потім 
іншу пару трикутників, якщо потрібно то й третю, доки не буде отримано результат. Однак ті 
самі результати можна отримати і за допомогою геометричних перетворень. [1] 

Центральна симетрія в житті людини відіграла важливу роль. Це пов’язано з появою 
сучасних уявлень про будову атомів і молекул. Адже, щоб показати розподіл електронів в 
атомі, користуються моделлю електронної хмарки, густину якої допомагає з’ясувати аналіз 
симетрії молекул. 

Об’єкти, які мають центр симетрії, часто мають й інші види симетрії. Об’єкти, симетрія 
яких вичерпується  наявністю тільки центральної симетрії трапляються досить рідко. Такими 
є, наприклад, косокутний паралелепіпед і кристал мідного купоросу.  [6]  

Cеред того, що нас оточує скрізь можемо помітити симетрію відносно площини. Це не 
тільки будинки, деталі машин і люди. Це ще й кристали, будова молекул, атомів. Так, кристал 
гіпсу має тільки одну площину симетрії, а кристал кам’яної солі – дев’ять, тобто стільки, 
скільки й куб. 

Суть методу центральної симетрії - дану в умові задачі фігуру (або її елементи) 
замінюємо фігурою, симетричною даній відносно деякої точки або прямої. 

Симетрією відносно точки О (центральною симетрією) простору називається 
перетворення простору, яке точку О відображає на себе, а будь-яку іншу точку М відображає 
на таку точку М1 так,  що точка О є серединою відрізка ММ1.  

Якщо перетворення симетрії відносно точки О переводить фігуру F у себе, то вона 
називається центрально-симетричною, а точка О – центром симетрії. Наприклад, 
паралелограм є центрально-симетричною фігурою. Центром симетрії його є точка перетину 
діагоналей.  

Даний метод можна застосовувати до тих завдань, в умові яких в тій чи іншій формі 
вказана точка, яка є центром симетрії шуканої або допоміжної фігури. [3] 

Приклад 1. Доведіть, що образом даної прямої 𝑙 при симетрії відносно точки O, яка не 
належить прямій 𝑙, є пряма, паралельна даній. 

Доведення. Оскільки центральна симетрія — це рух, то 
образом прямої 𝑙 буде пряма. Для побудови прямої достатньо 
знати дві будь-які її точки. Оберемо на прямій 𝑙 довільні точки A і 
B. Нехай точки A1 і B1 — їх образи при центральній симетрії 
відносно точки O. Тоді пряма A1B1 — образ прямої 𝑙. Оскільки AO = 
OA1, BO = OB1, ⦟AOB і ⦟A1OB1 рівні як вертикальні, то трикутники 
AOB і A1OB1 рівні за першою ознакою рівності трикутників. Звідси 
⦟1 = ⦟2. Отже, 𝑙 || A1B1. 

Симетрією простору щодо даної прямої 𝑙 (осьовою симетрією) називається 
перетворення, яке кожну точку прямої 𝑙 відображає на себе, а будь-яку іншу точку М 
простору відображає на таку точку М1, що пряма 𝑙 служить серединним перпендикуляром 
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до відрізка ММ1. Пряма 𝑙 називається віссю симетрії. Наприклад, прямі, що проходять через 
точку перетину діагоналей прямокутника паралельно його сторонам, є осями симетрії 
прямокутника. 

Важко вказати загальні ознаки завдань, що вирішуються методом осьової симетрії. У 
більш складних завданнях метод осьової симетрії може бути застосований, якщо в умовах 
утримується сума або різниця частин деякої ламаної лінії. Можна обмежиться зазначенням, 
що метод осьової симетрії застосуємо для задач, в умові яких зазначена пряма, яка є віссю 
симетрії частини елементів фігури. Таку пряму легко встановити за властивостями фігур. 
Застосування осьової симетрії доцільно для завдань, які легко вирішуються, якщо частина 
даних розташована по один бік деякої прямої, а решта - по другий. 

Для методу осьової симетрії це правило може бути таким. [4] 
1. Припустити, що задачу розв'язано. Обрати певну симетрію відносно даної прямої 

або прямої, яку легко побудувати. Замінити один з даних елементів симетричним відносно 
обраної осі симетрії. 

2. Розв'язати задачу стосовно побудованого симетричного елемента та інших даних. 
Цим самим задача зведеться до відомої чи до простішої. 

3. Від допоміжної задачі перейти до шуканої, застосувавши обернене перетворення 
симетрії. 

Приклад 2. Доведіть, що пряма, яка проходить через центр кола, є його віссю симетрії. 
Доведення. Нехай О – центр кола й а – пряма, що 

проходить через точку О. Очевидно, перетворення симетрії 
відносно прямої а переводить точку C кола в точку Cඁ, а точку 
О лишає на місці. Візьмемо довільну точку Х при симетрії 
відносно прямої а. 

Трикутники ОАХ і ОАХඁ рівні за першою ознакою. У них 
кути при вершині А прямі, сторона ОА спільна, а сторони АХ і 
АХඁ рівні за означенням симетрії. З рівності трикутників 

випливає рівність сторін ОХ і ОХඁ, тобто точка Хඁ лежить на колі. А це означає, що коло при 
симетрії відносно прямої а переходить у себе, тобто пряма а є його віссю симетрії. 

У класах з поглибленим вивченням математики, на заняттях математичного гуртка в 
звичайних класах доцільно ознайомити учнів з методом координат і його застосуванням до 
розв’язування геометричних задач (доведення теорем). У зв’язку з цим варто на прикладах 
розв’язання принаймні двох задач виділити правило – орієнтир методу координат: 

1. Виділити умови і вимоги задачі (теореми). Обрати систему координат, відносно якої 
перевести вимоги на мову координат і скласти рівності зі змінними. 

2. Використовуючи умови задачі (теореми), перетворити рівності зі змінними і прийти 
до результату на мові координат. 

3. Здобутий результат перевести на мову геометрії. [8] 
Координати дозволяють визначати за допомогою чисел положення будь-якої точки 

простору або площини. Це дає можливість «шифрувати» різного роду фігури, записуючи їх за 
допомогою чисел. Співвідношення між координатами найчастіше визначає не одну точку, а 
декілька або безліч (сукупність) точок.  

Встановлення зв'язків між алгеброю, з одного боку, і геометрією - з іншого, було по 
суті революцією в математиці. Воно відновило математику як єдину науку, в якій немає 
«китайської стіни» між окремими її частинами.  

Суть методу координат як методу доведення та розв'язання завдань полягає в тому, 
що, задаючи фігури рівняннями і висловлюючи в координатах різні геометричні 
співвідношення, ми можемо вирішувати геометричну задачу засобами алгебри. Зворотно, 
користуючись координатами, можна тлумачити алгебраїчні та аналітичні співвідношення і 
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факти геометрично і таким чином застосовувати геометрію до вирішення алгебраїчних задач 
[3].  

Метод координат - це універсальний метод. Він забезпечує тісний зв'язок між 
алгеброю і геометрією, які, з'єднуючись, дають «багаті плоди», які вони не могли б дати, 
залишаючись розділеними.  

Щоб вирішувати завдання як алгебраїчні, так і геометричні методом координат, 
необхідне виконання 3 етапів:  

1) переклад завдання на координатну (аналітичну) мову;  
2) перетворення аналітичного вираження;  
3) зворотний переклад, тобто переклад з координатної мови на мову, в термінах якої 

сформульовано задачу.  
Для розробки методики формування вміння застосовувати координатний метод 

важливо виявити вимоги, які пред'являє логічна структура вирішення завдань мисленнєвого 
характеру. Координатний метод передбачає наявність в учнів умінь і навичок, що сприяють 
застосуванню цього методу на практиці. Проаналізуємо вирішення декількох завдань. У 
процесі цього аналізу виділимо вміння, які є компонентами уміння використовувати 
координатний метод при вирішенні завдань [2].   

Приклад 3. У трикутнику ABC: AC = b, AB = c, ВС = а, BD - медіана. Доведіть, що 𝐵𝐷2 =

 
௔2ା௖2

2
−  

௕2

2
   .                                                                 

Доведення. Виберемо систему координат так, щоб 
точка А служила початком координат, а вісь Ох була прямою 
АС.  

У вибраній системі координат точки А, С і D мають 
наступні координати: А(0,0), С(𝑏, 0), D( ௕

2
, 0). Позначимо 

координати точки В через х і у. Тоді використовуючи формулу 
для знаходження відстаней між двома точками, заданими 
своїми координатами, отримуємо: 

 
х2 +у2 =с2,  (x-b)2 +y2 =a2                                    (1) 

За тією ж формулою  𝐵𝐷2 = (𝑥 −
௕

2
)2 + +𝑦2                                 (2)  

Використовуючи формули (1) знаходимо х та у. 

Вони рівні:  𝑥 =
௖2ି௔2ା௕2

2௕
; 𝑦 = ට𝑐2 −

(௖2ି௔2ା௕2)2

4௕2 . 

Далі, підставляючи x та y формулу (2), знаходимо: 

𝐵𝐷2 = (
𝑐2 − 𝑎2 + 𝑏2

2𝑏
)2 + 𝑐2 −

(𝑐2 − 𝑎2 + 𝑏2)2

4𝑏2 ; 

𝐵𝐷2 =
𝑎2 + 𝑐2

2
−  

𝑏2

4
 

Приклад 4. Доведіть, що рівняння площини, яка симетрична даній відносно початку 
координат, відрізняється від неї тільки знаком вільного члена. 

Доведення. Нехай рівняння площини-прообразу має вигляд 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0. 

Довільна точка цієї площини М(𝑥, 𝑦, 𝑧) переходить у точку М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), де ൝
𝑥1 = −𝑥,
𝑦1 = −𝑦,
𝑧1 = −𝑧.

 

Звідси маємо: 𝑥1 = −𝑥, 𝑦1 = −𝑦, 𝑧1 = −𝑧. Підставимо ці координати точки М у 
рівняння площини-прообразу і отимаємо рівняння для 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1: −𝑎𝑥1 − 𝑏𝑦1 − 𝑐𝑧1 + 𝑑 ↔
𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐𝑧1 −  𝑑 = 0. 
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Або у звичному позначенні змінних маємо рівняння площини-образу: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 −
𝑑 = 0, що і потрібно було довести [9]. 

Приклад 5. Які б не були точки А, В, С, справджується векторна рівність АВሬሬሬሬ⃗ + ВСሬሬሬሬ⃗ = АСሬሬሬሬ⃗ . 
Доведення. Нехай А(𝑥1, 𝑦1), B(𝑥2, 𝑦2), C(𝑥3, 𝑦3) – дані точки. Координати вектора АВሬሬሬሬ⃗ : 

𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1; координати вектора ВСሬሬሬሬ⃗ : 𝑥3 − 𝑥2, 𝑦3 − 𝑦2. Отже, координати вектора АВሬሬሬሬ⃗ + ВСሬሬሬሬ⃗ : 
𝑥3 − 𝑥1, 𝑦3 − 𝑦1. А це і є координати вектора АСሬሬሬሬ⃗ . За теоремою (рівні вектори мають рівні 
координати, і навпаки, якщо у векторів відповідні координати рівні, то вектори рівні) вектори 
АВሬሬሬሬ⃗ + ВСሬሬሬሬ⃗  і АСሬሬሬሬ⃗  рівні. Теорему доведено. 

За чинною програмою з математики вектори передбачено вивчати в два етапи: 
спочатку вивчаються вектори на площині, а потім - у просторі. У підручнику О. В. Погорєлова 
у 8 класі крім основних понять, що стосуються векторів, вивчаються всі операції над 
векторами (додавання, віднімання, множення вектора на число і скалярний добуток двох 
векторів, розкладання векторів по координатних осях).  

Базова програма вимагає в 8-9 класах мати уявлення про вектор, рівні вектори, вміти 
виконувати операції над векторами, передбачені програмою, і використовувати вектори до 
розв'язування нескладних стандартних задач (обчислення довжин відрізків і міри кутів, 
додавання і віднімання векторів, множення вектора на число, скалярний добуток векторів). 

З векторним методом доведення геометричних тверджень і відповідним правилом – 
орієнтиром доцільно ознайомити учнів на прикладах доведення двох тверджень, перше з 
яких учні вміють доводити і без застосування векторів. Внаслідок виділення суттєвого 
спільного в обох доведеннях учні колективно під керівництвом учителя можуть прийти до 
правила-орієнтира векторного методу доведення тверджень. 

1. Виділити в формулюванні теореми (задачі) умову і вимоги, виконати рисунок. 
Сформулювати вимоги мовою векторів і, враховуючи їх, позначити вектори на рисунку. 

2. Враховуючи умови і вимоги, скласти допоміжні векторні рівності. Для цього 
виразити, якщо це потрібно, вектори у вигляді суми чи різниці інших векторів, або у вигляді 
добутку вектора на число. Перетворити одержані рівності й прийти до потрібної. 

3. Перекласти одержану рівність на мову геометрії. 
Приклад 6. Довести, що висоти довільного трикутника перетинаються в одній точці. 
Дано: ∆АВС, АР⊥ВС, BQ⊥AC,  O - точка перетину AP і BQ належить CL. 
Довести: CL⊥AB 

 
Доведення. 
Введемо вектори АВሬሬሬሬ⃗ , ВСሬሬሬሬ⃗  і САሬሬሬሬ⃗ . ОАሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑎⃗, 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑏ሬ⃗ , 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑐. 
Треба довести, що 𝑐 ∙ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 0. 
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑏ሬ⃗ − 𝑎⃗, 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑐 − 𝑏ሬ⃗  , 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑎⃗ − 𝑐. 
За умовою 𝑎⃗൫𝑐 − 𝑏ሬ⃗ ൯ = 0, 𝑏ሬ⃗ (𝑎⃗ − 𝑐) = 0, тоді ми можемо, 

зробивши перетворення, скласти наступні вирази: 
𝑎⃗ ∙ 𝑐 = 𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗ , 𝑏ሬ⃗ ∙ 𝑎⃗ = 𝑏ሬ⃗ ∙ 𝑐; 𝑎⃗ ∙ 𝑐 = 𝑏ሬ⃗ ∙ 𝑐, 𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗ = 𝑏ሬ⃗ ∙ 𝑎⃗; 
𝑎⃗ ∙ 𝑐 − 𝑎⃗ ∙ 𝑏ሬ⃗ = 𝑐 ∙ ൫𝑎⃗ − 𝑏ሬ⃗ ൯ = 0, 
𝑎⃗ − 𝑏ሬ⃗ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑐 ∙ 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 0, 
так як 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗   i 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   - протилежні вектори, тому 𝑐 ∙ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 0, а це означає, що CL ⊥ AB, тобто 

відрізок CL - висота ∆ABC. 
Найважчим для учнів є позначення векторів на рисунку. Досвід раціонального 

позначення векторів набувається на практиці, однак певні орієнтири в цьому дає аналіз 
формулювання теореми (задачі). Для формування навичок використання правила-орієнтира 
варто запропонувати учням розв'язати векторним методом відомі з планіметрії твердження 
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про властивість середньої лінії трикутника, про суму квадратів діагоналей паралелограма, 
про властивість діагоналей ромба, прямокутника. 

Слід звернути увагу школярів на те, що векторний метод доведення теорем не 
універсальний, його зручно застосовувати для доведення паралельності і 
перпендикулярності прямих і відрізків, належності трьох точок одній прямій, подільності 
відрізка в даному відношенні, для доведення співвідношень між довжинами відрізків і 
величинами кутів.  
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