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ВСТУП

Метою цієї книги є викладання основних базових понять, резуль­
татів та методів сучасного курсу алгебри та теорії чисел. Ми стара­
лись викласти ці основи досить систематично і зробити цей виклад 
більш-менш сучасним із таких причин. Ситуація з підручниками з 
алгебри у більшості університетів України нині не є задовільною. 
У кінці книги ми. наводимо перелік основних таких підручників. 
Розглядаючи його, можна побачити, що серед них немає підручників 
українською мовою. Також можна побачити, що вони були видані 
більше ніж 15 років тому. Це класичні, випробувані часом підручни­
ки. З їх  допомогою алгебру вивчало і буде вивчати не одне покоління 
алгебристів. Але в нашій реальній ситуації весь цей набір підруч­
ників не є доступним для будь-якого студента. Тому кожен універси­
тет намагається самотужки вирішувати цю проблему. Автори цієї 
книги також не залишилися осторонь. Слід також зазначити, що за 
цей час дещо змінилися ролі різних математичних дисциплін. Зок­
рема, значно зросла роль дискретної математики. Це вказує на ре­
альну потребу змінити акценти у викладанні курсу алгебри та теорії 
чисел. Ми виділили основні (на наш погляд) розділи алгебри, які 
повинен знати у наш час студент математичного відділення універ­
ситету. Дана книга містить трохи більше необхідного мінімуму мате­
ріалу. Все це дає підстави стверджувати, що за своїм потенціалом 
дана книга дає необхідний фундамент для подальшого більш глибо­
кого вивчення курсу алгебри та теорії чисел.

Автори* висловлюють щиру подяку співробітникам кафедри ал­
гебри і геометрії Дніпропетровського національного університету та 
кафедри алгебри і  математичної логіки Київського національного 
університету імені Тараса Шевченка, з якими вони обговорювали 
різні питання, висвітлені в даному посібнику. Автори особливо вдяч­
ні рецензентам проф. М. Ф. Кузенному і проф. В . О. Устименко за 
цінні зауваження та плідну співпрацю під час підготовки цього по­
сібника до друку.

Автори сподіваються одержати від фахівців зауваження, реко­
мендації та побажання, спрямовані на покращення посібника при 
його подальшому виданні.

* 1. Курдаченко Леонід Андрійович, доктор фізико-математичних наук, 
професор, Заслужений діяч науки і техніки України, завідувач кафедри 
Дніпропетровського національного університету, 
e-mail: lkurdachenko@newmail.ru,
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Частина перша

1. МНОЖИНИ, ОПЕРАЦІЇ НАД МНОЖИНАМИ

Поняття множини — одне з основних понять математики. Воно на­
стільки загальне, що дуже важко запропонувати яке-небудь точне 
означення, яке б не зводилось до простої заміни слова «множина» 
одним з його синонімів: сукупність, сім ’я , ансамбль, набір тощо.

Теорія множин може застосовуватись як бездоганний «будівель­
ний матеріал» для побудови фундаменту математики в цілому лише 
тоді, коли вона викладається аксіоматично (зауважимо, що це саме 
справедливо і для багатьох інших розвинених математичних теорій). 
При аксіоматичному викладі теорії множин спочатку задаються ос­
новні поняття елемента і множини, як і не мають жодних означень, а 
тільки пояснюються до певного рівня глибини. Після цього визнача­
ється бінарне відношення між множинами, яке виражає належність 
однієї з множин в якості елемента другої множини. Завершується 
побудова заданням деякого списку аксіом, як і регламентують вико­
ристання первісних понять і відношення м іж  ними.

Але докладний виклад будь-якої з існуючих на сьогодні аксіома­
тичних теорій множин може досягти бажаної мети лише у разі знач­
них затрат учбового часу і  (що не менш важливо) за наявності певно­
го досвіду слухачів у вивченні математичних дисциплін, які до того 
ж  викладались на відповідному рівні строгості. Хоч в цьому підруч­
нику відчутне бажання подати алгебричні поняття і факти з достат­
ньо прозорим теоретико-множинним і логічним обгрунтуванням, ав­
тори не ставили перед собою мети досягти дуже високого рівня 
строгості викладу. Тому ми зупинимося на традиційному підході, 
при якому користуються лише, так званою, «наївною теорією 
множин».

Розглядаючи об’єкти будь-якої природи, часто доводиться з них 
усіх або ж  з їх частини утворювати новий об’єкт — множину цих 
елементів. Згідно з ідеєю Кантора, множина — це будь-який набір
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цілком визначених об’єктів, які добре розрізняються м іж  собою та 
розглядаються як єдине ціле. Про ці об’єкти каж уть, що вони на­
лежать даній множині, складають дану множину або є елементами 
даної множини. Символічно твердження про належність об'єкта а 
як елемента до множини А  записується таким чином: а  є А  (а його 
заперечення а  <£ А). Вважатимемо, що для будь-якого елемента а і 
будь-якої множини А  можливий лише один з двох варіантів: а є А 
або а й А. Це не що інше, як теоретико-множинний вираз добре відо­
мого логічного закону — закону виключеного третього.

Істотним пунктом канторового «означення» є те, що набір пред­
метів сам розглядається як один предмет (вважається єдиним цілим). 
Увага тут переводиться з окремих предметів на їх  сукупності, які, 
в свою чергу, уявляються як предмети. Що ж  стосується предметів, 
які можуть входити в множину, то формулювання не накладає жод­
них обмежень на їх  природу. Множини можуть складатися, наприк­
лад, з овочів, тварин, людей, математичних понять чи навіть з мно­
жин або їх сімей. Таке формулювання допускає розгляд множин, 
елементи яких з тих чи інших причин не можна точно вказати.

Я к приклади таких множин можна взяти множину всіх  простих 
чисел, множину вигуків «біс» на концерті М. Задорнова тощо. Тут 
також виникає питання, якого типу сукупності можна утворювати, 
чи існують тут які-небудь обмеження? Наступний класичний пара­
докс показує, що насправді без обмежень тут обійтись неможливо. 
Множини, елементи яких самі є множинами, надалі найчастіше на­
зиватимемо сім ’ями множин.

Парадокс Рассела (1902). Як ми вже відзначали, множини мо­
жуть бути елементами інших множин. Більшість множин не є еле­
ментами самих себе. Наприклад, множина всіх студентів механіко- 
математичного факультету не є елементом самої себе, оскільки вона 
сама не є студентом механіко-математичного факультету. Проте, 
можлива і така множина, яка належить самій собі як  елемент.

Як приклад можна розглянути множину всіх непорожніх мно­
жин. Нехай тепер X  позначає множину всіх таких множин М , що 
М  І  М . За означенням, якщо X  є  X , то X  не може бути елементом 
X . Якщо ж  X  € X , то знову, за означенням множини X  маємо X  є  X. 
Отримали суперечливі висновки в обох випадках. Оскільки інших 
випадків не існує, то ми опинились в тупиковій ситуації.

Оскільки наведені міркування не викликають сумнівів, то зали­
шається лише одне: множини типу множини всіх множин просто не 
можна розглядати взагалі (звичайно, якщо ми не бажаємо час від 
часу опинятись в тупикових ситуаціях). Але й відкидання множин 
такого типу не рятує ситуації, оскільки у нас немає гарантії того, що 
серед тих, які зали ти сь, не знайдуться ще які-небудь «погані» мно­
жини.

Парадокс Рассела підкреслює складність становища людини, яка 
хоче викласти математику абсолютно строго і без посилання на на­
буті вже знання. Найпростіший компроміс, яким користуються май­
же всі, хто береться за написання підручників, полягає в тому, що 
автор лише обіцяє не виходити за рамки, як і накладені аксіомати­
кою теорії множин, не наводячи самої цієї аксіоматики. Саме такої 
позиції будемо дотримуватися і ми в цьому підручнику.
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Якщо число елементів множини А скінченне, то її можна задати 
шляхом явного переліку елементів:

А  = {щ, 2̂* ■ ■ ■ >

Тут треба зауважити, що елемент а  і множина {а} — це різні 
об’єкти; {а} — це множина, єдиним елементом якої є а  («осібний»). 
Інший спосіб задання множин полягає у визначенні її  як сукупності 
елементів за допомогою певної властивості, яка об’єднує їх  в одну 
нову множину:

А  = {х[Р(ж )},

де Р(х ) скорочено позначає визначальну властивість, якою володі­
ють всі елементи множини А. Наприклад, множину всіх  дійсних 
чисел, які знаходяться в проміжку [2, 5] можна записати у вигляді 
{х | х  є  R  і 2 < х  < 5}.

Цей спосіб задання множин відповідає так званому принципу аб­
стракції, який Кантор і взяв за основу свого означення множини. За 
Кантором, якщо розглядається деяка властивість Р, то завжди мож­
на утворити новий об’єкт — «множину всіх об’єктів, як і володіють 
властивістю Р». Можливість переходу від формулювання властивості 
до множини об’єктів, які володіють цією властивістю, якраз і скла­
дає суть принципу абстракції. Парадокс Рассела, проте, показує, що 
при виборі найбільш визначальних властивостей .треба дотримува­
тись певних обмежень. Треба зауважити ще, що саме тут можуть 
нашкодити так звані лінгвістичні суперечності, навіть якщо ми, 
яким-небудь чином, обійдемо парадокс Рассела, Крім того, другий 
спосіб задання множин є більш загальним, хоча б тому, що, наприк­
лад, скінченну множину з трьох елементів {1, 2, 3} можна задати у 
вигляді {х  І х  = 1 або х — 2 або х = 3}. Для деяких особливо важливих 
і часто вживаних множин зручно мати стандартні позначення, які 
вводитимемо за потребою. Введемо такі стандартні позначення для 
числових множин:

N  — множина всіх натуральних чисел;
Z — множина всіх цілих чисел;
Q — множина всіх раціональних чисел;
Ä — множина всіх дійсних чисел.
Число 0 за домовленістю не будемо вважати натуральним. Тому 

для позначення множини всіх натуральних чисел разом з числом 0 
будемо використовувати символ Л"0.

Дві множини А і Б  вважаються рівними між  собою, якщо вони 
складаються з одних і тих самих елементів, тобто кожний елемент 
множини А є елементом множини В  і навпаки.

Це положення є однією з церших аксіом теорії множин, і його 
називають «принципом об’ємності». Разом з принципом абстракції 
воно вказує на істотну відмінність між поняттям властивості й по­
няттям множини: одна і та ж  множина може визначатись різними 
властивостями. Дуже часто встановлення рівності множин, виділе­
них різними властивостями, дає доведення деякої математичної тео­
реми, яка може виявитись досить глибокою.
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При розгляді множин закономірно виникає важлива спеціальна 
множина — порож ня м нож и н а. Це множина, яка не містить жодно­
го елемента. Принцип об’ємності показує, що порожня множина єди­
на. Її позначають символом 0 .  Порожню множину можна також 
одержати за допомогою будь-якої суперечливої властивості, наприк­
лад, 0  = {х | х Ф х}.

Н ехай  А і В  — дві м нож ини . Я к щ о  кож ний  елем ен т  м нож ини А  
є елем ент ом  м нож ини В , то каж ут ь, що А  — п ідм п ож и на В  або  В  
м іст ит ь А.

Це записується в такий спосіб: А  £  В . Відразу отримуємо, що 
множини А і  В  рівні тоді і тільки тоді, коли А с В і В с А .  З означен­
ня безпосередньо випливає, що порожня множина є дідмножиною 
будь-якої множини. Кожна множина є підмножиною самої себе.

П ідм н ож и н а В  м нож ини А, відм інна в ід  А, н ази ваєт ься  власною  
підм нож иною  м нож ини А.

Дуже важливо не змішувати відношення належності як елемен­
та є і відношення включення як підмножини с ;  якщо { а }с А , то 
а є А і навпаки; але з відношення {о} с А ,  взагалі кажучи, не випли­
ває {а} є  А.

Нехай А — множина. Визначимо нову множину В  (А), елемента­
ми якої є всі підмножини множини А: В (А) = { X ) X  с А } .  Множину 
В  (А) називають бул іан ом  множини А.

Введемо тепер деякі операції над множинами.

Нехай А і  В  — дві множини. Елем ент и, як і одночасно н алеж ат ь  
до м нож ин А і В , ут ворюют ь нову м нож ину А п  В , Ї ї  називаю т ь  
перет ином  або  перерізом  м-ножин А і В. Символічно озн ач ен н я  пере­
т ину м нож ин зап и суєт ься  т аким  чином

А п В  = {х \ х є . А т а х  є  В}.

Я к щ о  А п  В  = 0 ,  то будем о говорити, що м нож ини  А  і В  не 
перет инаю т ься.

Е лем ент и, я к і н ал еж ат ь принайм ні одній  з м нож и н  А  або  В, 
ут ворюют ь нову м нож ину, я к а  н ази ваєт ься  о б ’єдн ан н ям  м нож ин А 
і В  і п озн ачаєт ься  через А  В. Символічно,

А и В  = { г | х е А  або  х є В}.

Елементи, які належать множині А, але не належать множині В , 
утворюють нову множину, яка називається різницею множин А і В  і 
позначається через А\В,

А \ В  =  ( ї І А т а х  Є В}.

Я к щ о  В  Q A, то А \ В  називаю т ь доповненням  п ідм нож ини В  в А.

Елементи, як і належать тільки множині А або тільки множині В , 
але не належать їх  перетину, утворюють нову множину, яка нази­
вається симетричною різницею множин А і В  і позначається через 
А А В . Таким чином,

А Д В  = (А \ В )и  (В \ А ).
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1.1. Теорема. Н ехай  А, В , С — м нож ини .
( 1 ) А с В  т оді і т ільки  тоді, коли  А п  В  =  А або  А  и  В  = В. 
З окрем а, А и і = А = А п А  ( ідем пот ент ніст ь о б ’єдн ан н я  й 
перет ину).
(2) А  П В  =  В  г\А, А и  В  = В  и  А  (ком ут ат и вніст ь о б ’єдн ан ­
ня й перет ину).
(3) А л ( В п С )  =  ( А л В ) л С , А и ( В и С ) = ( А и В ) и С  (а со ­
ц іат ивніст ь о б ’єдн ан н я  й перет ину).
(4) А п ( В и С )  = ( А п В )и ( А п С ) ,А и { В п С )  = (А и В )п (А и С )  
{дист рибут ивніст ь).
(5) А \ (А \ В ) = А п  В.
(6) А \ ( В л С )  = ( А \ Б ) и ( А  \ С).
(7) А \ (В  и  С) -  (А \ В) п  (А \ С).
(8) А А В  = Б  й А.
(9) А  Д (В Д С) -  (А Д В) А С.
(10) А Д А  -  0 .

Д о в е д е н н я ,  Більша частина цих тверджень дуже проста, 
а тому наведемо доведення тільки деяких з них. Наприклад, 
твердження (4).

Нехай х  є А п  (Б и  С). Це означає, що х  є  А  і х  є  В  и  С. 
Оскільки ї є В и С , т о з с е  В  або х є  С. Таким чином, або х  е 
елементом множин А  і В , або х  є елементом множин А  і С. 
В  кожному з випадків, х є  (А о  В) и  (А п  С).

Навпаки, нехай х  є  (А п  В) и  (А п  С). Тоді х  є  А  п  В  або 
ї є А п С . В  кожному з випадків, ї є А і ї є  елементом однієї 
з множин В  або С, тобто х  є А п  (В и  С).

Відзначимо ще важливе твердження (9). Для його дове­
дення досить встановити що А  Д (В Л С) =  ((А и В )  и  С) \ ({(А п  
п Б ) и  ( Ап  С)) и  ( В п  Є)) =  ( А А В ) Д С .

Операції об’єднання й перетину можна розповсюдити на випадок 
будь-якої системи множин. Нехай 5  — система (або сім ’я) множин 
(тобто множина, елементами якої є множини).

Об’єднанням системи множин 5  назвемо множину, кожний еле­
мент якої належить хоча б одній множині 3  з  системи 5 :

и 5  = и ає 5 5  = {х | х  є 5  для деякої підмножини Б є 5 }.

Перетином або перерізом системи множин 3  зветься множина, 
кожний елемент якої належить до кожної множині в , взятій з систе­
ми б:

п 5  =  Пі 3є£5  = {л:|д: є Б  для будь-якої підмножини Б є  5 }.

Нехай А  і В  — дві множини. Пару елементів (а, Ь), де а  є  А  і 
Ь є  В , як і беруться саме в такому порядку, називатимемо впорядко­
ваною  п арою , вважаючи при цьому, що (а, Ь) = (а1( і^) тоді і  тільки 
тоді, коли а =  а г і Ь = Ьг.

Д екарт овим  добут ком  м нож ин А  і В  н азвем о м нож ину А х В  
всіх  уп орядковани х  пар (а , Ь), а  є  А, Ь є  В. У випадку А = В  говори­
тимемо про декарт ів  квадрат  м нож ини А і позначатимемо його через
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А2. Природнім прикладом декартового квадрату є дійсна площина 
Я 2. Декартів добуток двох відрізків дійсної прямої геометрично інтер­
претується прямокутником, сторонами якого є ці відрізки. Інші при­
клади читач може запропонувати самостійно.

Означення декартового добутку двох множин природно узагаль­
нюється на випадок довільного скінченного числа множин. Нехай 
А 1, . . . ,  А п — множини. Д екарт овим  добут ком  цих м нож и н  назвем о  
м нож ину

А, х . . . х А„ = х А, = П А
1 "  1 < і £ П * 1 <і £ п ‘

всіх  вп орядковани х  наборів  (а1( ап), в кож ном у з  я к и х  і-й член, що 
звет ься  і-ю координат ою , н алеж и т ь м нож ині Аіг 1 < і < п. У  разі, 
коли всі множини А х, . . . ,А п збігаються, замість декартового добутку 
говорять про п-й декарт ів ст епінь А п множини А. Так, зручно вва­
жати, що для будь-якої не порожньої множини А  множина А0 є про­
сто одноелементною множиною і ми часто записуємо це так: АР ={*}, 
де * позначає єдиний елемент множини А 0. Аналогічно, природно 
А 1 = А. Варто ще відзначити, що для декартового множення множин 
так само, як і для піднесення їх  до декартового степеня, звичні для 
множення й піднесення до степеня чисел закони, як правило, не ви­
конуються, зокрема, не виконується закон комутативності: А  х Б  Ф 
Ф В х А , я к щ о  А ф В ; не виконується і закон асоціативності: 
А  х (В х С), (А х В ) х С і А  х В  X С — цілком різні множини. Перевірку 
справедливості інших загально відомих законів для цих операцій 
залишаємо читачеві на самостійне опрацювання.

2. ВІДОБРАЖЕННЯ МНОЖИН

Поняття відображення або функції відіграє одну з найсуттєвіших 
ролей в математиці. На рівні строгості, прийнятому нами, відобра­
ження найчастіше визначають наступним чином. Будемо говорити, 
що задано відображення з множини А  в множину В , якщо кожному 
елементу множини А  зіставляється (за яким-небудь правилом або 
законом) однозначно визначений елемент множини В . Можна було б 
обмежитись цим звичним для підручників означенням, не звертаю­
чи уваги на те, що термін «зівставлений» залишився невизначеним. 
Однак, розвинутий до даного моменту понятійний апарат уже дозво­
ляє визначити цей термін, тобто зробити визначення відображення 
досить строгим. Якщо ми намагатимемося сформулювати яке-небудь 
«житейське» означення відповідності, то справа зведеться до заміни 
його деяким синонімом. Тому доведеться йти дещо іншим шляхом. 
Вважатимемо відповідність заданою, якщо вказані всі пари об'єктів, 
зв'язаних цією відповідністю. Остаточно, приходимо до такого озна­
чення.

Нехай А і В  — множини. Відповідн іст ю  ( т очніш е бінарною  відпо­
в ідн іст ю ) із А  в В  нази ваєт ься  п ідм нож ина  Ф декарт ового  добут ку
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А х В. Я к щ о  А = В , т о зам іст ь відповідност і говорит им ем о про 
бін арн е в іднош ення, за д а н е  н а  м нож ині А, Я к щ о  а  — (х , у) є  Ф, то 
говорят ь, щ о елем ент и х, у (у  вказан ом у  п орядку ) в ідповідаю т ь  
один одном у при Ф.

Запис (х , у) є  Ф часто замінюватимемо на еквівалентний йому, 
але більш природній, х Ф  у. Е лем ент  х н ази ваю т ь проекц ією  н а  А 
елем ент а а , а  елем ент  у — його проекцією  на В  {формалізацією цих 
висловлень виступають рівності х = ргАа ,  у = ргва). Якщо Ч' е  Ф, то 
покладемо рг/Р = {ргАсс | а  є  Ч*}, р^Ч' = {ргва  | а  є  Ч'}.

Наприклад, якщо А  — множина всіх точок площини, В  — мно­
жина всіх ліній площини, то відношення інцидент ност і (нагадаємо 
з геометрії, що за означенням, точка Р  інцидентна лінії Я, якщо Р  
лежить на Я) визначає відповідність між  множиною точок площини 
й множиною ліній на площині. При цьому кожній точці Р  відповіда­
ють всі лінії, які проходять через точку Р, а кожній лінії Я відповіда­
ють точки, які лежать на Я. Це приклад, в якому кожному елементу 
множини А  відповідає безмежна множина елементів з В . В  загально­
му випадку фіксованому елементу з А  може відповідати багато, один 
або жодного елемента з В . в

Інший приклад. Нехай сі

А  =  {1, 2, 3, 4, 5}, В  -  {а, Ь, с, 4),
Ф = {(1, о), (1, с), (2, Ь), (2, СІ), (4, а), (5, с)}. Ь

Відповідність Ф можна описати прямокутною а 
таблицею наступним чином: 1 2 3 4 5 А

Тут елементам множини А  відповідають вертикальні лінії, еле­
ментам множини В  — горизонтальні, точки перетину цих ліній — 
це елементи множини А  х В ,  а наведеними точками тут позначені 
елементи з Ф.

Особливо важливий випадок для численних застосувань вини­
кає, коли А = В  = Е, тобто тоді А  х В  = В,2 — звичайна площина. 
Довільне відношення на Я  можна розглядати як деяку множину то­
чок площини. Наприклад, відношення

Ф = {(ж, у) | х 2 + у2 =  1}

графічно зображається колом з центром в початку координат і раді­
усом одиничної довжини.

Досить часто (особливо це важливо для випадку нескінченних 
множин) відповідність може задаватись якою-небудь властивістю 
Р(х, у), що зв ’язує елементи множин А  і Б , тобто

Ф = {(ж, у) \ (ж, у) Є А  х В  і твердження Р (х , у) істинне}.

Це один з найбільш розповсюджених способів задання відповід­
ностей, який повсякчас використовується в математиці.

В ідп овідн іст ь  Ф з  м нож ини А  в м нож ину В  н азвем о ф ункціональ­
ною, якщ о вон а  задовол ьн я є наст упним  ум овам :

(Р1) для будь-якого елем ент а  а  є А знай дет ься  т акий елем ент  
Ь е  В , що (а, Ь) є  Ф;

(Е2) якщ о (а, Ь) є Ф т а (а, с) є Ф, т о Ь = с.
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В ідобр аж ен н я м  або  функцією  / з  м нож ини А в м нож ину В  н азве­
мо т рійку  (А , В , Ф), де  Ф — ф ункціональна в ідп овідн іст ь з  А в В. 
М нож ину А  нази ваю т ь област ю  ви значення  в ідобр аж ен н я  f, м но­
ж ину В  — обл аст ю  зн ач ен ь в ідображ ен н я  /, а сам у  ф ункціональну  
відп овідн іст ь  Ф — графіком відображ ен н я  f  і використ овую т ь по­
зн ач ен н я  Ф = 0г(/),

Найчастіше функцію символічно записують у вигляді / : А  Б .
Умова (Б1) означає, що ргАФ = А. Таким чином, разом з умовою 

(Р2) отримуємо, що відображення / ставить у відповідність кожному 
елементові о є  А однозначно визначений елемент Ь є  В.

О днозначно визначений елем ент  Ь є  В , для  якого  (а , Ь) є  Ог( ( ) ,  
будем о позначат и через f ( a )  і називат и образом  ел ем ен т а а  (в ідн ос­
но в ідобр аж ен н я  //.

В деяких математичних дисциплінах, зокрема, в алгебрі, вико­
ристовується правосторонній запис для образу елемента; а саме, 
замість До) пишуть а/. Проте більшість математичних дисциплін 
використовують лівосторонній запис. Зважаючи на це, ми тут також 
будемо використовувати лівосторонній запис для образу елемента.

Будь-який елемент а є  А має, і тільки один, образ відносно відоб­
раження /. Якщо II с  А, то покладемо

/(17) -  {/(а) | а є 17};

м нож ину Д17) називають образом  підм нож ини и  в ідносно в ідобра­
ж ен н я  /. Образ /(А) всієї множини А називають ще образом  в ідобра­
ж ен н я  / і позначають через Іт/ ,

Якщо Ь — /(а) для деякого елемента о є  А, то а називається прооб­
разом  ел ем ен т а Ь (відносно відображення /). Елементи з множини В  
можуть мати декілька прообразів або взагалі не мати прообразів.

Якщо V £  В, то покладемо

ГЧ У) -  {а є  А 1 /(а) є V};

множину Дг(У) називають повним прообразом  підм нож ини V відносно  
відображ ення  /.

Д ва  в ідобр аж ен н я  і ' . А - ^ В і д : С - ^ В  зб ігаю т ься  т оді і т ільки  
т оді, коли  А •” С, В  = І) і /(а) = £(а) дл я  будь-якого елем ен т а  н е  А

В ідобр аж ен н я  / : А —> В  нази ваєт ься  ін ’єкт ивни м  або  ін ’єкцією , 
якщ о образи  к ож н о ї пари р ізн и х  елем ент ів з  А  р ізн і.

В ідобр аж ен н я  / : А —> В  нази ваєт ься  сю р’єкт ивним  ( або  сю р’єк- 
цією ), якщ о В  ~ Іт/ . Про сюр’єкцію кажуть ще, що вона відображає 
множину А на всю множину В.

В ідобр аж ен н я  / : А -» В  н ази ваєт ься  бієкт ивним  (а б о  б ієкц ією ), 
якщ о воно ін ’єкт и вн е й сю р'ект ивне одночасно. Бієктивне відобра­
ження називають ще взаєм но однозначним ,

2.1. Твердження. Н ехай  / : А -» В  — відображ ення .
(1) / ін ’єкт и вн е т оді і т ільки  т оді, коли  кож ний елем ент  
м нож ини  В  або  не м ає ж одного п рообраза, а б о  ж  має точно 
один прообраз в м нож ині А.
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(2) f  сю р'ект ивне т оді і т ільки т оді, коли  кож ни й  елем ент  
м нож ини  В  м ає принайм ні один прообраз в  м нож и н і А.
(3) f  б ієкт и вне т оді і т ільки т оді, коли  кож ни й  елем ент  
м нож и н и  В  м ає т очно один прообраз в м нож и н і А.

Ці твердження майже очевидні, тому строге доведення пропонує­
мо читачеві провести самостійно.

Будемо говорити, що множина А — скінченна, якщо знайдеться 
таке натуральне число п, що існує бієкція А —» {1, 2, . . . , п}. При 
цьому число п називається порядком множини А (позначення | А  | = п, 
або більш розшифроване, Card А = п). Часом це число називають ще 
потужністю скінченної множини А, але причини такої назви стануть 
зрозумілими дещо пізніше, коли виникне необхідність підраховува­
ти “кількість” елементів нескінченних множин.

2.2. Наслідок. Н ехай  А, В  — скінченні м нож ини, f  : А -»  В  — 
в ід  ображ ення .
(1) Я к щ о  f  ін ’єкт ивне, то \ А \ < ] В  \.
(2) Я к щ о  f  сю р'ект ивне, то і А [ > [ В  |.
(3) Я к щ о  f  б ієкт ивне, то ] А | =  | В  |.

Якщо f  : А  В  — відображення, то воно індукує відображення 
множини 8(A) в множину В{В), яке зіставляє підмножині U £  А її 
образ f{U ). Це відображення знову позначатимемо через f  і називати­
мемо розширенням (або продовженням) вихідної функції на буліан 
множини А.

2.3 . Теорема. Н ех ай  f  : А  —> В  — відображ ен н я ,
(1) Я к щ о  V Ф 0 ,  то f (U )  Ф 0 ;  f ( 0 )  = 0 .
(2) Я к щ о  X ^ U  ç  А, т о f ( X )  с  f(U ).
(3) Я к щ о  X ,U  с  А, то f ( X )  u  f (U )  =  f ( X  u  U),
(4) Я к щ о  X ,U  ç  A, то f ( X  n U ) Q  f ( X )  n  f(U ).

Ці твердження також майже очевидні. Відзначимо, що в (4) знак 
включення аж  ніяк неможливо замінити знаком рівності. В цьому 
можна переконатися на такому прикладі.

Нехай f :  Z  ----- > Z  — відображення, визначене за правилом
f(x )  =  х 2 для кожного х  є  Z; X  — множина всіх  від’ємних цілих 
чисел, U — множина всіх додатних цілих чисел. Тоді X  r\ U = 0 ,  а 
f(X ) n  f(U ) — множина всіх додатних чисел.

Відображення f :  А -----» В  індукує ще одне відображення
g : В (В )----> 8(A), визначене у наступний спосіб: кожній підмножині
V q  В  ставиться у відповідність її повний прообраз f~l(\0 .

2.4. Теорема. Н ехай  f  : А  — В  — відображ ен н я .
(1) Я к щ о  Y, V ç  В, то Г г(У  \ V) =  f~l (Y )  \ f~l (V).
(2) Я к щ о  Y  ç V ç B . m o  t l (Y )  Q t l (V ).
(3) Я к щ о  Y . V ç z B ,  mo f~l (Y )  u  f ^ f V )  = t l (Y  u  V).
(4) Я к щ о  Y ,V  a  В , то t x(Y )  n  Г Н V)  = t l (Y  n V ) .

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай a  є f~\Y \ V). Це означає, 
що f {a)  є Y \ V, тобто f ia )  є  У і fia )  g V. Але тоді а  є  /_1(У) і
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а  g f  \V), отже, а  є f~\Y) \ Для отримання зворотного
включення потрібно повторити ці ж  міркування у зворотному 
порядку.

Твердження (2) очевидне.
(3) Нехай а  є  /"ДУ) и  ДДУ), тоді а a  /-1(У) або а  a 

В  першому з випадків До) є  У, а в другому f ia )  є  У. В  кожно­
му разі f(a )  є У u  V, тобто а  є f~l(Y  u  V). Обернене включення 
утримується за допомогою цілком аналогічних міркувань.

Подібні міркування використовуються і для доведення 
твердження (4).

В ідобр аж ен н я  еА : А  > А  , визначене з а  правилом  еЛ( а )  = а  для
кож ного елем ент а а  є  А, називаєт ься  т от ож нім  а б о  одиничним. 
Я кщ о С — під м нож и н а в А, то визначим о т от ож не вк л аден н я  або
канон ічну  ін ’єкц ію  j c : С  > А  з а  правилом  }с ( с )  =  с дл я  кож ного
елем ент а с a  С.

Н ех ай  f  : А  » В , g : С  » D — відображ ен н я . Я к щ о  А с  С,
В q D і f ( a )  = g ( a )  дл я  будь-якого елем ент а а  є  А, т о f  нази ваєт ься  
звуж енн ям  або  обмеженням, в ідображ ення  g , і, в свою  чергу, g н ази ­
ваєт ься  розш иренням  або  продовж енням  в ідобр аж ен н я  f.

Наприклад, тотожне вкладення буде звуженням тотожного відоб­
раження.

Нехай А , В  — множини. Сукупність всіх відображень з А в В  
позначатимемо через В А. Припустимо, що А , В  — скінченні, |А| = k, 
|В| = п. Кожне відображення f  : А  > В  однозначно задається обра­
зами всіх елементів з А , тобто впорядкованим набором k  елементів з 
множини В . Навпаки, кожний такий набір визначає деяку функцію 
з А в В . Тепер залишається підрахувати кількість впорядкованих 
наборів елементів множини В довжини k. Очевидно, воно дорівнює 
пк . Таким чином, \ВА\ = |В|-Л̂ . Ця формула якраз і виправдовує вибір 
такого, на перший погляд не природного, позначення. Ми будемо 
його використовувати навіть тоді, коли множини А та В  нескінченні.

Нехай А — множина, В  — її  підмножина. Х аракт ерист ичною  
ф ункцією  п ідм нож ини В  назвем о функцію %в : А  > {0, 1}, визначе­
ну за  т аким  правилом :

Гі, якщ о a  a В ,
^в а  [О, якщ о а  a  В.

2.5. Теорема. Н ех ай  А  — м нож ина. В ідобр аж ен н я  В  > %в є
бієкц ією  В (А ) н а  м нож ину  {0, 1}А.

Д о в е д е н н я .  Очевидно характеристична функція будь-якої 
підмножини з А буде елементом множини {0, 1}^. Навпаки, 
нехай f  є  {0, 1}А, С =  {с є А І Де) = 1}. Тоді f  = %с  . Це означає,
що відображення В  > %в є сюр’єктивним. Покажемо, що
воно також ін ’єктивне. Нехай D, Е  — різні підмножини мно­
жини А, тоді або існує такий елемент d  є  D, що d  g Е , або 
існує такий елемент е a Е , що е  й D. В першому з випадків 
XD{d) = 1, %E{d) = 0, а в другому — %Е(е) = 1, xD(e) =■ 0. В кож­
ному разі, Хо *  Хе-
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2.6. Наслідок. Я к щ о м нож ина А ск ін ч ен н а, то |8(А)| — 2К  

Справді, з теореми 2.5 та наслідку 2.2 одержуємо рівність

|В(А)| -  |{0, 1 }И =  2W.

Для будь-якої множини А  існує ін ’єкція А  в В(А). Вона отри­
мується зіставленням елемента а € А підмножини {а} є  А. Однак, 
справедлива наступна теорема.

2 .7 . Теорема (Г. Кантор). Н ехай  А — м нож и н а. Н е  існує  
сю р ’єкт ивного в ідображ ен н я  А  -— » б(А).
Д о в е д е н н я .  Припустимо протилежне. Тоді існує
сюр’єктивне відображення f : А ----- » В(А). Покладемо
В  = {а е А | a  g f(a )}. Оскільки В  — підмножина А, то знай­
деться елемент Ь є А, для якого В  = f{b ).

Припустимо, що b є В , тобто Ь є  f(b ), а отже, b € В. Якщо 
ж  b g В  — f(b), то з означення підмножини В  випливає, що 
Ь е В .

Отримана суперечність показує, що не існує сюр’єкції 
А  » В(А).

М н ож и н а  А  н ази ваєт ься  зл іченною , якщ о існує б ієкц ія  f  : N—>А. 

В цьому випадку покладемо а п — f ( n ) ,  n e  N i  тоді

А == {а і , а 2, . . . ,  а п, ... } (ап | п є  ÏV}.

Іншими словами, елементи зяіченної множини можна індексува­
ти (занумерувати) натуральними числами.

Відзначимо деякі властивості зліченних множин.

2.8 . Теорема. (1) К ож н а  н еск ін ч ен н а  м нож и н а м іст ит ь 
зл іч ен н у  підм нож ину.
(2) К о ж н а  п ідм нож ина зл іченної м нож ини ск ін ч ен н а або  
зл іч ен н а.
(3) М н ож и н а N  x N  зл іч енна .

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай А — нескінченна множина, а3 є  А. 
Тоді A \{Oj} ї  0 ,  a тому в цій підмножині можна вибрати еле­
мент а 2. Оскільки А нескінченна, то А \ (а1, а 2 } & 0 ,  a тому в 
ній можна вибрати елемент а3, і т.д. Цей процес не може об­
ірватись завдяки нескінченності А, так що А містить зліченну 
підмножину {ап \ п є  N).

(2) Нехай А =  {ап \ n е  N} —  зліченна множина, В  Q  А. 
В підмножині В  виберемо елемент з найменшим номером і 
позначимо його через Серед елементів, що залишились, 
знову вибираємо елемент з найменшим номером і позначаємо 
його Ь2 і т.д. Якщо через скінченне число кроків цей процес 
зупиняється, то підмножина В  скінченна. Якщо ж  ні, то всі її 
елементи будуть занумерованими натуральними числами.

(3) Елементи декартового добутку N  х N  запишемо у ви­
гляді наступної нескінченної таблиці
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( 1 ,1 ) ,  ( 1 ,2 ) ,  (1, 3), ... , (1, п), (1, п +  1), ... 
(2, 1), (2, 2), (2, 3), ... , (2, л), (2, л + 1), ...

(А, 1), (А, 2), (к, 3), . . . ,  (А, л), (А, ті + 1), ..

Розглянемо наступні підмножини £>„ — “діагоналі” —

“  {(*> и  І *  + * ”  »}■

Розмістимо підмножини за зростанням їх  номерів, а в 
середині кожної з цих підмножин нумерацію введемо за пер­
шими індексами. Тоді вся множина N х N  виявиться зануме­
рованою натуральними числами:

(1, 1) -4  (1, 2), (2, 1) (1, 3), (2, 2), (3, 1) -»  ... ->
(1, п), (2, п -  1), (3, п -  2), . . . ,  {п , 1) -»  ... .

Твердження (1) теореми 2.8 показує, що множина натуральних 
чисел (в деякому розумінні) — «найменша нескінченна множина»,

2.9. Наслідок. Н ехай  А, В  — м нож ини. Я к щ о  А  — зл іч ен н а  і
існує ін'єктпивне в ідображ ення f :  В  > А, то В  — ск інч ен на
а б о  зл іч ен н а  м нож ина.

Д о в е д е н н я .  Розглянемо відображення В  » І т  /, ви­
значене за правилом f l ( Ь)  — f ( b )  для будь-якого елемента 
Ь є  В . За побудовою f 1 — сюр’єктивне. Оскільки f  — ін’єктив- 
не, то і ^  — ін ’єктивне, а отже, Д — бієктивне.

Наоетанок, з теореми 2.8  отримуємо, що І т  / — скінченна 
або зліченна.

2 .10. Наслідок. Я к щ о  А =  и пєЛГ Ап і м нож и н а А п ск інченна  
а б о  зл іч ен н а  при будь-якому п є  N . то м н ож и н а А  т акож  
зл іч ен н а.

Д о в е д е н н я .  Множина А г скінченна або зліченна, а тому 

А  = {а„ | п є  2 Х},

де або Еі = ІУ, або = {1, 2, . , . , А} для деякого А є  N. 
Введемо для її  елементів подвійне індексування, задаючи 
Ьіп = а П, п  є  Е1.

Тоді А г \ скінченна або зліченна за теоремою 2 .8 , отже

А 2 \ Ах -  {а„ | п є І 2},

де або Е2 = N . або Ех =  {1 , 2 ,  ..., £} для деякого і є  N. Для цієї 
множини також уведемо подвійне індексування, задаючи
^2п =  а п’ П Є А '

Аналогічно індексуємо і множину А3 \ (А2 и  Ах) і т.д, В ре­
зультаті одержимо: А  = {Ь(і \ (і, /) є  3}, де 3  — деяка підмножи- 
на множини N  х N.

Очевидно, відображення Ь -> (і, у) буде ін ’єктивним, і те­
пер можна скористатись наслідком 2 .9  та теоремою 2.8.
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2.11. Наслідок, М нож ина 2  зл іченна.

2.12. Наслідок. М нож ина Сі зл іч ен н а .

Справді, візьмемо А п = {кД  | \к \ + |і 1 = п), тоді кожна підмножина 
А п скінчена і А = и а є # А п, так що можна застосувати наслідок 2.10.

З теореми 2.7  випливає, що множина В(М) не є зліченною, Теоре­
ма 2 .5  показує, що і множина {0, 1}N незліченна. Кожний елемент 
з {0, 1}л' можна ототожнити зі зліченною послідовністю, елементами
якої є числа 0, 1. Кожній такій послідовності (а1, а 2  а п, ..,)
можна поставити у відповідність дійсне число 0, а л а 2 ... а п ... з мно­
жини [0, 1], зображене у десятковому запису. Звідси отримуємо не­
зліченність множини [0, 1], а, отже, і незліченність множини всіх 
дійсних чисел.

Наслідок 2 .2  показує, що для встановлення того факту, що дві 
скінченні множини мають однакову кількість елементів, зовсім не 
потрібно вміти рахувати. Досить встановити взаємно однозначну 
відповідність м іж  ними. Ця обставина якраз і стала справжнім дже­
релом виникнення абстрактного поняття числа. Розповсюдивши це 
спостереження на довільні множини, прийдемо до фундаментально­
го поняття потужності множини.

Д ві м нож ини  А і В називаю т ь р івнопот уж ним и, якщ о існує
б ієкц ія  f :  А ----- > В . Ц ей  ф акт  будем о позначат и наст упним  чином
\А\ = \В\.

Якщо А і В  — скінченні множини, то їх  рівнопотужність озна­
чає, що ці множини містять однакове число елементів. Тому Кантор 
і запропонував визначити загальне поняття кардинального числа, 
як те спільне, що мають ріввопотужні множини. Тепер можливо вве­
сти деякий порядок між  кардинальними числами.

Б удем о говорит и, що пот уж ніст ь м нож ини А не перевищ ує по­
т уж ност і м нож ини В  (п озн ач ен н я  |А| < \В\), якщ о існує ін ’єкт ивна  
ф ункція  / : А  > В.

У цьому сенсі потужність, що відповідає зліченним множинам, є 
найменшою серед потужностей нескінченних множин, як показує 
теорема 2 .8 . Не будемо надто глибоко занурюватись в проблеми кар­
динальної арифметики, хоч це, безперечно, дуже захоплюючий 
розділ теорії множин. Але вважаємо за доцільне у завершення наве­
сти ще один важливий результат.

2.13. Теорема (Г. Кантор, Ф. Берннітейн). Н ехай  А  і В  — т акі 
м нож ини , що (А| < |з| і |в| <,\А\. Т оді \А\ = |Я|,
Д о в е д е н н я .  Не обмежуючи загальності можна вва­
жати, що вказані множини мають пустий перетин. Нехай
(  : А  > В  то g  : В  ► А  — ін ’єктивні функції. Розглянемо
довільний елемент а  в  А. Тоді або о є І т  # і в цьому випадку 
а  =  g(b) для деякого елемента Ь є  В , або а  і. І т  У першому 
випадку з ін ’єктивності ш випливає, що елемент Ь, для якого 
а =  й(Ь), буде єдиним. Аналогічно або Ь = ДаД  для деякого 
елемента а 1 є  А, причому елемент а г з цією властивістю буде
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єдиним, або Ь & Іш /. Для елемента ж є  А визначимо послі­
довність за наступним правилом. Покладемо х0 = х.
Припустимо, що елемент жд вже визначений. Якщо число п є 
парним, то ж„ + 1 — це (єдиний) елемент множини В , для якого 
жп = £(жп + 1). Якщо ж такого елемента не існує, то послідов­
ність не продовжується. Якщо число п є непарним, то жв + г — 
це (єдиний) елемент множини А, для якого Жп = /-(*„+1). Якщо 
ж  такого елемента не існує, то послідовність не продовжуєть­
ся. Є можливими тільки наступні два варіанти.

Знайдеться такий номер п, що елемента ж„ + 1 не існує. 
У цьому випадку число п будем о нази ват и  глибиною  елем ен­
т а х.

Послідовність (жн)„ є іу є нескінченною. При цьому кіль­
кість різних елементів жлможе бути і скінченною: ці елемен­
ти можуть зациклюватись, утворюючи нескінченну послідов­
ність, що містить тільки скінченну множину попарно різних 
елементів. У цьому випадку будем о говорит и, щ о елем ент  х 
м ає н еск інч ен ну  глибину.

Розіб’ємо тепер множину А на три підмножини: АЕ, ‘що 
складається з елементів парної глибини, А0, що складається з 
елементів непарної глибини, та Ат, що складається з елементів 
нескінченної глибини. За аналогічним принципом розіб’ємо і 
множину В  на три підмножини: В Е, В 0 та Д„. З побудови цих 
підмножин випливає, що обмеження / на А Е буде бієкціею 
між Ае та В 0, обмеження f  на А„ буде бієкціею між  А„ та В„. 
Далі, якщо х  є  А0, то існує такий елемент у є В Е, що д ( у )  = х. 
Визначимо тепер функцію й; А  * В

її (ж) =

f ^x) ,  х  є Ае , 

/ (ж ), X €  А„,  
у, ж є  А0 .

Неважко тепер упевнитись у тому, що відображення й буде 
бієктивним.

Щоб проілюструвати той факт, як мова множин та функцій може 
бути використана для опису деяких інформаційних систем, розгля­
немо коротенько авт ом ат и. Не вдаючись до загальної теорії, обме­
жимось тільки наступним.

Автомат — це абстрактний пристрій, що є основною моделлю для 
цифрових комп’ютерів. Він складається з вхідної стрічки, вихідної 
стрічки та голівки, яка здатна читати символи на вхідній стрічці та 
друкувати символи на вихідній стрічці. В будь-який момент часу 
система знаходиться в одному з можливих станів. Коли автомат чи­
тає символ на вхідній стрічці, він переходить до іншого стану і пише 
символ на вихідній стрічці. Отже, визначимо авт ом ат  А як  набір

(І, О, В, V , сг),

де / та О — множини вхідних та вихідних символів відповідно, В -~ 
множина ставів, V : / х В  ;► О — вихідна функція, ст: І  х Я  » В —
ф ункція переходу до  наст упного ст ану.
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Автомат працює наступним чином. Якщо вігі знаходиться у стані 
а є 5! та читає вхідний символ / є  І ,  він друкує символ п(], з) на 
вихідній стрічці та переходить до стану з(/, в). Таким чином, його 
режим роботи визначається трьома множинами І ,  О, £  та двома 
функціями V, о.

3. ДОБУТОК ВІДОБРАЖЕНЬ, ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ

Н ех ай  f: А  >В т а g : С  > D — відображ ен н я . Д обут ок  (інколи
каж у т ь суперпозиція, а б о  ком позиція) цих в ідобр аж ен ь визначений  
т ільки  у ви п адку , коли област ь ви знач ення  g  зб ігаєт ься  з област ю  
зн ач ен ь  f ,  т обт о С — В. Тоді добут ок h = g ©  f  — це в ідображ ен н я  
м нож ини А у м нож ину D, що ви знач ене з а  наст упним  правилом :

g © f ( a )  =  g ( ( f ( a ) )  для  кож ного а  є А.

Точніше кажучи, спочатку на кожний елемент а є  А діє відобра­
ження f , а потім на його образ діє відображення g. Оскільки ми 
домовились використовувати лівосторонній запис, то логічніше було 
б записувати цей добуток у зворотному порядку. Такий порядок ви­
користовується у випадку, коли застосовується правосторонній за­
пис для позначення образу елемента: a ( f g )  = ( a f ) g .  Нам буде зручно 
користуватись цією формою запису при множенні підстановок.

Будемо говорити, що відображення f i g  перест ановочні ( або  ко­
м ут ую т ь ), якщ о g ©  f  = f © g ,

Перестановочність відображень — це ситуація, яка не так часто
трапляється. Справді, нехай f  : А  »В  та g : С  > D.  Добуток g  © f
визначений, якщо В  =  С, а добуток f ©  g  визначений, якщо А  — D.  
Отже, щоб існували обидва добутки g © f  та f © g ,  потрібно щоб вико­
нувались рівності А  «= D та В  =  С, тобто f  : А  »В  та g  : В  > А.
У цьому випадку g  ©  / : А  > A, a f @  g  : В  > В . Таким чином,
якщо А Ф В,  то g  ©  f  Ф f  ©  g. Нарешті, нехай А = Якщо множина А  
складається більше ніж з двох елементів, то завжди можна знайти
такі відображення f  : А  > А  та g  : А  » А,  що g ©  f  ©  g. Справді,
виберемо у множині А три різних елементи a v  а 2, а 3і визначимо f  за 
наступним правилом:

Я ах) = а 2, f ( a 2) =  а г , /{о3) = а 1 та f (x)  = х,  якщо i g  { av  а 2, а3}\ 

g(az) = а 3, g (a 2) =  а 2, g (a2) = а х та g(x) = х , якщо х € {а15 а2, а3}.

Тоді маємо g ©  Д а г) = g t f i a j )  =  g (a2) =  а 2, a f Q g i a J  = /(^(щ)) - 
= Да.Л) = а І5 тому знову g ©  f  Ф f © g .

Але інша важлива властивість — асоціативність — все ж має 
місце.
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3.1. Теорема, Н ехай  f : А ---- > В, g ; В  - — » С, h : С  > D —
дов ільн і в ідображ ення . Тоді h © ( g © f )  — ( h © g ) © f .

Д о в е д е н н я .  Справді, спочатку утворимо композиції 
g ©  f  : А~^ С, h © g  : В D,  та h © ( g © f )  : А —>£>, ( h © g ) © f  : 
А - ї  D.  Якщо а  — довільний елемент множини А,  то

( h © ( g © f ) №  = h ((g © f(a ))  = h(g(f(a))) і  ( ( h © g ) © f ) ( a )  =

= (h © g )( f(a )} = h(g(f(a))).

Це і доводить потрібну рівність h © ( g © f )  = ( h © g ) © f .

Нехай f  : А  — В  — відображення. Легко переконатись, що ви­
конуються такі рівності eB© f =  f © t A — f,  тобто відображення єв та єА 
відіграють роль лівого та правого одиничного елементів відносно 
операції множення відображень. Також очевидно, що не існує жод­
ного “універсального” одиничного елемента для всіх відображень.

3.2. Лема. Н ех ай  f  : А  > В, g  : В  > А  — відображ ення.
Я к щ о g © f =  гА, то в ідображ ен н я  f  буде ін 'єкт ивним , а  відоб­
р а ж ен н я  g  — сю р’єкт ивним.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що в множині А  існують такі 
елементи а , с , що а  Ф е, але f(a )  = f(c). Тоді маємо

а  = єл(а) = g © f { a )  = g(f(a))  = g(f(c)) =  g © f { c )  = ea { c )  = c .

Ця суперечність доводить, що f  — ін’єктивне відображен­
ня. Нехай и — довільний елемент множини А,  тоді знову

и = Є д О )  = g © f ( u )  =  g{f(u)),

тобто f(u ) є прообразом елемента и відносно відображення g. 
А це якраз і означає, що Im g — А.

Н ехай  f  : А  » В  — відображ ення . В ідобр аж ен н я  g  : В ----> А
н ази ваєт ься  лівим  оберненим  до f  (а б о  рет ракц ією , асоційованою  
з  f )  ( в ідп овідно правим  оберненим  до f  або  р озр ізом , ассоційованим  
з  f ) ,  якщ о g©  f  =  еа ( в ідповідно f © g  = гв ).

3.3. Теорема. Н ехай  f  : А  > В  — відображ ен н я . Л іве оберне­
не (в ідп ов ідн о  праве оберн ен е) до f  існує т оді і т ільки тоді, 
коли в ідобр аж ен н я  f  буде ін'єкт ивним  ( в ідп овідно сю р’єкт ив­
ним ).

Д о в е д е н н я .  Якщо існує відображення g  з властивістю 
g © f  — єА, то з леми 3.2 випливає ін ’єктивність /. Навпаки, 
припустимо, що f  є ін’єктивним. У множині А  виберемо та 
зафіксуємо деякий елемент и. Якщо Ь є  Im f ,  то елемент а  має 
єдиний прообраз. Покладемо

. [а, де / (а) = Ь, якщо b е  Im /,
g ( b )  = \

І и, якщо b £  Im /.
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Зважаючи на таке задання відображення g,  для кожного 
елемента а  є А  маємо тепер

g © f ( a )  = g(f(a))  = а  = єА(а),

тобто g  — ліве обернене до f.
Нехай тепер f  — еюр’єктивне відображення. Тоді f~\b) Ф 0  

для кожного елемента b є  В . У  кожній підмножині f _1(b) ви­
беремо та зафіксуємо деякий елемент аь та покладемо g(b )  = а ь. 
Тоді одержимо

f © g  (6) -  № <Р)) = / Ю  = & -  єв (Ь),

тобто f © g ~ e B. Це означає, що g  — обернене справа до f. 
Навпаки, якщо існує відображення g  з властивістю f © g  = гв , 
то з леми 3.2 випливає сюр’ективність f,

3.4. Теорема. Н ехай  f  ; А  > В , f l : В -----> С —- відображ ен н я

(1) Я к щ о  в ідобр аж ен н я  f  т а f x — ін ’єкт ивні, то їх  добут ок  
f 2 т а к о ж  ін ’єкт ивний. Я к щ о  g т а g 1 — л ів і обернен і до f  та 
f t в ідп овідно, то g2 ™ g  © gх буде лівим  оберненим  до  /2.
(2) Я к щ о  в ідображ ен н я  f  т а f x — сю р’єкт и вн і, то їх  добут ок  
f 2 т ак о ж  сю р’єкт ивний. Я к щ о  g  т а g l — праві обернен і до f  
т а f x відповідно, то g2 = g © g 1 буде правим  оберненим  до f 2.
(3) Я к щ о  в ідображ ен н я  /2 — ін ’єкт ивне, т о f  т ак ож  ін ’ек- 
т ивне. Я к щ о  g2 — л іве  обернене до  /2, т о g2 ©  f x буде лівим  
оберненим  до f.
(4) Я к щ о  в ідобр аж ен н я  f 2 — сю р ’єкт ивне, то f t т ак ож  сю р’є­
кт ивне. Я к щ о  g2 — праве обернене до  /2, то f © g 2 буде пра­
вим оберненим  до  f v
(5) Я к щ о  в ідобр аж ен н я  /2 — сю р’єкт ивне, a  f x — ін ’єкт ивне, 
то f  — сю р ’єкт ивне. Я к щ о g2 — праве оберн ен е до f 2, то 
g 2 ©  f x буде правим оберненим  до  /.
(6) Я к щ о  в ідобр аж ен н я  f 2 — ін ’єкт ивне, a  f  — сю р ’єкт ивне, 
то f x — ін ’єкт ивне. Я к щ о  g2 — л іве  оберн ен е до f 2, то f © g 2 
буде лівим  оберненим  до f x.

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай а х, а 2 — два різних елементи 
множини А. Оскільки відображення f  є ін’єктивним, то 
f ( a x) = b x Ф b2 — f (a 2). Відображення f x також є ін ’єктивним, 
тому f x(b x) Ф f x(b2). Отже,

Ш і )  =  /і© f ( a і) -  Ш а г) = Л(&і) *  f M  = Ш « 2)) “
= f x © f(a 2) = f 2(a 2),

так що і f 2 є хн’єктивним. Оскільки g  © / =  єА, g t ©  f x = єв , то
маємо

(g © g x) ©  f 2 = (g © gx) © ( f x © f) = g  © (gx ©  /г) ©  / -  

= g © e B © f  = g © f  = єд,

тобто g  ©  g x — ліве обернене ДО f x © f .
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(2) Оскільки відображення А є сюр'єктивним, то С = Іт / Г 
Якщо с  є  С, то існує такий елемент Ь є  В , що Д(&) =  с. Оскіль­
ки відображення f  є сюр’єктивним, то б = /(а) для деякого 
елемента а є  А. Отже,

<? -  Ш  = Ш а ) )  = А© /(а) = /2(а),

тобто А також сюр’єктивне. Оскільки f  ©  g  = ев , ©  g l -  єс,
то маємо

А ©  <£ © gl) = (/і © А © (£ © ^і) =  А © ( / © £ ) ©  =

/ і .®  Е.в ©  ^ і  =  А  ©  ^"і =  ЄС,

тобто я  © — обернене справа до А © А
(3) Припустимо, ЩО Існують різні елементи « 1 , аа є А, для 

яких ї ( а г) = Я а2), Тоді маємо і /1(Дй1) = ^ (Я л 2)), тобто

/2(«і) = А © / (аі) = А (Л ® і))= А(/(а2» = f l © f  (а2) = А(«2)>

що суперечить ін ’єктивності відображення Я . Ця суперечність 
доводить ін ’єктивність відображення /. Далі, g 2 © f 2 =  вА, так 
що отримуємо

{^2 © Я) ©  ̂“  © (А ©  А = ^2 © А = ЕЛ>
^ ©  (^  © Д) ©  / = £ © єв ©  ̂= §■©/ = еа,

тобто g2 ©  f l — ліве обернене ДО А
(4) Оскільки відображення /г є сюр’єктивним, то для кож­

ного елемента с € С існує такий елемент о є А, що /2(а ) = с* 
Але ж

С = а  (а) = А © Я « і) "  А (Ял)).

так що /^(с) ї  0  для кожного елемента с є  С. Це означає, що 
відображення А є сюр’єктивним. Далі /2 © = ас, і тому

А © (/ © г а) *  (А © А © = А © = Ес>

тобто f © g 2 — праве обернене ДО А-
(5) 3  щойно доведеного твердження (4) випливає, що відоб­

раження А є сюр’єктивним, тобто воно є бієктивним. Нехай 
б є  В  та с =  А(&). Оскільки відображення f 2 є сюр’єктивним, 
то існує такий елемент а є  А, що ґ2(а)  = с. Але ж  с = f 2{a) = 
= А © Я») = А(Яа ))» тобто /(а) є А 1(с)> Також маємо 6 є А_1(с)» 
і з того факту, що відображення /1 є бієктивним, отримуємо 
рівність б “  /(а), тобто f  — сюр’єктивпе. Далі А ©  §2 т ЕС> 1 
О С К ІЛ ЬК И  А є бієкцією, то для нього існує ліве обернене g1, 
тобто g 1© f 1 = єв . Тому

f © ( g 2© f 1) = (ел © / )© (* , © А ) -  ^ © ^ © ґ © ^ © ^ )  = 

-= ^ і© ((А © А © я 2)© А  = £ і© (А © £ г )© А  “  ^ і© Е с© А  =
= g l ©  А = Єд» 

тобто ^2 © А — праве обернене ДО А
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(6) 3  уже доведеного твердження (3) тепер випливає, що 
відображення f  є ін’єктивним, тобто воно є бієктивним. Не­
хай b v b2 — два різних елементи множини В . Оскільки відоб­
раження f  є бієктивним, то існують такі різні елементи ö j, 
а 2 є  А, що Ьг — /(«і). ^2 = К а 2)- Оскільки f 2 — ін’єктивне, то 
f 2iß і) *  /г(а2). у  свою чергу,

/1(^1) = f i ( f( a i)) ~ /г(аі) ^ /г(а2Ї = f i ( f ( a 2)) =  1̂(^2)»

отже, f x — ін’єктивне.
Далі g2©f% -  еА> І о с к і л ь к и  / є біекцією, то для нього існує 

праве обернене g,  тобто f © g  = £B. Тому

( f © g 2) © f 1 = ( f © g 2) © f 1© e B = ( f © g 2) © f 1© ( f © g )  = 

^ ( f © g 2) © ( f 1© f ) © g  = f © ( g 2© f 2) © g  =  f © t A© g  = f © g  = EB, 

тобто f © g 2 — ліве обернене до f v

Нехай А  — множина. Відображення множини А  в себе будемо 
називати перет воренням  множини А, або її  ендоморфізмом. Для су­
купності всіх перетворень множини А  будемо вживати такі позна­
чення: Р(А), Ал або End(A), залежно від того, яку з властивостей цієї 
сукупності ми хочемо в даний момент підкреслити. Зауважимо, що 
добуток будь-якої пари перетворень множини А  завжди визначений. 
Ця операція буде асоціативною і відносно неї існує одиничний еле­
мент — тотожне перетворення Еа .

Нехай f  : А  > В  — відображення. В ідо бр а ж ен н я  g : В  > А
нази ваєт ься  оберненим, до f ,  якщ о воно є одночасно лівим  т а пра­
вим оберненим  до  /, т обт о якщ о g @ f  = еа т а в f © g  =  ев.

З теореми 3 .3  випливає, що відображення, обернене до f ,  існує 
тоді і тільки тоді, коли f  є бієктивним. Обернене відображення, якщо
воно існує, буде єдиним. Справді, нехай g  : В ---> А  та h : В ------- > А  —
відображення, що мають властивості g ©  f  <= гА, f ©  g  = £в та h © / = є ,̂
f © h  — єв . Розглянемо наступний добуток g © f © h .  Враховуючи асо­
ціативність, яка має місце за теоремою 3 .1 , маємо

h = eA© h  = (g © f ) © h  = g © ( f © h )  =  g © z B = g.

Теорема 3 .3  також указує шлях до побудови оберненого відобра­
ження до бієкції f  : А — В . Якщо Ь — довільний елемент множини 
В,  то існує єдиний елемент а є А, для якого f(a )  = b. Покладемо 
#(&) =  а . Тоді маємо

g © f ( a ) = g(f(a)) = g(b) = а  = еА(а),

f © g ( b )  = f(g(b)) =  f(a )  =  b =  eB(b),

так що дійсно g © f  = sA T a . f ©g = ^ t B, Оскільки обернене відображен­
ня до бієкції f  : А —» В  є єдиним, для нього будемо використовувати 
наступне позначення Г 1 (не треба плутати з повним прообразом!). 
Слід відзначити, що /"х також буде біекцією (це випливає з леми 3.2).
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Нехай А  — множина. Бієктивне відображення множини А  в себе 
надалі називатимемо підст ановкою  множини А . Сукупність всіх 

<3 підстановок множини А позначатимемо через 5(А). Якщо ф, ф є >9(А),
5  то з теореми 3 .4  випливає, що добуток ф©ф буде бієктивним відобра­
ні женням, тобто ф© ф є  5 (А). Множення підстановок є асоціативним, 

одиничне відображення єА буде підстановкою. Нарешті, якщо 
Ф є 5(А), то для ф існує обернене відображення ф-1, яке також буде 
підстановкою множини А. Ці три властивості дають нам можливість 
говорити, що 5 (А) буде групою відносно операції множення підста­
новок. Тому далі ми будемо говорити про неї як про групу підстано­
вок множини А.

4. ПІДСТАНОВКИ СКІНЧЕННИХ МНОЖИН

Нехай А  — скінченна множина, А  ~ \а1г а 2, . . . ,  а п}, п  — підстановка 
множини А. Оскільки відображення р  є  ін ’єктивним, то елементи 

п(а2), . . . ,  п(ап) попарно різні. Отже,

ІМ аЦ, п(а2), . . . , 7і(ап)}| = \{аи а 2, ал}|.

Оскільки

{71(0!), тс(а2) 7і(а„)} ç  {ах, а 2, . . . ,  ал},

то звідси отримуємо рівність

{71(0!), Тї(а2) 7t(o„)} = {fllf а 2, . . . ,  а п).

Нехай тДд,) — Оді)5 1 < І < п. Розглянемо перетворення 7Cq множини 
{1, 2, . . . ,  п}, що визначається за наступним правилом:

я0(1) = Д1), л0(2) = /(2), . . . ,  ті0(п) =  До).

Нехай k Ф t. Оскільки a k Ф a t, о/(А) = я(о*) Ф к (а () =  о/(і), тобто 

я0(й) = ДА) Ф }(  t) -  7t0(г).

Якщо 1 < m  < п, то а т є А. Оскільки відображення п — сюр’єк- 
тивне, то а т “  ті(а8), де також 1 < s < п. Але %{aa) = а м , отже, т = 
= Да) “  îî0(s). Таким чином, тс0 — підстановка множини {1, 2, . . . ,  п}.

Навпаки, якщо ст — підстановка множини { 1 , 2 .........п), то відобра­
ження ф : А  » А, що визначається за правилом ф(о,) =  а с(і), 1 < і < п,
буде очевидно підстановкою множини А. Далі, якщо 7ї Ф ф, то існує 
індекс г, для якого п(аг) ф ф(аг). Це означає, що л0(г) ф ф0(г), тому і 
л о ^  Фо-

Таким чином, за кожною підстановкою ті множини А  ми можемо 
побудувати підстановку я0 множини {1, 2, . . . ,  п} і відповідність
п  >п0 буде бієкцією. Тому далі, замість того, щоб розглядати
підстановки довільних скінченних множин, розглядатимемо підста­
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новки множини {1, 2, . . . ,  л}. Замість позначення 5 ({1 , 2, . . . ,  п}) вико­
ристовуватимемо більш коротке стандартне позначення 5 П, Надалі 
будемо називати в л симет ричною групою ст еп ен я  п. Якщо я є 8 п, то 
будемо говорити ще, що я — підстановка степеня п. Кожну підста­
новку я степеня п зручно записувати у вигляді матриці з двох рядків. 
У першому рядку виписуються елементи 1, 2, п, у другому — під 
кожним а цих елементів виписується його образ відносно я:

(  1 2 ... п ^
| я (і) я (2) ... я (п)^

Таку форму запису будемо називати табличною. Слід відзначити 
також, що не обов’язково виписувати елементи першого рядка у по­
рядку зростання, у деяких випадках буде зручним виписати ці еле­
менти в іншому порядку; важлива тільки та обставина, що під кож ­
ним елементом першого рядка мусить стояти його образ відпосно 
підстановки я. Наприклад,

ґ 1 2 3 4 5 6 7 8 9" (2 5 7 1 9 3 6 4
8 1

І 4 9 1 7 8 3 5 2 б/
та

б 8 б 4 6 1 3 7 • )

записи однієї і тієї ж  підстановки (на перших порах, коли читач 
почне практично працювати з підстановками, йому варто в кожному 
стовпчику писати вертикальну стрілку вниз аж  до того часу, поки 
він особисто не переконається, що їх  писати — це зайва робота).

При цьому добутку підстановок я та ст відповідає таблиця

(  1 2 ... п
я(сг(1)) я {с (2 ) )  ... я (а (л ))^ '

Це підказує нам наступне правило множення підстановок. У пер­
шому рядку таблиці, що відповідає підстановці о , беремо довільний 
індекс і; те число, що стоїть під ним, відшукаємо у верхньому рядку 
таблиці, що відповідає підстановці я. Під ним і буде стояти образ і 
відносно добутку я © а . Схематично це зручно зобразити у такому 
вигляді:

1 2 п

о (1) сг(2) ... ет(п)

я(<т(1)) я (а (2)) ... я (а (л ) ) .

4.1 , Лема. Н ех ай  А  — м нож ина, / є  8 (А ) . Н аст уп ні в ідобр а­
ж ен н я  будут ь п ідст ановкам и  м нож ини  Б (А ) :

: g  » іг 1 для  кож ного  # є 8  (А );
і32 : Е ------» і © Е д л я  кож ного §  є 8 (А ) ;
Ф3 : ^ ------» g©^f  для  кож ного  £  є 8 (А ).
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Д о в е д е н н я .  Припустимо, що для деяких різних підстано­
вок g lt g ï  є 5(А) має місце тобто = ш2 .
З означення оберненого відображення та того факту, що воно 
є єдиним, випливає рівність ( і ґ 1)-1 = £Ґ. З цього отримаємо 
рівність Яі =  яка суперечить вибору підстановок g v  g2. Ця 
суперечність доводить ін’єктивність відображення ,6 1. Оскіль­
ки для кожної підстановки існує обернена, то відображення 

сюр’єктивне. Отже, є бієктивним.
Покажемо тепер, що відображення Ф2 є ін ’єктивним. Якщо 

припустити існування таких різних підстановок g■L, 5(А), 
що Ь 2{й‘і) =  ФгОГа)* то маем0 f ©  8 і =  / ©  §2 - Тепер множимо 
обидві частини останньої рівності на У’"1 та отримуємо

£ і=  Є * © *  = ( Г 1 © П © 8 і - Г 1 © { Г © 8 і ) =  Г 1© ( Г ® § 2) =

-  ( Г 1 © Я © £2 = єл ©  £2 =  •

Отримана суперечність доводить ін ’єктивність відображен­
ня ■бз- 3  рівності

А = еА © А -  ( /  ©  / - 1) © А = / ©  ( Г 1 © А) = « 2( Г 1 © А)

випливає сюр’єктивність Ф2. Отже, і § 2 є бієктивним. 
Аналогічно доводиться біективність відображення д 3.

Підстановку т будемо називати т ранспозиц ією  (більш точно, 
т ранспозицією  сим волів  А, £)* якщо т(А) = £, т(і) = А та т(г) = г для 
всіх інших індексів і.

Транспозицію символів А, £ будемо позначати символом тАг або 
(А і). Без використання символів можна сказати, що транспозиція — 
це така підстановка, яка, як відображення, залишає незмінними всі 
числа, за виключенням двох, а останні переходять одне в інше. 

Розглянемо х21} =  хіі ©  Хч . Маємо

х1} © т; Ді) = т/7(т(/(і)) = т(Ду) -  і,

^  © /у) = = т(Ду) = у,

та якщо А е { і , т о

т0 ©т^(А) =  т,Дті;<А)) = ТіДА) -  А,

так що Т(У- = є — тотожна підстановка.

4.2, Теорема. |5Д| = пі = 1 ■ 2 ■ ... • п.

Д о в е д е н н я .  Будемо використовувати індукцію за чис­
лом п. Нехай п ~  2. Множина 3 2 складається з підстановок

Ч  2 ' ґ і  2>
1 2 ' 2 ч\ / ч /

так що [5а| = 2 = 2!.
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Нехай тепер п > 2 і припустимо, що теорема доведена для 
множин Sk, де k < п. Розглянемо множину

P t =  {ice S j  я(п) = і}.

Легко бачити, що Pt ґТ Р} = 0  і якщо £ *  /, то 

-  u  Р ,=  P t u  P2u  ... u  Р„.
І йі <п

З цього випливає рівність

| 5 j = |Pil + |P2| + ... + |p J .

Якщо Я € Р ;, то т4п© я є  Р„. Дійсно,

Tjn © я(п) -  тг ге(я(л)) = т,„(і) = п.

Навпаки, нехай а  є  Рп. Тоді тіп© а(п )  = ті(1(а(л)) =  тіп(/г) -  і, 
тому Р|. Лема 4,1 показує, що відображення
Ф : S № > Sa, визначене за правилом Ф(я) = т(п© я ,  к е  S n,
буде бієкцією. З доведеного вище випливає, що Ф(Рг) = Р п. 
В  цьому випадку будемо мати | Р ; j =  \Рп\ для кожного і, 
1 < і < п. Це означає, що | Sn | = п\ Р п |.

Розглянемо тепер відображення 3  : Р п  > Sn, яке ставить
у відповідність кожній підстановці я є  Рп підстановку ті сте­
пеня п -  1, що визначається за наступним правилом:

я'(1) = я {1), я'(2) ™ я(2), п'(п -  1) -= п(п -  1).

Покажемо, що З — бієкція. Нехай я, а  — дві різні підста­
новки з множини Рл. Тоді існує такий індекс t, що я (і) *ст(£). 
Оскільки я(п) =  п — сг(п), то £ Ф п. Отже, я'{() = я(£) Ф о(і) = 
= а'Ц), а тому 3(я) Ф 3(ст), Нехай тепер р е  S n_v  Розглянемо 
підстановку а  степеня п, що визначається за правилом

о(1) = Р(1), о(2) -  р(2), . . . ,  а (п  - 1 )  = р (п -  1), сг(п) = п.

Легко бачити, що а  є  Р п та Е(ст) = р, так що відображення 
З — сюр'єктивне, а значить, і бієктивне. Звідси випливає, що 
І-P j = t ^ - i i  “  (та — 1)!, атом у | S  J  = та - J Рл | = п ( л - 1 ) !  =  пі.

Парність підстановки. Розглянемо будь-які різниці (t -  k), де
1 < k < t < п, та позначимо через Vn їх  добуток, тобто

V „=  П < * - * ) .
і zk<t&n

Якгцо я — підстановка степеня п, то покладемо

я(У„) = П (я(0  -  к Щ ).
Хйк <і <п

Для кожної пари чисел t, k , д,е 1 < k  < t < п, знайдуться такі числа 
тп, j, що t =  к(т ), k  — n(J), тобто t ~ k  = я(m) -  яО'). Тут можливі два 
випадки:

(1) т, > j ; у цьому випадку вираз ( t -  k ) міститься серед множ­
ників розкладу л(У„);
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(2) nt <  j; у цьому випадку п(т) = t > h =  п( j ) .
Скажемо, що числа т, j  складають інверсію відносно підстанов­

ки те, якщо т < j, але п(т) > n(J).
У другому випадку розклад ti(V„) містить вираз (k -  t) =  -  (f -  k). 

Таким чином, кожний вираз у дужках з розкладу V„ міститься зі 
знаком «+» або серед множників розкладу я(Уп). Оскільки за­
гальні кількості множників у дужках у розкладах Vn та Ti(Vre) одна­
кові, то

* v j  «  (-iyt*>v„,

де £(я) — кількість пар індексів, що утворюють інверсію відносно 
підстановки тс. Покладемо sign я = ( -1 ) (<к) та будемо називати це чис­
ло сигнатурою підстановки те. Так що ti(V„) = sign те V„,

Якщ о тс, а  є  S n, р = те © а , то будемо м а т и

p(V„) = П (л(н(0) -n (a (k ) ) ) .
1 <k< t<.n

За допомогою попередніх аргументів можна довести рівність 

(л © a)(V„) = sign je sign a  V„,
тобто

sign (я © cr) = sign Я sign O'.

П ід ст а н о в к а  я н ази ваєт ься  парною , якщ о  sign ті = 1 ,  т обт о  
к ільк іст ь пар, що ут ворюют ь інверсію  в ідн осн о  те, є  парною ; т а не­
парною , якщ о  sign я = - 1 ,  т обт о к ільк іст ь п ар , що ут ворюют ь інвер­
сію  в ідносно  я, є непарною ,

З рівності sign (я © а) =  sign я sign с  випливає, що добуток двох 
парних підстановок є парною підстановкою, добуток двох непарних 
підстановок є парною підстановкою та добуток парної та непарної 
підстановок є непарною підстановкою.

Є дуже зручний графічний метод знаходження парності підста­
новки я. Він базується на наступному спостереженні. Нехай 
1 < j < k < n .  Випишемо всі числа множини {1, 2, п} у два рядки. 
Кожне число з верхнього рядка з ’єднаємо лінією з його образом 
відносно я, що стоїть у нижньому рядку.

Якщо числа j ,  Н не складають інвер­
сію відносно підстановки я, то це відоб­
ражається такою частиною малюнка:

Якщо ж  числа к складають інвер­
сію відносно підстановки я, то це відоб­
ражається такою частиною малюнка:
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Інакше кажучи, парі чисел, що утворюють інверсію відносно 
підстановки я, відповідає перетин ліній. Таким чином, підрахував­
ши кількість перетинів ліній, ми тим самим отримаємо кількість 
пар Індексів, що утворюють інверсії відносно підстановки я.

Проілюструємо це наступним прикладом. Розглянемо наступну 
підстановку я

( 1  2 3 4 5 6 7 8  9 Ч 
3 2 1 7 4 5 8 9 6

Цій підстановці відповідає наступний малюнок:

2 б

Ми бачимо, що 8 пар чисел утворюють інверсії відносно цієї 
підстановки. І  на малюнку маємо 8 точок перетину.

Позначимо через А п сукупність всіх парних підстановок степе­
ня п.

Знайдемо тепер кількість пар, що утворюють інверсію відносно 
транспозиції тА де И < і. Розглянемо довільну пару чисел і, }, де 
1 < і < } < п,  та з ’ясуємо, коли вона буде утворювати інверсію віднос­
но хк г  Якщо {і, ; }  п  {к, 1} -  0 ,  то хк ,(і) = і, Д/) = тобто пара і, / не 
утворює інверсії. Я к щ о ; = к,  то т4і(і) =  і, т^(/) =  і і і > й > і ,  тому і в 
цьому випадку пара і, ] інверсію не утворює. Інверсія виникає у ви­
падках, коли і =  к , }  = і; і =  к, } < і; і > й, у =  і .  Кількість таких пар 
чисел дорівнює 2(і — й — 1) +  X. Зокрема, загальна кількість пар чи­
сел, що утворюють інверсію відносно транспозиції, є непарною, тоб­
то транспозиція є непарною підстановкою.

Нехай 1 < і < / <  п та розглянемо відображення 6  :  > 8 а, яке
визначається за правилом 6(а) = тг, ©  а , а  є  8 Н. З леми 4.1 випливає, 
що 6  — бієкція. Нехай я — парна підстановка, тоді, як уже відзна­
чалось вище, 6(я) — непарна підстановка. І  навпаки, якщо я — не­
парна підстановка, то ■в(я) буде парною підстановкою. Це означає, 
що ЩА-п) ^ 8 п \ Аа та \ А ^  с  А а. Більше того, неважко довести, 
що = та 6 (5 П\ АЛ = -4л. Оскільки 6  — бієкція, то
| 4 |  = |й м  ) Н А Л Л І ,  [Я Л А .! =  |ед»\ А .) І = І А . І. ™бто Ц ПІ=
= І АЛ.А. І» 1 зокрема, І Ап | =  (п!)/2.

На важливість ролі транспозицій указує наступна теорема.

4.3. Теорема. К ож н а  п ідст ан овка  є добут ком  т ранспозицій. 

Д о в е д е н н я .  Якщо я є  то покладемо

іп у(я) = {к і 1 < к <, п та я(й) =  к}.
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Теорему будемо доводити методом індукції за числом 
г (л) =  п -  І іпу(я) |. Якщо г(я) =  0, то п ~  | 1пу(я) j. Але ж це 
означає, що я = є — тотожна підстановка степеня п. У цьому 
випадку є = тг j ©  xtj для будь-якої транспозиції тг г

Нехай тепер г(л) > 0 та припустимо, що теорему вже дове­
дено для всіх підстановок о, які мають властивість г(ат) < г(я). 

Оскільки г(я) > 0, то Іпу(я) Ф {1, 2, . . . ,  я}. Це означає, що 
існує число h, для якого я(й) =* t Ф k . Оскільки я — підстанов­
ка, то я(і) Ф t, тобто t £ іпу(я). Розглянемо тепер добуток 
ях = xk (©  я. Маємо

ni(k)  =  4% © Ф )  -= т*,(л (А » =  xkt(t) =  k ,

так що k є Inv (Яі). Якщо т  є іп у (я), то, як  уже відзначалось 
вище, т ф k, т Ф t і

Щ(т) =  xkt- ©  я(нг) =  тА((я ( т ) )  ■= =  т,

тобто т є Іп ч (я 1), Таким чином, іп у(я) q  іп у(я 1), та Іпу(л) Ф 
Іпч(я1), а тому г(я1) < г(я). За індуктивним припущенням існує 
розклад

щ  = і)]/© и2© . . , © us,

де п;, 1 < t < s — деякі транспозиції. Інакше кажучи,

Т* , ©  Я "= 1>І © Р 2© ... © ns.

Помноживши тепер обидві частини цієї рівності зліва на 
транспозицію xk t i, врахувавши ту обставину, що в = xk t © x k i, 
отримуємо рівність

я = хк (©  © и2 © , ©  us.

Треба відзначити, що розклад підстановки у добуток транспо­
зицій не є єдиним. Наприклад, для підстановки

(1  2 3 4  5 6  7 N
Л "  4 2 1 3 6 7 5Ч /

маємо принаймні два таких розклади

^  =  ^5 7 ®  4  6 ®  ^3 4 ®  А  3 Т а  ^  =  Ц  4 ®  Ц  4 ®  ^5 6 ®  Аї 7*

Нехай я  є S n. М нож ину  Supp(rc) = {1, 2, . . . ,  п} \ Inv(n) будем о
нази ват и  носієм  п ідст ановки  я. Зразу відзначимо, що Supp(rc) = 
= Supp(rc_1). Точніше покажемо, що Іпу(я) = іпу{я-1), звідси буде 
випливати потрібна нам рівність. Нехай у є  іпу{я), тоді я(у) = у. 
Діючи на обидві частини цієї рівності підстановкою я '1, отримаємо 
у =  я х(у), тобто у є  іпу(я-1). За допомогою аналогічних міркувань мож­
на довести включення іпу(я_1) с  іпу(я), і отже, ІПУ(я) = ІПУ(Я *).

Нехай 1 < г < п, то підст ановка  я нази ваєт ься  циклом  довж ини г, 
якщ о  Supp(rc) =  {iv  у2, .... j r} та

=  j 2> гс(у2)  =  І з  4 - і )  “  І г  . я ( у г)  =  А -
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Інакше кажучи, 
циклічно, а всі інші 
стовується наступна

Я  ™  ( / і  Н  / г )С / г  +  і )  (Л г)>

або коротше

Я "  Ці к  /г)-

Зокрема, транспозиція — це цикл довжини 2. Також слід відзна­
чити, що у запису циклу порядок розташування індексів не фіксуєть­
ся, важливо тільки, щоб за кожним індексом йшов його образ, на­
приклад,

О'і І 2 Л-) =  Ц і  і 2 Л-Л) ~  С/з ■“  Іт ї ї  Із)"

П ідст ан ов к и  я, ст є  називаю т ься  розд ілен и м и  або  н езал еж н и ­
ми, якщ о  8ирр(я) п  8ирр(ст) =  0 .  Зазначимо зразу важливу власти­
вість таких підстановок.

4.4. Пропозиція. Н ехай  я, а  є  Я к щ о  п ідст ановки  п, о  е 
розд ілени м и , т о = а @ п .
Д о в е д е н н я .  Нехай ;  є  { І ,  2 ....... я), покажемо, що я(сг(;)) =
-  <7(тг(;)). Я к щ о ; Є 8ирр(я) и  Зирр(ст), то я(аЦ )) =  ;  = а(я(;)). 
Нехай тепер ;  є  8ирр(я), тоді;  Щ 8ирр(ст), тобто <т(/) ~  ;  І тому
к(аЦ )) = ^0).

Припустимо тепер, що я(;') є  8ирр(ст), тоді я(;') 2 8ирр(я) і 
я(я(;)) = я(;). Діючи на обидві частини останньої рівності під­
становкою я-1, отримаємо я(;) *= ; ,  а це означає, що ;  е 8ирр(я), 
а це суперечить вибору індексу ; .  Отримана суперечність по­
казує, що я(;) Є 8ирр(а), тобто с(я(;)) =  я(;‘). Таким чином, 
я(ст(;)) -  к(і) -  (а(я(;)).

Аналогічно розглядається і ви п ад о к ;є  8арр(ст).

4.5. Теорема. К ож н а  неодинична п ідст ан овк а  е добут ком  по­
парно р о зд іл ен и х  циклів.
Д о в е д е н н я .  Нехай є Ф я  є 8 а. Теорему будемо доводити 
індукцією за числом г(я) =  | 8прр(л) |. Якщо г(п) =  2, то оче­
видно, я  буде транспозицією, зокрема, вона сама буде циклом 
довжини 2. Нехай тепер г(я) > 2 та припустимо, що теорему 
вже доведено для всіх підстановок а , які мають властивість 
г(сг) <  г(я). Знайдемо такий індекс що я{;) Ф ;• Розглянемо 
числа

І , я(;), я2(;) = я(я{;)), . . . ,  ял(Д) -  я ( я " - 1(;)), ...

Всі вони належать до скінченної підмножини {1, 2, п).
Тому знайдуться такі числа і, в , що ї  > з  та я*(у) = я®(;). Діючи 
на обидві частини цієї рівності підстановкою я-1 достатньою 
кількістю разів, отримаємо зрештою я*~в(;) = ; .  Виберемо те­
пер найменше натуральне число т , що має властивість

індекси ; г, ; 2, ; г підстановка я переставляє 
залишає нерухомими. Тому для циклу викори- 
форма запису
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лт(]) = у. За допомогою наведених вище аргументів тепер мож­
на упевнитись у тому, що всі числа у, я(у), л2(у), лт_1{у) є
різними.

Нехай
о  = 0‘ пг0 )  ... л"1"1 (у)), Р = с г1 ©  п,

тоді я  =  сг© р, Якщо А є {у, п(}), я2(у)> . . . ,  то легко
бачити, що р(А) — А. Це означає, що 8ирр(а) п  виррїр) = 0 .  
Пропозиція 4 .4  показує, що а ©  р =  р © а .

Нехай тепер А є іп у(я), Оскільки 8ирр(о) с  8ирр(я), то 
іп у(я) с  іп у (с), і отже А є іпу(о). Вище вже відзначалось, що 
іп у(сг) = іпуїсГ 1), а це тягне за собою той факт, що А є  Іпу(р).

Таким чином, іпу(л) £  Ішг(р), а оскільки у є  Іпу(р) \ іпу(я), 
їпу(р) Ф іпу(л). Це означає, що | Эирр(р) | < | 8ирр(я) |. За індук­
тивним припущенням р буде добутком розділених циклів. Ос­
кільки бпрр(ст) п  виррСр) = 0 ,  то і підстановка к  є добутком 
розділених хщклів.



Частина друга

5. МАТРИЦІ, ОПЕРАЦІЇ НАД МАТРИЦЯМИ

М ат рицею  називатимемо прямокутну таблицю, елементи якої — це 
деякі математичні об’єкти. З яких саме об’єктів складається матри­
ця вказується додатково. Це можуть бути деякі сукупності чисел або 
ж  елементів іншої природи, такі як багаточлени, функції, а пізніше 
і елементи деякого абстрактного поля, чи, навіть, кільця. Елементи 
матриці будемо позначати однією буквою з двома індексами, які вка­
зують на місце елемента в матриці; перший індекс указує номер ряд­
ка, в якому знаходиться даний елемент, а другий індекс -  номер 
місця елемента у рядку або, що те саме, номер стовпця, в якому 
знаходиться даний елемент. Таким чином, матриця розміру к х п  
записується у наступній формі

( а п  а 12 « і з . . .  «1л-1 «1л' «и «12 «13 «1й-1 «1л
« 2 1  «22 « 2 3 *■- «2 л-1 а2п або «21 «22 « 2 3 «2л-1 «2»

уа/і1 а к2 ■ • ■ «*л-1 &кп ̂ «*1 а к2 а кЗ " • ■ «*л-1

Використовуватимемо ще наступну скорочену форму запису мат­
риці:

II «(/ 1Іі 5і $А,

Сукупність всіх  матриць розміру к х п ,  коефіцієнти яких нале­
жать до множини 5 , будемо позначати через М кхл(Б).

Матриця, утворена з елементів, як і стоять на перетині декількох 
вибраних рядків та декількох вибраних стовпців матриці А, нази­
вається підм ат рицею  або  субм ат рицею  матриці А. Якщо в матриці
А  вибрані рядки з номерами і(1), і(2) і(к) та стовпці з номерами
/(1), /(2), . . . ,  )(т ), то відповідною підматрицею буде
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аі(і)ді) а т т  ••• а тжт)
а т т  а т т  ••• а і(2>нт)

а т  ді) а т  т  • • ■ а т  іш

Зокрема, рядки та стовпці матриці можна розглядати як ЇЇ 
підматриці.

Дві матриці А =  в  “  I I  ь ц  і  <;/<;* з  м н о ж и н и
Я 4х„(5) називаються рівним и , якщо а ч  = Ьі} для кожної пари 
індексів і, у, 1 < і <, к, 1 < ] < п .  Інакше кажучи, рівні матриці повинні 
мати однакові розміри, та їх  елементи, що стоять на однакових 
місцях, повинні збігатися.

Якщо кількість рядків матриці дорівнює кількості її  стовпців, то 
така матриця називається квадрат ною , а кількість її рядків (або 
стовпців) називають порядком  цієї матриці. Зокрема, квадратна мат­
риця порядку І  — це просто один елемент. Сукупність всіх квадрат­
них матриць порядку п, коефіцієнти яких належать до множини Б, 
будемо позначати через ІИ"Л(5).

Ч ислова к вадр ат н а  мат риця А = || а |[1йііу4д н ази ваєт ься  (вер х ­
н ьо) т рикут ною , якщ о а і}, = 0 при і > у.

Т рикут на м ат риця А  = | н ази ваєт ься  уніт рикут ною,
якщ о а  і , =* 1 дл я  кож ного  і, 1 < і < п .

Т рикут на м ат риця А  = || а 1} )йп н ази ваєт ься  нульт рикут - 
ною, якщ о а и  =  0 дл я  кож ного і, 1 < і < п.

Ч ислова к вадр ат н а  мат риця А  = |[ і } <п н ази ваєт ься  д іаго­
нальною , якщ о а і і =  0 для  будь-яких і Ф у.

Розглянемо тепер деякі природні операції над матрицями з чис­
ловими елементами.

Нехай А = I I  Щу Ні йійі, ій]іп> в  =  і<у<;п — Дві матриці з
множини М кхп(П).

Сумою А + В  цих мат риць будем о н ази ват и  мат рицю  
II с ч  Иі<і<а, ій у < л >  елем ент и я ко ї визначают ься за  правилом  с(;- = а і) + Ь  ̂
для  к ож н о ї пари ін декс ів  і, у, 1 < і < к, 1 < у < п.

Інакше кажучи, щоб додати дві матриці однакового розміру, по­
трібно скласти їх  елементи, що стоять на однакових місцях. Зокре­
ма, додавання матриць зводиться до додавання їх  відповідних еле­
ментів, а тому воно успадковує всі основні властивості операції 
додавання чисел.

Д одаван н я  м ат риць ком ут ат и вне’.
А  + В  = Б  + А дл я  к ож н о ї пари мат риць А, В  є  М к х п(В).

Д одаван н я  м ат риць асоц іат ивне:
(А + В )  + С = А + (В  + С) для  кож н ої т рійки матриць А, В, 

С є М кхп(В).

В ідн осн о  оп ерац ії додаван н я  мат риць існує нульовий елем ент , 
тобто така матриця О, що А + О = А для кожної матриці А є М к х л(Л).
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Неважко помітити, що матриця з цією властивістю, єдина. Кожен 
елемент матриці О дорівнює 0.

Д л я  к о ж н о ї м ат риці А  існує прот и леж на м ат риця -А ,  тобто 
матриця, що має властивість А  +  (-Д ) — О. Для кожної матриці А  
Протилежна МатрИЦЯ ЄД И Н а І ЯКЩО А = || а Г] і то

-А 1-а,і} Пійійк, 1

На множині М к х п(Н) можна ввести також операцію в ідн ім ан н я  
за правилом:

А  -  В  = А +  ( - Б ) дл я  к ож н о ї пари мат риць А, В  є  М к х п(В).

На відміну від операції додавання операція множення матриці 
на матрицю визначається складніше. Спочатку задамо її  для квад­
ратних матриць, а потім зробимо деякі зауваження відносно мно­
ження прямокутних матриць.

Отже, нехай Д 
множини М п(В).

Д обут ком  А В цих мат риць будем о нази ват и  м ат рицю  
II сі ; іііїі,;<п* елем ент и я к о ї визначаю т ься  з а  правилом

сц  “  аи ьи  + аі2Ь2І + ... + аіаЬп! = £  аікЬкі
1 5 А < л

для к о ж н о ї пари ін дексів  і, }, 1 < і, / < п.

Слід відзначити, що множення матриць не комутативне. В  цьому 
можна пересвідчитись, розглянувши такий приклад:

« і / І І І і і ,  / Ї П ’ В  =  ||&( ,||1 5 І і  ,< „  —  Д В І матриці з

Ґ 1  з '

5 2
( 2  1 '  

4 З
'1 4  10> 

, 1 8

2  1

4 З
1 З

5 2
7 8

19 18

Матриці А , В , для яких А В  =  ВА, називаються перест авним и  
(по-іншому каж уть, що ці матриці комутують).

Але іншою важливою властивістю — асоціативністю — множен­
ня матриць володіє.

5.1. Теорема. Д ля довільн и х  мат риць А, В , С є  М п(Н) викону­
ю т ься наст упні р івн ост і:
(1) (АВ)С =  А(ВС).
(2) (Д + Б)С “  АС + ВС.
(3) А (В  + С) = АВ + АС.
(4) Існ у є  т ак а  м ат риця Е  є М п(И ), щ о дл я  к ож н ої м ат риці 
А  є  М п(В )  виконуєт ься р івн іст ь  ДЕ = ЕА  — Д. Ц я  мат риця Е  
ви зн ач аєт ься  єдиним  чином.

Д о в е д е н н я  . (1) Нехай А  -  ||а,;. Иі-̂ , В  = || Ьі} ||1йіі/ЙЛ, 
С =  II Сі і ІІх йі, /й «■ Покладемо

А В  = Ц йч  (АВ)С -  Ц 11 £ и , д,

ВС  = || оіі  ||Х£іі;йп, А(ВС) = || и)іі ||1йііу£„.
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Потрібно довести, Щ О Ц(; = ш1} для довільних індексів І, І, 
1 < і, } < п. Маємо

и Ц , Х  <Іік С к) 2 ) (  X  0 ,іт ^ т к )с к і  ~  X  X  ( а іт Р т к )с к р
1<к<п 1 £А£в \<т<,п \<к<п 1 <т<п

X  &ітиті —, . Х  а іт( X  ^тк̂ -к]) ~и>і) ........15/пйп 1<тіп \SkSjx

= X  X  ^ітФткСк )  = X  X  а іт(ЬтАСАр.1£т£л 1іА£» 1<6<л

(2) Нехай А  =  |{ л (, II] < ̂  у<„, -В = Ц Ь(у. Ні ;<„> С =  || с(у у-£„. 
Покладемо

= II а ч \\̂ иі&п, в с  = II иіу І іиілн, (А + щ е  =  II і і и і я .

Потрібно довести, що и{) — д ц + ии для довільних індексів 
і, у, 1 <,і, ) < п .  Маємо

и,> =Ж(<Хік+Ьш)Скі =і£°‘*с*; +Л ь»с*'"йї! + Ніі"
Твердження (3) доводиться аналогічно.
(4) Нехай А = І ||1йг>у<„. Визначимо символи 5іу- (симво­

ли Кронекера) за правилом:

_ |0, якщо і Ф у, 
и [1, якщо І = /.

Покладемо Е  — || 8іу- ||і<і>у£п. Інакше кажучи,

Е  =

( 1 0 0 0 ... 0 0 >
0 1 0 0 ... 0 0

0 0 0 0 ... 1 0
0V 0 0 0 ... 0 1

II ї й /2 Л> ЕА  -  (І г ч Ні 5«.!

х ч 1̂ паік к̂і а і$ а  а ч-

2 ІІ . X  &іьа к і  =* а Ц-і£к<,п

Де означає, що А Е  - ЕА = А.
Припустимо, що існує така інша матриця 17, що Л17 = 17А = 

-  А  для кожної матриці А  є  М п(В), Тоді Е17 = 1 7  та Е17 = Е , 
так що Е  =  ТІ.

Матрицю Е  називають одиничною  м ат рицею .
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Нехай А  є  М п(К). М ат риця и  н ази ваєт ься  оберненою  до  А, якщ о  
А и  = иА  = Е.

Слід відзначити, що не кожна матриця має обернену. Я к при­
клад розглянемо матрицю

Таким чином, цей добуток не може бути одиничною матрицею, 
тобто вказана матриця не має оберненої.

Але якщо матриця А  має обернену, то ця обернена матриця буде 
єдиною. Дійсно, нехай и ,  V  — дві матриці, що мають властивості 
А и  ~ иА  = Е  = VА — АУ. Розглянемо матрицю У(АІІ). Маємо

Отже V  =  U. Тому далі матрицю, обернену до А , позначатимемо 
через А 1.

Критерії існування оберненої матриці пов’язані з поняттям ви­
значника матриці і тому будуть розглянуті пізніше,

Множення матриць можна розширити і на прямокутні матриці, 
При цьому наведене вище визначення залишається. Інакше кажучи, 
добут ок  двох  прям окут них мат риць А т а В  є визначеним  т ільки  у  
ви п адку , коли  к іл ьк іст ь ст овпців м ат риці А  дор івню є к ількост і  
р я дк ів  м ат риці В , к ільк іст ь рядк ів  добут ку А В дорівню є к ількост і  
р я дк ів  м ат риці А, к іл ьк іст ь ст овпців добут к у  А В  дорівню є  
к ількост і ст овпців м ат риці В , причому, якщ о А  ~ || a Lj ||1Sjs#i 
£  = 1 wo добут ок АВ цих м ат риць  — це м ат риця
il cij\\i$t<k, xsjzt’ елем ент и я к о ї визначаю т ься з а  правилом

для к о ж н о ї пари ін декс ів  і, і ,  1 < і, / < п, 1 </ < ї.
Слід відзначити, що множення прямокутних матриць також буде 

асоціативним; доведення цього факту аналогічне.
Зауважимо, що матриці мають надзвичайно широкі та надзви­

чайно важливі застосування. Вони найперше виникають як зручний 
технічний апарат для скороченого запису різноманітних громіздких 
виразів, рівнянь, співвідношень, тощо. Наприклад, використавши 
матриці, систему лінійних рівнянь

7 1  < Г 

0  0  '
\ У

Помножимо її на довільну матрицю:

1 СР хп  х12
0 0  ̂ #̂21 XZ2

V(AU) ~ VE = V  та V(AU) = {VA)U =  EU  = U.

,

a U x l  a \2X 2 a l n X n ~

a 21X l  a 22 a 2 n x n ~  ^ 2

a h lX l  a k2  " •  a k n X n ~  b k



Л,
 А

. 
К

ур
да

че
нк

о,
 

В.
 8

. 
К

ир
ич

ен
ко

, 
М

. 
М

. 
С

ем
ко

38 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

можна записати у вигляді матричного рівняння

пі
а 21

12

*22

а 1л
а,2 п

*пА

X, ЬЛ

Розглянемо тепер операцію множення матриці на число. Нехай 
А — || а и [її <і^Аі 1 — матриця з множини М п(Е), а  є  і?.

Д обут ком  числа а  т а м ат риці А  н ази ваєт ься  м ат риця  
коеф іцієнт и я ко ї ви зн ач аю т ься  за  правиломоА Ч )  П і  < і  £  к, 1 й і<п>

Сц ** <хац для кож н ої пари індексів  і, і, 1 < і < к , 1 < / <, п.

Інакше кажучи, щоб помножити число на матрицю, необхідно 
помножити кожен її  елемент на це число. Перелічимо відразу влас­
тивості цієї операції:

(а  + р)А = оА  і- (ЗА, 

а(А + Б ) •= осА + аВ , 

а(РА) = (ар)А,

1А = А, 

а(АВ) -  (аА)В -  А (аВ).

Слід відзначити також, що операцію множення числа сс на мат­
рицю А  можна звести до операції множення матриць. Справді, 
осА = (<хЕ)А.

Підсумовуючи сказане, можемо виписати всі властивості опе­
рацій, як і ми отримали.

А + В  = В  + А,

А + (В  + С) =  (А +  В ) + С,

А + О  = А,

А  + (-А ) = О,

А(В + С) = АВ + АС,

(А + В)С  = АС + ВС,

А(ВС) = (АВ)С,

А Е  =  ЕА  =  А,

(а  +  Р)А = аА + (ЗА, 

а(А +  В ) = аА + а  В, 

а(РА) = (сф)А,

1А = А, 

а(АВ) = (аА)В =  А (аВ).
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За допомогою вже введених до розгляду арифметичних операцій 
над матрицями можна задавати нові похідні операції на множині 
М п(Д). Серед усього розмаїття таких похідних операцій особливо ви­
діляються дві: операція переходу до ком ут ат орів і операц ія  т ранс­
понування . Перша з них зіставляє впорядкованій парі матриць А, В  
з М п(К) їх  ком ут ат ор [А, В] = А В -  ВА.

Операція переходу до комутаторів антикомутативна, тобто

[А, В] = -  [В , А]

і [А, А] = О. Ця операція не є асоціативною. Справді, легко перекона­
тись, що

[[А, В ], С] = [АВ -  ВА, С] = АВС  -  ВАС  -  САВ + СВА,

[А, [В , С]] = [А, ВС  -  СВ\ = ABC -  АСВ  -  ВСА  + СВА. 

Візьмемо тепер

А =

Тоді отримуємо

'0 V (1 O']

ґ-©о

, В  = , с =o
'

о І  0ч

ВАС + САВ = 

ґ 0 1 Y 0

1 0 Y 0  1
1 0 0 0ч

ГО <л 
1 01

+
0 о
1 о

( о іЛ 
о о

0 1 1 о
+

ґо  о 

1°
(1  0\ (1  0^

1 G 1 о +

( І  
1 о

Ґ1 (Ц

I2
АСВ + ВСА =

'0 1> ґ0 0̂ "1 O'!ґ° 0̂ ГО V
0 0Ч У 1ч 0У[і 0/

+ 1ч 0уI і 0у1° ° J
а  о' 

о оУ

O'!
1 о

+
( 0  0 Y 0  I s! (1  0^ ( 0  0^

+
о о о о о о о о

'1 о4 
о о

Тепер вж е видно, що [[А, В ], С] Ф [А, [В , С]].
Але для операції переходу до комутаторів має місце наступна 

рівність

[[А, В ], С] + [[С, А], В] + [[В, С], А] “  О ( т от ож ніст ь Я к о б і) . 

Справді,

[[А, В ], С] + ПС, А], В ] +  [[В , С], А] = [AS -  ВА, С] +  [СА -  АС, В] + 

+ [ВС -  СВ, А] = АВС -  ВАС -  САВ + СВА + САВ -  АСВ -  ВСА +

+ ВАС + ВСА -  СВА -  АВС + АСВ = О.
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На завершення пояснимо, як задається друга із зазначених вище 
неарифметичних операцій над матрицями. Нехай А = \\аі) Ца п —

матриця з множини М п(И).
Т ранспонованою  м ат рицею  до матриці А  називатимемо матри­

цю А* = Ц Ьч  | І ! < і  де Ьи = а}  ̂ Інакше кажучи, рядки матриці 
А* -  це стовпці матриці А, а стовпці матриці А* -  це рядки матриці А. 
Про матрицю А* будемо ще говорити, що вон а  от ри м ана з матриці 
А  за  допом огою т ранспонування . Наступна теорема відзначає часто 
вживані властивості операції транспонування матриць.

5.2. Теорема. О перація т рансп онування  м ає наст уп н і вл ас­
т ивост і:
(1) (Аг)‘ = А .
(2) (А + В)* = А* + В*.
(3) (АВУ = ВАЛ
(4) (А"1) * - { А Г 1.
(5) (аАУ = а АК

Д о в е д е н н я .  Перші два твердження майже очевидні. 
Доведемо останню рівність.

ває (4). Дійсно, А *А = АА*1 = Е .  Застосовуючи (3), отримаємо

Е  =  Е* = ( А 1АУ = А 1 (А-1 У, Е  =  Е 1 -  (АА'1)1 -  (А'^АК

Ці рівності і показують, що (А_1У = (А*)-1. Властивість (5) 
очевидна.

М ат риця А  = || а і} ||1S(i є  M n(R) нази ваєт ься  симет ричною, 
якщ о А = А*, т обт о  а ; =  а, (для к о ж н о ї пари ін декс ів  і, j, 1 < і, j  <п.

М ат риця А  = || a l} ||1£Jj -Ійп є  M n(R) н ази ваєт ься  кососиметрич- 
ною, якщ о а и  =  ~а}1 дл я  кож н ої пари ін декс ів  і, j, 1 < і, j  < п.

Нехай

В = \ \ Ъ Лч  111 S I S * .  l S / S f

Покладемо

A B  = If e ti Ii j  I l l S l S f t ,  1 S / S f  >

A( = i'| и i j  111 S i S * .  1 S/< n>

B ‘A‘ =  I Wfj I;(; IllStS*. Is ;S*-

Тоді маємо

Це і означає, що (АВУ == В*А1.
З властивості (3) та визначення оберненої матриці випли-
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Зокрема, для елементів головної діагоналі кососиметричної мат­
риці маємо а, і -  -а ,  г, або а и = 0 при кожному і ,  1 < і < п .  Якщо А  — 
кососиметрична матриця і А 1 -  || Ь [|1£(і /£д, то Ьи  =  а }і = - а * /, тобто 
А 1 = -  А. На роль симетричних та кососиметричних матриць вказує 
наступна теорема.

5.3. Теорема. К ож н а  квадр ат н а  м ат риця А  м ож е бут и зо б ­
р а ж е н а  у вигляді А  = 5  + К , д е  Б  — сим ет рична мат риця, 
К~~ кососим ет рична мат риця і т аке зо бр а ж ен н я  єдине.

Д о в е д е н н я .  Нехай А = || а ч  !ІІ5?М<;„. Покладемо 

= II і Ні 5 і, І Й ге> Де І ~  а і / в/ і>
С = -і ; Ній і, /<п» д е  С , ;. = а і і -  аИ, 1 < і ,  у <  л .

Маємо = а ] , + а( і =  а, і + о ,, = і>, /,

Су, =  аіг -  аи  =  - (д і ;  -  а ,,) = - с (/, 1 < і, і < п .

Інакше кажучи, В  — симетрична матриця, С — кососи- 
метричпа матриця. Далі,

і сі і “  а Ч аі * а > І ~  а і ‘ =  І’
отже В  +.С  =  2А.

Тепер залишається взяти В ■* У 2 В , ВГ = 1/2 С. Припусти­
мо, що А = Ві + Х ’1, де Я ,— симетрична матриця, К 1 — косо­
симетрична матриця.

Нехай = Ц ич  ||15(.^ „ , К х = || і>(/ІІ1і(,/<„.
Маємо

Ьі і  = Щі + <»л = Щ} + »и + Щ і +  =  “і/ + “*/ + ”і/ "  У(; “  2и,у,

Сі/ =  а и  -  ауі = ич  + -  (к/, +  оуі) = и,у -  щ } + ог/ +  Уі;-=  2»(/.

Це означає, що Я! — !/2 В  = В, К х — У 2 С = .К-.

6. ВИЗНАЧНИКИ, ЇХ ЕЛЕМЕНТАРНІ ВЛАСТИВОСТІ

Нехай М  =  {а,, а 2, . . . ,  а п} — скінченна множина чисел. Замість запису 
X  а г =  а х +  а2 +  . . .  +  а„ будемо користуватись також записом X  а.

і<г<и веіи
Цей символ позначає суму всіх елементів множини М . Скінченну 
множину можна індексувати не тільки за допомогою відрізка нату­
рального ряду, а й за допомогою деяких інших скінченних множин, 
наприклад, М  = {а х\х є X }. Тому для суми всіх елементів множини 
М  можна застосувати також запис 2) а х. Якщо тс — підстановка

хє X
скінченної множини X , то {тс(я) | х  є  X } =  X , а тому М  = {а п(х) | х  є X ), 
Звідси отримуємо рівність
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Х « * = Х«„X Є X X £ X
З леми 4.1  тепер отримуємо наступне твердження:

*л(х ) *

6 .1 . Лема. Н ехай  М  — ск ін ч ен н а  м н ож и н а, ін дек сован а  за  
допом огою  сим ет ричної групи Яа, М  =  {ак \ п є  5 П}. М ают ь 
м ісце р івн ост і;
(1) X  «* = X  а*-»

(2) ЇХГ ^  ^
я  є  Й,, НЕЇ,

де  а  — д ея к а  ф іксована п ідст ан овка  з  5 Д.

Нагадаємо поняття визначників матриць 2-го та 3-го порядку, 
щоб за аналогією ввести поняття визначника квадратної матриці 
будь-якого порядку. Маємо

аї ї а
а 21

12
* 2 2

-  Оцв22 «іг«2і> ( 1)

а 11 а І 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« з і « 3 2 « 3 3

— % і а 22^зз +  ^ із а 2і<із2 +  а 12а 2 $ а 31 ■ 

—« 1 3 « 2 2 « 3 1  — « 1 2  « 2 1  « 3 3  ~  « 1 1 « 2 3 « 3 2 - (2)

З ’ясуємо тепер, що спільного мають ці два поняття. Для першого 
випадку розглянемо симетричну групу 8 2. Вона складається з двох 
підстановок є, а ,  де

Б =
(X 1 2^

, а -
1 2 , 2 1V ^ )

Тому

2 і\> причому ві^пє = 1, відп а = - 1 .

а п а 22 а 12а 21 — signє а 1е^ а 2 а і^ п аа1а(1)а2с((2).

Розглянемо симетричну групу 5 3. Вона складається з шести 
підстановок є, а, (З, у, п, а ,  де

Ґ1 2 3^ (1 2 3 %
. Р =

Ґ1 2 3 ' (1 2 3'Е =
1 2\

нсо' , 3 1 2/ 2\ 3 1/
. г -

І3 2 1/

п =
(\ 2 3  ̂

1 3  2

/
а  =

1 2 З '
2 1 3

причому
зі£п є “  зійпа = зідпр - 1, 

війпу = віядя = відпо = -1 .
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Тепер
О н  Оі  2 а 13

21 а ,22 а 23

, « 3 1  « 3 2  а 3

~  « 1 е( 1 ) « 2 е{ 2 ) « З е<3) +  « 1 в ( 1 ) а 2 а ( 2 ) « 3  оі(3) +  « 1  Р (1 )« 2  р (2 )« 3  р<3) " 

_  « 1  ї ( 1 ) а 2  у (2> «3  ї ( 3 )  +  « 1 я ( 1 ) а 2 п { 2 ) « 3 я ( 3 )  +  « 1 с г ( 1 ) « 2  а ( 2 ) « 3 с ( 3 ) -

Виходячи з двох розглянутих випадків, можна тепер по аналогії 
отримати визначення для визначника квадратної матриці довільно­
го порядку п. Нехай А  — || а 1} ||1 І ( є  М п{Щ , Для кожної підстанов­
ки п Є £„ утворюємо добуток

аі0п д а1я(1)а2Л(2) ■■■ а п ф і '

Сума йеі,(А) всіх цих добутків називається визначником матриці 
А, тобто

Й Є І ( А )  =  Е  Й І& п 7 І а і п ( 1 ) а 2іЕ(2) а п л (л ) '
кє

Ми будемо також використовувати наступне більш розгорнуте 
позначення для визначника матриці А:

« ї ї <Нг «13 ■ «1л

а 21 а 22 «23 «2л

«лі «в2 «лЗ «пл

Відзначимо також, що визначник матриці порядку 1 — це саме 
число, з якого складається дана матриця.

З визначення видно, що використовувати його для знаходження 
визначників квадратних матриць навіть не досить високих порядків 
доволі утруднено (при п = 4 сума, що дає розклад визначника, має 
24 члени, при п = 5 вона має вже 120 членів і т.д .). Тому розглянемо 
тепер деякі елементарні (але важливі) властивості визначників, які 
дають можливість досить просто знаходити їх . Точніше, будемо роз­
глядати деякі перетворення матриць, які не змінюють їх  визнач­
ників. За допомогою цих перетворень ми зможемо переходити від 
даної матриці до іншої, яка має той же визначник, але цей визнач­
ник можна вже просто підрахувати.

6.2. Пропозиція. Н ехай  А  =  || а ч  ^ йиіЛп€ М п{Е), В  = АК
Тоді йеї(А) =  с1еі(£).

Д о в е д е н н я  . Нехай В  =  ьц  =  ац ’ 1
Маємо

(ІеЦА) = Е
я е

де “  а і£п п а1 жи^жг) ■■■ «пЖ«)*
Далі

йеЦВ) = Е  зійпті61ла)Ьап(2)... ЬЯІі %(п)

- І
Я Є 5 .

3І&П 71 ап( 1) 1 ая(2) 2 • • • «Жл) п •
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Розглянемо матрицю, стовпцями якої будуть індекси 
кожного множника довільного члена sign те ал(1) j ая(2) 2 ... 
останньої суми:

гя ( і )  я (2 ) ... я(л)^
1 2 ...

Очевидно, ця таблиця відповідає підстановці тт1, Таким 
чином,

sign Я а ^ )  J ая(2)2 а к(п)п = S 6̂ n 7ta Iit-1(l)a2it"1(2) ••• а ігп"1{п) =

= sign nr1 a t a2 я-і(2)... *■ dn-1,

оскільки sign я = sign я-1.
Отже,

detCB) «= X  d%--і.
n eS n

З леми 6.1 отримуємо рівність

X  dn-X =  X  d„ = det(A).
ПЄ S „  яє S „

Оскільки рядки матриці A* — це стовпці матриці А, а стовпці 
матриці А* — це рядки матриці А, то доведена вище властивість 
показує, що рядки й стовпці матриці рівноправні відносно властиво­
стей визначників. Звідси випливає, що кожного твердження про виз­
начники, що відноситься до рядків матриці, має місце його аналог і 
для стовпців. Тому подальші властивості ми будемо формулювати 
для рядків, маючи на увазі, що аналогічна властивість буде справед­
ливою і для стовпців.

6 .3. Пропозиція. Н ехай  А  = | | M n(R) I a kj = 
дл я  деяк ого  k, 1 < k < n.
Нехай далі

U  =  II u t j  111 <.l ,j<n’ V =  II v i j  U lSi.jSn '

Га ,,, якщ о і Ф k, [at i, якщ о і Ф k,
де  щ, =  -І vu -  ї

якщ о і -  я, \с} , якщ о і -  k.

Тоді det(A) = det(U) Ч det(V).

Д о в е д е н н я .  Маємо

det(A) = X  аІ&П1Таіл(1)а2и(2) "■ °й+1п(й + 1)-- - ЯПи(я) “п єЬп

“ X  sign я а1 піі-іа2 „(2) ■ п(а-і) ФП(к) + a k+l K<Jfe+l) •”  апЯ(в) ~ж=

= X  йіЄІі я а 1п(1)а2я(2)... ak-irtk-i)bn(k)a k+iink+i)‘ " а п%(п)+
ЯЄ*„

+ X  sign я ах л(1) а2 л(2)... а ^  cn{k)ak+lЛ(А+1)... а„^п) =
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— 2  sІSn7rI^lл(l)l̂ 2я(2)■*■ “лф) + 2  вІ£п я у 1*(і)уг«(2)” * У„п(и)— те .ч„ яе

-  аедс/) + аеі(то.

6.4. Пропозиція. Н ехай  А ~ || а {і М п(К) і а к} = аЬі для
деякого  к, 1 < к < п.

Гаі;, якщ о і *  к,

ІЬ), якщ о і - к .

Тоді йеДА) = сиІеДС/).

Д о в е д е н н я .  Маємо

ІІЄІ;(А) =  2  &̂ ^ п а іп^)а 2п(2) а к-1 я(й-1) а кЩк) °к+1 я(А+1) °пп(п)те Зп

—  2  8 І £ П 7 і а г ^ О з я ^ )  ° ^ 1 я ( і - Ч )  ( а &я(*!))а А+1 я(*+1) а л я (я )—  я

— а 2 БІЙП 71 Ох п(1) а 2 „(2) ■ ■ • ак- 1 я(*-1) я̂(А) ° * + 1  я(А+1) ■ • ■ ап я(л)=яє5„

-  а Х  8і£п яи 1Л(1)и2л(2)... ипл(п)= асІеЦіУ).
7ЕЄ ви

6.5 . Наслідок. Н ех ай  А =  11 а,.-Ці,, ,іп є М АК) і а ь = = 0 для 
<*МКог<, *, 1 < к  < л. Гой  <1вї(А) -  0.'

6.6. Пропозиція. Н ехай  А  = || а і} М п{В), к, і -  деякі
числа, 1 < И < і  < п.

аг/, якщ о і Ф і, 

а 1}, якщ о і = к, 
а кі, якщ о і = і.

Т оді (ІеДІЇ) -= -сіеДА). 

Д о в е д е н н я .  Маємо

йеі(А) =  2 <іп
пе8„

Де ^я — а &̂11 ^ тЩ) <*2 тс(2) •”  йлф )'
Далі,

сІеДБ) =  X
пєЯл

Де ип ~  1̂ л(1)̂ 2л(2) * "  *̂-1я(А1)^я(А) *̂+1я(*+1) ■■■

-̂1я((-1)̂ (я(«)̂ (+1я(*+1)*" в̂я(в) = а1п(1)а2я<2) •" 

а ^ ~ 1 я ( * - 1 ) а 4 я ( і ) а * :+ 1 я (*+ 1 )  • "  а п я ( в ) '

Розглянемо матрицю, стовпцями якої будуть індекси кож ­
ного множника довільного члена останньої суми:
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ґ 1 2 ... k - 1  k й + 1 ... ї - 1  t t  + 1 ... п '
я(1) п ( 2 ) ... n (k  -  1) %{k) л ( к  + 1 ) ... n (t  - 1 )  7i(f) n (t  + 1 ) ... n (n )j'

Покажемо, що ця таблиця відповідає деякій підстановці 
6(я). Розглянемо підстановку л •© хн Нехай і Ф k, t, тоді

Tt © T i f (i) -  к(ткі(і)) ~  л(і).
Далі

n - ©x k t(k) = л(т* ДА)) = n(t), 

ті ■© т* t(t) = п(тк ДО) =  n(k).

Це означає, що 6(я) = л © т 4(.
Оскільки sign л •© %кі = sign л sign tkt, а транспозиція є не­

парною підстановкою, то

sign й(л) = -sig n  л  або sign п =  -s ig n  6(л;).

Отже,

sign %Ьх я(1)&2л(2). . .ь пп(п) -  -sig n  dfuJOj *(л)(1)а 2 Є<ті)(2) • ■ - а п «(л )(п )_  ^в (л )-

Тепер можемо отримати

det(S) = 2  — -  2
7l€ Sfi S ji

Оскільки 6(я) = n © x At, то з леми 6.1 випливає рівність 

det(H) = -  2  d m  = -  2  -det(A ).
к е  S n  я є  S n

6.7 . Наслідок. Н ехай  А  =  || a tj (Іі<і,уйвє М п(Е).
Якщ о матриця А має два однакових рядки , то det(A) = 0.

Д о в е д е н н я .  Нехай рядки з номерами k , t співпадають. 
Поміняємо їх  місцями. За попередньою властивістю визнач­
ник змінює знак. Але ж , поміняв однакові рядки, ми не зміни­
ли матрицю, а отже, і не змінили її визначник. Таким чином, 
det(A) =  -  det(A). Звідси випливає, що det(A) = 0.

6.8. Наслідок. Н ехай  А  = |j a i j \\l i t J i n e  M n(R), k, t -  деяк і чис­
л а , 1 < k <  t < n.

Н ехай  да л і  В  -  || b4 \ де  bt/ =
Гa rr якщ о і Ф k,

+ a at j , якщ о і = k

дл я  деякого  числа  а.
Тоді АеЦВ) = А®ЦА).

Д о в е д е н н я .  Нехай и  =» || пі;-

[о і ; , якщ о і Ф к,

ІЬ#/-, якщ о і = к.
де utj =
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З пропозицій 6 .3 , 6 .4  отримаємо рівність 

сіе1;(В) = <Іеі;(.А) +  0С(1еі(ї7).

З наслідку 6 .7  випливає, що сіеДІУ) = 0, тому йеДії) = сІеі;(А).

Нехай маємо рядки

^ « ї ї  Щ  2 ■ ■ • 

а 21 °22 ■ ■ • а 2п

а т1 а т2 а т лV /

та числа о ,, а 2, . . . ,  а т. Р ядок  (Ь±, Ь2, Ьп), де

= а  1а 1 і + а 2а2 і + ... + <хта ті, 1 < і < п,

будем о н ази ват и  лін ійною  ком бінац ією  дан и х  р я д к ів  з  коеф іц ієнт а­
ми а : , а 2, . . . .  а т відповідно.

6.9. Наслідок. Н ехай  А  =  || аі; М п(В,), Я к щ о  до деякого
р я д к а  м ат риці А  додат и  лін ійну ком бін ац ію  деяки х  інш их  
р я д к ів  цієї мат риці, то визначник нової м ат риці дорівню є  
ви зн ач н и ку  попередньої матриці.

6.10 . Пропозиція. Н ех ай  А = || а1} М п{Н), Я к щ о  А  —
т ри кут на мат риця, т о  (1е4(А) = а іг а 22 ... а пп.

Д о в е д е н н я .  Маємо

ае^А) -  X зійп па1л(1)а 2я{3).. .  а п<Л).

Нехай тс — підстановка степеня п і тс Ф є. Тоді знайдеться 
індекс т, для якого к(т ) Ф т. Нехай А — найбільший індекс з 
властивістю я(А) Ф А. Оскільки

тс(А + 1) = А +  1 тс(п) = п,

то тс(й) й {А, к  +  1, . . . ,  п), а значить А > тс(А). Звідси випливає, 
що а к = 0. Отже у сумі, що дає розклад йе!(А), ненульовим 
може бути тільки член, індексований тотожною підстановкою, 
тобто

йеі(А) = а п а23 а ил.

Користуючись властивостями, що доведені вище, ми отримуємо 
наступний метод знаходження визначників. Він фактично повторює 
метод Гауса. Нехай А  = || ||1 £ 1 М В(Д). Розглянемо зараз пере­
творення матриці, які не змінюють її визначника, або змінюють 
тільки його знак, та приводять матрицю до трикутного вигляду. Роз­
глянемо елементи а п , 1 < і < п. Якщо всі вони дорівнюють нулю,
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матриця А  має нульовий стовпець і  за наслідком 6 .5  її  визначник 
дорівнює нулю. Таким чином знайдеться індекс А, для якого а к1 Ф 0. 
Можна вважати, що а п  Ф 0 , якщо це не так, можна поміняти місця­
ми 1-й та й-й рядки, у цьому випадку за пропозицією 6 . 6  визначник 
отриманої матриці відрізняється від <іеі(А) тільки знаком. Перший 
рядок множимо на число - а а / а п  та додаємо до і-го рядка, 2 < і < п. 
За наслідком 6 .8  кожне таке перетворення не змінює визначника. 
Таким чином, ми отримали матрицю, у якої всі елементи першого 
стовпця, окрім першого, дорівнюють нулю. Розглядаємо тепер дру­
гий стовпець і застосовуємо до нього аналогічні перетворення і т.д. 
В результаті всіх таких перетворень ми приходимо до трикутної 
матриці, визначник якої можна знайти, користуючись пропози­
цією 6 .10 .

Як приклад, застосуємо доведені вище властивості для знаход­
ження визначників кососиметричних матриць. Нехай А  — кососи- 
метрична матриця. Множимо кожний рядок на -1  і отримаємо мат­
рицю -А . Оскільки -А  = А 1, то враховуючи пропозиції 6 .2  та 6.4, 
отримаємо

йеі(А) = йеі,(А‘) = (ІеЦ-А) = (-1)"ііе1(А).

Звідси отримуємо, що якщо порядок косоеиметричної матри­
ці А — непарний, то йеі(А) = 0.

7. МІНОРИ, АЛГЕБРИЧНІ ДОПОВНЕННЯ, ЇХ РОЛЬ

Існують методи знаходження визначників, які базуються на тому, 
що визначник матриці може бути виражений через визначники дея­
ких її  підматриць. Поняття, що вводиться нижче, будуть одним з 
основних для цього підходу.

Нехай А = І) а и His(,JSne M n(R). В  матриці А вибираємо t рядків та 
і стовпців. Нехай це будуть рядки з номерами й(1), й(2), . . . ,  k(t) та
стовпці з номерами Д1), Д2)........ j(t). Розглянемо підматрицю, яка
утворена з коефіцієнтів, що стоять на перетині цих вибраних рядків 
та стовпців. В и зн ач н и к  ц ієї підм ат риці н ази ваєт ься  м інором  поряд­
ку і, що в ідп ов ідає  р я д к а м  з  ном ерам и  й(1), й(2) k(t) т а ст овп­
цям з  ном ерам и  Д1), Д2)........j(t). Цей мінор будемо позначати через

minor {А(1), й(2), . . . ,  А(0; Д1), Д2), . . . .  ДО}.

Викреслимо тепер виділені рядки та стовпці; отримаємо підмат­
рицю порядку п -  і. В и зн ач н и к  ц ієї підм ат риці н ази ваєт ься  допов­
нюючим м інором  до  м інору порядку t, що в ідп ов ідає  рядк ам  з  ном ера­
ми k( l ) ,  А(2), . . . ,  k(t) т а ст овпцям з  ном ерам и  Д1), Д2), . . . ,  ДО; він 
будемо позначатися через

com  {й{1), й(2), . . . .  fe(0; Д1), Д2), . . . ,  ДО}.



7. Мінори, алгебричні доповнення, їх роль 49

І, нарешті, алгебричним  доповненням  до  м інору порядку t, що 
в ідп овідає р я дк а м  з  ном ерам и  &(1), k(2), ..., h it) т а ст овпцям  з ном е­
рам и  ЦІ) ,  Ц2),  . . . ,  Ці), нази ваєт ься  число

7.1. Теорема. Н ехай  А  = || а^ІІі є  М п{Н). В  м ат риці А  ви­
бираєм о Ь р я дк ів  т а і  стовпців. Р озглянем о м інор, що відпо­
в ідає  цим р я дк ам  т а стовпцям. Ц е  бу де  сум а і!  член ів, к ож ен  
з яки х  є добут ком  івзят им  зі зн а к ом  «+* а б о  « - » )  ї  ел е­
м ент ів м ат риці А. А лгебричне доп овнення  до виділеного  м іно­
ру  буде сум ою  (п -  і)! членів, к ож ен  з  яки х  є добут ком  івзя ­
т им зі зн ак ом  «+» або  « -» ) (п -  £) елем ент ів м ат риці А. 
П ерем нож им о ці дв і суми. В  р езу льт ат і от рим аєм о част ину  
суми, що д а є  р о зк л а д  ви знач ни ка м ат риці А.

Д о в е д е н н я .  Нехай виділеними будуть рядки з номерами 
Ні 1), &(2), &(£) та стовпці з номерами ЦІ) ,  Ц2),  . . . ,  Ц і).
Припустимо спочатку, що

У цьому випадку виділений мінор m inor {1, 2, t; 1, 2, 
£} = Д буде визначником підматриці В  == || bt де 

X < і, j  <, t, а. алгебричне доповнення до нього 
А кт,к&),...,т-,іа),па) № = Е збігається з доповнюючим мі­
нором і буде визначником підматриці С =  |[ сі} |jlsii _ t , де 
c tj =  а ш  г+;-, 1 < і, і  < п -  t. Отже, маємо

ni=Sj<mSn-t

• • , a t * ( f ) a t + l  t+ a 0 )a tr.(f)a t+2  f + o ( 2 )  ■ ■ ■ й л (  a (n -t )•

Розглянемо перетворення р = р(д, ст) множини {1, 2 , . . . ,  п},

Д =  det(iJ) =  2 j  sign7iblB(1)&,
Т .Е  S t

H = det(C) = X sign a  с1стШс.Іст(1)С2о(2) Cn -toln -ty

Розглянемо їх  добуток
Ґ

AS = X x
n̂eSt

J

1 (̂1)°2я(2) *"
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яке наступним чином визначається за підстановками я є  St та
ст є  S n_t. Покладемо

р(1) -  я(1), р(2) =  гс(2), . . . ,  р(£) = ті(0.

p(f +1) *= t +  ст(1), p(t +2) =  t І- ст(2), p(n) =  t + ст(л -  f).

Покажемо, що р буде підстановкою степеня п. Нехай к, 
т  — довільні числа з множини {1 , 2, л}, k  < т. Якщо
т  < t, то p(k) = n(k) &п(т) =  р(лг); у випадку, коли т > t, k  < і 
маємо р(&) =  %{k) < t < t + а(т  -  t) “  p(m); і, нарешті, якщо 
к >  #, то р(А) =  t + cs(k -  t) Ф t + и(т ~ t) — р(лг).

Отже р ін ’єктивне. Звідси випливає, що

тобто І т  р = {1, 2, . . . ,  п } і, отже, р є  5 П.
Підрахуємо тепер парність підстановки р. Нехай пара чи­

сел к, т , 1 < к < т й п, утворює інверсію відносно р. Знову 
розглянемо всі можливі випадки.

Якщо т  < то р(й) =  я(А) ^  п{т) = р(т )г так що к, т 
утворюють інверсію відносно %. У випадку, коли т >  Ь, И < і  
маємо

і інверсію не отримуємо. Нарешті, якщо k  > t, то

р(& ) — t +  ст(& -  t) ф t +  <з(т -  t) =  p ( m ) ,

так що k -  t, m -  t утворюють інверсію відносно ст. Звідси ви­
пливає, що і(р) =  і(я) + і(ст), отже,

sign р = ( -1 ) '(р) — (-1 )4")+ «о) =  (-1)4«) ( - іу (р) = (sign 7t)(sign ст).

Отже, коли примусити п пробігати всі підстановки степе­
ня і, а ст — всі підстановки степеня n - t ,  підстановка р(я, ст) 
буде пробігати деяку підмножину S n (це буде власна підмно- 
жина, оскільки її  порядок дорівнює (f!)((n -  0 0  < лі). Повер­
таючись до нашого добутку ДЗ, можемо написати тепер

І Іщ  р І = |{1, 2, . . . ,  л}| = л,

р(к) =  n{k) < t < t + а(т  -  f) = р(лг),

sign п sign ст п(1) а 2
пє S t о е  Sn-t

a t+ 1 t+ o (l)a tn(t) a t+2  t + o ( 2 )  a n ta (n -t)

1 p(l)a 2p<2) ••■a n p(n)
Я Є  S i ,  

reS„_(
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Отже, дійсно отримали частину суми, що дає розклад виз­
начника матриці А.

Розглянемо тепер загальний випадок. Будемо вважати, що

й(1) < *(2) < ... < Щ )  та Д1) < /(2) < ... <  /(*).

Згадаємо, що коли в матриці А  поміняти місцями два ряд­
ки (стовпці), то за пропозицією 6.6 визначник нової матриці 
відрізняється від визначника старої тільки множником, що 
дорівнює - 1 .  Застосовуючи цю властивість, спробуємо, міня­
ючи рядки та стовпці, добитися того, щоб потрібна нам під- 
матриця розташувалася у верхньому лівому куті матриці А, 
і при цьому взаємне розташування всіх  інших рядків та 
стовпців не змінилося. Для цього рядок з номером й(1) міняє­
мо місцями з (й(1) -  1)-м, далі з (£(1) -  2)-м і т .д ., поки цей 
рядок не займе перше місце. Для цього потрібно застосувати 
/г(1) -  1 вказаних перетворень. Далі будемо послідовно пере­
ставляти рядок з номером к(2) з рядками, що розташовані над 
ним, поки він не займе друге місце в матриці; для цього по­
трібно застосувати к(2) -  2 перетворень. Аналогічно будемо 
чинити з іншими виділеними рядками, поки вони не займуть 
перші і  місць у матриці. В результаті потрібно було зробити

(й(1) -  1) + (А(2) -  2) + ... + (Н і) ~ і)  =

= (*(1) +  й(2) + ... + Ц і))  -  (1 + 2 + ... +  і)

перетворень рядків. Аналогічну операцію виконаємо і з виді­
леними стовпцями. Для цього потрібно буде зробити

0 ( 1 )  -  1 )  +  0 ( 2 )  -  2 )  +  . . .  +  0 0 )  -  і )  =

=  0 ( 1 )  +  / ( 2 )  +  . . .  +  Ш  ~  ( 1  +  2 +  . . .  +  і )

перетворень стовпців.
В результаті отримали нову матрицю В ,  в якій виділені 

раніше рядки та стовпці утворюють підматрицю порядку і , 
що розташована у лівому верхньому куті, при цьому взаємне 
розташування всіх інших рядків та стовпців не змінилося, 
тобто якщо викреслити перші і  рядків та стовпців, то отри­
маємо підматрицю, визначник якої і буде доповнюючим міно­
ром до мінору матриці А, розташованому у рядках з номерами 
й(1), к(2), . . . ,  й(і) та стовпцях з номерами Д1), Д2), . . . ,  Д*).

За пропозицією 6.6

СІе -̂О) = (-1)№(1)+*(2)+...+*«)Н1+2-*-...+0+0'а)+Л2)+-+Я0Н1+2+...+0 (ІЄІ(А) = 

=  ( - і ^ ( і )  Ш )+ ...+ а (0 ід і)і-Л 2 )+ ...(/ (() іе1(А).

Звідси <ІЄІ(А) = ( - 1 )*<1)+*<2Н-..+ВД+Д1>+Л2)+...+/<0 й еіф ).
Мінор Дд матриці В , що відповідає рядкам з номерами 

1, 2, ї та стовпцям з номерами 1, 2, . . . ,  І, дорівнює мінору 
матриці А, що відповідав рядкам з номерами /г(1), к(2), . . . ,  Н і)
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та стовпцям з номерами Д1), j(2), . . . ,  /(і), а його доповнюючий 
мінор 2 Д дорівнює

com{A(l), k(2), ..., k(t); Д 1 ), Д2 ), ДО}-

Вище було доведено, що добуток

A jßD =  minor{/f(l), k(2), k (t); Д1), Д2), . . . ,  j(t)} х

х com{fc(l), k(2), k(t); Д1), Д2), j(t)}

буде частиною суми, що дає розклад визначника матриці D. 
Враховуючи рівність

det(А) = (-і)*Р)+*(2>+-+*(л+яі)+/(2)+...+до

та той факт, що

А на), т . *(t); /(і), я2) т  =
=(_ 1 )щ)+Ц2)+..,,щ),дінЯ2)+...+Я0 сот{/г(1), k(2 ) , ..., Ä(t); Д1), Д2),

отримаємо, що добуток

minor{&(1 ), k(2) , ..., k(t)\ Д1), Д 2),..., ^2)......вд; діу, да),....

буде частиною суми, що дає розклад визначника матриці А.

Застосуємо доведену зараз теорему для отримання нових методів 
обчислення визначників матриць.

7.2. Теорема (розклад визначника за рядком чи стовпцем).
Н ехай  А =  Л аі; Н і Є  M n(R), В  м ат риці А  вибираєм о рядок  
{в ідп овідно ст овпець) з номером t. К ож ний  елем ент  a tj (від­
повідно а  1 1) цього р я д к а  (що розгл ядаєт ься  я к  м інор 1-го по­
рядку )  (в ідп овідно ст овпця) м нож им о н а  його алгебричне до­
повнення At j (в ідп овідно A j t ). Тоді

det(A) “  X  Щ А
1 üjSn

(відп овідно  det(A) = о.и А ,).
Is j£.n

Д о в е д е н н я .  Зважаючи на пропозицію 6 .2 , можна роз­
глянути тільки випадок, коли в матриці виділено рядок. 

Нехай
Рц = S J  я (0  = Л-

Як і в теоремі 4 .2  можна довести, що j Ptj\ =* (п - 1)1, 
P tj п  Ptm = 0 ,  якщо / Ф т та S n = и  P ti. Звідси випливає рів­
ність

det(A) = £  sign 7i a l 1I(1)a2j5(2)... а„п(л) =
Sn

=  S i S n 7 l a l K { l ) a 2n (2)  ••• a n n (n yl s / s  n 7te Pfj
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За теоремою 7.1 добуток а^ А (і дорівнює деякій частині 
суми, що дає розклад визначника матриці А . Нехай 
sig n тса г ^ і)0 2к(2) ... апЯ{„) належить до цієї частини. Оскільки 
кожен член цієї частини має множником а і}, то л(і) =  /. Алгеб­
ричне доповнення відрізняється від визначника матриці по­
рядку п тільки множником ( - 1 )* + а тому розклад а*уА(;- 
містить рівно (її -  1)1 членів. Звідси випливає рівність

=  п ( 1 ) а 2 я ( 2 )  •• •  а пл(пУ

а тому

с!е1(А) = X  а ч Аи .

7.3. Наслідок. Н ехай  А  — 1 а г> !|1 ЙІ,у<„є М П(И). М ає м ісце н а ­
ст уп на р івн іст ь

X  а ч А ч  =  5 ,т ае^А),
1  5 > < П

(в ідп овідно  X  а цА іт = 5іт сЫ;(А)), 1 й і, т  < п.
Ій/йп

Д о в е д е н н я .  Нехай (с1, с2, . . . ,  с„) — довільний набір п 
чисел. Замінимо в матриці А рядок з номером і Даним набо­
ром чисел та позначимо отриману матрицю через В.

Нехай В  =  1 Ьч  || 15іі/5п> тобто Ьі} =

З теореми 7.2 отримуємо рівність

аеі(в) = X

Очевидно, алгебричне доповнення В {}  до елемента Ь( у в 
матриці В  збігається з А, у (щоб його отримати, ми викреслює­
мо рядок з номером і ,  тобто викреслюється те, чим 
відрізняється матриця В  від матриці А). Враховуючи визна­
чення елементів Ьі}, отримуємо рівність

аеі(В ) = X  СіА.

Тепер покладемо сі = аті, 1 < / < п. Якщо т  =  ї, то В  = А 
і за теоремою 7.2 X  в ,,А ,, = аеі(А). Якщо ж  т  Ф і, то

1й}ІП ‘ ‘
матриця В  має два однакових рядки. Наслідок 6 .7  показує, 
що в цьому випадку її визначник дорівнює нулю, тобто

X  »і,А т і =  0. За допомогою символів Кронекера можемо
1 < І іп  ' ’

об’єднати ці дві рівності у одну:

Іа і} , якщ о і Ф і, 

с} , якщ о і = і.

X  й{ }Ат } б; тйе1(А).
її і<.п



Л.
 А

. 
К

ур
да

че
нк

о,
 

В.
 8

. 
К

ир
ич

ен
ко

, 
М

. 
М

. 
С

ем
ко

54 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

Як приклад застосування теореми 7.2 , знайдемо визначник на­
ступної матриці

■Ав

1 1 1 . .  1 1 'і
Ні а2 а3 «̂-1 «я
а? аг а3 •• »«-і

< - г « Г 1 а Г 1 ■■ с ї а"-1"

Визначник матриці такого типу називається ви знач ни ком  Ван- 
дерм онда. Розглянемо спочатку випадок п = 2. Маємо

аеі (Л2) =
Лі (Ха

— &2

Виникає наступна індуктивна гіпотеза: йеі(А п) =  П  (й* ~ <іА).
1 <к<і<п

Припустимо, що ця формула є вірною для всіх А т, де т < п. Засто­
суємо до матриці Ап наступні перетворення. Множимо (п -  1)-й ря­
док на число ( -% ) та додаємо до п-го  рядка. Далі (п -  2)-й рядок 
множимо на число ( -« ^  та додаємо до (п -  1 )-го рядка і т.д. І, на­
решті, 1 -й рядок множимо на число (-Оі) та додаємо до 2 -го рядка. 

В  результаті всіх цих перетворень отримуємо наступну матрицю

(1 1 1 .. 1 1

0 <*2 - 0! а з “  % “ *-г - « і « я  - « і
0 й 2 — а 1а 2 а 3 — % % п-1 ~  Й1 а п~І а« “ а1ая

0\ а " 1 -  оха2 "2 « Г 1 -  а і аз "2 ■
я-1

• ал-г -  °1ап-1 « г 1 ~ а 1а П -2

За наслідком 6 ,8  сІеДВ^) — (ІеДАД. Розкладаючи тепер визначник 
матриці В п за першим стовпцем, використовуючи теорему 7.2 , маємо

'  1 1 . .  1 1  \

а 2 о 3 • “ я 1 « я

- а 1 ) а \ а |  .
„ 2
а п-1

« Ґ
„ « - іа 3 /Гп~1

и п-1

Застосовуючи індуктивну гіпотезу, отримуємо нарешті,

аеі(А„) = а е і(в л) »

=* (а2 -  а 1)(а3 -  а 1) ...(а л -  а г) П  (аг -  ак) -  П  (аг -  а к).
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Теорема 7.2 допускає наступне узагальнення.

7.4. Теорема (теорема Лапласа).
Н ехай  А =  II ог; |!ls u s n e M n(R). В  м ат риці А  вибираєм о t рядк ів  
(в ідп ов ідн о  t ст овпців). К ож ен  м інор порядку і, щ о відп овідає  
вибраним  р я дк ам  (відповідно ст овпцям ), м нож им о н а  його 
алгебричне доповнення. Тоді сум а всіх  цих добут ків  дорівню є  
d et(A ).

Д о в е д е н н я .  Зважаючи на пропозицію 6 .2 , можна 
розглянути тільки випадок, коли вибираються рядки. Нехай 
виділеними будуть рядки з номерами fe(l), Ц 2), . . . ,  k(t). 
Згадаємо що

det(A) = 2 ,  sign л а І7!(1)й2я(2)

Розглянемо довільний член sign л:а1 л(1)а 2я(2)... а„я(л) цієї 
суми. Розглянемо окремо добуток тих елементів, перші індек­
си яких належать до виділених рядків, тобто добуток 
a h(V)K{k(.i))a h(2)n(.k{2)) a k(t)K(k(t)y Цей добуток (зі знаком «+» або 
«—») належить, очевидно, до розкладу

m inor {£(1), k(2), . . . ,  Ц і); n(k( 1)), п(Ц 2)), . . . ,  n(k(t))}.

Очевидно також, що добуток усіх інших елементів a jnU), 
j  g .. . ,  £(ї)} {знову ж таки зі знаком «+» або « -» )  нале­
жить до розкладу

co m {*(l), k(2 )  Ц і); Ц Ц 1)), п(Ц 2)), . . . ,  ть(Лг(і)».

Зважаючи на теорему 7 .1 , отримуємо звідси, що член 
s ig n Тіаі7іа)а 2 т ... а пп(п) належить до розкладу

m inor {£(1), Ц 2), ..., Ц і); я(&(1)), л(/г(2)), . . . ,  п(Ц і))}

та
1*<1). Ц2) НОУ, *(*<!)), п(А(2Д п(*(())-

Таким чином, всякий член суми, що дає розклад det(A), 
входить до розкладу добутку деякого мінора, який відповідає 
вибраним рядкам, на його алгебричне доповнення. Розклад

minor {*(1), Ц2),  ..., Ці);  ЦЦ1)) ,  ЦЦ2)) ,  . . . ,  я(й(г))}

містить t\ членів, а розклад

^ А ( І ) ,  Й(2) Ц і);  "(*(1)). ЦЦ2)\  Ц Ц і))

містить (п  -  t)\ членів. Отже, розклад добутку

minor{A(l), Ц2), Ці);  7t(fc(l)), п(й(2)), ті(£(і))}

та

■̂ АЧІ), А{2), .... т ; Ц Ц І)) . Ц Ц 2 ))  я(МО)
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містить ї!{л -  і)! членів. Покажемо тепер, що розклади до­
бутків двох різних мінорів, які відповідають вибраним ряд­
кам, на їх  алгебричні доповнення не містять однакових 
членів. Дійсно, нехай

W ) ,  Д2 ), . . . ,  Дї)} *  {$(1 ), s(2 ), . . . ,  s(i)}

та нехай signK aln(1)a2 (̂2)-” «ля<л) належить до розкладу 
добутку

m inor{ft(l), k (2 ) , ..., k(t); Д1 ),Д 2 ) , ..., ДО}Аад>М2).....і(().ш т  т ,

а s ig n a a 1 (T(1)a 2(j(2)... одя(п) належить до розкладу добутку

mmor{A(l), к(2 ) , . . . ,  k(t); s (l) , s(2 ) , ..., s(i)}A^]j_ ^2),*<e>; ці), s(2),s(t)* 

Це означає, зокрема, що

{л(&(1 )), 2 ))..........п № ))}  =  Ш ) .  Д2 )  ДО} *  ■

* { s ( l ) , s ( 2 ) , . . . , s ( 0 } -  № (!) )>  a {* (2 )), сг(й(£))}-

Далі, загальна кількість мінорів порядку t, що відповіда­
ють вибраним рядкам, дорівнює числу сполучень з п по t, 
тобто числу (ft!)/(t!(n -  01). Таким чином, сума добутків усіх 
мінорів порядку t , що відповідають вибраним рядкам, на їх 
алгебричні доповнення дають нам (f!(n-f)S)(ft!)/(f! (л -  £>!) = /г! 
членів з розкладу det(A). Оскільки розклад det(A) містить 
рівно га! членів, то звідси і отримуємо, що сума добутків усіх 
мінорів порядку t, що відповідають вибраним рядкам, на їх 
алгебричні доповнення дорівнює det(A).

Теорема Лапласа дозволяє зводити обчислення визначників мат­
риць до обчислення визначників матриць менших порядків. Але ж 
цих менших матриць може бути дуже й дуже багато, тому теорему 
Лапласа доцільно застосовувати тільки для матриць, в яких можна 
виділити рядки, що мають велику кількість нулів.

Наприклад, нехай

Ч і « 1 2 •• О н 0 .. 0  '

« 2 і « 2 2 « 2 * 0 .. 0

а п « ( 2 « ч 0 .. 0

a t +ї ї «г+12 a t + l t « t + l f + І « t +іга

• ■ . . Ф г в ■ • . . .

« п і
V

« в 2 « / it « n t +l « л я
У

Скорочуючи, можна зобразити матрицю А у вигляді
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( В  О4 

С D

Де
а 11 а12

В = а 21 Л 22

D =

а п  a t  2

*mt+i a t+it+2

a<it+2

nt
2f c  =

*t+ln

a .

af+ll a t+12 " a t+lf

«я 2  •• ®nt

О — нульова матриця розміру t x  {n -  t).
Кожен мінор minor { k ( l ) , k ( 2 ) , k ( t ) ;  j ( l ) ,  j ( 2 ) , . . .,/(£)}, де 

{ /( l ) , / {2 ) , . Ф {1, 2 , *}, буде визначником матриці, що має
нульовий стовпець, а тому дорівнює нулю за наслідком 6 .5 . Отже, з 
теореми 7.4  отримуємо рівність

det(A) -  det(B) det(Z>).

8. ВЛАСТИВОСТІ ОПЕРАЦІЇ МНОЖЕННЯ МАТРИЦЬ

Розглянемо зараз подальші властивості операції множення матриць 
і перш за все питання про умови існування оберненої матриці. Але 
спочатку розглянемо наступну теорему, яка відіграє важливу роль 
не тільки для вирішення цього питання.

8.1 . Теорема. Н ехай  А  =  В  =  || Ь(, ||І5/і/і11є М л(Л).
Тоді det(yШ) = беЦА) беДВ).

Д о в е д е н н я .  Нехай АВ  =  С = [| си  ||г Розглянемо на­
ступну допоміжну матрицю В  порядку 2  п:

all 012 «u 0 ... 0  '

a 21 a 22 «2« 0 ... 0

a nl a n2 0 ... 0

- 1 0 *11 *12 ... bln

0 0 K i *n2 *nn
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або, використовуючи більш короткий запис,

D =
- Е

Ол
В

Зважаючи на аргументи, які були приведені у кінці попе­
реднього параграфа, маємо с!еі(£>) = <Іеі;(А) {1еі(В).

Застосуємо зараз перетворення стовпців, що не змінюють 
визначника матриці, для того, щоб заповнити правий нижній 
кут матриці Б  нулями. Для цього до (п  + 1)-го стовпця мат­
риці Л  додаємо її перший стовпець, помножений на число Ьп , 
потім другий, помножений на Ь21, і  т.д. і, нарешті, п-й сто­
впець, помножений на Ьп1, Далі до (п  + 2)-го стовпця матриці 
Л  додаємо її  перший стовпець, помножений на число 612, потім 
другий, помножений на Ь22, і т.д. і нарешті, п-й стовпець, 
помножений на Ьп2. Загалом, до (п + &)-го стовпця матриці Л 
додаємо лінійну комбінацію перших п стовпців з коефі­
цієнтами помноженими на число Ь1к, Ьгк, Ьпк відповідно'.

Отриману матрицю позначимо через Н , так що

Н  =

Ґ «п «12 ” • «1* hи h12 fhn ]
a n «22 1 a 2n ^21 h22 b2n

a nl «п2 " ■ «»* K i hn2 Kn
- 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

За наслідком 6 .8  = йеі(Х>). Знайдемо тепер елемен­
ти к,]. Згадуючи послідовність зроблених перетворень, отри­
маємо

hІ І a iLb l j  + «І2Ь2/ + . . ■ + а, А /  = Cljt  1 :£ і, і  < п.

Інакше кажучи, правий верхній кут матриці Н  займає 
матриця АВ, тобто

Знову застосовуючи аргументи, як і були приведені у кінці 
попереднього параграфа, маємо

det(H) = m inor {1 , 2 ......... n ; n  + X , n  + 2 ...... 2 n } A , , 2 tt. n+I> л+2 2л

Далі

minor {1 ,2 , . . . ,n ;n  +  l ,n + 2 ,  . . . ,2 n }  = det(AB),
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а  _  /  і  \1 -3“ 2 +  .. .  +  п +  ( л  +  1 )  +  +  2 л  / і  \л  _
•А 1 > 2 , , . . , л ; л + 1 1» + 2 г ...і 2 л   ̂ \

оскільки показник степеня при ( - 1 ) дорівнює

2л2 + п +  п — 2 ті2 + 2 п.

Таким чином, деі{Н )  = йеДАВ).
Отже маємо

йеі(А)йеі(В) = йеі(2)) = йеі(Н) *= йеЦАВ).

Використаємо зараз цю теорему для вивчення питання про існу­
вання оберненої матриці. Дійсно, якщо для матриці А існує оберне­
на, то з теореми 8 . 1  одержуємо

1 =  йеЦ Е) «  йеЦА А-1) =  йеі(А) йе^А“1).

М ат риця А є М п{Щ н ази ваєт ься  невиродж еною , якщ о  йеДА) ф 0.

8 .2 . Теорема. Н ехай  А  =  || а ІІ\\-1 й і}іп е  М п(1і). М ат риця А т оді 
і т ільки  м ає обернену, коли вона неви родж ен а. Б ільш  того, 
якщ о  А 1 =  | Ьч то Ьп = А] (/йеЦА), 1 й і, у <, п.

Д о в е д е н н я .  Ми вже відзначали, що якщо матриця А має 
обернену, то вона мусить бути невиродженою. Навпаки, нехай 
йеЦА) Ф 0. Використаємо для знаходження оберненої матриці 
наслідок 7.3.

Нехай Ьи = Ап /А%і(А), 1 < і ,  і  <,п, В  =  \ Ьц  ||15|>̂ „. 
Розглянемо добутки А В  =  || щ } ||х * } 5 д та ВА  =  | иг} ^ 5 і )й п. 
Маємо

и(/-  X  а ікЬкі -  £  а ік(А}к/деЦ А ))^  (І/йеЦ А))^ йеі(А) = 5і;,
' 1 1 і к іп

» ц =  X  ^іка к і~  X  (А^/йеДА))а*; = (1/йеЦА))5л йеЦА)) = 5(;,
1 < й < в  1 < * < в

1 й і, ] < п.

Це означає, що А В  = ВА  -  Е , тобто В  — А“1.

Позначимо через <г£„(Д) (відповідно ОЬп(($)) підмножину всіх не- 
вироджених матриць з М п(Щ  (відповідно з АГП(<?)).

Зараз розглянемо подальші властивості операції множення мат­
риць. Виділимо зараз деякі важливі типи спеціальних матриць.

Позначимо через Е кт =  || и((* т) яка визначається за наступ­
ним правилом:

и/-га)= 1 , якщо (і, і) -  (А. т ), 

и[к} т)=  0 , якщо (і, у) Ф (к, т).

Інакше кажучи,
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Н  =

'  0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 0 "

0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 0

0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 0
0 0 0 . . 0 1 0 . . 0 0
0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 0

0 0 0 .. . 0 0 0 .. . 0 0

—> п-и рядок

т- и  стовпець

М ат риця Е кт буде називат ися  базовою  мат рицею . 
Обґрунтуванням для такої назви є наступна обставина. Якщо

II «і/Ні* і. /2  »• то> очевидно,

1 £ і < п 1 < І й п  ‘1</<

Знайдемо перш за все добуток базових матриць. Нехай

тоді
^кт Е гя ~  Іі

т =  У  п (іг т)п.(г в)
ІІ 1 <%п 11 Щ} ■

Якщо і Ф к, то и $  т) — 0 для кожного і ,  так що и>іі =  0. Нехай і = к, 
тоді маємо Юкі = ик(* т) =  и^/К  Зокрема, якщо т п ф г , то и?кі = 0, 
Якщо ж  т — г, то

и>и = 7, (Г*> = „ ('‘8> 1 , а юк і = 0  для ;  *  я.

Таким чином, ми отримали наступне просте правило множення
базових матриць:

Е кпЕ ґ!І =
\Екв, якщо т  = г, 

О, якщо т Ф  г.

Скористаємось ним зараз же.

8.3. Пропозиція. Н ехай  А  =  І а ч  Ц1£и 5„є М„(Д). Тоді

АЕ,

( 0  0  0 ... 0 а и  0 ... 0 ^
0 0 0

кт
0  а 2к 0

0 0 0 ... 0 апк 0

0

0

і
г-и стовпець
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К п А  =

0 0 .. 0

0 0 0

а ті а т2
0 0 .. 0

0 0 .. 0

—» й-й рядок

Д о в е д е н н я .  Ми вже відзначали, що А  =  X  X  а ц Е іі- 
Тоді 1 £ і £ л  1й і< п

(  \
X X а ч Еи = X X =

1<г£тс

—  Х '  a i k ^ i k ^ k m =± ^  a f Ä-^i т =  a l  k ^ l  m ^  а 2 k ^ 2  m  +  f ß n  m *lZt<n 1< n 

(
E k,rA -  E km

\
X X «А “ X X « A A  =

1 < < < л  H j<n HSiSn l£/<n

2  ̂ 2 1 і ^1}Е 1ітЕ і і 2 І ®т}Е ктЕ ті 2 т ®от]Е к /
1 5 і < л  1 5 / й л  1 і } < .п  1 Й /£л  '

= « » А  і + « л А г  + + «И„ Я *П.

Інакше кажучи, якщо множити матрицю А на базову мат­
рицю Е кт справа, то отримаємо матрицю, т -й  стовпець якої — 
це й-й стовпець матриці А, а всі інші стовпці — нульові. Якщо 
множити матрицю А на базову матрицю Е кт зліва, то отри­
маємо матрицю, й-й рядок якої — це т -й  рядок матриці А, а 
всі інші рядки — нульові.

Ми вже раніше відзначали, що множення матриць не є комута­
тивним. Більш того, зараз ми переконаємось, що комутативність — 
це дуже рідке явище у множині матриць.

Нехай 5  — деяка підмножина М п(Щ . Ц ен т рал ізат ором  підмно- 
ж ини  5  будем о нази ват и  сукупніст ь всіх  т их мат риць, к ож н а  з 
яких  п ерест авн а  з будь-якою  мат рицею з м нож ини  5 . Ц ен т рал іза-  
тор у сіє ї м нож ини М п{Щ  нази ваєт ься  цент ром  алгебри  мат риць, 
будем о п означат и його через £(М„{Я)).

Одинична матриця Е  переставна з будь-якою матрицею, тобто 
вона належить до центра. Матриці а Е  також належать до центра, 
дійсно

А (аЕ )  = а(АЕ) =  а  (ЕА) = (ссЕ)А.

М ат риця а Е  н ази ваєт ься  скалярною .
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Покладемо

R E  = {а Е  І а  є  R} (відповідно QE ■ {схЕ \ а  є Q}).

Отже, множина скалярних матриць належить до центра алгебри 
матриць. Кожна скалярна матриця є діагональною. Але не кожна 
діагональна матриця належить до центра, як показує наступний ре­
зультат.

8.4. Пропозиція, Н ехай  А = J| a tl ||j D *= || [|lfii>jfSnG M n(R), 
т а D — д іагон ал ьн а  матриця. М н ож ен н я  м ат риці А  н а  м ат ­
рицю  D зл ів а  (в ідп ов ідн о  сп р ав а )  р івн оси л ьн е м нож енню  
рядк ів  (в ідп ов ідн о  ст овпц ів) мат риці А  на  елем ент и ctlv  d 22,

d nn відповідно.

Д о в е д е н н я .  Якщо DA = С = || си  |1S(>̂ n, то маємо 

си  “  S  dt h а к ] =  dt j а і j.

Аналогічно для множення справа.

Ми можемо описати центр алгебри матриць.

8.5. Теорема. £{M n{R )) = RE.

Д о в е д е н н я .  Раніше ми вже показали, що центр містить 
у собі множину скалярних матриць. Навпаки, нехай 
А  = || a tj є £(Mra(.R)). Матриця А  переставна з кожною
матрицею, зокрема, вона переставна з кожною базовою мат­
рицею: А Е кт = Е кт А  для кожної пари індексів k, т, 1 < k, 
т <  п.

Покладемо А Ект = || щ , |1SiJSn, Е ктА ~  || У| Д < ийп. Припу­
стимо, що h Ф т .  З пропозиції 8 .3  отримуємо, що ujni = ajk , а 
Vj т =  0 при } Ф k. Отже, якщо j  Ф k , то а } к — 0 , тобто матриця 
А  повинна бути діагональною.

Застосовуючи тепер пропозицію 8 .4 , отримаємо, що і всі 
елементи головної діагоналі матриці А  повинні бути рівними, 
так що А  — скалярна матриця.

Розглянемо тепер інші спеціальні матриці, множення на які 
рівносильне розглянутим вище перетворенням матриць.

Покладемо tkm(а) = Е  +  а Е кт, ИФт,  а  є  R . Матрицю tkm( a ) буде­
мо називати трансвекцією. Вона є трикутною і det(tAm(a)) = 1. Зокре­
ма, з теореми 8 .2  випливає, що трансвекція має обернену матрицю. 
Розглянемо для цього добуток двох трансвекцій:

W « ) f , . ( ß )  =  ( Е  +  o E km) ( E  +  ß E rs) -

“  Е  + a E km + $ЕГг + а № ктЕ гв. 

Звідси випливає, зокрема, що

= Е ,
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тобто
( ^ т(а ))_1 -  * * т <-ос).

8 .6 . Пропозиція. Н ехай  А  = І) а ч  ^ й £ Л є М п(К). Тоді

' « п « 1 2 • « 1 т-1 « 1 т  +  а « і * « 1 т + 1 « 1 « '

Агкт(о.) =

« 2 1 « 2 2
. а1т ] « 2 л г  +  а « 2 * « 2 т + 1 « 2 л

« » і
\

« « 2  • « Л . / 7 1 - 1 а пт +  « « п * « и  т + 1 « л л  ^

'  « 1 1 « 1 2 « 1  п  '

« * - 1 1 «*- 1 2 « * - 1 л

Чт(р)А = « * 1  +  « « « 1 « * 2 + аат2 ... «А* + а а тп -

« * + 1 1 « * + 1 2 « А + 1  п

 ̂ « п і « л 2 « п п  ^

Д о в е д е н н я .  Це твердження випливає з визначення транс- 
векції та пропозиції 8 .3 .

8 .7 . Теорема. К о ж н а  мат риця А  —1| а;/||І£І € М п(Я) м ож е
бут и п р едст авлен а  у вигляді добут ку  деяки х  т рансвекц ій  
т а д іагон ал ьн о ї матриці.

Д о в е д е н н я .  З попередньої пропозиції випливає, що мно­
ження матриці А  зліва на трансвекцію ї* т (а) призводить до 
матриці, всі рядки якої, за виключенням к-то, ті самі, що і у 
матриці А, а к~й рядок є сумою к то рядка матриці А  та її т -го  
рядка, помноженого на число а .  Перетворення такого типу 
ми вже застосовували у розділі 6 для того, щоб перейти від 
матриці А  до верхньо-трикутної матриці, яка має той же са­
мий визначник.

Якщо а 12 = 0, але існує такий номер к, що а и  Ф 0, то 
додаючи то другого стовпця А-й стовпець, отримаємо матри­
цю, коефіцієнт якої з номером (1, 2) буде ненульовим. Цього 
можна досягти, застосувавши множення на відповідну транс­
векцію.

Якщо ж  весь перший рядок матриці А  є нульовим, то ви­
бираємо рядок, який містить ненульові коефіцієнти. Додаю­
чи його до першого рядка, отримаємо матрицю, перший ря­
док якої містить ненульові коефіцієнти. Цього можна досягти, 
застосувавши множення на відповідну транспозицію. Отже 
можна припустити, що а 12 Ф 0. Додаючи до першого стовпця 
його другий, помножений на число ( 1  -  а п ) /а 12, отримаємо 
матрицю, коефіцієнт якої з номером { 1 , 1 ) буде одиничним.
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Тепер застосуємо ті перетворення, які ми вж е застосовува­
ли у розділі 6  для того, щоб перейти від матриці А  до верхньо- 
трикутної матриці, яка має той же самий визначник. Таким 
чином, помножив матрицю .А на відповідні трансвекції зліва, 
ми перейдемо від матриці А  до деякої верхньо-трикутної мат­
риці.

Інакше кажучи, існують такі трансвекції £*(і)т(і)(0Сі),
ЩО *ед т(о<°0 --^<і)т(і)(«і)А ~  верхньо-трикутна

матриця.
За допомогою аналогічних перетворень, застосованих до 

стовпців, можна тепер перейти від отриманої матриці до діа­
гональної матриці І). Але, як показує пропозиція 8 .6 , кожне 
таке перетворення стовпців рівносильне множенню матриці 
справа на деяку трансвекцію.

Отже, існують такі трансвекції Ки(Рі), *вСі)*,>(&). Щ°

т(1)(аі ) ^ ?0> Ф)(РЯ) ••• /̂Ц)г(1)(Рі) ~ В  —

діагональна матриця.
Ми вже відзначали, що (ікт(а))-1 = і кт{ - а ) ,  тому з отрима­

ної рівності випливає

Ми використовували ще перетворення, в результаті яких у мат­
риці міняються місцями два рядка або стовпця. Ці перетворення 
також рівносильні множенню матриці зліва або справа на наступну 
спеціальну матрицю. Покладемо

®кт

1 0 ... 0 0 0 .. 0 0 0  ... 0 0

0 1 ... 0 0 0 .. 0 0 0 ... 0 0

0 0 ... 1 0 0 . .. 0 0 0  ... 0 0

0 0 ... 0 0 0  . . 0 1 0  ... 0 0

0 0 ... 0 0 1  . .. 0 0 0  ... 0 0

0 0 ... 0 0 0  ... 1 0 0  ... 0 0

0 0 ... 0 1 0 . .. 0 0 0  ... 0 0

0 0 ... 0 0 0  . .. 0 0 1  ... 0 0

0 0 ... 0 0 0  . .. 0 0 0  ... 1 0

0 0 ... 0 0 0  . .. 0 0 0  ... 0 1

і 1
А-й стовпець от-й стовпець

—> А-й рядок

от-и рядок



8 .8 . Пропозиція. Н ехай  А  = II Off (І! s „ є  M ri{R). Тоді
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* 1

km

Оц а 12

п і  ге 2

ґ а п а 12 « 1 »

а 21 а 2 2 « 2 г е

а к-11 a f t - 1 2 * * ■ а й - 1 п

*ИЛ а т2 . . . ®тге
а к Ш а к+1 2 afe+lre

■ ■ . . . .

1 1—
і 

1-
і

а в і ~ 1 2 а т - і п

а кІ а к і а кп

а т+11 а т+1 2 ^ г е ї + і г е

г 3
е 

■
►

-і

Л ге 2 а пп J

« 1 4 - І  а Ш ° 1 * + 1 « И п - 1 а ік  а 1 г е і + 1

ö 2 f c - l  a 2 m а 2 * + 1  ' ■  ■ ® 1 т - І а 2к а 2т+1

л г е * - 1  а пт ö n Ä + l а п т - 1 а пН а пт+1

Д о в е д е н н я .  Покладемо »* т  = І Ні 5 тобто

І1 , якщо і = і  Ф к,тщ
1, якщо ( і , і )  = (А,тп)(і,у) = (лг, А);

0, в усіх інших випадках.

!1 О/  ̂Ні — і ] Ні 5і, /5 ге'

Тепер будемо мати

* і І 7 < л  ;

а,Ire
а.2л

Якщо і  Ф А, /п, то = а ІГ Нехай у — А, тоді

При і  =  т  маємо

Аналогічно розглядається і добуток &ктА.

Vlk a tm Smh  ̂ а і т'

11 =. ґі о Сй/ті) __ _
и іт  u i k * k m  a i k ¥
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Частина третя

9. БІНАРНІ АЛГЕБРИЧНІ ОПЕРАЦІЇ, ЇХ ВЛАСТИВОСТІ

В математиці дуже мало понять, які були б більш первісні, ніж по­
няття бінарної алгебричної операції. Ми вже маємо досить багатий 
набір конкретних алгебричних операцій, досить багато знаємо про їх 
властивості. Тепер ми маємо можливість осмислити цей конкретний 
матеріал з більш загальних позицій. Те загальне, що мають розгля­
нуті вже операції, можна виділити у наступному визначенні.

Нехай М  — множина. Бінарною  алгебричною  операц ією  (а б о  з а ­
коном  ком п озиц ії) на  м нож ині М будем о нази ват и  в ідобр аж ен н я

(: М  ( М  » М

дек ар т ова  к вадр ат а  м нож ини М  у цю ж  м нож ину. Т аким  чином, 
кож ній  упорядкован ій  парі ( а , Ь)  елем ент ів м нож ини М  ст авит ься  
у відповідн іст ь одн озн ач н о  визначений елем ент  /ґа , Ь) т ієї ж  м но­
ж ини М. Е лем ен т  ( ( а ,  Ь) нази ваєт ься  ком позицією  елем ен т ів  а  і Ь 
відносно д а н о ї операції.

Для запису композиції елементів о і & частіше всього виписують 
а та & у відповідному порядку, відділяючи їх  спеціальним характе­
ристичним знаком даної операції, наприклад, а  + Ь. З позначень 
знаків бінарних алгебричних операцій, які використовуються 
найбільш часто, вкажемо «+» та «■», Закон, що позначається знаком 
«+», називається частіше всього додаван н я м , а відповідна компози­
ція елементів а  + Ь називається їх  сум ою; у цьому випадку говорять 
також про ади т и вне  позначення бінарної алгебричної операції. За­
кон, що позначається знаком «•», називається частіше всього м но­
ж енням , а відповідна композиція елементів а  -Ь називається їх  до­
бут ком ; у цьому випадку говорять також про м ульт ип лікат ивне  
позначення бінарної алгебричної операції. В  останньому випадку 
часто крапка опускається, тобто замість а  ■ Ь пишуть просто аЬ. Слід



9. Бінарні алгебричні операції, їх властивості 67

пам’ятати, що у більшості випадків ці позначення досить умовні. 
Розглянемо тепер деякі приклади бінарних алгебричних операцій.

1) Додавання на множинах цілих, раціональних та дійсних чисел.
2) Множення на множинах цілих, раціональних та дійсних чисел.
3) Нехай М  — множина. Р (М )  — множина всіх  перетворень мно­

жини М , тоді композиція f  © g  дає приклад бінарної алгебричної 
операції на множині Р (М ).

4) Нехай М  — множина, В (М )  — його булеан. Відображення
(Х ,У )----- > X  п  Y, (X , У ) і X  и  У, (X , У)  ---- » X  \ У, (X , У ) > ХДУ,
X , У с  М , дають приклади бінарних алгебричних операцій на мно­
жині В (М ).

5) Додавання, множення та комутування на множині матриць 
M J R ) .

6 ) Додавання та множення дійсних функцій (тобто перетворень 
множини R).

7) Відображення (п, к )  > пк, п, к є  N , дає приклад бінарної -
алгебричної операції на множині натуральних чисел.

8 ) Відображення (п, к ) -----» НСД(л, к), (л, к )  > НСК(п, &), п,
k e 'Z ,  дають приклади бінарних алгебричних операцій на множині 
цілих чисел (при цьому ми вважаємо, що НСД(л, к), НСК(л, к) > 0).

9) Додавання та векторне множення у просторі JÜ3.

Розглянемо деякі важливі властивості бінарних алгебричних опе­
рацій. При цьому будемо користуватись мультиплікативною формою 
запису операції і робити ілюстрації для адитивної форми запису.

О перація н а  м нож и н і М  н ази ваєт ься  ком ут ат и вною , якщ о  
ab  ■* ba для  к о ж н о ї пари елем ент ів а , Ь є М.

Для адитивної форми запису це виглядає так: а  + b =  Ь + а.
Комутативними будуть операції додавання та множення на мно­

жинах цілих, раціональних та дійсних чисел; операції п , и  та Д на 
булеаві В(М); додавання матриць; додавання та множення дійсних 
функцій; операції НСД, НСК на X; додавання векторів у просторі Rz.

Якщо маємо три елементи а, Ь, с є М , то з них можливо утворити 
наступні два добутки (якщо не змінювати порядок їх  слідування): 
а (Ь с)  та (a b )c .

О перація н а  м нож и н і М  н ази ваєт ься  асоц іат ивною , якщ о

(ab)c  = аф с ) 

дл я  к ож н о ї т рійки елем ент ів а, Ь, с є  М.

У адитивному запису: ( а  +  Ь) +  с «  а  +  (Ь + с ) .
Для чотирьох елементів а, b, с, d  добутків уже значно більше: 

( ( a b ) c )d ,  ( a b ) ( c d ) ,  ( a ( b c ) ) d ,  a ( b ( c d ) ) ,  a ( ( b c ) d ), Інакше кажучи, 
кожному добутку елементів а, b, с, d  відповідає деяке розташування 
дужок між  ними. Якщо операція асоціативна, то отримуємо, наприк­
лад, ( ( a b ) c ) d  = (a b  ) ( c d ) . І така рівність має місце і в більш загаль­
ному випадку, як показує наступна теорема.
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9.1. Теорема. Я к щ о  б ін арн а  операція на  м н ож и н і М  є асоц іа­
т ивною, то р езу льт ат  їі послідовного за ст осу ва н н я  до к ож ­
ного ск інч ен ного  набору елем ент ів м нож ини  М  не залеж и т ь  
від розт аш уван н я  дуж ок  м іж  ними ( порядок сл іду ван н я  еле­
м ент ів не зм іню єт ься і) .

Д о в е д е н н я .  Розглянемо довільний скінченний набір еле­
ментів а г, а 2, ..., а п множини М . Скористаємось індукцією за 
числом п. Якщо п = 1, 2, то доводити нічого, для п — 3 твер­
дження випливає з закону асоціативності. Припустимо тепер, 
що п > 3 та твердження вже має місце для скінченних на­
борів, кількість елементів у яких менша ніж  п. Покажемо, 
що кожний добуток елементів а х, а 2, «„(у  даному порядку
слідування) співпадає з деяким фіксованим добутком. У цій 
якості виділимо так званий лівонорм ований  добу т ок ’.

( ... (((а1о2)# з)^4) •*,) я п_і))лл.

Тепер розглянемо довільний добуток елементів а 1г а 2, ..., а п 
(у даному порядку слідування). При цьому будемо виписува­
ти тільки зовнішні дужки, оскільки для добутків, що склада­
ються з меншої ніж п кількості елементів, твердження теоре­
ми є вірним і тому внутрішнє конкретне розташування дужок 
не має значення.

Отже, розглянемо добуток (а1... а,)(а(+1 ... а п). Мають місце 
наступні два випадки: £ + 1  = п т а (  + 1 <л..

У першому випадку кожний добуток елементів а 1, а 2, ..., 
а п- 1  (У даному порядку слідування) співпадає за індуктивною 
гіпотезою з їх  лівонормованим добутком, а тому, помножив 
справа на елемент о„, отримуємо лівонормований добуток еле­
ментів а х, а 2, а п (у даному порядку слідування). Розгляне­
мо тепер другий випадок. Застосовуючи закон асоціативності, 
будемо мати

(а г...  а,)(а<+ 1 ... а п) -  (ох... а і)((а( + 1 ... а п_ г)ап) =

((ах... а()(а? + х ... &п--\))ап =  { ,.,( ( (а 1а 2) а 3)и і ) . . . ) а п _ х) )а п,

З теореми 9.1 випливає, що кожне розташування дужок при зна­
ходженні добутку елементів а 1, а 2, а п (у даному порядку сліду­
вання) приводить до одного й того ж  результату. Тому далі взагалі не 
будемо писати ніяких дужок і записувати добуток елементів 
а г, а 2, . . . ,  а п (у даному порядку слідування) просто як а 1а 2 . . . а п, 
зважаючи на ту обставину, що у кожній конкретній ситуації можли­
во розташувати дужки так, як це потрібно для даної конкретної си­
туації.

Для скороченого запису добутку елементів а 1, а 2, а п (у даному 
порядку слідування) будемо використовувати також наступне позна­
чення:

®1» 2̂> "■> = ГТ1 5 і <. п
У випадку, коли а х, а 2, . . . ,  а п = а, добуток а 1а 2 ... а п позначають 

через а п і називають л-м степенем елемента а.
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9.2. Наслідок. Я к щ о б ін ар н а  операція н а  м нож и н і М  є а со ­
ціат ивною , то для  кож ного  елем ент а а  є  М  т а довільних  
п,т  є  N м аю т ь місце р івност і

а па т = а п + т, {а п)т -  а пт.

У випадку, коли використовується адитивний запис, для бінарної 
операції замість П  л, використовується уже звичний запис £  a it

1 < І <, п 1 < І <t п
замість степеня елемента говорять про його кратне:

па = а  +  ... + а.
' п

Твердження наслідку 9.1 для адитивного запису виглядає так:

п а  + т а  =* (л +  т )а, т (па) = (т п)а.

Е лем ент и а , Ь нази ваю т ься  перест авним и а б о  комут уючими, 
якщ о ab  =  Ьа.

Для переставних елементів має місце рівність (ab)n =  а пЬп при 
довільному п є N . Дійсно,

(ab)2 =  ab ah = a(ba)b  = a{ab)b  -  (аа)(ЬЬ) *= а 2Ь2,

a далі індукцією за числом п:

{ab}’1 = (аЬ)п~г(аЬ) = (a"~ibn~1)ab  = a n~l(bn~1a)b  =  a n~1(bn~2(ba))b ш

— a n l bn 2(ab)b  = a n~1(bn~2a) Ь2 =  ... = a n~1ab  Ьп~г = а" Ь".

Використовуючи аналогічні аргументи, можна довести і більш 
загальне твердження.

9.3. Пропозиція. Н ехай  н а  м нож ині М  з а д а н а  б ін ар н а  асоц іа­
т ивна операція. Я к щ о  а 1, а г, .... а п — т ак і елем ент и м нож и­
ни М , що apij = aJ а£ і, j, 1 < і, j  < п, то

( а ^  ... а „ Г  =  cfa™ .. .а ”

для довільн ого  т є  N.

У адитивному запису ця рівність виглядає так:

m (at + а 2 + ... + а п) = т ах +  т а2 + ... + т ап.

Нехай на множині М  задана бінарна операція. Е лем ен т  г  є  М  
називаєт ься  цент ральним , якщ о він  перест авний з кож ним  елем ен­
т ом м нож ини М. С укупніст ь вс іх  ц ент ральни х елем ент ів н ази ­
ваєт ься цент ром  М  і бу де  позначат ися через ^(М ).

Н еп уст а м н ож и н а S, на якій  за д а н а  б ін арн а  асоц іат и вна опера­
ція, н ази ваєт ься  напівгрупою . Н ап івгрупа н ази ваєт ься  ком ут ат ив­
ною, якщ о її операц ія  ще й ком ут ат ивна.

Наведемо зараз приклади напівгруп.
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Множини цілих, раціональних та дійсних чисел відносно опе­
рації додавання утворюють комутативну напівтрупу.

Множини цілих, раціональних та дійсних чисел відносно опе­
рації множення утворюють комутативну напівтрупу.

Нехай М  — множина. Множина Р(М ) всіх  перетворень множини 
М  буде напівгрупою відносно композиції f  ©  g  перетворень за теоре­
мою 3.1 . Як ми бачили раніше, ця напівтрупа не е комутативною.

Нехай М  — множина. Булеан В{М ) цієї множини буде комута­
тивною напівгрупою відносно операцій (Х ,У )----- > Х п У ,  (X , У )  »
X  и  У, (X , У )  » X  \ У, (X , У ) > ХДУ, X , У с  М , за  теоремою 1.1.

Множина квадратних матриць М п{Я) буде комутативною на­
півгрупою відносно операції додавання та напівгрупою відносно опе­
рації множення матриць за теоремою 5.1.

Множина всіх дійсних функцій (тобто перетворень множини Е) 
буде комутативною напівгрупою відносно звичайних операцій дода­
вання та множення дійсних функцій.

Множина всіх цілих чисел буде комутативною напівгрупою 
відносно операцій (п, к )  » НСД(д, к), {п, А) » НСК(п, к), п, к є Z.

Векторний простір 7?а буде комутативною напівгрупою відносно 
операції додавання векторів.

Наведемо також ще один важливий приклад.
Нехай М  — непуста множина, яку будемо називати алф авіт ом , 

а елементи цієї множини будемо називати буквам и . Через позна­
чимо множину всіх скінченних наборів елементів множини М . Виз­
начимо операцію на Р м за наступним правилом:

( в 1, а 2 1 •••» а „ ) ( Ь і і  Ь 2 ,  ■■■> ^ / » )  =  (® і*  ^2* к т ) .

Ця операція, яка називається ще конкатенацією, очевидно асо­
ціативна. Таким чином, відносно цієї операції Рм стає напівгрупою. 
Рм  називають вільн ою  напівгрупою  н ад  алф авіт ом  М . Ми можемо 
ототожнити набір, що складається з одного елемента, з самим цим 
елементом, і отримати більш звичайний запис набору (а1, а2, ..., а„) 
у вигляді добутку а г а 2... а п. У цьому більш звичному вигляді і запи­
сують елементи вільної напівтрупи Рм, Елемент іо = а г а 2 ... а п вільної 
напівгрупи Рм  природно називати словом , а число п — довж иною  
цього слова. При цьому два слова а 1а 2 ... а п та Ьу Ь2 ... Ьт тоді і  тільки 
тоді будуть рівними, коли п = т  та = Ь( для кожного 1 й і  < т.

Нехай на множині М  задана бінарна операція. Е лем ен т  е є  М  
н ази ваєт ься  нейт ральним  елем ент ом  відносно д а н о ї операції, якщ о

а е  = еа  — а  

дл я  кож ного ел ем ен т а а  м нож ини М.

Нейтральний елемент, якщо він існує, буде єдиним. Якщо опера­
ція на множині М  записується мультиплікативно, то частіше вико­
ристовується термін одиничний елемент; якщо операція записується 
адитивно, то говорять про нульовий елемент, у цьому випадку буде­
мо позначати його через 0 ^, так що визначення нульового елемента 
виглядає наступним чином: а  +  0м = 0м + а ~ а  для кожного елемен­
та а  є  М.
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Відносно операції додавання на множинах цілих, раціональних 
та дійсних чисел нульовим елементом буде число 0 .

Відносно операції множення на множинах цілих, раціональних 
та дійсних чисел одиничним елементом буде число 1 .

Нехай М  — множина. Р(М ) — множина всіх перетворень множи­
ни М . Композиція f  © g  має одиничний елемент, ним буде тотожна 
підстановка £м.

Нехай М  — множина, В(М ) — його булеан. Операції п , и , А 
також мають нейтральні елементи. Для операції п  ним буде множи­
на М , а два двох інших операцій нейтральним елементом буде пуста 
множина.

Відносно операції додавання на множині матриць М п{Щ  нульо­
вим елементом буде нульова матриця О, відносно операції множення 
матриць одиничним елементом буде матриця Е .

Відносно операції додавання дійсних функцій нульовим елемен­
том буде функція, що дорівнює 0 для кожного значення аргументу; 
відносно операції множення дійсних функцій одиничним елементом 
буде функція, що дорівнює 1  для кожного значення аргументу.

Відносно операції (п, к )  > НСД(п, к) на множині цілих чисел
нейтральним елементом буде число 1. Операція (п, к )  > НСК{п, к),
п ,к  є  2 ,  не має нейтрального елемента.

У просторі Д3 відносно операції додавання нульовим елементом 
буде нульовий вектор.

Н ап івгрупа, що м ає одиничний елем ент , н ази ваєт ься  напівгру- 
пою з одиницею.

Нехай на множині М  задана бінарна операція. П ідм н ож и н а  5’ 
м нож ини М  н ази ваєт ься  ст алою  відносно операц ії, якщ о дл я  к о ж ­
ної пари елем ен т ів  а ,Ь  є  5  їх  ком позиція аЬ т а к о ж  н алеж и т ь до  Б.

Це означає, що звуження бінарної операції, заданої на множині 
М , на її під множину 5  буде бінарною операцією на під множині 5 . 
Наприклад, підмножина всіх парних чисел буде сталою підмножи- 
ною 2  відносно операції додавання, в той час, як множина всіх не­
парних чисел не буде сталою відносно цієї операції.

9.4. Пропозиція. Н ехай  на  м нож ині М  з а д а н а  б ін ар н а  оп ера­
ція . Я к щ о  Б  — сист ем а ст алих  п ідм нож ин м нож ини М , то 
перет ин  п  й підм нож ин ц ієї сист еми т ак о ж  бу де підм нож и- 
ною, ст ал ою  відносно д а н о ї операції.

Це твердження очевидне.
Слід відзначити, що об’єднання сталих підмножин не буде ста­

лою підмножиною. Наприклад, підмножина 2 2  всіх  парних цілих 
чисел та підмножина 3 2  всіх цілих чисел кратних 3 будуть сталими 
відносно операції додавання, а їх  об’єднання не містить числа 
5 =  2 + 3 і отже не буде сталою підмножиною.

Нехай С — довільна підмножина множини М , в  — система ста­
лих відносно операції підмножин, кожне з яких містить С. Тоді пе­
ретин п  5  буде найменшою сталою підмножиною, яка містить у собі 
С. Ц я п ідм н ож и н а н ази ваєт ься  ст алою  п ідм нож иною , породж еною  
підм нож иною  С.
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Нехай на множині М  задана бінарна операція, яка має одинич­
ний елемент є. Е лем ен т  а  м нож ини М  м ає обернений , якщ о існує 
т акий елем ент  х ( він  і н ази ваєт ься  оберненим  до  а ), що а х  = х а  =  е.

Якщо операція асоціативна, то обернений до а  елемент буде 
єдиним. Дійсно, якщо у  — елемент, що також  має властивість 
ау — уа =  е , то

у = еу  = {ха)у  = х(ау) = хе =  х.

Тому далі єдиний обернений до а  елемент будемо позначати через 
а г1. З самого означення видно, що (а - 1 )-1  == а.

Якщо операція записується адитивно, то замість елемента, обер­
неного до а , будемо говорити про елемент, прот илеж ний до а , цей 
елемент будемо позначати через - а ;  отже визначення протилежного 
елемента виглядає так:

а  + ( -а )  = ( - а )  + а  = 0М.

9.5. Пропозиція. Н ехай  на м нож ині М  з а д а н а  б ін ар н а  асоц іа­
т ивна операція, я к а  м ає одиничний елем ент  е. Я к щ о  елем ен­
ти о,. а 2, . . . ,  а п м аю т ь обернен і у м нож ин і М , то їх  добут ок  
а ха 2 . . . а п т ак о ж  м ає обернений і

(Пі а2 ... ая)~1 = ... ау1.

Дійсно, маємо

(а ха 2 ... а п) ( а ;1а^_ 1 ... аГ1) = (.аха 2 ... а п_х) (а па ^ ){а^ _  1 ... а^1) = 

— ( а ха 2 ... ап-іХ а л - 1 =  =

9.6. Наслідок. Н ехай  Р  — напівгрупа з  одиницею . Тоді під- 
м нож и н а и(Р) всіх  тих елем ент ів, щ о м аю т ь обернені, буде  
ст алою .

Наявність одиничного елемента та елемента, оберненого до а , 
дозволяє визначити всі цілі степені цього елемента. Покладемо

а 0 =  е , а~п =  (а-1)", п <= N.

У адитивному запису це виглядає так:

Оа = 0М, (~п)а = п {-а ) .

9.7. Пропозиція. Я к щ о  б ін ар н а  операція н а  м нож и н і М є а со ­
ц іат ивною , т о дл я  кож ного елем ент а а  є  М  т а довільних  
n , m є Z  м аю т ь місце р івност і

а Па т ■= а" + т , (а ’Т  =  а пт.

Д о в е д е н н я .  Якщо п, т  > 0, то рівності вж е доведені у 
наслідку 9 .2 . Якщо хоча б одне з цих чисел дорівнює нулю, то 
рівності тривіальні. Нехай п, т  < 0, тоді

а па т = (а- 1 )-п(а-1)-"і = (0 - 1)-я-К-т) = (а - 1)-(я+т.) = а *+т <
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(аЛГ  = ( ( а Т 1) ~т -  (((а '1)’ п)“1)“т  =  Ца~1)п)~пг -  

= ((а~п))~т = af_nK“m) = а лт.

Нехай тепер п > 0, т < 0, п > -т ,  тоді

а па т — а ... а  ( а 1) ... (а-1) = а  . . .  а  =  а" + т. 

п пг п -  (~т)

Якщо п >  С, т < 0, п < -т ,  тоді 

а па т = а  ... а (а-1) ... (о-1) = (а-1) ... (а-1) = (а 1Г (и + т) = а п + т.

п ~т (~т) ~ п

Розглянемо тепер другу рівність. Нехай тепер п > 0, т  < 0, 
тоді

(а*)»* = ((an)-1)-m -  ((a-1)”)"" = = а-'-'1'") = anm.

Якщо п < 0, т > 0 , то

( а п) п  = (((а-1)-'1)'" = (a-1)<“n)m = (а-1) ~пт  = a-t-nm> «= а""1.

Нехай М , S  — множини, на яких задані бінарні алгебричні 
операції, що позначаються символами □  та +  відповідно, та нехай 
f  ; м  > S  — відображення. Ц е  в ідображ ен н я  н ази ваю т ь гомомор­
фізмом, якщ о

fix  О у )  = f(x) *  f (y)

для  дов ільн и х  елем ент ів х, у є  М.

Про відображення f  говорять ще, що воно зберігає операції або 
узгоджено з операціями.

І н ’єкт ивний гомоморфізм називаєт ься мономорф ізмом, сю р’єк- 
т ивний гомоморфізм н ази ваєт ься  епіморфізмом, і б ієкт ивний гомо­
морфізм н ази ваєт ься  ізоморфізмом.

Якщо f : М  і S  — ізоморфізм, то з теореми 3 .3  випливає існу­
вання оберненого відображення f~ l : S  > М . Якщо и, v — довільні
елементи множини S , то и = fix ), v = fiy )  для деяких елементів 
ж, і/є М . Тепер

П и  +  v) = п т  +  fiy)) = Ґ 4 / ( х  П у ) )  = х О у  = ГЧ и) □  f~4v).

Це означає, що відображення f~l : S  > М  також буде ізомор­
фізмом.

М нож ини М, S, на яки х  за д а н і б інарн і алгебри чн і операції, н а зи ­
ваю т ься ізоморфними, якщ о існує ізоморфізм одн ієї з  них на  інш у; 
цей ф акт  будем о п означат и т ак  М  ~ S.

Якщо М  — множина, на якій задано бінарну алгебричну опера­
цію, то її вивчення має дві сторони. Перша відповідає на питання
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які об’єкти є елементами множини М , а друга вивчає властивості 
операціі на цих об’єктах.

Відповідно до цього і вивчення М  можна проводити з різних то­
чок зору. Можна вивчати зв ’язки між індивідуальними властивостя­
ми елементів та їх підмножин і їх  властивостями по відношенню до 
операції. Такий підхід є присутнім при вивченні конкретних мно­
жин, таких, наприклад, як груп підстановок, груп перетворень пло­
щини та простору, груп симетрій і т.і.

Однак можна вивчати і ті властивості, що цілком визначаються 
через властивості операцій. Цей підхід є характерним для загальної 
алгебри, він і приводить до важливого поняття ізоморфізму. Він ви­
ник досить давно, але входив у алгебру дуже повільно. Ще Р. Декарт 
говорив про суттєву спільність математичних дисциплін: “Хоча їх 
об’єкти різні, вони залишаються узгодженими між  собою в тому, що 
розглядають в цих об’єктах тільки різні співвідношення або про­
порції, які в них знаходяться".

Уточнюючи цю узгодженість, Г. Лейбніц вводить у розгляд за­
гальне поняття ізоморфії (він називає це “подібність”) і можливість 
ототожнювати ізоморфні співвідношення або операції. Він наводить 
приклад ізоморфізму, який став класичним. Це відображення 
х  > log х  множини всіх додатних дійсних чисел з операцією мно­
ження на множину всіх дійсних чисел з операцією додавання.

Поняття ізоморфізму було знайомо Е. Галуа для груп підстано­
вок. Але у загальному вигляді це поняття з ’являється у теорії груп у 
середині X IX  століття. Елементи множин М , S , що відповідають один 
одному при ізоморфізмі, мають однакові властивості відносно опе­
рацій. Загальна алгебра вивчає лише ті властивості, які зберігають­
ся при ізоморфізмах.

10. ГРУПИ

У попередньому розділі ми вже привели всі поняття, необхідні для 
того, щоб дати одне з  ф ундам ент альних понят ь алгебри  — понят ­
тя групи.

Н ап івгрупа з  одиницею  Сї, кож ний елем ент  я к о ї м ає обернений , 
нази ваєт ься  групою . Ін а к ш е  каж учи , група  — це м н ож и н а О, на  
якій  з а д а н а  б ін ар н а  алгебри чн а операція ( х ,у )  |— -> ху, х, у  є <3, я к а  
задовольн я є наст упним  ум овам  ( аксіом ам  групи) :

Щ  1) операція асоц іат и вна, т обт о х ( у г )  =  (х у )г  для  всіх  ел е­
м ент ів х, у, г  Є (3;

Щ  2) С? м ає одиничний елем ент  е , т обт о елем ент , що м ає в л а ­
ст ивіст ь хе =  ех  ~ х дл я  кож ного х є  Сї;

Щ  3) к ож ен  елем ент  х  є  Є м ає обернений , т обт о т акий ел е­
м ент  ж“ 1, що жж-1 =  ж-1ж = е.
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Якщо операція в групі комутативна, то група називається абеле- 
вою (на честь норвезького математика Абеля). Як правило, у абе- 
левій групі використовується адитивний запис операції, так, що ак­
сіоми абелевої групи виглядають наступним чином:

(АИ 1 ) операц ія  ком ут ат ивна, т обт о х  + у ~ у + х  для  всіх  
елем ент ів х, у е  <3;

(АЦ 2 ) операція асоц іат ивна, т обт о х  + (у  + г )  (х  + у )  + г для  
всіх елем ент ів х, у, з .є  <?;

(Ай 3) Сг м ає нульовий елем ент  0а, т обт о елем ент , що м ає  
власт ивіст ь х + 0а = х для  кож ного  х  є  в ;

(АО 4) к ож ен  елем ент  х  є  О м ає прот илеж ний, т обт о т акий  
елем ент  - х ,  що х  + ( -я )  =  0С.

Самий термін “група” належить видатному французькому мате­
матику Еваристу Галуа. Серія досліджень, що приводить до поняття 
групи, це “теорія підстановок”, яка розвинулась з робіт Лагранжа, 
Вандермонда, Гаусса, Руффіні, Коші, присвячених знаходженню 
коренів алгебричних рівнянь. В цих дослідженнях були отримані 
перші результати теорії груп.

Але реальним засновником теорії груп вважається Галуа, який 
звів вивчення алгебричних рівнянь до вивчення пов’язаних із ними 
груп підстановок, він перший увів поняття нормальної підгрупи та 
зрозумів його важливість, він розглянув групи, що мають спеціальні 
властивості, йому належить ідея “лінійного представлення” груп, і 
цей факт показує, що він підійшов до поняття ізоморфізму.

Геніальні роботи Галуа довгий час залишались незрозумілими, 
розповсюдження його ідей проходило значно пізніше його трагічної 
загибелі у роботах Ж . Серре та “Трактаті про підстановки” К. Жор- 
дана. Досягнення теорії Галуа стимулювали інтенсивне вивчення 
скінченних груп підстановок, і на першому етапі розвиток теорії груп 
проходив спочатку у рамках теорії скінченних груп підстановок. Виз­
начення “абстрактних” груп було дано А. Кеді у середині X IX  сто­
ліття.

Однак навіть дослідження скінченних абстрактних груп досить 
довгий час сприймались як частина теорії підстановок. І лише напри­
кінці X IX  століття почався усвідомлений розвиток автономної теорії 
груп. Під впливом геометрії, топології, теорії диференціальних 
рівнянь виникла необхідність вивчення нескінченних груп перетво­
рень. Відомий німецький геометр Ф. Клейн зв ’язує геометрії з відпо­
відними групами перетворень.

Ідея групи та пов’язані з нею ідеї інваріантності й симетрії усві­
домлювалась досить довгий час. Усюди, де суттєву роль грає симет­
рія якогось об’єкта (алгебричного або диференціального рівняння, 
кристалічної решітки або геометричної фігури і т .і.), виникає група 
перетворень (рухів, замін змінних, підстановок, індексів), що збері­
гають цей об’єкт. Групи виступають тут як міра симетрії і викорис­
товуються для класифікації цих об’єктів.

Це пояснює, чому теорія груп має надзвичайний успіх у геометрії, 
аналізі, теоретичній фізиці.
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Визначення групи можна ослабити.

10.1. Теорема. Н ап івгруп а  (7 т оді і т ільки  т оді бу де  групою, 
к оли  вона м ає праву одиницю, т обт о т акий  ел ем ен т  ег, що 
х ег = х  дл я  кож ного  елем ент а х  є О, т а коли  дл я  кож ного  
елем ен т а х  є О існує правий обернений, т обт о елем ент  хТ із  
власт ивіст ю  х х Г — е г

Д о в е д е н н я .  Якщо (7 — група, то її  одиничний елемент 
буде і  правою одиницею, а елемент, обернений до х , буде і 
правим оберненим. Навпаки, нехай напівтрупа б  задовольняє 
умовам даної теореми. Покажемо, що права одиниця буде од­
ночасно і лівою одиницею. Маємо

ерсхг =  егег = еГ = XX г

Помножимо тепер обидві частини рівності еуххг =  ххГ на 
правий обернений до х г, і будемо мати еГх ег = х ег, тобто еух, = х. 
Отже ег — ліва одиниця. Нехай и — довільна права одиниця, 
V — довільна ліва одиниця, тоді V = ои — и. Це означає, що 
е г — єдина права, та ліва одиниця в О.

З рівності х х г — ег отримуємо х гх х г — х Ге = х г. Для елемента 
х г існує правий обернений. Множимо обидві частини остан­
ньої рівності справа на цей елемент і отримаємо х Ґхе  = х х г — е, 
тобто х г = дг1.

10.2. Теорема. Н ап івгрупа О т оді і т ільки  т оді бу де  групою, 
коли  дл я  дов ільн и х  елем ент ів а, Ь є Ц р івн я н н я  а х  =  Ь т а  
х а  =  Ь м аю т ь р о з в ’язки.

Д о в е д е н н я .  Якщо в  — група, то рівняння а х  = Ь має 
розв’язок х — а_16 , а рівняння х а  = Ь має розв’язок х  — Ьаг1, 
Навпаки, нехай (7 — напівгрупа, в якій указані рівняння ма­
ють розв’язки. Зокрема, рівняння а х  = а  має розв’язок, який 
позначимо через е. Нехай Ь — довільний елемент (7, позначи­
мо через с розв’язок рівняння ха  = Ь. Маємо тоді

Ье =  (са)е =  с(ае) = са  =  Ь,

тобто е — права одиниця для б . Правим оберненим для до­
вільного елемента о є (7 буде розв’язок рівняння х а  = е, і ми 
можемо застосувати теорему 1 0 . 1 .

Група <7 н ази ваєт ься  скінченною , якщ о м н ож и н а  її елем ент ів  
ск інч ен на. Я к і  для множин, кількість елементів скінченної групи (7 
будемо позначати через | (7 [ і  називати порядком групи О. Група, що 
не є скінченною, називається нескінченною.

10.3. Теорема. С кінченна нап івгрупа  в  т оді і т ільки  тоді 
бу де групою, коли  дл я  довільних  елем ент ів  а , Ь , с  є Є із  р ів ­
нянь аЬ =  а с  т а Ьа = са  завж ди  вип ли ває Ь = с.

Д о в е д е н н я .  Якщо О — група, то елемент а  має оберне­
ний, тому з рівняння аЬ = ас  (відповідно Ьа = са)  випливає
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Ь ~ еЬ = (а~1а)Ь =  а~\аЬ) — а  \ ас ) =  (а  ха)с = ес -  с 

(відповідно Ь = Ье =  Ь(аа~г) =  (6а)а_1 = (са)а~1 ■ с(ао-1) = се -  с).

Навпаки, нехай Є = {^ , йп}. З умов теореми випливає, 
що всі елементи а в г, ..., а в п будуть попарно різними. Це озна­
чає, що <7 =  {айГі, а^п}, зокрема, Ь є  { а ^ , а£„}. У свою
чергу це означає, що рівняння а х  =  Ь має розв’язок у групі в .  
Аналогічно доводиться, що і рівняння ха  =  Ь має розв’язок у 
групі в .  Тепер можна застосувати теорему 10,2.

Раніше, ніж  розглянути приклади груп, розглянемо важливе по­
няття підгрупи, а потім розглянемо разом і приклади груп і прикла­
ди їх  підгруп.

Н ехай  О — група, С т ала п ідм нож ина Н  групи О н ази ваєт ься  її 
підгрупою, якщ о Н  буде групою відносно зву ж ен н я  на  Н  операції, 
за д а н о ї у (?. Той ф акт , що Н  — підгрупа  О будем о п означат и  т ак :
н < о .

10.4. Теорема (критерий підгрупи). Н еп уст а п ідм нож ина Н  
групи  в  т оді і т ільки  т оді буде підгрупою, коли  викопую т ься  
наст упні умови:
(вО 1) якщ о х, у є  Н, т о ху  є  Н ;
(БО 2) якщ о х  є Н , то і ж_і Є Н .

Д о в е д е н н я .  Якщо Н  — підгрупа, то умова (БО 1) випли­
ває з означення. Нехай ен  — одиничний елемент Н , тоді для 
довільного елемента х  є  Н  будемо мати х ен  =  х  (зокрема, 
можна докласти х — ен ). Елемент х має обернений у групі О, 
тому з останнього рівняння отримаємо

х 'ххен  = Ж- 1 Ж = е.

Таким чином е є  Н . Оскільки одиничні елементи О та Н  
співпадають, то елемент, обернений до х  в Н  буде оберненим 
до х  у О. Зокрема має місце й умова (БО 2).

Навпаки, нехай підмножина Н  задовольняє умовк (БО 1), 
(БО 2). З умови (БО 1) отримуємо, що Н  — стала підмножи­
на С. Зокрема звуження на Н  операції, заданої у О, буде 
бінарною операцією на Н , Ця операція асоціативна, оскільки 
асоціативною є операція в усій групі (?. Якщо х  є Я ,  то згідно 
(БО 2) і ж- 1  € Н . За умовою (БО 1) е = х х - 1  є Н , зокрема, е буде 
одиничним елементом і для Н . Нарешті, остання аксіома гру­
пи випливає з умови (БО 2 ).

10.5. Наслідок. Н еп уст а п ідм нож ина Н  групи О т оді і т ільки  
т оді бу де  підгрупою, коли  виконуєт ься н аст уп на ум ова:
(БО 3) якщ о х, у є Н, то ху~г є  Н.

Д о в е д е н н я .  Покажемо, що умова (8 0  3) рівносильна 
умовам (БО 1) та (БО 2). Очевидно (БО 3) випливає з обох 
умов (БО 1), (БО 2). Нехай має місце (БО 3). Якщо х  є  Н , то 
е — жж”1 є Н . Далі ж- 1  = еж"1 є Н , так що (БО 2) має місце.
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Нарешті, нехай у є Н , Уже було доведено, що і у 1 є  Н , а 
тому ху  = х(у_1)_1 є  Н , отже і (БО 1) має місце.

Нехай б? — абелева група з адитивною операцією. На б? можна 
визначити операцію віднімання  за наступним правилом: х ~ у — х + (- у ). 
Наслідок 10.5  для цього випадку виглядає так:

Н еп уст а п ідм н ож и н а Н  ади т и вної а б ел ев о ї  групи  б? т оді і 
т ільки т оді бу де  підгрупою, коли  виконуєт ься н аст уп н а умова: 

(ЄО 3) якщ о х, у є  Н , то х  -  у є Н.

10.6. Наслідок. Н ехай  б? — група, Н  — її  п ідгрупа. П ідм н ож и ­
на К  £  Н  т оді і т ільки т оді буде п ідгрупою  групи  67, коли  
вона є підгрупою Н.

10.7. Наслідок. Н ехай  б? — група, Є — сист ем а підгруп групи в. 
П ерет и н  п  5  підгруп цієї сист еми т ак ож  буде підгрупою  (7.

Д о в е д е н н я .  Нехай Й = п  в ,  х, у £ 5 . Нехай и  — довіль­
на підгрупа із  системи б, тоді ху- 1  є  17, і отже ху"1 належить 
перетину всіх таких підгруп, тобто 5 . Залишилось застосува­
ти наслідок 10.5 .

Нехай 67 — група, Н  — її підгрупа, М  — її  деяка підмножина.
П ок л а дем о

СН(М ) =  {х є  Н  \ х д  = §х  для  кож ного  g  є М }.

П ідм н ож и н а  СН(М ) н ази ваєт ься  цент ралі зат ором  підм нож ини  
М  у підгрупі Н,

Якщо М  = {а}, то замість Ся({а}) будемо використовувати корот­
ший запис Сн(а). Слід відзначити, що С(б7) = Сс(С7).

10.8. Наслідок. Н ехай  £  — група, Н  — її підгрупа, М  — 
п ідм нож ина. Ц ент ралізат ор  СН(М ) буде підгрупою групи 67. 
З окрем а, цент р г((3 ) т акож  буде підгрупою  б.

Д о в е д е н н я ,  Нехай х, у є  СН(М ), g  є М . Застосовуючи 
асоціативний закон, отримуємо (ху)Е = #(у£Г) = х{цу) = (хд)у  = 
“= (£х)у  = я(ху), звідки ху є  СН(М ). Далі, якщо обидві частини 
рівності =  бх  множити зліва на х~1, то приходимо до 
рівності х~ххр  = g = x~1gx. Знову множення обох частин цієї 
рівності на х _1 вже справа приводить до ігх- 1  =  х 'л й ,  що до­
водить співвідношення х _1 є  СЯ(М ). Залишилось застосувати 
теорему 10 .4 ,

Слід відзначити, що об’єднання підгруп не буде підгрупою. Воно 
не завжди буде сталою нідмножиною, як це можна було побачити у 
попередньому параграфі.

Нехай М  — множина. Сист ем а  1 її підм нож ин н ази ваєт ься  
локальною , якщ о дл я  к ож н ої пари п ідм нож ин Н , К  є  і. існує т ака  
п ідм нож ина  і  є  1, що Н , К  с  Ь.

Спеціальним типом локальних систем є лінійно впорядковані
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системи підгруп. Сист ема  /. підм нож ин м нож ини  М  нази ваєт ься  
лін ійно вп орядкованою , якщ о для кож ної пари п ідм нож и н  Н , К  є і. 
м ає м ісце одне з  вклю чень Н  £  К  або К  с  Н .

10.9. Наслідок. Н ехай  О — група, — л о к а л ь н а  сист ем а  
підгруп групи О. 'Годі о б ’єдн ан н я  и  і. підгруп ц ієї сист еми  
т ак ож  буде підгрупою  &

Д о в е д е н н я .  Нехай V “  и  б , х, у є У. Існують такі підгру­
пи Н , К  з системи й, що х е  Н , у  є  К ,  Виберемо тепер підгру­
пу і  е  яка містить у собі обидві підгрупи Н, К . Таким чи­
ном, х, у є  Ь. Оскільки Ь — підгрупа, ху~1 є Ь  за наслідком
10 .5 , і отже ху~1 є V.
Залишилось знову застосувати наслідок 10 .5 .

10.10. Наслідок. Н ехай  (7 — група, і. — л ін ій н о  вп орядкована  
си ст ем а підгруп групи О. Тоді о б ’єдн ан н я  и  £. підгруп ц ієї си­
ст ем и т ак о ж  буде підгрупою Є.

10.11 . Наслідок. Н ехай  Є — група, Н г < Н 2 ^ ... ^ Н п< ... — 
зрост аю ча сист ем а підгруп групи  (З. Тоді о б ’єдн ан н я  и пе
підгруп ц ієї сист еми т акож  буде підгрупою  О.

Нехай М  — дідмножина групи О, Б — система всіх тих підгруп, 
які містять у собі М , Тоді перетин <М> = п $  буде за наслідком 10.7 
підгрупою групи О. Цей перетин називають підгрупою, породж еною  
підм нож иною  М , а  м нож ина М  називаєт ься  сист ем ою  породж ую ­
чих елем ент ів дл я  підгрупи <М >. Зокрем а, якщ о <М > = О, то бу де­
мо говорит и, що М  породж ує всю групу  (3. Група  <3 нази ваєт ься  
ск інченно породж еною , якщ о вон а  породж уєт ься деякою  своєю  ск ін ­
ченною підм нож иною .

Якщо Н  — підгрупа групи Є, що містить у собі підмножину М, 
то Н  містить у собі і підгрупу <М >, у цьому сенсі <М >  — найменша 
з підгруп, які містять у собі підмножину М . Ясно, що якщо М  — 
підгрупа групи (3, то <М> = М . Разом із цим ми маємо наступне 
корисне твердження.

10.12. Пропозиція. Н ех ай  (З — група, Н  — її підгрупа. Я к щ о  
М  с  Н , то <М > < Н.

Нехай х  — елемент групи О, Н  — довільна підгрупа, до якої 
належить елемент х. З теореми 10.4  за допомогою звичайної індукції 
отримаємо співвідношення хп, е = л:0, х~" є  Н  для будь-якого п є N. 
тобто {х '1 \ п е  Z} Н . З іншого боку, із пропозиції 9 .7  отримуємо 
рівність хпх~т = х п “ т, яка показує, що {хп | п е  Я) — підгрупа групи 
£? {див. наслідок 10.5). Це означає, що {хп | п є Я} = <х> — підгрупа, 
породжена підмножиною {#}, або підгрупа, п ородж ена елем ент ом  х. 
Цю підгрупу будемо називати також циклічною . Е лем ен т  у з в л а с­
т ивіст ю <у> — < х>  н ази ваєт ься  породж ую чим  елем ент ом  для  
підгрупи < х> . Згодом ми побачимо, що циклічна підгрупа може мати 
більше одного породжуючого елемепта. Груп а н ази ваєт ься  цикліч­
ною, якщ о вон а  сп івп адає  з одн ією  зі своїх циклічних підгруп.
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Розглянемо детальніше підгрупу <х> . Можливі два випадки.

(I) х п ф х т, якщо п  Ф т.

У цьому випадку підгрупа <лс> є нескінченною. Б удем о говори­
ти, що ел ем ен т  х  м ає нескінченний порядок.

(II) Існують такі цілі числа п ,  т, що п  Ф т , але х п = х т. Одне з 
чисел п ,  т  більше за інше. Нехай п > т. З рівності х п =  х т отримуе- 
мо х п ~ т — е .  Отже серед додатних степеней елемента х  деякі дорів­
нюють одиничному елементу. Нехай і  — найменше додатне число, 
ДЛЯ ЯКОГО Xі = е .  Довільне ціле число п  поділимо на * (природно з 
остачею): п  -  ід + г, де 0. < г  < і. Маємо

хп «  х ц + г я- х * і х г = (х‘)дх г =  хг.

За допомогою попередніх аргументів можна довести, що всі еле­
менти е  =  х ° ,  х  = х 1,  х 2 , . . . ,  X і ~1 різні. Звідси випливає, що

< х >  =  { х п | п  є 2 )  -  { я 0, х 1, х 2, . . . ,  Xі - 1 } .

У цьому випадку будемо говорити, що елем ент  х  м ає скінченний  
порядок. П орядком  елем ент а х  н ази ваєт ься  н ай м енш е ненульове  
нат уральне число і, я к е  м ає власт ивіст ь X і = е. П озн ач ен н я : \ х  [ = і.. 
Із самого означення випливає рівність | х ) — [<х>|. Слід підкреслити,
що І Є І =  1 .

Група н ази ваєт ься  періодичною , якщ о к о ж ен  ї ї  елем ент  м ає  
скінченний порядок.

Будем о говорит и, що група не м ає скрут у а б о  в іл ьн а  в ід  скрут у, 
якщ о к о ж ен  ї ї  неодиничний елем ент  м ає неск інченний  порядок.

Група н ази ваєт ься  м іш аною , якщ о вона м ає я к  неодиничні ел е­
мент и ск інчен ного порядку, т ак  і неодиничні елем ент и неск інч ен ­
ного порядку.

Розглянемо тепер більш детально питання про породжуючі еле­
менти циклічних груп.

10.13. Теорема. Н ехай  О = <й> — циклічна група, у є  О.
(1) Я к щ о  Сг — неск ін ч ен н а  група, то р івн іст ь <у>  = С? м ає  
м ісце т оді і т ільки  т оді, коли  а б о  у  =  й, а б о  у  = й~1.
(2) Я к щ о  група О ск інч ен на т а  | С?| = ї, т о р івн іст ь <у>  = С? 
м ає м ісце т оді і т ільки т оді, коли  у = йт, де  НСД(яг, ї) = 1.

Д о в е д е н н я .  Нехай спочатку С? = <й> — нескінченна 
циклічна група, у — її  інший породжуючий елемент. Оскіль­
ки у є <й>, то у = йт для деякого т  є  З іншого боку, 
<у>  = (3, зокрема, й є  <у>, а тому і й = уй, де й є г .  Отже, 
маємо 8  = уа =  {йт)'і = й"^. Множимо тепер обидві частини цієї 
рівності на елемент й 1 і отримаємо 8т<1 ~ 1 = е. Оскільки <й> — 
нескінченна циклічна група, це означає, що т д  - 1  = 0 , тобто 
т, аІ є  {1, -1 } .  Таким чином для елемента у  маємо тільки дві 
можливості: у = й  або у = й~1. Розглянемо тепер випадок, коли 
група Сг — скінченна. Знову маємо ^т£І ~ 1 =  е, але в цьому
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випадку це означає, що тсі -  1 = к і  для деякого к є  У. Звідси 
т й  + Ш = 1, а отже, НСД(от, 0  = 1. Навпаки, нехай 
Н С Д (т, #) = 1. Існують такі цілі числа <і, к , що пій  +  іИ =*■ 1. 
Тоді

^ — *̂1 —‘ ^гїкі + іН — ґ̂псі̂ ріЬ ==

Зокрема, ^  ̂ <{/>> і за пропозицією 10 .12  <я> 5  <у>. Та ж 
пропозиція 1 0 . 1 2  дає і протилежне включення <г/> < <я>, 
отже <у> = <Я>*

10.14. Теорема. Н ехай  О = <я> — ц и клічна група, Н  — її
підгрупа. Тоді Н  т ак ож  буде циклічною.

Д о в е д е н н я .  Оскільки Н  — підгрупа, то е є Н . Якщо 
Н  = {е}, то Н  = < е> , зокрема, Н  — циклічна. Припустимо 
тепер, що Н  містить неодиничні елементи. Усі елементи гру­
пи в  вичерпуються цілими степенями елемента є-, тому існує 
таке ціле число т, що 1 *  я"1 є  Н . Якщо т < 0, то, за умовою 
(80 2), також (ят)_1 = Я~т € Н . Це означає, що підгрупа Н  
обов’язково містить додатні неодиничні степені елемента у. 
Нехай 3  =  { й > 0 | і * Я * €  Щ . У множині Н вибираємо най­
менший елемент сі. Зокрема, ^  є  Я ,  і за пропозицією 10.12 
<ЯЙ > < Н .  Якщо х  ■— довільний елемент підгрупи Н , то х  “  я" 
для деякого п є Z. Поділимо п  на й (природно з остачею): 
п — йц + г, де 0 < г  < Я. Звідси

х = Я" = Яй,} ' г = ( Я ^ Г )  і Я" = *  (Я *)"1.

За умовою (БО 3) Я'" є  Н , а тому г  є  X . З вибору числа й 
випливає тоді, що г —■ 0 , отже х =  яге =  (Я^)*. Це означає, що 
Я  2 <ясі>. Ми вже довели, що протилежне включення також 
має місце, отже Н  — <йа>.

Узагальнимо тепер розглянуту ситуацію.

10.15. Теорема. Н ехай  О — група, М  — її  підм нож ипа. П ідгру­
па <М > ск л адаєт ься  з елем ент ів, що м аю т ь вигляд х 1х 2.. .х п, 
де  хі є  М  або  жг1 є М , И і < л , і  т ільки  з них.

Д о в е д е н н я .  Нехай У — множина всіх елементів, що 
мають вигляд х хх 2 ... хп, де х} є  М  або х^1 є  М , 1 < / ^ п. 
З теореми 10.4 випливає, що У  £  <М >. З іншого боку, із 
самого означення випливає включення М с У .  Покажемо, що 
У задовольняє умову (БО 3), із  наслідку 10.5  буде випливати 
тоді, що У — підгрупа.

Отже, нехай Яі» Я2 є  У, тоді я: = х хх2...х п, я2 = х п+1хп+2... хт, 
де є М  або х г1 є  М , 1 < у < т. Маємо

= ( * л -  *„)(*„+А + 2 ... * т )-1  = * і * 2 ... х пх £ . . .  х~п\х є  У.

Отже, У — підгрупа, що містить у собі підмножину М , Це 
означає, що <М >  < У. Оскільки і протилежне включення має 
місце, то <М >  “  У.
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На закінчення розглянемо корисну конструкцію декартового 
(прямого) добутку скінченної МНОЖИНИ груп. Нехай {?!, Оп — 
групи, В  = Ох х ... х — їх декартовий добуток як множин. На 
множині Б  визначимо операцію множення за правилом

(£ і........8 п){х і, . . . ,  х п) = ^ хх х, . . . ,  в пхп), де х} є  О), 1 < і  < п.

Оскільки б), хі — елементи однієї і тієї ж  групи <9; , то їх  добуток 
визначений у цій групі 1  < / < п, так, що ми отримали дійсно 
операцію на О, Ця операція, асоціативна:

((8 1  8 п)(х і  *„)) (ух, уп) -  ((у1у 1 )у1, (8 пх п)уп) =

“  (§і(ХіУі)> 8 гХ%п.Уп)) (^1> •"! вв)((^1 » Хп)

Якщо е; — одиничний елемент групи 1 < і  < п, то набір 
(ех, . . . ,  ея) буде, очевидно, одиничним елементом для О, Нарешті, та­
кож очевидно, що

(8 1 , 8 П)~ 1 =  (^Г1, 8 пг)‘

Таким чином, всі аксіоми групи для В  виконані. Тому далі, коли 
мова зайде про декартовий добуток груп, ми будемо розуміти під 
цим тільки що побудовану групу. Ця група називається також пря­
мим добутком груп (?!, Сп (слід відзначити, що поняття прямого 
та декартового добутку груп у загальному випадку відрізняються 
один від одного, але для випадку скінченної множини груп вони 
співпадають). Якщо всі групи — абелеві, то і їх  декартовий
добуток буде абелевою групою:

(#1 , 4 ,м *1 ’ — • х п) = ( £ А  8 ЛХ П)  -  ( * ! * ! ,  . . . ,  *„£„) -

(^1 » “ •» " ч  811)*

Якщо у кожній з груп <?,, ..., Сп операція записується адитивно, 
то адитивний запис використовується і для позначення групової опе­
рації у їх  декартовому добутку:

ОГі. 8„) + (« і, . . . ,  хп) = {йх + х и  . . . ,  £л + х п).

11. ПРИКЛАДИ ГРУП ТА ПІДГРУП

Числові групи. Множина Я  всіх дійсних чисел буде групою відносно 
операції додавання. Ця група буде вільною від скруту. Множина (} 
всіх раціональних чисел та множина Я всіх цілих чисел будуть її 
підгрупами. Група 7  дає нам приклад нескінченної циклічної групи, 
вона породжується числом 1. Для кожного п > 0 підмножина 
п 2  = {пк  ] к є 7 }  буде підгрупою 7 .  Дійсно, пк -  М  -  п{к -  і), тобто п 7
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задовольняє умову (Б в 3) і отже за наслідком 10.5  буде підгрупою
З теореми 10.13 випливає, що довільна підгрупа X співпадає з 

однією з підмножин пХу п > 0 , і інших підгруп Z  не має.
Нехай р  — просте число, (2Р = {т /(рк) | /п, й е 7 } . Дріб, що має 

вигляд т /(рк)у називається р-ічним. Очевидна рівність

т/(рк) -  г/(р$) -  (тр* -  грк)/(р к + 8)

показує, що і задовольняє умову (БО 3), отже за наслідком 10.5  ($Р 
буде підгрупою (}. Її називають (адитивною) групою р-ічних дробів.

Множина Л\{0} -  Я* усіх ненульових дійсних чисел буде групою 
відносно операції множення. Множини Ф\{0} =  0 х усіх ненульових 
раціональних чисел та множина (1 , - 1 } будуть її підгрупами, більш 
того, остання дає нам приклад скінченної циклічної групи. Відзна­
чимо, що єдиними елементами групи І2Х, які мають скінченний по­
рядок, є 1  та - 1 .

Булеан множини. Нехай А  — довільна множина, В(А) — булеан 
множини А . З теореми 1.1 випливає, що В{А) буде групою відносно 
операції Д (нагадаємо, що С А В  = (С \ В ) и  (В  \ С). Ця група буде 
абелевою, а з рівності В  А У = 0  отримуємо, що кожний елемент цієї 
групи має порядок 2 .

Груна інвертованих елементів напівгрупи. Багато важливих 
прикладів груп виникають у надрах напівгруп. Нехай 5  — напівгру- 
па з одиницею. Елемент х  є Б називається інверт ованим , якщо він 
має в 5  обернений елемент. Множину всіх інвертованих елементів 
напівгрупи 5  позначимо через ?7(Б). З наслідку 9 .6  випливає, що 
ЩБ) — стала підмножина Б. Інакше кажучи, звуження бінарної опе­
рації, що задана в 5  на Ї7(Б) буде бінарною операцією на ній. Ця 
бінарна операція асоціативна, оскільки асоціативність має місце для 
всіх елементів із £ . Одиничний елемент належить до !/(£) за самим 
визначенням, і також.за самим визначенням, кожний елемент із ЩБ) 
має обернений, який також належить до ЩБ). Таким чином, всі ак­
сіоми (Сії) — (0 3 ) виконані для £7(5).

и ( в )  ми будем о називат и групою інверт овани х  елем ент ів н а ­
півгрупи  5 .

У розділі 9 ми вже відзначали, що множина Р(А) усіх перетво­
рень множини А  буде напівгрупою з одиницею. Зокрема, оскільки 
ЩР(А)) — £(А), то множина 5(А) буде групою відносно операції мно­
ження функцій. Її називають групою п ідст ановок  м нож ини А. Для 
групи існує спеціальна назва: симетрична група степеня п. 
У розділі 8  ми відзначали, що и{М п(Щ ) -  ОЬп(Я)> зокрема множина 
СЬп(Я) всіх невироджених квадратних матриць порядку п із  дійсни­
ми коефіцієнтами буде групою відносно операції множення матриць. 
Її називають за гал ьн ою  лін ійною  групою ст еп еня  п н а д  Я.. Підмно- 
жина (ЗІ^ф) буде підгрупою в ОЬп(Я). Дійсно, з визначення операції 
множення матриць випливає, що добуток двох матриць із раціональ­
ними коефіцієнтами має тільки раціональні коефіцієнти. Якщо 
А  є СЯ,п(ф), то з теореми 8 .2  випливає, що А~1 є  <2£п(<?). Таким чи­
ном, С?І,ге((?) задовольняє умови (БЦ 1 ) — (БО 2 ), отже за теоремою 
10.4 <?£„((?) буде підгрупою СЬп(Я),
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Групи підстановок та перетворень. Нехай А  — довільна множи­
на. Ми вже відзначали, що множина S(A) усіх підстановок А  буде 
групою. Розглянемо зараз важливі приклади підгруп ц ієї групи.

С т абіл ізат ор  підм нож ини. Нехай В  — підмножина А,

St(J3) =  {не S(A) Іл(Ь) = Ь для кожного елемента Ь є В }.

Якщо її, о є  S t(B ), то для кожного елемента Ь є  В  маємо

ті © cf(fr) = я(о(Ь)) = я(Ь) = Ь,

тобто д © сг є  S t(B ), а також

b = гА(Ь) =  (те- 1  ©  я)(Ь) = (7Г~1(тт;(&)) = тг_1(Ь),

тобто і те- 1  є St(B),
Таким чином, підмножина St(B) задовольняє обидві умови (SG 1), 

(SG 2) і  за теоремою 10.4  буде підгрупою S(A). Зокрема, підгрупою 
буде S t(a) для кожного елемента а  є  А. Відзначимо також очевидну 
рівність St(B) *■= n b є в St(ö).

Нехай тепер Inv(B) = {к є  S(A } j л(В) — В }. Якщо п, а  є  Inv(B), 
b є  В , то и(Ь) =  Ь1 є  В , так що маємо

Я ©  ст(й) =  7С<СТ(&)) =  я(Ї>і) =  Ь 2 є В ,

тобто И © стє Inv(B). Оскільки тс {В) — В , то існує такий елемент Ь3 є 
В , що Ь — я(£>3), а тоді

&з “  з> “  (тг1 © я)(і>3) -  ( л 1(я(Ь3)) = я~ЧЬ),

тобто І ТГ1 є Inv(B).
Таким чином, підмножина Іпу(В) задовольняє обидві умови 

(SG 1), (SG 2) і за теоремою 10.4 буде підгрупою S(A), Слід відзначи­
ти, що St(B) < Inv(P), в той час як Inv(a) = St(a) для кожного елемен­
та а є А.

Ф ініт арні п ідст ановки . Нехай я є  S(A). Підмножина

Supp я  = {д є А І тс(а) ф а}

називається носієм  підстановки я, а її доповнення А \ Supp тс — м но­
ж и ною  нерухом их т очок п ідст ановки  я. Підстановка к  називається 
фінітарною, якщо її  носій Supp я є скінченним. Позначимо через 
FS(A) підмножину всіх фінітарних підстановок множини А. Якщо 
я, су є FS(A) і Ь є А \ (Supp 7t и  Supp а), то

7t ©  Cf{&) ■ 7l(CF(&)) =  п ( Ь )  =  Ь ,

тобто Supp (ті © cs) с  Supp я  и  Supp о, зокрема, Supp (л © о) скінчен­
ний, отже ті © су є FiS(A). Далі, нехай b е  А  \ Supp я, тоді

Ь = єА(Ь) -  (я"1 © п)(Ь) =  ( т г ^ Ь ) )  -  тг1(&).

Це означає, що Supp л-1  с  Supp я. Оскільки я =* (я-1)-1, то і 
Supp я с  Supp я-1, а тому Supp я 1 = Supp я. Зокрема, підмножина
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Supp л 1 скінченна, отже і яг1 є  ГЯ(А). Таким чином, підмножина 
F$(.A) задовольняє обидві умови (SG 1), (SG 2) і за  теоремою 10.4 буде 
підгрупою «S(A). FS(A) називають групою ф ініт арних п ідст ан овок  
множини А.

Групи симетрій. Нехай Е  = Ил, через d(x, у) будемо позначати 
відстань між  точками х , у простору Е . Відображення f  є  S (E )  будемо 
називати ізом ет рією  простору Е , якщо f  зберігає відстані м іж  точка­
ми простору Е , тобто d(f(x),  f{y)) = d(x, у) для кожної пари точок х, 
у простору Е . Сукупність всіх ізометрій простору Е  позначимо через 
Isom (£). Якщо f ,  g  є  Isom (lï), х, у є Е , то

d ( f  ©  g(x), f  © g(y)) = d(f(g(x)), f(g(y))) = d(g(x), g{y)) = d(x , y),

тобто f  ©  g  є  Isora(£).
Далі

d(x, y) = d { f{ t\ x )) ,  П ГЧ у ))) = < * (№ )) , ГЧу)) ,

тобто і є Isom(.E).
Таким чином, підмножина Iaom(B) задовольняє обидві умови 

(SG 1), (SG 2) і за теоремою 10.4 буде підгрупою S(E).
Нехай тепер М  — підмножина простору Е ,  покладемо

Sym(M) — ïsoto(J5) n  Inv(B),

інакше кажучи, Sym(M) складається з тих ізометрій простору Е , які 
переводять підмножину М  у себе. З наслідку 10 .7  випливає, що 
Sym(M) — підгрупа Isom (£). Її називають групою сим ет рій  підмно- 
жини М . Образно кажучи, група Sym(M) вимірює ступінь симетрич­
ності фігури М . Наприклад, той факт, що рівнобедрений трикутник 
є більш симетричним, ніж нерівнобедрений, можна виміряти тим, 
що група симетрій нерівнобедреного трикутника (як підмножини 
простору Я 2 — дійсної площини) складається лише з однієї тотожної 
підстановки, в той час як  група симетрій рівнобедреного трикутника 
складається з тотожної підстановки та відбиття відносно осі симетрії 
рівнобедреного трикутника. Якщо ж  розглянути групу симетрій 
рівностороннього трикутника, то вона складається уже із  шести ізо­
метрій: тотожної підстановки, поворотів на кути 120° та 240° навкру­
ги центра трикутника та трьох відбиттів відносно трьох осей симетрій 
рівностороннього трикутника. У цьому сенсі рівносторонній трикут­
ник буде більш симетричним, ніж рівнобедрений.

Симетрією молекули називається ізометрія простору, яка перево­
дить кожен атом молекули у атом того ж  типу і зберігає всі валентні 
зв ’язки м іж  атомами. Наприклад, молекула фосфору складається з 
чотирьох атомів, що розташовані у вершинах правильного тетраед­
ра, і її група симетрій співпадає з групою симетрій правильного тет­
раедра.

Досить велику симетрію мають кристали, тому група симетрій 
кристала буде їх  важливою характеристикою. Тут під симетрією 
кристала розуміється така ізометрія простору, яка зберігає розташу­
вання атомів кристала і всі зв ’язки між ними, переміщуючи кожен 
атом в атом того ж  самого елемента.
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Також важливою фізичною характеристикою є симетрія фізич­
них законів. Під нею розуміють ті перетворення координат, при яких 
закон зберігається. Так, закони механіки повинні зберігатись при 
переході від однієї інерціальної системи координат до іншої. 
Відповідні перетворення координат мають у механіці Галілея—Нью­
тона наступний вигляд (для руху по прямій):

де с — швидкість світла у пустоті. Група симетрій у першому випад­
ку називається групою Г а л іл ея —Н ью т она, а у другому випадку — 

І групою Л оренца.
Групи симетрій скінченних об’єктів можна зв'язати з підгрупа­

ми групи підстановок скінченного степеня. Розглянемо це детальні­
ше на наступних прикладах.

Нехай Р 3 — правильний трикутник. Кожній вершині трикутни­
ка приписуємо деякий номер. Оскільки кожна симетрія переміщує 
вершини трикутника, то отримуємо деяку підстановку степеня 3.

Вершині А  приписуємо номер 1, вершині В  — номер 2, а вер­
шині С — номер 3.

х' = х — оі, і' =  і, 

а в механіці спеціального принципу відносності:

х - о і  #-д:(и/е)2
■ ■' ' » ї  — і ....... _

С Тотожному перетворенню площини відпо­
відає тотожня підстановка

є =
Ґ1 2 З-1 
1 2  3\

А Б В

2 Повороту площини відносно центра трикут. 
ника на 1 2 0 ° відповідає підстановка

З 1

'1 2  З '1 

2 3 1

І
Повороту площини відносно центра трикут­

ника на 240° відповідає підстановка

2 З

_ Ґ1 2 3 )  
2 “ [ з  2  і }
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Відбиттю відносно осі АЕ  трикутника 
відповідає підстановка

1 2 3Л 
1 3  2

Відбиттю відносно осі В Е  трикутника 
відповідає підстановка

Ґ1 2 ЗЛ 
3 2 1 '

Відбиттю відносно осі СВ  трикутника 
відповідає підстановка

п, -
(1  2 З' 

2  1 3

Таким чином, група симетрій правильного трикутника — це гру­
па 5 3.

Групу симетрій правильного чотирикутника не будемо розгляда­
ти так детально. Відзначимо, що вона складається з тотожної підста­
новки в, поворотів площини відносно центра чотирикутника на кути 
90°, 180°, 270°, яким відповідають підстановки

г і 2 3 4^ Ґ1 2 3 Ґ1 2 3 4 "
Яі =

2ч 3 4 1 У
і ^  ■ 3ч 4 1 2 > я3 ~ 4\ 1 2 3 У

з двох відбиттів відносно діагоналей чотирикутника, яким відпові­
дають підстановки

(1 2 3 4̂ 1 Ґ1 2 3 4 Ч
=

I і 4 3 2 У
, ян —

3 2 1 4 У

з двох відбиттів відносно прямих, що проходять через середини про­
тилежних сторін чотирикутника, яким відповідають підстановки

Г 1
2 3

4 1 і ТІ7 ”
Ґ1 2 3 4̂

І 2
1 3 4 У

* І
, 4  3 2  1 /

Запишемо тепер таблицю множення для групи 8 ут(,Р4) у вигляді 
матриці. У першому рядку і у першому стовпці запишемо всі
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елементи групи, а на перетині рядка, що починається з елемента х,  
та стовпця, що починається з елемента у,  будемо записувати елемент 
ху.

Таку таблицю називають ще т аблицею  К ел і групи.

є ях яа я3 ч ч ч я 7

є є Я! я2 я3 ч ч ч я 7

я 1 я х Я2 Яд Е ч ч Ч
я 2 Ч Яд в я, ч Ч я7 ч
я3 я3 є Яі я2 ^6 я7 ч ч

Ч я4 я6 ч я 7 є Ч ч я3

ч Ч я7 щ Яд я2 є ч Ч
Яд яв ч ч я3 Ч є я 2

Я7 я7 ч Яд ч ч ч я2 Б

Зробимо невеликий аналіз. Елемент ст = я 4 має порядок 4, а я2 = а 2, 
я3 “  а3. Покладемо також т = я4, тоді т2 = є і з таблиці Келі можна 
побачити, що 8 у т (Р 4) = <с, х>. Елемегіти а, т не переставні: то -  ст3т. 
Групу, яку ми зараз отримали, називають групою д іедра .

Ми обмежились тут найбільш типовими прикладами груп си­
метрій. За більш детальною інформацією можна звернутися до кни­
жок [1 ], [2 ].

Лінійні групи. Лінійними групами (точніше скінченно-вимірни­
ми лінійними групами) називають групу й Ь „(й) та її підгрупи. Зараз 
і розглянемо деякі важливі її підгрупи. Ми вж е відзначали, що мно­
жина (?£,(<?) всіх невироджених квадратних матриць порядку п із 
раціональними коефіцієнтами буде підгрупою Є Ь п{Щ . Покладемо

Є Ь п( г )  =  {А є  М п(2) І беі(А) Є {1, -1 }} .

З визначення операції множення матриць випливає, що добуток 
двох матриць із цілими коефіцієнтами має цілі коефіцієнти. Якщо 
А  є  ОЬп{%), то з теореми 8.2 випливає, що А~1 є ОЬп(г ) . Таким чи­
ном, ОЬп{Х) задовольняє умови (БИ 1)—(8П 2), отже за теоремою 10.4 
ОЬп{г )  буде підгрупою ОЬп{К).

Покладемо тепер

8 Ь п{Щ  = (А е  М п(Н) | =1}.

Нехай А, В  € БЬп(Е), згідно з теоремою 8.1 беї(Аії) = г1еі(А)беі(Д) = 
~ 1, що означає включення АВ  є 5 і л(іг). Далі з тієї ж  теореми отри­
маємо також, що

1 = сіеЦЕ) ~ беЦАА-1) =  беї;(А)сІе1(А_1),

а тому і сІе^А-1) = 1, тобто А“1 є Таким чином, 8 Ь п(И) задо­
вольняє умови (БИ X)—(вО 2), отже за теоремою 10.4  5Х„(Й) буде
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підгрупою ОЬп{Н). Її називають спеціальною  л ін ій ною  групою ст епе­
ня п н а д  Я . Аналогічно визначаються підгрупи Б Ь п((}) та БЬп№).

Позначимо тепер через ТЛ(Я)  множину всіх невироджених три­
кутних (точніше верхньо-трикутних) матриць порядку п із дійсни­
ми коефіцієнтами. Нехай знову А , В е Т я(Я),  А = || 
в  =  I I  ь ц\\і<і,і<  П- С =  АВ = II См |||І £ (( / £ „ ,  та нехай і >  у. Оскільки А та 
В  — трикутні матриці, а ^ - Ь ^ — 0. Маємо тепер

Розглянемо тепер матрицю А *. Позначимо її коефіцієнти через 
х і}, 1 < і , } < п .  Теорема 8.2 дає нам коефіцієнти х і} = А;і / сІеі(А), 
1 <£,/< п. У свою чергу, А}( = (—1 (), де в }1 = |[ укт ||І£ *,т£л_і —
підматриця матриці А, отримана ви-кресленням із неї у-го рядка та 
і-го стовпця. Нехай і >  у, розглянемо довільний Л-й стовпець матриці 
S j t. Якщо Л < ], то Л-й стовпець матриці , складається з елементів

Уік = а1 й’ Ук-1 к ~ °'к-1 к’ Укк = ак к> Укк = Ук+1 0» •••) Уп-і к — 0.

Якщо і  = Л, то Л-й стовпець матриці складається з елементів

Уі к = а1 к’ Ук-1 к = ак- 1 к’ Укк ~ Ук+1 к~ Упк™ 0*

Якщо і > к >  і ,  то Л-й стовпець матриці складається з елементів

Уїк ~ а1 ** ■■■> У}-1 к = а]-1к’ У]к = а1+1к’ Укг-Ік = ак к> Укк = 0* ” і 

Якщо Л > і, то Л-й стовпець матриці складається з елементів

У і к ~ а1 А+1 > У1-1 к = а}-1 й+1» У) к = аі+1   Уй-1 й “ ак й+1 >

Звідси видно, що матриця ^ ; трикутна. Якщо у < п -  1, 0,
а тому з пропозиції 6 .1 0  отримуємо, що = (-іу ^ сіе^ й ^ ) = 0 . 
Якщо у = п - 1 ,  т о і  =  п ; у  цьому випадку всі елементи останнього 
рядку матриці дорівнюють нулю і наслідок 6 .5  показує, що 
А/г = ( - іУ +!йеі(/5; і ) = 0. Таким чином, якщо і > у, то = А}і/деЬ(А) = 
= 0. Це означає, що А - 1  є  Тя(Я). Таким чином, Т п(Я) задовольняє умо­
ви (вИ 1)—(БИ 2), отже за теоремою 10.4 вона буде підгрупою С Ьп{Я).
Покладемо ТпіЯ ) -  п  Тп(Я) та Тп{2 )  = ОЬп{ г )  п  Тя(Я).

Сц =  <*іАу + а 12Ь2 ,.+ ... + а,

Оскільки

= °  і Ь1) =  * т /  « . . .  “  * „ , =  о

■І і - 1 * ( - 1  / І  і+ 1  * і + 1  і

то також сі; = 0 . Це означає, що АВ є  ТП(Л). 
Слід відзначити також рівність

Сі і  =  а і 1*1 і +  а і 2 * 2  і +  +  а і і-А-1 і +

+ а и Ьн + а ;І+1 &і+1 ( +  ... + а 1пЬп1 — а і і Ьі

Ч і

Укк а й + 1 й + 1 *  Ук+1 к ***’ Уп-Ік
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Позначимо через ІІТ п(Щ  множину всіх унітрикутних матриць 
порядку п із дійсними коефіцієнтами. Якщо А , В  є  1/Тп(Я), 
А = ||а|,||і5 и <„, В  =  \\Ьі і \\1 і и іп ,С = А В = ‘ \\сі і \\1<іі'))іп, то, як ми тільки 
що довели, С — трикутна матриця. Ми також  довели рівність 
сн = а ііЬі (, із  якої випливає, що си  =  1 для кожного і, 1 < і < п. З цієї 
рівності також отримаємо, що матриця, обернена до унітрикутної, 
сама буде унітрикутною.

Таким чином, 17Т„(Д) задовольняє умови (ЭИ 1)— (8 Б 2), отже за 
теоремою 10 .4  вона буде підгрупою й Ь п(К ). Покладемо ?) =
-  с ь п{Я) П ит к(Н) та ит п(г )  =  С £л(2 ) п  и Т п(Л).

Позначимо через Х)а(Д) множину всіх невироджених діагональних 
матриць порядку п із дійсними коефіцієнтами. Якщо А , В  є  Пв(й), 
А = \\оц\\і<і,і<п’ С = А В = \\с1}\\1<1'ійп, то, застосовую­
чи попередні аргументи, неважко довести, що С — діагональна мат­
риця. Більш того си = аі і Ьіі для кожного і, 1 < і<  п. Зокрема, АВ  = ВА. 
З цієї рівності також отримаємо, що матриця, обернена до діагональ­
ної, сама буде діагональною.

Таким чином, задовольняє умови (вБ  1)—(вИ 2), отже за
теоремою 10.4  вона буде абелевою підгрупою С Ьп(И). Покладемо 
0 №(Ф) = <?£„($) п  В„(Я) та В я(Я) = Є І п(г )  п  В Я(Д). Зокрема, якщо 
А є  В п{2), то а п е  {1, -1 }  для кожного і, 1 < і < п .  Звідси випливає, 
що В п(Е) — скінченна абелева група і | Пд(2) |= 2П.

Матрицю А  є  М п{В) називається орт огональн ою , якщо АА1 = Е , 
тобто А- 1  -  А г. Беручи до уваги пропозицію 6 .2  та теорему 8.1,  з 
рівності АА* = Е  отримаємо

1 = (ІеМЯ) = <Іеі(А40 = det(A)det(A )̂ = ^е1;(А))2,

зокрема, ортогональна матриця завжди не вироджена.
Позначимо через Оп(И) підмножину М п{Я ), що складається з усіх 

ортогональних матриць. Нехай А, В  є  Оя(Н), тоді, за теоремою 5.2

(АВУ = В А ‘ =  В 1 А~г = (А ВГ1, та (А-1)* = (А*)* =  А = (А“1) '1.

Інакше кажучи, А В  є  О.ДЛ), А~1 є Оп{И), а це, враховуючи теоре­
му 10.4, означає, що Од(й) — підгрупа

12. ВІДНОШЕННЯ ЕКВІВАЛЕНТНОСТІ НА МНОЖИНАХ. 
РОЗКЛАД ГРУПИ В ОБ’ЄДНАННЯ СУМІЖНИХ КЛАСІВ

Ми вже відзначали раніше, що поняття відповідності й її часткового 
випадку -т- поняття відношення є одним з самих загальних понять 
математики. Конкретні важливі типи відношень визначаються тими 
чи іншими властивостями. Розглянемо зараз одне з важливих відно­
шень — відношення еквівалентності.

Нагадаємо, що б ін ар н е віднош ення н а  м нож и н і А  — це підмно- 
ж и н а  Ф декарт ового  добут ку А х А. Я к щ о а  = ( х, у )  є Ф, то будем о
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говорити, що елем ент и х, у  (у  вказан ом у  п ор я дк у ) відповідаю т ь  
один одном у при Ф. Замість запису (х , у) є  Ф будемо використовувати 
також і інший запис хфу.

Бінарні відношення таким чином є множинами, а тому їх  вив­
чення це е по суті вивчення підмножин декартового добутку А х  А. 
Зокрема можна говорити про включення одного бінарного відношен­
ня у інше, про об’єднання чи перетин бінарних відношень і т.і.

Випишемо зараз найбільш важливі властивості бінарних відно­
шень.

Рефлективність. Б ін арн е віднош ення  Ф н ази ваєт ься  р еф лекси в­
ним, якщ о д л я  кож ного  елем ент а а  є А м ає м ісце ( а ,  а )  є  Ф /а б о  м ає  
місце аФа дл я  кож ного  а  є  А ).

Транзитивність. Б інарне віднош ення  Ф н ази ваєт ься  т ранзит ив­
ним, якщ о з  вклю чень (а , Ь), (Ь, с )  є Ф завж ди  вип ли ває (а , с ) є  Ф, 
а, Ь, с є А ( а б о  з аФЬ т а ЬФс випливає аФ с).

Симетричність. Б ін арн е віднош ення  Ф н ази ваєт ься  сим ет рич­
ним, я кщ о з вклю ч ен ня  (а , Ь) є  Ф завж ди  ви п ли ває (Ь, а )  є  Ф, а , Ь є А 
( або з  аФЬ ви п ли ває ЬФа).

Антисиметричність, Б ін ар н е віднош ення  Ф н ази ваєт ься  антиси- 
метричним, якщ о з  вклю чень (а , Ь), (Ь, а )  є  Ф за вж ди  випливає  
а  = Ь, а , Ь є А (а б о  з аФЬ т а ЬФа випливає а  = Ь).

Відношення еквівалентності виникають із різних розбиттів мно­
жини А.

Сист ем а S  п ідм нож ин м нож ини А  н ази ваєт ься  покрит т ям А, 
якщ о А  = u S . П окрит т я S  нази ваєт ься  розбит т ям и м нож ини А, 
якщ о к ож н і дві р ізн і п ідм нож ини із сист еми S  м аю т ь пустий пере­
тин.

Нехай S  — розбиття множини А. Розглянемо бінарне відношення 
S(S) на множині А , що задається за наступним правилом:

(х , у )  є  З ( S )  т оді і т ільки  т оді, коли  елем ент и х т а у н а л е­
ж ат ь до одн іє ї м нож ини S  з  сист еми S.

Укажемо зараз властивості відношення 3(S ).
Оскільки А  =  u S , то для кожного елемента х  є  А  існує підмножи- 

на S  є  S , до якої належить елемент х . Зокрема, (х , * )  є  E(S). Це 
означає, що відношення 3 (S ) рефлексивне.

Відношення 3 (S ) симетричне, це очевидно.
Нарешті, нехай (x, у), (у, z) є 3 (S ), Це означає, що існують такі 

підмножини S, R  є S , що х, у є  R  та у, г  є  Я. Зокрема, у є S п  R, і 
з означення розбиття отримуємо рівність S  = Я , Таким чином, еле­
менти х, z належать до підмножина S , яка є елементом розбиття S . 
Інакше кажучи, відношення H(S) є транзитивним.

Б ін арн е в іднош ення  3  н а  м нож ині А  н ази ваєт ься  віднош енням  
ек в івален т н ост і або  прост о екв івалент ніст ю , якщ о воно реф лек­
сивне, сим ет ричне, т ранзит ивне.

Нехай 3  — відношення еквівалентності на множині А, х  є А. 
П ідм н ож и ну  [х]Е =‘ { у є А \ ( х , у ) є ' Е . }  будем о нази ват и  класом  ек в і­
валент ност і елем ен т а х.
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Слід зразу відзначити, що клас еквівалентності визначається 
кожним своїм елементом. Дійсно, нехай у В [ж]Е. Якщ о з в [у]3, то 
(у, г) є  3 . Разом із (ж, у) в  Е це дає, враховуючи транзитивність З 
співвідношення (х , г) є  3 , тобто г  є  [ж]2. Інакше кажучи, [у]2 с; [х]Е. 
Повторюючи ті ж  самі аргументи, можна довести, що і [ж]Е £  [у]Е, 
тобто [у], = [ж]2.

Оскільки (я, ас) є а , то ж Є [ж]Е. Звідси випливає, що сукупність 
всіх класів еквівалентності утворює покриття множини А. Розгляне­
мо перетин двох класів еквівалентності [х ]2 та [у]Е і припустимо, що 
цей перетин непустий. Нехай г  є  [ж]Е п  [у]2. Тоді, як ми вже відзна­
чали вище, [з ]2 =.[*]= та [д]3 =  [у]Е, тобто [у]Е = [х]Е, Звідси випливає, 
що різні класи еквівалентності мають пустий перетин, а тому систе­
ма всіх класів еквівалентності утворює розбиття Р(Е) множини А.

12.1. Теорема. Н ехай  А  — множ ина.
В ідобр аж ен н я  р: Н >---- > Р(Е) буде біскц ією  м нож ини  всіх відно­
ш ень ек в івал ен т н ост і, задан и х  н а  А, на  м нож ину всіх  роз- 
бит т ів м нож ини А

Д о в е д е н н я .  Нехай 3, © — два різних відношення екві­
валентності на множині А. Тоді існує пара (х , у), х, у в  А , яка 
належить до одного з цих відношень і не належить до іншого. 
Нехай для визначеності (х , у) є  3  \ 0 .  Оскільки (ж, у) є  3 , то 
У є Мн> і оскільки (х, у) £ ©, то у £ [ж]@.

Припустимо, що Р(3) = Р (0 ), тоді знайдеться такий еле­
мент г в А , що [г]&= [ж]н. Зокрема, х  в [г]0. Ми вже відзнача­
ли, що клас еквівалентності визначається кожним своїм еле­
ментом, тобто [г]в =  [х]е. Отже [ж]0 — [ж]Е, і ми отримали 
протиріччя, оскільки у £ [х]а . Це протиріччя показує, що 
Р(Е) Ф Р (0 ), тобто відображення р ін ’єктивне.

Нехай б  — довільне розбиття множини А . За цим розбит­
тям вище ми побудували відношення 3 (5 ), яке є відношенням 
еквівалентності. Якщо х  — довільний елемент множини А, то 
х  є 5  для деякої підмножини 5  е 5 . З визначення відношен­
ня 3(5 ) випливає, що кожен елемент підмножини 5  належить 
до класу еквівалентності елемента х.

Навпаки, нехай у — такий елемент А , що (х , у) є 3 (5 ). 
Це означає, що існує така підмножина (2 в  Б , що х, у в <2. 
У  цьому випадку х  є  5  п  Я , і з означення розбиття отримує­
мо рівність (2 = 3 .  Зокрема, у в Б. Отже клас еквівалентності 
елемента ж відносно 3(5) збігається з елементом розбиття 5 . 
Звідси й отримуємо рівність Р (3) = 5 . Інакше кажучи, відоб­
раження р буде також і сюр’ективним, а тому і бієктивним.

Наведемо те дер приклади відношень еквівалентності. Поза мате­
матикою відношення еквівалентності виникають всякий раз, коли 
потрібно проводити класифікацію об’єктів тієї чи іншої природи. 
Так, наприклад, множину всіх людей можна розбити на нації, дер­
жави і т .і.; множину всіх тварин на види і т.д.

Якщо А  — довільна множина, то можна розглянути два крайніх 
випадки: 3  = А х А та З = {(ж, ж) \ х  є  А} (діагональ декартового добут­
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ку А х  А), Усі інші відношення еквівалентності розташовані між 
цими двома крайніми позиціями.

В геометрії прикладом відношення еквівалентності є відношення 
паралельності, що визначене на множині всіх прямих площини або 
простору або на множині всіх площин простору.

Інший приклад: на множині Р — {(#, у) | х  >  0 , у > 0} розглянемо 
множину всіх гіпербол Ga — {(х, у) | ху  =* а]. Очевидно, що система 
{GB | а  > 0} дає розбиття множйни Р, так, що дійсно приходимо до 
відношення еквівалентності.

Нехай М  — множина всіх фундаментальних послідовностей 
* = ( * Л-)яе jу, що складаються з раціональних чисел. Розглянемо відно­
шення 9 на множині М , яке визначається за таким правилом: 
(s, г) б с; тоді і тільки тоді, коли

lim (хп -  уп) *  0 ,
П -> «*

тут г = (г/„)лєЛг. Неважко упевнитись у тому, що і; — відношення 
еквівалентності.

Нехай М  = [0, 1], визначимо відношення Р  за таким правилом: 
(ж, у) є Р  тоді і тільки тоді, коли х  -  у  — раціональне число. Легко 
бачити, що Р  також буде відношенням еквівалентності.

Наведемо ще один важливий арифметичний приклад.

Д ва  цілих числа а , Ь називаю т ься  конгруент ним и з а  м одулем  т , 
якщ о а  -  Ь діли т ься  н а  т ; цей ф акт  ми будем о п означат и т ак : 
а  = Ь (mod т).

Неважко упевнитись в тому, що відношення конгруентності буде 
відношенням еквівалентності. Пізніше ми більш детально розгляне­
мо властивості відношення конгруентності.

Цей приклад має таке важливе узагальнення.

Нехай G — група, Н  — її підгрупа. В изначим о в іднош ення за  
наст упним  правилом . Д ля  елем ент ів х, у є G вклю ч ен ня  (х , у )  є  І я 
м ає м ісце т оді і т ільки  т оді, коли  ху 1 є  Н .

Відношення рефлексивне: хх  1 = е є  Н , тобто (х , х ) є
Відношення симетричне: якщо ху  1 є  Н , то оскільки Н  — під­

група, вона містить також і елемент (ху~1)~1 =  (і/ ' 1)- 1 « - 1  = ухг1, тобто 
(ї/, ж) є  Xjj.

Відношення транзитивне: якщо ху у г '1 є  Н , то оскільки 
Н  — підгрупа, вона містить також і добуток цих елементів: 
{х у ^ іу г" 1) = Х2 ~1, тобто (х , г) є 2 Я.

Таким чином, 2 Я — відношення еквівалентності.
З ’ясуємо тепер, з яких елементів складається клас еквівалент­

ності елемента х  за відношенням £я . Нехай (лс, у) € Ея , тоді ху~х = 
= h є  Н . Множимо обидві частини рівності xy~l =  h спочатку справа 
на у, а потім зліва на А"1, отримаємо у =  h~lx .

П ок л а дем о  т епер

Н х  = {их  І и є Н).

П ідм н ож и н а  Н х  н ази ваєт ься  правим сум іж ним  класом  (ел ем ен ­
т а х )  групи G за  підгрупою Н .
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Таким чином, кожний елемент, еквівалентний х  (відносно 
належить до Н х. Навпаки, якщо г  є  Н х , то г  = их  для деякого 
елемента и є  Н . Маємо тепер Х2 ~1 =  х(их )- 1  ~ хх~2и~г =  и_1 е  Н , а де 
означає, що (х , г) є  І я . Отже, класи еквівалентності за відношенням 
£я  — це праві суміжні класи за підгрупою Н  і тільки вони. Звідси 
випливає, що правий суміжний клас Н х  визначається кожним своїм 
елементом (представником цього суміжного класу): якщо у є Н х, то 
Н у  =  Н х ;  два правих суміжних класи або співпадають або мають 
пустий перетин, і група буде об’єднанням всіх  правих суміжних 
класів. Інакше кажучи, система всіх правих суміжних класів за 
підгрупою Н  буде розбиттям групи. Якщо Н  =  < е> , то хН  *= {х} для 
кожного елемента х  є  С? так, що отримуємо найбільше розбиття гру­
пи О, яке складається з усіх одноелементних підмножин; якщо ж 
Н  =  <?, то отримуємо найменше розбиття, що складається з однієї 
множини — самої групи (?.

Аналогічно, нехай  т епер

х Н  -  {хи  | и є  Н).

П ідм н ож и н а  х Н  н ази ваєт ься  лівим  сум іж ним  к л асом  (ел ем ен ­
т а х ) групи  С за  підгрупою Н .

Ліві суміжні класи — це точно класи еквівалентності за відно­
шенням Ая> що визначається за наступним правилом:

Д ля елем ент ів х, у є О вклю чення (х , у )  є  Ая  м ає м ісце тоді і 
т ільки т оді, коли  у~1х  є Н .

Тому кожний лівий суміжний клас хН  визначається кожним 
своїм елементом: якщо у є  хН , то у ІІ  — хН ; два лівих суміжних 
класи або співпадають або мають пустий перетин, і група буде 
об’єднанням всіх лівих суміжних класів. Інакше кажучи, система 
всіх лівих суміжних класів за підгрупою Н  також буде розбиттям 
групи.

Відзначимо, що з такими розбиттями в групах ми вже зустрі­
чались. У теоремі 4 .2  ми розглядали у групі підмножини Р, = 
= {л є п(п) =  ї} і показали, що Р, п  Р] -  0 ,  якщо і Ф ]  та

я .  “  и  Рі = ^ 1 и Р 2 и . . . и Р п,
1 < і 5 п

Оскільки Р Л =  в ф і) , то Рп — підгрупа Також ми показали 
фактично, що Рі = т( „ © Р п.

Між розбиттями на ліві та праві суміжні класи існує такий 
зв ’язок.

12.2. Пропозиція. Н ехай  б  — група, Н  — її  підгрупа. В ідобр а­
ж ен н я  Н х  >----- > х~гН  буде бієкц ією  м нож ини  всіх  правих
сум іж ни х к л а с ів  з а  підгрупою Н  н а  м нож ину всіх  л іви х  сумі­
ж н и х  к л ас ів  з а  підгрупою Н.
Д о в е д е н н я .  Спочатку слід показати, що V — дійсно 
відображення, тобто, що воно не залежить від вибору пред­
ставника суміжного класу. Нехай у  — інший представник 
суміжного класу Н х, тоді у »  их для деякого елемента и є Н .
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За пропозицією 9 .5  у_1 =  х~хи~1, а тому у~1 е  х~хН , отже у~хН  = 
=  х~хН . Далі, відображення п — ін’ективне: припустимо, що 
х~хН  = у(Н х) = ч(Ну) =  у~1Н . Тоді у- 1  = х~хо  для деякого еле­
мента о є  Я ,  а тому у =  о-1*  є  Н х. Це означає, що Н х  = Н у.

Відображення V — сюр’єктивне: розглянемо довільний 
лівий суміжний клас гН . Маємо ч(Нг~х) = (г-1)"1#  = гН . Та­
ким чином, V — бієктивне відображення.

Нехай (З — група, Н  — її підгрупа. У кожному лівому (відповід­
но правому) суміжному класі групи (? за підгрупою Н  виберемо по 
одному представнику і об’єднаємо їх  у підмножину І т  (<3 , Н ) (відпо­
відно гТ( Ц,  Н)),  яку будемо називати повною  м нож иною  предст ав­
ників л іви х  ( відповідно п равих)  сум іж них к л а с ів  групи  (З з а  підгру­
пою Н  або  л івою  (в ідп ов ідн о  правою ) т рансверсаллю  підгрупи Н  у 
групі б. Таким чином,

О = и  хН  (відповідно <3 = и  ХІІ)
х е  ІТ (а, Н) х е  гТ (0 , Н)

і рівність х Н  = уН  (відповідно Н х  — Н у) для х , у є І Т (О, I I )  (відпо­
відно х, у  є  г  Т  ((І, Н )) означав, що х  = у.

Нехай <3 — група, Н  — її підгрупа. Я к щ о  м н ож и н а вс іх  правих  
сум іж них к л ас ів  групи  в  за  підгрупою Н  є ск інчен ною , т о говорят ь, 
що підгрупа Н  м ає в групі О скінченний ін декс , а  к іл ьк іст ь всіх  
(р ізн и х ) правих сум іж ни х кл ас ів  н ази ваєт ься  ін дексом  підгрупи Н  
в групі И. З пропозиції 1 2 . 2  випливає, що це число дорівнює кількості 
всіх (різних) лівих суміжних класів групи О за підгрупою Н , тобто 
ін декс  підгрупи Н  в групі (З м ож е бут и ви знач ени й  т а к о ж  як  
к ільк іст ь всіх  (р ізн и х ) л іви х  сум іж них к л ас ів  групи О за  підгрупою
Н. Ін д е к с  підгрупи I I  у групі (З будем о п означат и через \ И : Н  |. 
Інакше кажучи,

|(3 : Я| =  ! г Т ( б ,  Я ) І  = Цт(<3, Я)|.

У випадку, коли Я  = (З, маємо | С?: Я  | =  1, і  навпаки. Якщо група 
(? — скінченна і Я  = <е>, то | С? : Я  ] = | С? |.

Будемо говорити, що підгрупа Я  має в групі О нескінченний 
індекс, якщо множина всіх (правих) суміжних класів групи (З за 
підгрупою Я  нескінченна.

12.3. Теорема. Н ех ай  в  — група, Н , К  — т акі її підгрупи, що 
К  < Я . Н ех ай  Т  = І Т ((З, Я ), и  = І Т (Я , К). Тоді п ідм нож ина  
Я — {іи | х є  Т, и є  V} буде повною м нож иною  предст авни ків  
( л ів и х ) сум іж ни х к л ас ів  групи  (? з а  п ідгрупою  К.

Д о в е д е н н я  . Маємо

С? = и  ЇЯ , Я  =  и  и К .
( е Г  и є и

Якщо х  —  довільний елемент групи в ,  ТО X є  І І І  для дея­
кого  ̂ е  Г , Інакше кажучи, X = іЛ, де А Є Я . Знайдеться 
такий елемент и є  17, що А є иК , тобто Н — ио для деякого 
и є  К . Отже х — Іии. Звідси випливає рівність
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О =  и  Ш К.
і  є  Т , и  є  V

Нехай тепер Ш К  -  гіиК, де ї, г в  Т, и, іо в  V, Зокрема, 
іи  =  гши для деякого елемента и в  К .  Оскільки и, іи, о в  Н , то 
звідси випливає , що суміжні класи Ш  та гН  мають непустий 
перетин, а значить співпадають, 3  визначення множини Т 
випливає тепер рівність ї  = г. Множимо тепер обидві частини 
рівності іи  = 2 іии зліва на елемент Ї_1 і отримаємо и -  іти. Це 
означає, що и є иіК, а оскільки и належить також і до суміж­
ного класу иК , то суміжні класи и К  та и>К мають непустий 
перетин, а значить співпадають. З визначення множини Е/ 
випливає тепер рівність и = ю.

Інакше кажучи, рівність іи К  =  гш К  можлива тільки у ви­
падку, коли і  =  2  і и =  и>. Разом з рівністю в  =  и уєД уК  це 
означає, що підмножина В, буде повною множиною представ­
ників {лівих) суміжних класів групи О за підгрупою К .

12.4. Наслідок. Н ехай  О — група, Н , К  — т ак і ї ї  підгрупи, що 
К  < Н, П ідгруп а  К  т оді і т ільки т оді м ає ск інченний  індекс  
у  б , коли  скінченним и будут ь ін декси  | Є : Н  \ т а  | Н  : К  . 
У  цьому ви п адку  м ає м ісце р івн іст ь \ С? : К  | = | <7 : Н 11Н  : К  .

12.5. Наслідок (теорема Лагранжа). Н ех ай  (7 — ск ін ч ен н а  
група, Н  — ї ї  п ідгрупа. Тоді | С? | — | О : Н\ | Н  |. Ін а к ш е  каж учи, 
порядок підгрупи ск інч ен ної групи завж ди  буде д ільником  по­
р я дк у  вс іє ї групи.

Дійсно, покладемо у цьому випадку К  — <е> , тоді | Н  : К  | =  | Н  |.

12.6. Наслідок. П орядок  елем ен т а ск ін ч ен н о ї групи буде  
дільн и ком  порядку вс іє ї групи.

Дійсно, порядок елемента співпадає з порядком циклічної підгру­
пи, яку породжує цей елемент.

12.7. Наслідок. Н ехай  <7 — ск ін ч ен н а група. Я к щ о  \ О | — прос­
т е число, то С? — циклічна група.

Дійсно, нехай е Ф # є (7. Тоді підгрупа <£р» має хоча б один неоди­
ничний елемент, а тому |<£>| > 1. Оскільки | С?| — просте число, з 
теореми Лагранжа випливає рівність |<#>| = | <7 [, із якої отримуємо, 
що <ц> ~  <3,

12.8. Наслідок. Н ехай  Є — група, Н , К  — її підгрупи. Я кщ о  
ін декси  | О : Н  | т а  [ О : К  | ск інч ен н і, то ск інченним  буде т а­
к о ж  ін д ек с  | (3 : Н  г\К\. Б ільш  того, | (2 : Н  г\ К  \ < |Є : Н\ |<7: К\.

Д о в е д е н н я .  Нехай Ь Н  п  К , Т  =  І Т  (Я , Ь), х, у  в  Т, 
х Ф у .  Припустимо, що х К  = у К , тоді х~ху є  К . Оскільки х, у в 
Н , то х~1у в Н  п  К  =  Ь, а тому хЬ  =  уЬ . З вибору елементів х, 
у  випливає рівність х ш у. Отримане протиріччя показує, що
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суміжні класи х К  та уК  будуть різними. З того факту, що 
індекс | <3 : К  \ скінченний, випливає, що скінченним буде 
індекс | Н  : Ь  |, більш того і Н  : Ь \ < [ С? : К  |. З  наслідку 12.4 
отримуємо тоді

\в : Н  п  К\ = \0 : Н\\Н Н  п  К \ < \ а  : Н\\в  : К\.

12.9, Наслідок (теорема Пуанкаре). П ерет и н  ск ін ч ен н ої мно­
ж ини підгруп, к о ж н а  з яких м ає скінчений  ін декс , бу де  підгру­
пою ск інчен ного індексу.

Скористаємось тепер наведеними вище результатами, щоб отри­
мати більш детальну інформацію про підгрупи циклічних грун. Ра­
ніше ми вж е довели теорему 10.14, яка показує, що кожна підгрупа 
циклічної групи сама буде циклічною.

12.10. Теорема. Н ехай  (ї = <£> — циклічна група, Н  — її 
підгрупа,
(1) Я к щ о  в  — неск інчен на, Н  =  < дп> і п Ф 0, то Н  т акож  
неск ін ч ен н а, | О : Н  \ =  п ; якщ о п =  0 , то ін дек с  | О : Н\ — 
нескінченний..
(2) Я к щ о  <? м ає скінченний порядок г, то \Н \ — д ільн и к  чис­
л а  г. Н авп аки , для  кож ного д ільн и ка  сі числа г існує одн а  і 
т ільки  одн а  підгрупа порядку д , я к а  сп івп адає  з  < § да>.

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай х  — довільний елемент групи <7, 
тоді х = є* для деякого і  є ^  Ділимо к на п: к = пд +  в, де 
0 < а < п. Маємо

дк =  + * = (£»)?£» є § *н .

Звідси випливає рівність

<7 = и  &Я .
0 й 8 < п

Припустимо тепер, що я*Н = §*Н, деО  < з < £ < гс. Маємо 
тоді в 1 = gsu для деякого и е  Н , а оскільки и — ^ т дл я  деякого 
т е Д  то

g* = gSgn ë*

З того факту, що G — нескінченна циклічна група, отри­
муємо рівність t = s + пт, а з вибору чисел s, t випливає тепер 
т = 0, тобто s = t. Таким чином, всі суміжні класи gsH , де
0 < s < п, різні, а це означає, що | G : Н  \ =  п.

Нехай тепер І G І =  г <  « .  З теореми Лагранжа (наслідок 
12.5) отримуємо, що ІН  | є дільником числа г. Навпаки, нехай 
d  — дільник числа r: r  = db. Якщо припустити, що | ^  І --- и < d, 
то g*u = е і bu < bd  = г, що суперечить рівності І g  І = г. Отже
1 g* І =  d. Нехай <gv> — інша підгрупа порядку d . Тоді gvd = е, 
отже vd ділиться на г, а тому v ділиться на Ь. У свою чергу 
звідси випливає включення <g"> < <gb>. Але ж  d — |<^>j і 
d  =  \<gb>\, так що <gv> = <gh>.
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12.11. Наслідок. Група  Є т оді і т ільки  т оді м а є  т ільки  дві 
підгрупи (т обт о <е> т а О), коли  |<?( — прост е число.

Д о в е д е н н я .  Нехай # — неодиничний елемент групи О, 
тоді <#> -  (?, зокрема, група (? — циклічна. Якщ о припусти­
ти, що | і? | — нескінченний, то <е> ф < £2> *  <§>■ Д е проти­
річчя показує, що | у  | — скінченний. Враховуючи теорему
1 2 . 1 0 , отримуємо, що він мусить бути простим числом.

З теореми 1 2 . 1 0  випливає, що кожна неодинична підгрупа 
нескінченної циклічної групи має скінченний індекс. В  роботі [3] 
Ю, Г, Фсдоров довів, що і навпаки, якщо в нескінченній групі (? 
кожна неодинична підгрупа має скінченний індекс, то С — циклічна 
група.

У попередньому розділі ми розглянули розбиття групи, що склада­
ються з правих та лівих суміжних класів за деякою підгрупою. При­
родно виникає питання, чи будуть ці два розбиття (за однією і тією 
ж самою підгрупою) суттєво різними, чи вони можуть співпадати? 
Інакше кажучи, чи будуть еквівалентності та Ан  різними? Або 
точніше: для яких підгруп Н  еквівалентності £я  та Ан  (а значить і 
розбиття на праві та ліві суміжні класи за підгрупою Н ) співпада­
ють, а для яких вони різні? Зразу видно, що для абелевих груп має 
місце співпадання. Але на простому прикладі групи 8 3 можна упев­
нитись у тому, що обидві можливості мають місце.

Виберемо підгрупи

Оскільки [ Н  | = 3, то з теореми Лагранжа (наслідок 12 .5) випли­
ває, що 15 3 : Н  | “  2.

13.1. Пропозиція. Н ехай  б  — група, Н  — її підгрупа. Я кщ о  
| (? : Н  | =  2, т о дл я  кож ного  х 0 Н  м ає м ісце р івн іст ь хН  = 
= Н х  = (? \ Н.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, як праве так і ліве розбиття на 
суміжні класи за підгрупою Н  складається з двох підмножин, 
одна з яких — сама підгрупа Н . Отже другий елемент цього 
розбиття співпадає з (? \ Н .

13. НОРМАЛЬНІ ПІДГРУПИ. ФАКТОР-ГРУГіИ

Таким чином, множина всіх лівих суміжних класів групи за 
підгрупою А 3 співпадає з множиною всіх таких правих суміжних
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класів. Щодо підгрупи К , то для неї будемо мати три таких правих
суміжних класи:

К , К  © т13 = тс2}, К  ©  т23 = {т23, л},

та три таких лівих суміжних класи:

&•> 1̂3 ®  ^  = {̂ 13* ' ”̂23 ®  ̂ 1̂ 23 > ТЕ2}.

Звідси видно, що множина всіх лівих суміжних класів групи 5 3 
за підгрупою К  не співпадає з множиною всіх  правих суміжних 
класів за підгрупою К .

Нехай б5 — група, Н  — така її підгрупа, що множина всіх лівих 
суміжних класів групи О за підгрупою Н  співпадає з множиною всіх 
таких правих суміжних класів. Якщо х  є <5, то існує такий елемент 
у , що х Н  = Н у. Оскільки х  є  хН , то х  є  Н у, а значить Н у = Н х, 
тобто х Н  ~ Н х .

П ідгр у п а  Н  групи  О н ази ваєт ься  норм альною  (уО) ,  якщ о  
хН  = Н х  для кож ного  елем ент а х є  О.

Якщо А, В  — дві підмножини групи О, то покладемо 

А В  = {аЬ | а  є А, Ь є В}.

У випадку, коли підмножина А  (відповідно В ) складається з од­
ного елемента а  (відповідно Ь) замість {а}В  (відповідно А{Ь}) будемо 
використовувати більш короткий запис аВ  (відповідно АЬ). Анало­
гічно можна визначити добуток будь-якого скінченного набору під- 
множин групи. Оскільки множення елементів групи є асоціативним, 
то і множення під множин також буде асоціативним.

Д ві підгрупи А, В  називаю т ься  перест авним и, якщ о А В  = В А

Наступне твердження показує, яку роль має ця властивість.

13.2. Пропозиція. Н ехай  <3 — група, А, В  — ї ї  підгрупи. Д о­
бут ок А В т оді і т ільки  т оді бу де  підгрупою, коли  підгрупи  
А  і В  — перест авні. У  цьому випадку А В  = < А  щ В  > =  < А, В>.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що А В  — підгрупа О. Оскіль­
ки А < А В  і В  < А В , то ВА <,А В. Нехай х  — довільний елемент 
А В . Оскільки А В  — підгрупа, то згідно з теоремою 10.4  разом 
з елементом X вона містить і елемент х“1. Таким чином, х_1 = ио, 
для деяких елементів и є  А, V є  В . Маємо тепер

X -  (х "І}_1= («У) ' 1 = и~хи~г.

Знову використовуючи теорему 10 .4 , отримаємо включен­
ня и~г є А, іг 1 є В , із яких випливає, що у '1« 1 є  ВА, тобто і 
А В  < ВА, що доводить рівність А В  «= ВА.

Навпаки, нехай А В = ВА. Якщо х, у є А В , то х = а 1Ь1, 
у -  а гЬ2, Для Деяких елементів а г, а 2 є  А , Ь1( Ь2 є  В . Тепер

х у 1 =  (а 1Ь1)(а2Ь2)~1 = (а ^ Х Ь г 1̂ 1) = М М а 1) ^ 1-
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Оскільки В  — підгрупа, то за наслідком 10,5 вона містить 
елемент ЬХЬ2 і , отже (&І&21) Й21 Є = а ТОМу {Ь-іР і 1) а 2і = 
•= а 3Ь3, де аа є  А, Ь3 є  В . Таким чином,

ху~1 = а^Од&з) = (а^зї&з є  А В .

Згідно з  наслідком 10.5 АВ буде підгрупою.

Наступне твердження є дуже корисним.

13.3. Пропозиція. Н ехай  Є — група, А, В, С — т акі  її  підгру­
пи, що А  < С. Тоді (АВ) п  С — А  (В  п  С).

Д о в е д е н н я .  Дійсно, Л ( В о С ) с  А В  та А (В  п С ) с  АС = С, 
отже І А ( В  п  С) с  (АВ) п  С. Навпаки, нехай х є  (АВ) п  С, тоді 
х  = аЬ, д е  а  є  А, Ь є  В , Маємо Ь = а~1х е  АС — С, зокрема, 
Ь е В п С і х е  А(В  п  С), що доводить включення (АВ) п С с  
с  А(В  п  С), а з  ним і потрібну нам рівність (АВ) п С  = А(В  п  С).

Слід відзначити, що з включення А 5 С отримуємо, що А п  С = А, 
і доведена вище рівність може бути записана у наступному вигляді

(АВ) п С  = ( А п С ) ( Б л  С).

На жаль, у загальному випадку рівність (АВ) п  С =  (А о  С)(В п  С) 
виконується далеко не завжди.

Підгрупа групи С, яка переставна з кожною підгрупою О, нази­
вається п ерест авн ою  або  к вазін орм альн ою . Найбільш важливим 
прикладом переставних підгруп будуть нормальні підгрупи, до яких 
ми зараз повернемось. Наведемо основні ознаки нормальних підгруп.

13.4. Пропозиція. Н ехай  О — група, I I  — її  підгрупа . Н а ­
ст упні т вердж ен н я  р івносильн і:
(1) н — н орм альн а  підгрупа  <?;
(2) ( х Н ) (у Н ) =  хуН  дл я  будь-яких елем ен т ів  х, у  є (?;
(3) х~1Н х  с  Н  дл я  кож ного  елем ен т а х  є  О;
(4) х~1Н х  =  I I  дл я  кож ного елем ент а х є  С.

Д о в е д е н н я .  (1) (2) Маємо

(,хН )(уН ) = х(Н у)Н  -  х(уН )Н  =  (ху)(Н Н ).

Оскільки Н  — підгрупа, то для довільних елементів 
и, о <= Н  маємо, зважаючи на теорему 1 0 .4 , ии е  Н , тобто 
Н Н  с Я .  З іншого боку, оскільки е  є Н , то Н  = еН  с  Н Н , а 
отже, Н Н  -  Н . Таким чином, якщо підгрупа Н  нормальна, то 
(хН )(уН ) = х у ІІ.

(1) =!> (3) Для кожного х є  О маємо

х~гН х  -  (х~іН х )е  £  ( х ^ Н х ^  =  (х -'Н ^ хН )  = х~1х Н  = еН  = Н.

(3) (4) Нехай Сг. Тоді х~1Н х  £  Н . Але ж  і для елемен­
та яг1 подібне включення має місце: (аг 1)~1Нх~'1 — х Н х ~ Н ,  
тому
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Н  = (х~1х)Н (х  1дг) = х  Ц хН х х)х  с  х гН х ,

і отже, х~хН х  =  Н .
(4) => (1) Маємо

хН  =  х{х~хН х)  = (хх~г)Нх: = еН х  = Н х .

Наведемо деякі стандартні нормальні підгрупи. Зразу домовимось 
використовувати для запису того факту, що підгрупа Н  нормальна в 
групі О наступне позначення Н  <1 Є.

Очевидно, <е>  <1 б  та <7 <3 О. Якщо група О не має інших нормаль­
них підгруп, то Є називається прост ою групою. Антипод простої гру­
пи — група, всі підгрупи якої нормальні. Такі групи називають за­
раз дедек ін дови м и  на честь Р. Дедекінда, який ще в 1897 р. отримав 
опис скінченних груп із цією властивістю [4]. Очевидно, кожна абе- 
лева група є дедекіндовою. З наслідку 1 2 . 1 1  випливає, що прост а  
аб ел ев а  група  —* це група прост ого порядку. Також  слід відзначити, 
що кожна підгрупа центра С(С) групи (? буде нормальною.

13.5. Наслідок. Н ехай  О — група, 5  — си ст ем а норм альних  
підгруп групи  в . П ерет ин  п  £  підгруп ц ієї сист ем и т ак ож  
бу де норм альною  підгрупою  в .

Д о в е д е н н я .  Нехай 3  = п й .  З наслідку 10 .7  випливає, 
що 5  — підгрупа. Нехай х  є  в ,  д  є <7. Якщ о и  — довільна 
підгрупа із системи 5 , тоді х  є  І/, а оскільки II — нормальна, 
вона разом з елементом х  містить і д~гхд . Звідси випливає, що 
^ х д  належить до перетину всіх підгруп системи 5 ,  тобто до 
5 . Залишилось застосувати пропозицію 13.4 .

13.6. Наслідок. Н ехай  С? — група, і. — л о к а л ьн а  си ст ем а нор­
м альн и х  підгруп групи Є. Тоді об'єдн ан н я  и  і. підгруп цієї си­
ст ем и т а к о ж  бу де норм альною  підгрупою  <?.

Д о в е д е н н я .  Нехай V  = и  і .  З наслідку 10.9  випливає, 
що V  буде підгрупою. Нехай х  Є V, у  є  О. Виберемо тепер 
підгрупу І  е і ,  яка містить у собі елемент х. Оскільки Ь  — 
нормальна підгрупа, то разом з елементом х  вона містить І 
ц^хц. Звідси випливає, що ^ хх д  є V, і за пропозицією 13.4 
підгрупа V також нормальна.

13.7. Наслідок. Н ехай  б  — група, і. — л ін ій но вп орядкована  
си ст ем а норм альних підгруп групи в . Т оді об 'єдн ан н я  и/. 
підгруп цієї сист еми т ак ож  буде норм альною  підгрупою С.

13.8. Наслідок. Н ехай  С? — група, Н 1 < Н 2 <, ... < Н п <
зрост аю ча си ст ем а норм альних п ідгруп групи  (7. Тоді о б ’єд ­
н ан н я  підгруп ц ієї сист еми т ак ож  бу де норм альною
підгрупою  Є.

Нехай М  — підмножина групи (7, 3  — система всіх  тих нормаль­
них підгруп, які містять у собі М . Тоді перетин < М  > °  = п  5  буде за
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наслідком 13.5  нормальною підгрупою групи С?. Цей перетин назива­
ють норм альною  підгрупою, породж еною  п ідм нож иною  М , або  нор­
м альним  зам кн ен н я м  м нож ини М . Якщо Я  — нормальна підгрупа 
групи О, що містить у собі підмножину М , то Я  містить у собі і 
підгрупу <М >С, у цьому сенсі <М >° — найменша з нормальних 
підгруп, як і містять у собі підмножину М . Ясно, що якщо М  — 
нормальна підгрупа групи О, то <М >в = М . Разом Із цим ми маємо 
наступне корисне твердження.

13.9. Пропозиція. Н ехай  (? — група, Н  — її  н орм альн а  підгру­
па. Я к щ о  М  £  Н , то <М >°  < Н .

Якщо Я  — підгрупа групи О, то для кожного елемента х є  б  
підмножина х~хН х  буде підгрупою <?. Дійсно, нехай а , Ь є х~1Н х. 
Тоді

а  — х~хих, Ь — х~хох 

для деяких елементів и, V є Н . Маємо тепер

аЬ 1 ~ ж_1их(я:_1уд:)_1 =  х~1их(х~1о 1х) = х~1ио~1х.

Оскільки Н  — підгрупа, ии~: е  Н . Таким чином, х~гН х  задоволь­
няє умову (Бй 3) і за наслідком 10.5  буде підгрупою.

Будемо говорити далі, що підгрупи Н  і х~. хН х  спряжені за допо­
могою елемента х .

З пропозиції 13 .4  випливає, що підгрупа Н  т оді і т ільки  тоді 
норм альна, коли вона сп івп адає з  усякою  спряж еною  до н еї підгрупою.

13.10. Пропозиція. Н ехай  Є  — група, Н  — ї ї  п ідгрупа. Тоді

п  х хН х  = С огеЧ Н ) -
х е  а  ^

н орм альна п ідгрупа групи (?. Я к щ о Н  м іст ит ь у соб і нор­
м альн у  п ідгрупу К , то К  <Сотеа (Н ) . Ін а к ш е  каж учи, 
Согес(Я ) — най більш а норм альна підгрупа, що м іст ит ься в 
підгрупі Н .
Д о в е д е н н я .  Я к ми тільки що довели, х~хН х  — підгрупа 
<? для кожного х е  Є. З наслідку 10 .7  випливає, що 
Согес(Я ) — підгрупа.

Нехай тепер и є  Согес(Я ), б . Маємо

и е  (ху~х)~хН{ху~х) = ялг1#  х ^ 1,

тобто и =  ух~гоху~х для деякого елемента V е  Н , Звідси отри­
маємо 8Гхи д  — х хих е  х~хН х .  Оскільки х  — довільний еле­
мент групи С, то &~х̂  є Согее(Я ). З пропозиції 13.4  випли­
ває тепер, що Согее(Я ) — нормальна підгрупа. Далі, оскільки 
підгрупа К  — нормальна, то

К  = х~хК  х  < х  Ч і х , тобто К  < п  х 1Н х  = Согес(Я ).
х є О

За аналогією з підгрупами, будем о говорити, що елем ент и у 
сп ряж ен і у групі Є, якщ о існує т акий елем ент  и е  О, що у  = и~хуи.
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Точніше у цьому випадку будемо говорити, що елем ент и §  т а у 
сп ряж ен і з а  допом огою  елем ент а и.

Слід зразу відзначити, що відношення спряженості є відношен­
ням еквівалентності. Дійсно, £  =  е~хуе, так що спряженість є рефлек­
сивною. Якщ о g  = и~гуи, то

(ц_1)_1іГ и-1 = и д и ~ х =  и(и~ху и )  и~х = (ии~х) у (пн“1) =  у,

тобто елемент у  спряжений з елементом g  за допомогою елемента 
п '1, отже спряженість є симетричною. Нарешті, нехай §  — и хуи та 
у = у_1зу, тоді маємо

Ш ~ и~1уи ~ в  = и 1(о~1г о ) и  = и ^ о ^ го и  = (уп)_12 (уи), 

і це показує, що спряженість е транзитивною.

Якщо ж — елемент групи О, то к л ас ек в івал ен т н ост і елем ен т а  
х за  в іднош енням  сп ряж еност і н ази ваєт ься  к л асом  сп ряж еност і 
елем ент а х  і п означаєт ься  х®, інакше кажучи, х °  = {g~1xg  [ g  є  О}. 
Класи спряжених елементів складуть розбиття групи Є.

13.11. Пропозиція. Н ехай  <? — група, ї є С .  Е лем ент и и~ххи  
т а V ххо  сп івп адаю т ь т оді і т ільки  т оді, коли  и у 1 є  Се(ж).

Д о в е д е н н я .  Дійсно, якщо и~1хи = у _1ж у , т о  отримаємо 
у«"1 х и о 1 ~ х,  або {цу"1)- ^ ! ^ " 1) = х. А це означає, що 
«у-1 є Сс(ж). Повторюючи все у зворотному порядку, отримає­
мо достатність,

13.12. Наслідок. Н ехай  О — група, х  є  С?. Існ у є  б ієкц ія  м но­
ж ини х °  н а  м нож ину  {# Сс(ж) \ g  є (?}.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, розглянемо відображення ф, яке виз­
начене за наступним правилом: ф: и~хх и  » и С0{х), и є С?.

Відображення ф — ін’єктивне: якщо иС ^х) = уСє{ж), то 
цу_1 є  Са(х), і пропозиція 13.11 доводить рівність и~ххи = о~1хо. 
Сюр’єктивність відображення ф очевидна,

13.13. Наслідок. Н ехай  Є  — група, х  є  О. Я к щ о  м нож и н а х° 
ск ін ч ен н а, то скінченною  буде й індекс \ О ; Св(х) |. Б ільш  того, 
\ х Р \ ^ \ 0 : С^ х ) \ .

Нехай С? — група. Покладемо РС( Є)  = {х є  О | х с  — скінченна}.

13.14. Наслідок. Н ех ай  (? — група. П ідм н ож и н а  РС((?) є 
підгрупою.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, з рівності (g~1xg)~1 = g~1x~1g  випли­
ває, що (ж-1)0 = (ж0)-1, зокрема, якщо клас х с є скінченним, то 
скінченним буде і клас (ж 1)с .

Далі рівність g~ {̂xy)g  = 8Г1xgg~l yg  доводить включення 
(ху)°  с  ж° у ° ,  зокрема, якщо класи спряженості х° та у® є 
скінченними, то скінченним буде і (ху)°. Застосування теоре­
ми 10 .4  доводить тепер, ЩО РС(Сг) буде підгрупою.
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Розглянемо тепер множину ЦО) усіх підгруп групи <3. Я к і для 
елементів, можна довести, що відношення “підгрупи Я  і К  є спряже­
ними” буде відношенням еквівалентності на множині Ц(3). Як і  для 
елементів, будемо говорити про класи  сп ряж ених підгруп, к л а с  спря­
ж еност і підгрупи Н  буде позначат ися через  с іа ( Н )  (тут підкрес­
люється, що розглядається клас спряженості Я  у всій групі (З, бо 
можливо розглядати і  класи спряженості у підгрупах, як і містять у 
собі Я ) . З пропозиції 13.4  випливає, що підгрупа Н  тоді і тільки тоді 
нормальна в (3, коли с10(Я ) — {Я }.

Нехай (З — група, Я  — її підгрупа. П ідм н ож и н а

Я С(Я ) = {х є  <3 | х ^ Н х  = Н } 

н ази ваєт ься  норм алізат ором  підгрупи  Я  у групі О.

13.16. Пропозиція. Н ехай  <? — група, Н  — її підгрупа. Норма- 
л ізат ор  НС(Н) бу де  підгрупою групи  (?.

Д о в е д е н н я .  Нехай х  є  Я е(Я ), тоді х~гН х  = Н . Звідси 
отримуємо, що і хНх~г = (аг1)- 1 # * - 1  =  Я ,  тобто ж“1 є Я С(Я ). 
Нехай тепер х, у є  Иа{Н ), маємо

( х у ) гН {ху) = \Ггх~1Н ху = у~1{х~гН х)у  - у~1Н у = Н ,

тобто разом з елементами х, у  підмножина Я С(Я ) містить і їх 
добуток. За теоремою 10.4 Я е(Я ) буде підгрупою.

Образно кажучи, Я е(Я ) — це найбільша підгрупа, в якій Я  нор­
мальна.

13.16. Пропозиція. Н ехай  О — група, х  є О. Е лем ен т и  и~1Н и  
т а о~1Н о  сп івп адаю т ь т оді і т ільки  т оді, коли  по- 1  є Я 0(Я).

Доведення аналогічне доведенню пропозиції 13 .11 .

13.17. Наслідок. Н ех ай  в  — група, Я  < О. Існ у є  б іекц ія  м но­
ж и ни  с1с(Я )  н а  м нож ину  {^ Я ^ Я ) | # є  (?}.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, розглянемо відображення ф, яке ви­
значене за наступним правилом:

ф: и_1х и  » ц Я с(Я ), и є О.

Відображення ф — ін’єктивне: якщо цЯс(Я ) = оЯ с(Я ), 
то ии- 1 є Я с(Я ), і пропозиція 13.16  доводить рівність 
и хН и — о 1Н о . Сюр’ективність відображення ф очевидна.

13.18. Наслідок. Н ехай  <3 — група, Н  < Є. Я к щ о  м нож ина  
с ів (Н )  ск ін ч ен н а, т о скінченною  бу де й ін д ек с  |(? : Я С(Я)|. 
Б ільш  т ого, | с1с(Я ) ( = | С?: Я С(Я)|.

З п .(2) пропозиції 13 .4  випливає, що множина всіх суміжних 
класів групи (3 за нормальною підгрупою Я  буде сталою відносно 
операції множення підмножин. Більш того, відносно звуження цієї
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операції ця множина буде групою. Дійсно, асоціативність операції 
множення підмножин ми вже відзначали вище, зокрема, множення 
суміжних класів є асоціативним. Одиничним елементом буде сама 
підгрупа Н :

(хН )Н  =  хН Н  = хН , Щ х Н ) = (Н х)Н  ■> (хН )Н  = х Н ,

Нарешті, оберненим елементом до суміжного класу х Н  буде еле­
мент хг1! ! :

(х Ю іх ^ Н )  -  {хх~')Н = еН  = ( х гх )Н  = (х -'Я Х х Н ).

Ц ю  групу н ази ваю т ь фактор-групою групи  0? за  норм альною  
підгрупою Н  і позначаю т ь через О /Н .

Слід відзначити, що деякі властивості групи унаслідуються усі­
ма Ті фактор-групами. Наприклад, якщо С? — абелева, то і  кожна її 
фактор-група буде абелевою. Дійсно, маємо х Н  уН  = хуН  — у х Н  = 
= уН  хН  для кожної нормальної підгрупи I I  і довільних елементів х, у 
групи О.

А ось інші властивості, наприклад, властивість “бути нескінчен­
ною”, не переносяться на всі фактор-групи. В  цьому можна упевни­
тись, розглянувши (адитивну) групу 2  цілих чисел та її підгрупу п 2 .  
З теореми 1 2 . 1 0  випливає рівність \ г / п г \  = п ,  яка показує, що не­
скінченна група Z  має скінченні фактор-групи. З іншого боку, оче­
видно, що будь-яка фактор-група скінченної групи буде скінченною. 
Таким чином, одне з перших природних питань, яке виникає при 
розгляді кожного конкретного класу груп X, це питання про те, чи 
буде X  замкненим відносно формування фактор-груп?

З фактор-групами пов’язане також інше питання. Якщо Н  — <е>, 
то для кожного елемента х  є  б  маємо хН  = х< е>  = {ж}, а також 
хН  уН  = {ж}{р} = {ху}. Це показує, що фактор-група 0 /< е >  практично 
нічим не відрізняється від групи (? (використовуючи термінологію 
наступного параграфа можна сказати, що б  та С?/<е> ізоморфні). 
Зокрема, вони мають однакові (алгебричні) властивості.

Ф акт ор-група О /Н  н ази ваєт ься  власною , якщ о Н  — неодинична  
норм альна п ідгрупа.

Більше півстоліття тому почалося вивчення впливу множини всіх 
власних фактор-груп групи на будову всієї групи. Деякий підсумок 
цих досліджень підведено у книзі Л . А. Курдаченка, X . Отала та
І. Я . Субботіна [5].

Якщо х, у  — елементи групи б , то елем ент  [х, (/] = х~^у_1ху буде­
м о нази ват и  ком ут ат ором  елем ент ів х т а у. Якщо ху  = ух, то 
звідси послідовно отримуємо у~гху = х  та потім х~1у~^ху =  1 ; навпа­
ки, повторюючи теж саме у зворотному порядку, із рівності [де, у] “ 1  
отримаємо ху  = ух . Таким чином, елем ент и х  т а у т оді і  т ільки  
т оді перест авні, коли  [ж, у] =  1 .

П ідгруп у групи  <3, породж ену п ідм нож иною  {[де, у] | х, у є  С}, 
нази ваю т ь ком ут ант ом  або  похідною  підгрупою  групи  С? т а п озна­
чаю т ь через  [в , О].
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З очевидної рівності g~l [x, y]g  = [g~'xg, fT 1yg] випливає, що 
D = [G, G] — нормальна підгрупа групи G. На роль комутанта вказує 
наступне твердження.

13.19. Пропозиція. Н ехай  G —- група.
(1) Фактпор-група G/[G, G] — а б ел ева .
(2) Я к щ о  Н  — т ак а  норм альна підгрупа групи G, що G /H  
а б ел ева , то [G, G ] < Н.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, розглянемо фактор-групу G /D , де 
D = [G, G]. Для кожної пари суміжних класів xD, yD маємо

[xD, yD] = {xD )-\yD )-l {xD){yD) = (x~lD) { y lD){xD)(yD) ■

= x^ y^ xyD  ■> [x, y]D = D,

що доводить абелевість G/D. Нехай тепер Н  — така нормаль­
на підгрупа групи G, що фактор-група G /H  — абелева. Анало­
гічним чином можна довести рівність Н  = [ж, у]Н , із якої 
випливає включення [х , у] є Н  для кожної пари елементів 
х, у є  G. Звідси випливає включення [G, G] < Н .

14. ГОМОМОРФІЗМИ ГРУП

Розглянемо спочатку факторизацію звичайних відображень. Нехай 
А  — множина, на якій задано відношення еквівалентності З, і  введе­
мо нову м нож ину А /2 , елем ент ам и я к о ї будут ь к л аси  ек в ів ал ен т ­
ност і з а  в іднош енням  еквівалент ност і 2 . Ц ю  м нож ину будем о н а­
зиват и ф акт ор-м нож иною  м нож ини А  з а  в іднош енням  ек в івал ен т ­
ност і Е. Разом з цим виникає наступне відображення

оЕ : А  > А /Е ,

що визначається за наступним правилом:

<Js(a) = [а]Е, а  в  А .

В ідо бр а ж ен н я  а2 нази ваєт ься  канон ічною  сю р ’єкц ією  А  на  ф ак­
т ор-м нож ину А /Е .

Нехай А, В  — множини, f :  А  > В  — відображення. Пов’яжемо
з цим відображенням бінарне відношення Д(f), яке визначається за 
наступним правилом: (ж, у) є Д(f) тоді і тільки тоді, коли /(ж) = f(y), 
х, у  є  А . Відношення Д(f), очевидно, рефлексивне: /(ж) = f(x ); симет­
ричне: рівності f(x ) — f(y) та f(y) = f(x )  рівносильні; транзитивне: з 
рівностей f(x ) =  f(y )  та f{y) = f{z) випливає f{x )  = f(z), x, у, z є A. 
Таким чином, A(f) — відношення еквівалентності на множині А.

Розглянемо фактор-множину A /A (f) та пов’яжемо з нею відобра­
ження : A /A (f) —> Im f ,  яке визначається за наступним правилом:
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V f  (Г°]ад) = Я«) для кожного класу еквівалентності [а]Д(Л є  А/А(/).
Перш за все потрібно упевнитись у тому, що \)/̂ визначено корек­

тно, тобто не залежить від вибору представника класу еквівалент­
ності. Дійсно, нехай с — елемент множини А, для якого [с]д(Л ==
[а]Д(Л. Тоді за самим визначенням відношення Ai f)  маємо /(а) — fie), 
що і доводить коректність.

Відображення ^  є біективним: для кожного елемента b є Ira / 
існує елемент а & А з  властивістю Ь = f(a ), так що маємо Vf ([а]ад) = 
= f ( a ) = Ь, тобто vj/j, — сюр’єктивне; якщо ([а]Д(Л) = у , ([с]ад), то 
за визначенням \|/̂ маємо f(a )  = Де), а це означає, що (а, с) є Д{/) і 
отже [с]ад “  [°]д(лг таким чином ^ — ін’єктивне, а отже і бієктивне.

Нарешті, розглянемо такий добуток відображень jD ©  ^  © стД(Л, 
де D ** Іш /, a jD — канонічна ін’єкція D в В. Для довільного елемен­
та а є  А. маємо

j D ©  © аЛ(Л(а) = j D(wf (от (а))) -  iD (y f (Іа]д(Л)) -  jD{f{a ))  = /(а).

Оскільки область визначення відображення j D © © стд(л збіга­
ється з А, а область значень — з В , то отримаємо рівність f  = 
= ]D ©  \\if ©  ад(л. Підводячи підсумок, сформулюємо все доведене вище 
у вигляді наступної теореми.

14.1. Теорема. Н ех ай  А, В  — м нож ини, f  : А ----- > В  — в ідобра­
ж енн я .
(1) віднош ення A(f), визначене за  правилом ;
(х , у) є A i f)  т оді і т ільки т оді, коли  f ix )  = f(y), х, у  є А, 
е віднош енням  еквівалент ност і на  м нож ині А.

(2) в ідобр аж ен н я  v/f : A /A (f)  > Im f, ви зн ач ен е з а  правилом :
¥ Д а 1 ад) “  f ( a ) дл я  кож ного  к л асу  ек в івал ен т н ост і
(0)д(Л є A /A(f), є біект ивним .

(3) /  ■- j D © Vf ©  СТад,

З окрем а, дов ільн е в ідображ ен н я  є добут ком  сю р’єкц ії, б іекц ії 
т а ін ’єкції.

Розклад відображення, отриманий у теоремі 14 .1 , називають 
канонічним.

Повернемось тепер до груп та їх  відображень. Природно ми буде­
мо розглядати не будь-які відображення, а ті, що зберігають опера­
цію, тобто гомоморфізми груп. Почнемо з елементарних властивос­
тей групових гомоморфізмів.

14.2. Пропозиція. Н ехай  G, U — групи, f :  G —■—> U — гомо­
морфізм.
( 1 ) f(e)  = е ц — одиничний елем ент  групи U.
(2) Я к щ о f(x ) = и, то f(x~l) =  u-1.
(3) Я к щ о  Н  — підгрупа G, то її образ f{H ) буде підгрупою в  V. 
З окрем а, f(G ) =  Im  f  — підгрупа U.
(4) Я к щ о  V — підгрупа U, то її повний прообраз  — 
підгрупа в G.
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(5) Я кщ о V — норм альна підгрупа U, т о їі повний прообраз  
f~4V) — н орм альна підгрупа в G. З окрем а,

K er f  = {х є  G\ Дх) = Єц} = /-_1(<ег7>) — н ор м альн а  підгрупа G.

Д о в е д е н н я .  ( 1 ) 3 а  визначенням одиничного елемента 
маємо ех  = х  для кожного елемента х  є  G, зокрема, ее  = е. 
Звідси отримуємо

/(<?) = f(ee )  -  Де)/(е).

Кожний елемент групи U, зокрема, Де), має обернений; 
множимо на цей обернений обидві частини останньої рівності 
і приходимо до рівності

%  = е-и Ке) = Ке).

(2) За визначенням елемента, оберненого до х, маємо 
хх~х ~ е =  х~хх. Звідси отримуємо

К х Ж х г1) =  Д хх"1) = Ке) -  %  = Де) = К хггх) = Дх~х)Дх).

Ці рівності показують, що и~1 =  Дх-1).
(3) Нехай u, V є  Д ії) , тоді знайдуться елементи а , с  є  Я , 

для яких и = Да), и = Де). Маємо u v 1 = Да)Дс_1) =  Дає-1) є ДЯ), 
оскільки Я  — підгрупа G. Згідно з наслідком 10 .5  Д Я ) буде 
підгрупою U.

(4) Нехай х , у є  Г г(У), тоді Дх), Ду) є V. Знову застосуємо 
критерій підгрупи; Дху-1) = Дх)Ду-1) -> Дх)(Ду))_1 є  V і отже 
ху-1є ГЧУ)- 3 а наслідком 10.5  ДДУ) буде підгрупою G.

(5) Нехай g  — довільний елемент групи G, х  є  f  l{V). Роз­
глянемо елемент gr~lxg, точніше його образ відносно /:

f{g~xxg) = f(g~x)Kx)Kg) = {Kë))~lK^)Kg) е V,

оскільки V <3 U. Це означає, що g~xxg  є  а отже, /- 1(У)
нормальна підгрупа G.

Слід відзначити, що образ нормальної підгрупи не завжди буде 
нормальною підгрупою; у цьому можна упевнитись, розглянувши 
канонічну ін ’єкцію ненормальної підгрупи в групу.

Н орм альну  підгрупу  Ker f  називаю т ь ядром  гомом орф ізм а  /.

Розглянемо тепер класичні теореми про гомоморфізми.

14.3, Теорема (теорема про мономорфізмн). Н ехай  G, U — 
групи. Гом оморф ізм  f : G —— > U т оді і т ільки  т оді буде моно-
морфізмом, коли  Кет / =  <е>. Я к щ о  f :  G  > U — моиомор-
фізм, то G ~ Ігп /.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, якщо f  — мономорфізм, то з х Ф е 
випливає Дх) Ф Де) =  еи. Це означає, що жодний неодиничний 
елемент х  не може належати до K er f, отже K er f  — <е>.
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Навпаки, нехай Кег / =  <е>, х, у  — такі елементи групи G, 
що f {x ) ■*> f(y ). Тоді маємо

^  = т  =  f(xy-') = f w f u r 1) =  f t x x m r 1,

і отже ху_1 є Кег /. Це означає, що ху~1 =  е, тобто х  — у, а 
значить, f  — ін’єктивне відображення.

14.4. Теорема (теорема про епіморфізми). Н ех а й  G, U — гру­
пи, f :  G  > U — епіморфізм. Тоді група U ізом орф на до фак-
тор-групи G /Кег f.

Д о в е д е н н я .  Покладемо для зручності Н  =  Кег /. Роз­
глянемо відношення еквівалентності Д(/). Я к і в попередній 
теоремі можна показати, що рівність f (x ) =  f(y) рівносильна 
f(xy~l) = е , інакше кажучи, (х , у) є Д(/) рівносильне ху~1 є  Н , 
тобто A(f) З результатів розділу 12 отримуємо [х]Л(Л = хН
для кожного х  є  G, а значить G/A(f) =  G /H ,

Розглянемо тепер відображення G /H  > U, яке визна­
чається за  правилом y f (xH ) = f(x ). З теореми 14.1 випливає, 
що ^  — бієкція, так що залишається довести тільки, що ^  — 
гомоморфізм. Маємо

\\sf ix H  у Н ) = \\rf (xyH ) = f(xy) = f(x )f(y )  =  \\tf (xH ) y f (yH ).

14.5. Теорема (теорема про гомоморфізми). Н ех ай  G, V  — 
групи, f :  G  » U — гомоморфізм. Т оді G /К ег f  = Im f  < TJ.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, звуження f  до відображення 
G  > Im f  буде епіморфізмом, так що з теореми 14.4  отри­
муємо ізоморфізм Im f  ~ G /Кег f . Нарешті, з пропозиції 14.2 
випливає, що Im f  є підгрупою в U.

Розглянемо тепер деякі застосування отриманих результатів, і 
як перший крок, отримаємо опис циклічних груп.

14.6. Теорема. Н ехай  G = <g>  — ц иклічна група.
(1) Я к щ о  група G — неск інч ен на, то вон а  ізом орф на ади ­
т ивній групі Z цілих чисел .
(2) Я к щ о  G — ск ін ч ен н а  і | G | = т, то G = Z/mZ.

Д о в е д е н н я .  Розглянемо відображення f :  Z  ► G, що
визначається за правилом f(n) =  g n, п є  Z. З властивостей 
цілих степенів отримуємо

t i n + k) = *»■+* = 8 = п п ) m ,

так що f  — гомоморфізм. Оскільки кожний елемент групи G є 
цілим степенем елемента g, то f  буде епіморфізмом.

Нехай група G є нескінченною, тоді з  нерівності п Ф k  ви­
пливає, що f(n ) = g71 Ф Ф  =  f{k ) , тобто відображення f  — 
ін’єктивне, а отже буде ізоморфізмом.

Нехай тепер G  — скінченна група. У цьому випадку маємо
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I g  I = m , зокрема, g m = e , а  значить от є  K er f .  З  пропозиції
10.2  отримуємо включення <m> = mZ < K er f .  З теореми 10.14 
отримуємо, що Ker f  = <t> ~ tZ, а оскільки m  e tZ, to  m — ts. 
З теореми 14.4  отримуємо ізоморфізм G ~ G /K er f ,  зокрема,
I G/Ker f\ = m.

З іншого боку, теорема 12.10  дає рівності | Z  / mZ  j = от та 
IZ /  tZ \ = t, як і показують, що t — m . Таким чином, G = Z  /mZ.

Розглянемо інші цікаві приклади.

14.7. Приклад. Нехай о — дійсне число, а > 1, Визначимо відоб­
раження f\ R  > R*, за наступним правилом: f(x ) =  а х для кожного
х є  R. Маємо тепер f(x  + у) = а* + 9 = ах ау — f{x )f(y ), так що f  — 
гомоморфізм. Очевидно, що f  — ін’єктивне та Іш f  складається з 
усіх додатних дійсних чисел, тобто f  — ізоморфізм адитивної групи 
всіх дійсних чисел на мультиплікативну групу всіх строго додатних 
дійсних чисел,

14.8. Приклад. Визначимо відображення f : G Ln(R ) ----- > W , за на­
ступним правилом: f(A) = det(A) для кожної матриці А  є  GLn(R). 
З теореми 8 .1  випливають рівності

f(A B) = det(AB) =  det(A) d e t(B )~  f(A) f(B ),

які показують, що f  — гомоморфізм. Далі

K er / = { А е  GLJJR) \ det(A) = 1} =  S L a(R).

Зокрема, S L n(R) — нормальна підгрупа в GLn(R). Очевидно, що 
відображення f  — ін ’єктивне, і з теореми 14.4  отримуємо

G Ln{R )/S L n(R) = R*.
Аналогічно

GLn(Q )/S L n(Q ) = 0 х і GLn(Z )/S L n(Z) я  {1, -1 } .

14.9. Приклад. Визначимо відображення f :  Tn( R )  » Dn( ), за
наступним правилом:

« ї ї « 1 2 « 1 3 « 1 л —1 « 1 л  ^ « 1 1 « 1 2 0  . . 0 0  '

0 « 2 2 « 2 3 « 2 л - 1 « 2 » 0 « 2 2 0 . 0 0

0 0 « 3 3 « З л - 1 « 3 » 0 0 « . в  ■ . 0 0

0 0 0 0 « л л  , 0 0 0 .  0 а пп І

З результатів розділу 1 1  випливає, що / — гомоморфізм (/ н ази ­
ваю т ь ст ираю чим  гомоморф ізмом). Очевидно, відображення / — 
сюр’єктивне і К ег (  = и Т я(Е), зокрема 17Тл(1ї) — нормальна підгрупа 
в Т п(В). З теореми 14 .4  отримуємо ізоморфізм Тп(Е ) /и Т п(Е) = В П(Л). 
Доречно також відзначити, що и Т л(К) не буде нормальною підгру­
пою в усій групі С Ь а{Е).
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14.10. Приклад. Нехай <? — група. Гомоморфізм ф: О  > (? буде­
мо називати єндоморф ізмом  групи О. Множину всіх ендоморфізмів 
групи О позначимо через Еші((?). Ендоморфізм ф групи О, який одно­
часно є підстановкою <3, називається авт ом орф ізм ом  групи О. Мно­
жину всіх автоморфізмів групи £? позначимо через Аиі(С). Зразу слід 
сказати, що А иД в) — підгрупа групи підстановок 8 (0 ) .  Дійсно, не­
хай ф, \|/ є А и. <;(<?), тоді

(ф © у)(л:у) -  Ф(у(хг/)) = ф(ф(*)уС/)) =  ф(у{*)) ф(ч/(і/)) -  

= (ф © \|/)(*) (ф © іу)(і/),

так що ф © \|/ є  АиДС). У розділі 9 ми вже показували, що відобра­
ження, обернене до ізоморфізму, само буде ізоморфізмом, зокрема, 
відображення, обернене до автоморфізму, буде автоморфізмом. Та­
ким чином, АиІ(<2 ) задовольняє всі умови критерію підгрупи (теоре­
ма 10.4), отже Аи1 ((д) < 8(Сг).

У  групі Сг візьмемо довільний елемент §  і пов’яжемо з ним відоб­
раження іп?: О  > О, що визначається за правилом: іп„(х) -  ё~гх ё
для кожного х  є  (?. Маємо

іп^жу) =  г 1хув  = ё~1хёёГ1Уё =  іп/ж) іпг(у),

так що іп^я) — ендоморфізм. Якщо х  — довільний елемент групи О, 
то з рівностей =  ёГ1(ёхё~х)ё  = х  випливає, що іпг(ж) —
сюр’єкція; якщо іпг(;е) =  ё~1х ё  = ёГху ё  = іпг(у), то помноживши спра­
ва на ё~1> а зліва на ё> отримаємо х = у, так що іпДх) — ін’єкція, 
тобто іп^х) — автоморфізм. В ідобр аж ен н я  іпд н ази ваю т ь внут ріш ­
нім авт ом орф ізм ом , індуковани м  елем ент ом  ё<

Тепер розглянемо нове відображення Ф: О  > Аиі(<3), визначене
за таким правилом: Ф(#) =  іп^і для кожного елемента | е б . З на­
ступної допоміжної рівності

іпгЛ(ж) = (ёЩ~1х(ёЬ) = } г 1ё г~1хёН = 1г1(ё~1хё)}1 =

= іщ Д п/х» = (іпЛ © іпД а:)

випливає, що іп^ =  іпА © іпг  Тепер маємо

Ф(ёЬ) = ІП(ігА)-і = ІП -̂іА-і =  ІП^і © ІПд-і -  Ф(£) ©  Ф(й),

і це показує, що Ф — гомоморфізм.
Нехай и є  К ег Ф, тоді Ф(и) = іпи-і =» е0> отже

іп„-і(х) “  ёХ ёГ 1 "  Єс(лг) -  х

для кожного х є Сг. У свою чергу, рівність ёхё~ х — х  еквіва­
лентна ё х  = х ё  для кожного ї  є  Є , а це показує, що ё  € £,(0), тобто 
Кег Ф ^ С(<3). Протилежне включення очевидне, тому отримуємо 
рівність К ег Ф — С(бг). І т  Ф позначимо через їпп(С?), За пропозицією
14.2 Іпп((?) — підгрупа в АиДЄ), її  н ази ваю т ь групою внут ріш ніх  
авт ом орф ізм ів групи  б?. З теореми 14.5  отримуємо ізоморфізм 
Іпп(С) = О/ЩО).
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14.11. Приклад. Нехай б  — група, Я  — її  підгрупа, 
Ян = {х Я [х є  <?} — розбиття в  на ліві суміжні класи за підгрупою Я . 
Якщо ё  є  <?, то визначимо відображення тг :Я Н-  —» Яя  за наступним 
правилом: т^(хЯ) = (£х)Л . Очевидно, воно визначено коректно.

Відображення — ін ’єктивне: хН  = £(0~1хН )  =■ т ^ ^ х Я ) .
Відображення тг: — ін ’єктивне: якщо тДх) =  т (у), то # хЯ  = цуН. 

Звідси (£ х )л (ёу)  є Я ,  але (£х)_1 (я.г/) == х “1̂ '1#!/ = х~*г/> і  це означає, що 
х Н  = г/Я. Таким чином, тг — підстановка множини Яя . Розглянемо
тепер відображення *Р: О  > 5(Я Н), яке визначається за правилом:
'Р(^) = для кожного О.

Маємо

ї^ іх Н ) = (уи)(хН ) = у(ихН ) =  те(охН ) = т^тДхЯ)) =  тг © т„(хЯ),

тобто тгі) -  © т„. Тому ¥(ди) -  =  хя © т„ = *Т(£) © ¥ (у ), так що
'Р — гомоморфізм. Нехай ІГ = Кег Ф. Якщо у  є Кег Ч*, 'Р(я) =* т# = є, 
де є — тотожна підстановка множини Яя . Інакше кажучи, т/ х Н )  — 
= gxH  = х Я  для кожного х є <?. Зокрема, для х = е отримуємо

= Я ,  тобто g  є  Н . Таким чином, К  < Н .
Нехай тепер Ь  — нормальна підгрупа <■?, яка міститься в підгрупі 

Я .  Якщо і ,  то для довільного х є  С? маємо х_1̂ х = #г є і .  Звідси 
й'х =  х#1? а тому г /х Н )  «  £ х Л  *» х ^ Я  = х Я , тобто Ь  < К .

Таким чином, ІіГ — найбільша нормальна підгрупа, яку містить у 
собі Я , тобто К  — Согес(Я ),

Якщо Я  = <е>, то і К  = < е> , і за теоремою 14 .3  Т  — моно- 
морфізм, так що доведена теорема Келі.

14.12. Теорема (теорема Келі). К о ж н а  група  в  ізоморф на  
підгрупі групи п ідст ановок  д ея к о ї м нож ини.

14.13. Наслідок. Я к щ о група  С? — ск ін ч ен н а, |(?|— п, то в  
ізом орф на підгрупі групи 8 п,

14.14. Наслідок. Н ехай  група  (? міст ит ь у соб і підгрупу Н  
ск інч ен ного  індексу , \ Є: Я  [= п. Тоді Я  міст ит ь у соб і підгру­
пу К , що норм альна в усій групі <?, причому | С?/ІС | < п\.

15. КІЛЬЦЯ, ПІДКІЛЬЦЯ, ЇХ ЕЛЕМЕНТАРНІ ВЛАСТИВОСТІ. 
ПРИКЛАДИ КІЛЕЦЬ

Ми вже розглядали множини, на яких задано одну бінарну алгеб­
ричну операцію. Проте, в математиці часто доводиться зустрічатися 
з множинами, на яких задано кілька алгебричних операцій, причо­
му ці операції ще певним чином зв’язані між  собою. Я к правило 
зв ’язок між операціями забезпечується законом дистрибутивності. 
Одним з перших прикладів такого роду є множини 2 , (}, К  множина
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дійсних функцій, а також множини матриць, М п(£ ), М п(С?), М п(Я). 
Історично, витоки теорії кілець та полів з ’являються в теорії чисел 
та в теорії поліномів, основні поняття теорії полів з ’являються в 
теорії Галуа. Сформувавшись, це поняття знайшло численні засто­
сування у різних розділах алгебри й інших математичних дисцип­
лінах.

М нож и на  Я, на як ій  за д а н о  дв і бінарн і алгебри чн і операц ії — 
додаван н я  т а  м нож ення, н ази ваєт ься  кільцем , я к щ о вон а  задовол ь­
няє наст упні умови:

(Н 1) в ідн осн о  операц ії додаван н я  Я  — а б е л е в а  група.

Це означає, що операція додавання ком ут ат и вна, тобто 

а  + Ь = Ь + а  дл я  будь-яких а , Ь є  Я ; 

операція додавання асоц іат ивна:

а  +  (Ь + с) = (а  + Ь) + с для  будь-яких а, Ь, с є  ї ї ;  

існує нульовий елем ент  Од :

а  + Ок =  а  дл я  будь-якого а  € ї ї ;  

для кожного елемента а  е ї ї  існує прот илеж ний елем ент  - а :

а  + ( -а )  = Од.

(II 2 ) операція до даван н я  і м нож ення зв ’я за н і закон ам и  дист ри­
бут ивност і:

(а + Ь)с = а с  -і Ьс, а(Ь + с) =  аЬ + а с  дл я  дов ільн и х  а , Ь, с є  її.

Розглядаючи Я  тільки з операцією додавання, ми будемо говори­
ти про адитивну групу кільця її.

Наявність протилежного елемента дозволяє ввести в кільці опе­
рацію в ідн ім ан н я  за правилом а  -  Ь = а  + (-&).

Відзначимо деякі елементарні наслідки з аксіом кільця,

15.1. Пропозиція. Н ехай  Я  — кільце. М аю т ь м ісце наст упні 
р івн ост і:
а  ■ Од *= Оя • а  = Од дл я  всіх  а є  її. 
а (-Ь ) - (-а )Ь  ~ -аЬ .
а(Ь -  с) = аЬ -  а с ; (а -  Ь)с =  ас  -  Ьс дл я  довільн и х  а, Ь, с є  Я.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, для кожного & є ї ї  маємо Ь + Оп ~ Ь. 
Скориставшись законами дистрибутивності, одержимо

аЬ = а(Ь + Од) = аЬ + а  ■ Оя і Ьа =  (Ь +  Ок)а — Ьа + Оа - а .

Оскільки для елемента аЬ кільця ї ї  існує протилежний 
елемент, то, додаючи його до обох частин цих рівностей, одер­
жуємо а  - Он =  Он • а  =  Од.

З означення протилежного елемента і законів дистрибу­
тивності одержуємо
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0 Ті == а ■ Од =  а(Ь + (-&)) = аЬ +  «(-&);

Од = Оя ■ Ь = (а + (-а ))  ■ ї> = сЬ + ( -а )  • Ь.

Ці рівності показують, що кожен з добутків а{-Ь )  І (-а)Ь  
це елемент, протилежний аЬ.

Доведені щойно рівності показують, що операції відніман­
ня і множення теж зв ’язані законами дистрибутивності:

а(Ь -  с) = аЬ -  ас, (а -  Ь)с =  ас  -  Ьс.

К ільце Я  н ази ваєт ься  асоціат ивним , якщ о м н ож ен н я  в Я  асоц іа­
т ивне:

(К 3) а(Ьс) = (аЬ)с дл я  всіх  а , Ь, с  є  Я  .

К ільце Я  н ази ваєт ься  комут ат ивним , якщ о м н ож ен н я  в Я  ком у­
т ат ивне:

(И 4) аЬ = Ьа дл я  будь-яких а , Ь е  Я  .

Б удем о говорит и т акож , щ о Я  — кільце з одиницею , якщ о Я  має 
одиничний елем ент  е в ідносно операц ії м нож ення :

(И 5) а е  = е а  =  а  дл я  кож ного а  є  Я,

Надалі будемо розглядати лише асоціативні кільця з одиницею. 
Треба сказати, проте, що і теорія деяких типів неасоціативних кілець 
(у певному розумінні близьких до асоціативних) розвинута досить 
глибоко. Відзначимо найважливіші з цих типів' кілець.

К ільце Я  н ази ваєт ься  лієвим  кільцем  ( або  к ільцем  Л і), якщ о воно  
задовольн я є т ак і умови:

( ІЛ  1) а 2 =  Од дл я  будь-якого а  є  Я ;
( ІЛ  2) (аЬ)с + (&с)а + (са)Ь =  Ов для  вс іх  а , Ь, с  є  Я.

Умова ( ІЛ  2) називається т от ож ніст ю  Я к об і.

К ільце Я  н ази ваєт ься  йордановим  кільцем , якщ о воно ком ут а­
т ивне і задовол ьн я є  т аку  умову:

(Л І) ((о ■ а)Ь)а  =  (а  ■ а)(Ь ■ а) для  будь-яких елем ен т ів  а , Ь є  Я.

К ільце Я  н ази ваєт ься  альт ернат ивним , якщ о воно задовольн я є  
умови

(АК 1) (аа)Ь  =  а{аЬ );
(АИ 2) (Ьа)а — Ь(аа) 

для довільн и х  елем ен т ів  а, Ь є  Я.

Розгляд неасоціативних кілець не є нашою метою; інформацію 
про такі кільця можна знайти, наприклад, у таких класичних моно­
графіях, як [6 , 7, 8 , 9, 10].

П очинаю чи з цього м омент у, говорячи “к іл ьц е”, будем о розум іт и  
під цим. асоц іат и вн е к ільце з  одиницею.

Нехай Я  — кільце, в якому Ов =  е. Тоді маємо а  = а е  — аОв = Ов 
для кожного а  є Я . Таким чином, кільце, в яком у нульовий і одинич­
ний елем ент и р івн і, ск л адаєт ься  лиш е з одного нульового елем ент а. 
Такі кільця будемо називати тривіальними. А надалі будемо розгля­
дати тільки кільця, у яких нульовий і одиничний елементи різні.
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З визначення кільця Я  випливає, що відносно операції множення 
воно буде напівгрупою з одиницею. Тому ми можемо розглянути гру­
пу ІІ(Е) всіх  інвертованих елементів цієї напівтрупи. Далі и(Я ) бу де­
мо нази ват и  групою інверт ованих елем ент ів к ільц я  Я.

Відзначимо зразу ж , що Ол Є ІІ(Я).

К ільце Я  н ази ваєт ься  т ілом, якщ о кож ен  його неи ульовай  ел е­
мент  інверт ований , т обт о и(Е) — Я \  {Ол}. К ом ут ат и вн е т іло н а ­
зи ваєт ься  полем.

Н енульовий  елем ент  а  к ільц я  Я  н ази ваєт ься  лівим  ( в ідповідно  
правим ) д ільн и ком  нуля, якщ о в Я  існує т акий ненульовий  елем ент  
Ь, що аЬ — Оп (в ідп овідно Ьа — Ол).

Для комутативного кільця поняття правого і лівого дільника нуля 
збігаються.

Нехай аЬ = Ол і припустимо, що а  є 1/(Д). Тоді

Ол — а "1 - Ол = а _1(аі>) = (а_1а)& = е  Ь = Ь.

Звідси випливає, що інвертований елемент не може бути дільни­
ком нуля.

15.2. Пропозиція. Н ехай  Я  — кільце, а  є  Я. Я к щ о  елем ент  а  
не  є лівим  (в ідп ов ідн о  правим ) дільником  нуля, то з  рівност і 
а х  =  ау  (в ідп ов ідн о  х а  — у а )  завж ди  ви п ли ває х =  у.

Насправді, ах  — ау  приводить до рівності а х  -  ау  = Ол. Викорис­
товуючи закони дистрибутивності, одержуємо звідси а (х  -  у) = Ол. 
Оскільки а не є лівим дільником нуля, то це означає, що х -  у = Ол,
тобто X =» у.

15.3. Наслідок. Н ех ай  Я  — кільце, що н е  м ає д ільн и к ів  нуля, 
а  — його ненульовий елем ент . Тоді з  р івн ост і а х  =  ау  ( відпо­
в ідн о  х а  =  у а )  за вж ди  випливає х  = у.

Б удем о говорит и, що к ільце Я  є област ю  ц іл існост і, якщ о воно  
ком ут ат и вне і не м ає д ільн и к ів  нуля.

Нехай Я  — кільце, Н  — його підмножина. Б удем о говорити, що 
Н  — п ідк ільц е Я, якщ о Н  є ст алою  підм нож иною  Я  відн осн о  обох  
операцій і Н  є кільцем  відносно звуж ень цих операцій .

15.4. Теорема. Н еп уст а п ідм нож ина Н  к ільц я  Я  т оді і т ільки  
т оді є п івкільцем , коли  вона задовол ьн я є наст упні умови: 
(вИ 1) якщ о х, у  є Н , то х -  у є  Н ;
(БІІ 2) якщ о х, у  є Н , т о ху  є  Н.

Д о в е д е н н я .  Нехай Н  — підкільце в Я . Зокрема, Н  є 
сталою підмножиною відносно операції додавання і буде гру­
пою відносно звуження цієї операції. Інакше кажучи, Н  — 
підгрупа адитивної групи кільця Я. Наслідок 10.5 показує, 
що умова (вК 1) буде необхідною. Умова (311 2) показує, що 
Н  — стала підмножина відносно операції множення.
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Навпаки, нехай підмножина задовольняє вказані умови. 
Наслідок 10 .5  показує, що відносно операції додавання Я  буде 
підгрупою Д. Зокрема, Я  є сталою підмножиною відносно опе­
рації додавання і буде групою відносно звуження цієї опе­
рації. Умова (ЄЯ 2) показує, що звуження операції множення 
на Я  буде бінарною операцією на підмножині Я . Закони дис­
трибутивності та асоціативності виконуються для всіх еле­
ментів з Д, зокрема вони виконуються і для всіх елементів із 
Я . Отже Я  задовольняє всі умови (Я  1) — (Я 3), а тому буде 
підкільцем в Д.

Слід відзначити, що, на відміну від підгруп, підкільце не обо­
в ’язково містить одиничний елемент усього кільця. П ідк іл ьц е  Я  
кільця  Д н ази ваєт ься  уніт арним , якщ о  Я  м іст ит ь одиничний ел е­
м ент  к ільц я  Д.

Н а д а л і т ой ф акт , що Я  — підкільце у к ільц і Д, бу де зап и су ва­
т ись т ак : Я  < Д.

15.5. Наслідок. Н ех ай  Д — кільце , б  — си ст ем а п івкілець  
к ільц я  Д. П ерет ин  п  3  півкілець ц ієї сист ем и т ак ож  буде  
п ідк ільцем  Д.

Д о в е д е н н я ,  Нехай Д = г>б, х, у  є Д, 17 — довільне 
підкільце з системи 5 , тоді х -  у, ху  є и ,  і отже х -  у, ху 
належить перетину всіх таких підгруп, тобто 8 . Залишилось 
застосувати теорему 15.4.

Слід відзначити, що об’єднання підкілець не завжди буде 
підкільцем, оскільки і об’єднання підгруп не завжди буде підгру­
пою, як ми вж е бачили це раніше.

15.6. Наслідок. Н ех ай  Д — кільце, і. — л о к а л ьн а  сист ем а  
п ідк ілец ь к ільця  Д. Тоді об 'єднання  и  і. п ідк ілец ь ц ієї сист е­
ми т ак ож  бу де п ідкільцем  Д.

Д о в е д е н н я .  Нехай V = иИ, х, у є V. Існують такі 
дідкільця Я , К  з  системи С, що х  є Я ,  у є К . Виберемо тепер 
підкільце і  є  і ,  яке містить у собі обидва підкільця Я , К . 
Таким чином, х, у є  Ь. Оскільки Ь  — підкільце, х -  у, ху є  Ь 
за теоремою 15.4 , і отже х  -  у, ху  є V. Залишилось знову 
застосувати теорему 15.4 .

15.7. Наслідок. Н ехай  Д — кільце, Ь — л ін ійно вп орядкована  
си ст ем а п ідк ілец ь к ільця  Д. Тоді об 'єдн ан н я  и  Ь п ідкілець  
ц ієї сист ем и т ак о ж  буде п ідкільцем  Д.

15.8. Наслідок. Н ехай  Д — кільце, Н г й Н 2 й ... < Я л < ... — 
зрост аю ча сист ем а п ідкілець кільця  Д. Тоді об'єднання  ч  
т ак о ж  бу де п ідкільцем  Д.

Нехай М  — підмножина кільця Д, 5  — система всіх тих 
підкілець, які містять у собі М . Тоді перетин г(М ) =  п й  буде за
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наслідком 15 .5  підкільцем кільця Я. Цей перетин називають 
півкільцем , породж еним  підм нож иною  М , а  м н ож и н а  М  н а зи в а є т е  
ся сист ем ою  породж уючих елем ент ів для  п ідк ільц я  г (М ). Зокрем а, 
якщ о г (М ) =  Я, то будем о говорити, що М  породж ує все. к ільц е В, 
К ільце Я  н ази ваєт ься  ск ін ч ен н я  породж еним , якщ о вон о  пород­
ж уєт ься деякою  своєю  скінченною  підм нож иною.

Якщо Н  — підкільце в Я, що містить у собі підмножину М , то Н  
містить у собі і підкільце г(М ), у цьому сенсі г{М ) — найменше з 
підкілець, як і містять у собі підмножину М . Ясно, що якщо М — 
підкільце кільця Я, то г(М ) = М. Разом із  цим ми маємо наступне 
корисне твердження.

15.9. Пропозиція. Н ех ай  Я  — к ільц е, Н  — його п ідкільце. 
Я к щ о  М  с  Н , то г(М ) < Н.

Нехай Т — тіло, Н  — його підмножина. Б удем о говорит и, що 
Н  — підт іло Т, якщ о Н  — уніт арне п ідкільце, я к е  є т ілом  відносно  
операцій до да ва н н я  і м нож ення, що за д а н і в Т.

15.10. Теорема. Н ех ай  Т  — т іло. П ідм н ож и н а  Н  т іла  Т т оді 
і т ільки  т оді є п ідт ілом  Т, коли Н  задовол ьн я є наст упні 
ум ови:
(8 Р 1) якщ о х, у  є  Н , то х  — у, ху  є  Н ;
(БР 2) е є  Н ;
(БР 3) якщ о х є  Н , х ф 0т то х~г є  Н .

Твердження теореми майже очевидне. Наступні наслідки, ана­
логічні відповідним твердженням для підкілець, тому їх доведення 
ми опускаємо.

15.11. Наслідок. Н ехай  Т  — тіло. П ідм н ож и н а  Н  т іла  Т т оді 
і т ільки  т оді буде його підт ілом , к оли  Н  задовол ьн я є н а­
ст упні умови:
(вГ  4) Н  м іст ит ь ненульові елем ент и ;
(вР 5) якщ о х, у є  Н , то х — у, ху є  Н ;
(вР 6 ) якщ о х, у є  Н , у ї  0Т, то ху"1 є  Н .

15.12. Наслідок. Н ехай  Т  — т іло, Б  — сист ем а п ідт іл  Т. 
П ерет и н  п  й п ідт іл, що н ал еж ат ь до ц ієї сист еми, т ак ож  
бу де п ідт ілом  Т.

Як і для підкілець, об'єднання підтіл не завжди буде підтілом.

15.13. Наслідок. Н ехай  Т  — т іло, й — л о к а л ьн а  сист ем а  
підт іл Т. Тоді об'єдн ан н я  и і  п ідт іл, щ о н а л еж а т ь до  цієї 
сист еми, т ак ож  буде підт ілом  Т.

15.14. Наслідок. Н ехай  Т  — т іло, і. — л ін ій но вп орядкован а  
сист ем а п ідт іл  Т. Тоді о б ’єдн ан н я  и  1. підт іл, що н ал еж ат ь  
до ц ієї сист еми, т ак ож  буде п ідт ілом  Т.



Л.
 А

. 
Ку

рд
ач

ен
ко

, 
В. 

В, 
Ки

ри
че

нк
о,

 М
. 

М.
 С

ем
ко

118 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

15.15. Наслідок. Н ехай  Т  — т іло, Н 1 £ Н 2 < ... £ Н п < ... —
зрост аю ча си ст ем а п ідт іл Т. Тоді о б ’єдн ан н я  т акож
буде під т ілом Т.

Із  наслідку 15.12 випливає, що перетин Т0 усіх тіл підтіл а Т  є 
шдтілом, яке вже не містить власних підтіл.

Т іло Т н ази ваєт ься  простим, якщ о воно не м іст ит ь у собі вл ас­
них (т обт о відм інн их  в ід  Т ) підт іл.

Н ех ай  Т  — т іло, Н  — його під тіло. Я к щ о  Н  ком ут ат ивне, то 
будем о говорити, що Н  — підполе Т.

Я к і для груп розглянемо корисну конструкцію декартового (пря­
мого) добутку скінченної множини кілець. Нехай , И„ — кіль­
ця, В  = Д1 х  ... хЛ„ — їх декартовий добуток як множин. На мно­
жині В  визначимо операції додавання та множення за правилами

(Уи ••■» Уп) (^і» •••> *в) “  (Уі ^1» •"І Уп ХГі)>

де у;, х} & 1  < і  < п,

(Уп УпНх і, .... *„) = (У Л . .... Упх п)>

де у}, хі є  Щ, 1  < / < п.
Оскільки у;, хі — елементи одного і того ж  кільця то їх  сума та 

добуток визначені у цьому кільці Д-, 1 < } < п, так що ми отримали 
дійсно операції на В . Застосовуючи ті ж  самі аргументи, що викори­
стовувались при розгляді декартових добутків груп, можна довести, 
що операції додавання та множення асоціативні, додавання комута­
тивне, має нульовий елемент, яким буде набір (0 Г 0 П), де 0; —
нульовий елемент кільця 1  < / < п, і також

—(Уі> . . . .  Уп) =  (—Уі> •••» “ Уп)*

Якщо «у — одиничний елемент кільця Л-, 1 < ] < п, то набір (е1, ..., 
еп) буде, очевидно, одиничним елементом для В . Нарешті, покаже­
мо, що додавання та множення пов’язані законами дистрибутивності. 
Дійсно,

( ( У і >  .•*» У п )  ( * і .......................... ( ^ і >  . . . .  г „ )  ~

“  (Уі +  * 1 . . . . .  У п +  х п)  (2п . . . .  г п) =

= ((уг + х 1)г1 (уп +  х п)2 п) = ( у ^  + з д ,  . . . ,  у„га + х пг п) -

”  (Уі2і  Уп2л) + ( * А  х пгп) -

“  (Уі> " . . .  УвК2 1> ■■*» 2п) (*1> ■•■> х п) (2 1> ■"*' 2п)'

Інший закон дистрибутивності доводиться аналогічно. Таким 
чином, всі аксіоми кільця для В  виконані. Тому далі, коли мова 
зайде про декартовий добуток кілець, ми будемо розуміти під цим 
тільки що побудоване кільце. Це кільце називається також прямою 
сумою кілець Л1( Е п (як і для груп, поняття прямої суми та де­
картового добутку кілець у загальному випадку відрізняються один
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від одного, але для випадку скінченної множини кілець вони співпа­
дають). Якщо всі кільця Я г, . . . .  Я п — комутативні, то і їх  декартовий 
добуток буде комутативним кільцем.

Розглянемо тепер будову групи и ф ) .  Нехай (уг, уп) є ІІ(О). 
Тоді існує такий набір (гх, г„), що

І У і>  " ' 7  і /л ) ( г і> г г )  =  СУ і г і 7 =  Єл)"

Інакше кажучи, у іг ] = е; , тобто уі є  и (Щ  для кожного /, 1  < / <  п. 
Нехай тепер уі є 11(11;) для кожного }, 1 < і  < п. Повторюючи попе­
редні аргументи у зворотному порядку, покажемо, що {ух, уп) є  
Ц(£>). Таким чином, ми отримали рівність

и (Е 1 х ... х  Дл) = и(Я і) х ... х  и(Я п).

Розглянемо тепер деякі важливі приклади кілець і підкілець.
Числові кільця. Множина Я усіх дійсних чисел є комутативним 

кільцем. Його унітарні підкільця — множина Я  усіх раціональних 
чисел і множина 2  усіх цілих чисел. Більше того, і Л є полями.
2  дає пам також приклад скінченню породженого кільця, воно по­
роджується числом 1. У розділі 11 ми вже відзначали, що для кож ­
ного п > 0 підмножина п 2  ^ \nk\h в  2 }  буде підгрупою 2 ,  зокрема, 
вона задовольняє умову (8 К 1). Далі, (пк)(п£) = п (п Щ , тобто п 2  задо­
вольняє умову (БИ 2) і отже за теоремою 15.4  п 2  буде підкільцем 2 .
3 теореми 10.13 випливає, що довільна підгрупа 2  співпадає з од­
нією з під множин п 2 , п  > 0, і  інших підгруп 2  не має. Це означає, 
що множина всіх підкілець 2  збігається з {п 2  [ п > 0 }.

Нехай р  — просте число, розглянемо адитивну групу (?рр-ічних 
дробів. Маємо (т /(рк))(г/(р$)) = (т г)/(рк + е), а це показує, що ^ з а д о ­
вольняє умову (вК 2), отже за теоремою 15 ,4  буде підкільцем 
більш того, унітарним підкільцем. Його називають кільцем р-ічних 
дробів.

Матричні кільця. Нехай Я  — цілісності. Через М п(Я) позначимо 
сукупність всіх квадратних матриць порядку п, коефіцієнти яких 
належать кільцю Я . Якщо А  = || а и  ||х В  =  || Ьі} ||х й і;; & п — дві
матриці з множини М п(Я), то їх  сумою .А +  В  будем о нази ват и  м ат ­
рицю  || сг - 1|. коеф іцієнт и я к о ї ви значаю т ься  за  правилом

= а і} + Ьі ; дл я  кож н ої пари ін декс ів  і, }, 1  < і ,  і  < п,

а  добут ком  А В цих м ат риць будем о називат и мат рицю  || йі} Ці 
коеф іцієнт и я к о ї ви значаю т ься  за  правилом

1̂ 1 І + а і 2̂ 2 ;+•■■ +  <*£ пЬп ; —  ̂  ̂X   ̂ О, кЬк ;

дл я  к ож н о ї пари ін декс ів  і, /, 1  < і, / < п.
Інакше кажучи, ми зберігаємо ті визначення суми та добутку, 

які вже були введені для числових матриць. Повторюючи дослівно 
всі аргументи розділу 5, покажемо, що М п(Я) буде кільцем відносно 
цих операцій. Слід відзначити, що, як і для числових матриць, це 
кільце не комутативне.

Як і для числових матриць, ми можемо ввести визначення виз­
начника матриці А — II Ні * а „ є  М п(Я) за правилом
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— 2  в ідпяахя(1)с 2п(2) ...
ТІ Є їЗд

Неважко впевнитися в тому, що всі властивості визначників, до­
ведені у розділах 6 ,7 , а також теорема 8 . 1  залишаються справедли­
вими для області цілісності В . Нехай А є  и (М п(ІЇ)), а  = і1еі(А). 
Оскільки

е =  <1еі;(.Е) = Аеі{АА л) ■— сІеі(А) (Іеі^А”1) = а  (1е1і(А_1),

то о є и(Щ . Навпаки, нехай А — така матриця, що сІеі;(А) є С/(Д). 
Розглянемо тепер матрицю В  ■— ,|| Ьг} Ці й (> і й „ є  М„(Д), коефіцієнти 
якої визначаються за правилом Ьі} = А; ( /сІеі(А), 1 < і, ] < п. Неважко 
пересвідчитися в тому, що АВ  = ВА  = Е , тобто матриця В  буде обер­
неною для матриці А. Таким чином,

и(М п(Щ) = {А є М п(В) | аеі(А) є  и т .

Я к і для числових матриць, цю групу називають загал ьн ою  
л ін ійною  групою ст еп еня  п н ад  кільцем  В. Зокрема, якщ о В  — поле, 
то и(М Л(В)) — це знову множина всіх невироджених матриць.

Знову позначимо через Е кт матрицю, у якої на (А, т)~му 
місці стоїть одиничний елемент, а всі інші місця зайняті нулями 
Е кт=\\ й яка визначається за наступним правилом. Я к і
для числових матриць, неважко довести таку рівність:

Е  Е  = | ^ ' ЯКІЦ0 т = г ‘
Ит гя якщо т Ф  г,

зокрема, Е 12Е 2з *= Я 13, ^ 23^X2 ■ ° -
Звідси випливає, що кільце М п(В) — некомутативне (якщо п £  2) 

і містить дільники нуля.
Позначимо тепер через ТЛ(Щ підмножину М п(В), що складається 

з усіх трикутних (точніше верхньо-трикутних) матриць. Очевидно, 
різниця двох трикутних матриць є трикутною матрицею. Як і є в 
розділі 1 1 , можна показати, що добуток двох трикутних матриць є 
матрицею трикутною. Із теореми 15.4  одержуємо, що Т°(Д) — 
під кільце М п(В).

Трикут ну м ат рицю  будем о називат и нульт рикут ною , якщ о всі 
елем ент и її головн ої д іагон ал і нульові.

Множину всіх нультрикутних матриць порядку п з коефіцієнта­
ми з кільця В  позначимо через NTn(B). Можна легко пересвідчитися, 
що підмножина ДГ7ТЛ(1Ї) задовольняє умови (БИ 1) і  (8 Я  2), так що з 
теореми 15.4  одержуємо, що ІУТ№(ІЇ) — підкільце М п(В).

Позначимо через П°(ії) множину всіх діагональних матриць по­
рядку п, коефіцієнти яких належать до кільця В. Далі покладемо

В Е  -  {ХЕ | X є  Д},

тобто В Е  — підмножина всіх скалярних матриць. З теореми 15.4 
знову одержуємо, що П°(1?) і  В Е  — підкільця М п(В). Із самого озна­
чення випливає, що Т ’(В), В °(В ) і В Е  — унітарні підкільця М П(В).
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Нарешті, нехай

R EÜ = {XEit | X G Д}.

Маємо \Еп -  іхЕи = (Я- j л)Еи, ХЕн\хЕи = Хц£и. Із теореми 15.4 вип­
ливає, що R EÜ — підкільце M n(R). Далі, ХЕиеЕ а -  е Е й ХЕа = ХЕи.

Ця рівність показує, що еЕ и = Е и — одиничний елемент підкільця 
R E U. Таким чином, підкільце R En хоча і не є унітарним, але має свій 
одиничний елемент.

Функціональні кільця. Нехай R  — довільне кільце, М  — довіль­
на множина. У множині R M усіх функцій, визначених на М , що 
набувають значень у кільці R, визначимо суму і добуток за прави­
лом:

(/ + g)(a) = f(a ) + £(а), (f g ) ( a ) = f(a )g (a )

для будь-якого елемента а  є  М.
Множина RM є абелевою групою відносно операції додавання: 

якщо f ,  g  G RM, то

( f  + g )(a ) = f (a ) + g(a) = g{a)  + f(à )  -  (g  + f){a)

для кожного елемента a  є  M . Звідси випливає, що f  + g  — g  + f .  
Аналогічно, для f, g, h  є  R M маємо

(/ + {g  +  Л))(а) = f ia )  + {g + h){a) -  f(a )  + (g (a ) + h{a))  =

=  (f(a )  + g(a)) + h(a) =  ( f  +  g )(a ) + h(a ) = ((/ + g) H- h)(a)

для довільного елемента a  G M , так що f  +  {g + h) =  { f  +  g) +  h. 
Задамо відображення G правилом 0(a) — Он для кожного о g M . 

Тоді

{ f  + Є)(а) “  f{a )  + 0(а) -  f(a) + Or =  f ( a ), тобто / + Є = /,

для будь-якого f  G RM.
Це означає, що 0 — нульовий елемент RM. Нарешті, відображен­

ня ~ f  визначимо за правилом (-/)(я) “  ~ f(à). Очевидно, / +  { - f )  =  0 . 
Отже, всі аксіоми абелевої групи виконані.

Нехай f ,  g, h е  RM, a  G M , тоді

if(g  +  h))(a) = f(a )((g  + h)){a) =  f(a)(g{a) + h(a)) = f(a )g {a ) +  fia )h (a )  = 

=  ifg ){a )  + ifh )ia )  -  i fg  + fh )(a),

тобто f(g  + h) = fg  + fh .
Аналогічно доводиться, що ( f  + g)h  =  fh  + gh.
Множення функцій асоціативне:

(f(gh))(a)  =  f{a )igh ){a )  = f(a)ig (a)h {a)) = if{a)g (a))h {a)  =

= ifg )ia )h {a)  =  ü fg )h )ia).

Одиничним елементом буде функція І ,  яка визначається за
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правилом І ( а ) = е для кожного елемента а  є  М : (//)(а) = f{à )I(à )  = 
= f(a )e  = f(a ), тобто f i  =  f .  І  аналогічно I f  = /.

Таким чином, відносно введених вище операцій додавання та 
множення RM буде кільцем. Якщо R  комутативне, то і кільце RM 
комутативне:

Розглянемо групу U(RM). Зрозуміло, що вона складається з усіх 
таких функцій /, що f ia )  є U{R) для всіх а  є  М .

Кільце RM має дільники нуля. Наприклад, нехай L  — непуста 
підмножина М . Задамо функції Л S таким чином:

Функції /, і  — ненульові, проте [ (а ) і(а )  =  Од  для будь-якого 
а  є М .

У аналізі найчастіше зустрічається приклад, коли М  — [а , Ь] — 
відрізок прямої, або М  = Я , & Н = Н — поле дійсних чисел. Інакше 
кажучи, Я м ~ Н [0, (відповідно Я м = Я Е) — кільце всіх функцій, 
заданих на [а, &] (відповідно на Я) із значеннями в полі дійсних 
чисел. Тут виникає досить багато підкілець: підкільце всіх неперерв­
них функцій, підкільце всіх диференційованих функцій, підкільце 
всіх двічі диференційованих функцій і т.д.

Кільце ендоморфізмів абелевої групи. Нехай А — абелева група, 
операція в якій записується адитивно. У розділі 14 ми вже розгляда­
ли множину Еп«І(А) всіх ендоморфізмів групи А. Задамо додавання 
ендоморфізмів таким правилом: якщо /, ц  є ЕшІ(А), то покладемо

+ #)(а) = /(а) + g(a) для будь-якого елемента а  є  А.

( f  + g)(a  + Ъ) = f {a  + b) + g(a + b) -  f(a ) + f(b) + g(a)  +  g(b) -  

= f(a ) + g (a) +  f(b) + g(b) =  (/ + £)(a) + ( f  + g)(b).

Це означає, що f  +  g  — ендомофізм A . Таким чином, відобра-

и , g )  > / + ї ,  Л ї  € Епй(А)

є бінарною операцією на множині Епс1(А).
Множина Еш1(А) є абелевою групою відносно цієї операції:

(fg)(a)  “  f{a)g(a) = g (à)f{a)  «  (g f)(a ).

e, якщо a e  L, 
Од, якщо a  sê L,

Од, якщо a є  і ,  
e, якщо a g L.

Маемо

ження

( f  + g)(a) = f(a )  + £f(a) -  g(a) + f(a )  =  (g- + f)(a)\

( f  + {g + ft))(a) = f(a) + (g + h)(a) = f(a )  + (g (a ) + ft(a));

((/ + g) + h)(a) ■» (/(a) + g(a)) + h{a) =  ( fia )  + £(a)) + h{a)

для будь-якого елемента a e A; звідси одержуємо, що
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f  + g - g  + f ,  1 + (g + Ю = { f  +  g) +  h

для довільних f, g, h в End(A).
Задамо відображення 0 правилом 0(a) = 0А для кожного а  в А . 

Тоді (f  +  0)(a) = /(a) + 0(a), тобто / + 0 =  / для будь-якого / в  End(A). 
Це означає, що 0 — нульовий елемент End(A), Нарешті, покладемо
i~ f){a)  = -/(а). Очевидно, f  + (-/) =  0. Отже, всі аксіоми абелевої
групи виконані.

Нехай f . g e  End(A), а, Ь В А. Маємо

(/ © g)(a  +  b) = f(g (a  +  Ь)) = f(g (a) +  g(ft)) -  

-  f{g(a)) + Ш ЬУ) =  ( f  © g){a) 4- (/ ©  g){b).

Ця рівність показує, що f  © g  — ендоморфізм А. Таким чином, 
відображення

{/, g )  » f  © g , f , g  в End(A),

є бінарною операцією на множині End(A).
Нехай f , g , h e  Ena(A), а є А. Тоді

(/ © (g  +  Ш а )  = f(g  +  Щ а))  = f(g(a) + h(a)) =  /U(a)) +  f(h(a)) =

= ( f  © g)(a) + ( f  © h)(a) = ( f ©  g  + f ©  h)(a).

Звідси випливає, що

f © ( g  + h ) = f © g  + f © h .

Аналогічно доводиться другий закон дистрибутивності. Я к ми 
вже знаємо з розділу 3, множення відображень асоціативне, а підста­
новка єА , що задається правилом єл(а) = а  для кожного а є А, є оди­
ничним елементом відносно операції множення. Таким чином, 
End(A) — кільце. Його називають кільцем  ендом орф ізм ів абел ево ї  
групи А.

Булеві кільця. Нехай М  — довільна множина, А =  В(М ) — її 
булеан. Якщо а, b є  А, то покладемо

а  +  b = (a и  b) \ (a  n  b), а  b = а  п  Ь,

Неважко перевірити, що В(М ) — кільце. Більше того, в цьому 
кільці для кожного елемента а  маємо а 2 = а , 2а = 0  = 0Л. Кільця з 
такими властивостями називають булевим и .

Центр кільця. Якщо R  — кільце, то через £(Д) позначимо мно­
жину всіх елементів R, що переставні з  кожним елементом R. Нехай 
а, Ь в  £(ії), х  в R. Маємо

(а  -  b)x  = а х  -  bx = х а  — xb  =  х (а  -  Ь),

(ab)x  " a(bx) = a(xb) = (ax)b  =  (xa)b  = x(ab).

Ці рівності показують, що а  -  b, ab  в  С(ії). З теореми 15.4 випли­
ває, що £(R) — підкільце R. Підкільце £(ії) нази ваєт ься  центром
кільця R.
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Нехай Ze — {ne \ п є Z}. Знову

ne -  k e  = (п -  k)e, (ne) (ке) = (nk)e.

З теореми 15.4  знову випливає, що Ze — під кільце R , а оскільки

(ле)а = п(еа) =  па = а(п е),

то л е є  Ç(R). Таким чином, Ze йС,(Я).
Нільпотентні елементи кільця. Нехай R  — кільце. Елемент а  

називають нільпотентним, якщо а п *» 0Д для деякого п є  N. Якщо 
R — комутативне кільце, то сукупність його нільпотентних елементів 
буде підкільцем. Справді, знову застосовуємо теорему 15.4. Нехай 
а п = Од, Ь‘ = Од для деяких п, t є  N. Розглянемо (а  -  &)п + і. Цей еле­
мент є лінійною комбінацією елементів a hbm з деякими цілими кое­
фіцієнтами, причому k + т  — п + t. Тому якщо k > п, то а к Ьт = 0Я. 
Якщо ж  k < п , то т >  t і знову a kbm = Од. Таким чином, (а  -  Ь)п + ‘ = 0Д. 
Далі,

(ab)n + t =  a n + t bn + t ( a - b ) n + t = Од.

16. ІДЕАЛИ КІЛЕЦЬ, ФАКТОР-КІЛЬЦЯ

Як ми вже бачили раніше, одним з основних понять теорії груп є 
поняття нормальної підгрупи. Нормальні підгрупи дозволяють отри­
мувати з даної групи нові — її фактор-групи, а також тісно пов’язані 
з іншим важливим поняттям — поняттям гомоморфізмів. Аналог 
нормальних підгруп виникає і в кільцях, цим аналогом є ідеали 
кілець. Поняття ідеалу виникло з задач, що зовсім не є аналогічни­
ми тим, з яких виникло поняття нормальної підгрупи. Це також 
обумовило і різницю в термінах. Поняття ідеалу виникло при вив­
ченні числових кілець, у яких розклад на прості елементи не є одно­
значним. Намагання якимось чином повернути однозначність хоча б 
у більш слабкій формі і привело до виникнення того поняття, яке 
зараз називається ідеалом. І тільки пізніше почала виявлятись ана­
логія м іж  поняттями нормальної підгрупи групи та ідеалу кільця.

П ідк іл ьц е  Н  к ільц я  В  нази ваєт ься  ідеалом  (в  Н), якщ о для  к о ж ­
ного елем ент а х  є Я  т а кож ного елем ент а  Л є  Н  добут ки  хК т а кх  
м іст ят ься в Н .

Це поняття, як правило, поділяється на два.

П ідк іл ьц е  Н  к ільц я  Н нази ваєт ься  лівим  ( в ідп овідно правим )  
ідеалом  (в  Я ) , якщ о дл я  кож ного  елем ент а х є  Я  т а кож ного еле­
м ент а Н є  Н  добут ок  х к  (в ідп ов ідно к х )  м іст ит ься в  Н.

Враховуючи критерій підкільця {теорема 15.4), отримуємо на­
ступний критерій ідеалу,
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16.1. Пропозиція. Н еп уст а п ідм нож ина Н  к іл ьц я  Я  т оді і 
т ільки  т оді е ідеалом , коли вона задовольняє наст упні умови: 
(І 1) якщ о х, у  є  Н , то х -  у є  Н ;
(12) якщ о х  є Е, Л є Н , т о добут ки х к  т а к х  м іст ят ься в Н.

Кожна дідмножина, що є одночасно правим і лівим ідеалом, буде 
ідеалом кільця. Тому говорять ще про "двосторонній ідеал” кільця. 
Якщо ж  Е  — комутативне кільце, то всі ці поняття збігаються. 
У будь-якому кільці Е  підмножини <0д> та Е  є ідеалами.

Кільце Е  називається простим, якщо його єдиними ідеалами є 
лише <0 Л> та Д.

Наступні наслідки, аналогічні відповідним твердженням для 
підкілець, тому їх  доведення ми опускаємо.

16.2. Наслідок. Н ехай  Е  — кільце, й — си ст ем а ід еа л ів  кільця  
Е. П ерет и н  п  5  ід еал ів , що н ал еж ат ь до  ц ієї сист ем и т акож  
буде ід еал ом  Е.

16.3. Наслідок. Н ехай  Е  — кільце, Б  — л о к а л ьн а  сист ем а  
ід еа л ів  к ільця  Е , Тоді о б ’єдн ан н я  и  Б  ід еал ів , що н а л еж а т ь до  
цієї сист еми, т ак ож  буде ідеалом  Е.

16.4. Наслідок. Н ехай  Е  — кільце, б  — л ін ій н о  вп орядкована  
сист ем а ідеал ів  к ільця  Е, Тоді о б ’єдн ан н я  и  Я ід еал ів , що н а ­
л еж а т ь до цієї сист еми, т ак ож  буде ід еал ом  Е.

16.5. Наслідок. Н ехай  Е  — кільце, Н 1 < Н 2 < ... < Н п < ... — 
зрост аю ча сист ем а ід еал ів  кільця Е. Т оді о б ’єдн ан н я  Н п 
т ак ож  бу де  ідеалом  Е .

Нехай М  — підмножина кільця Л, й  — система всіх тих ідеалів, 
які містять у собі М . Тоді перетин ісї(М) =  п  5  буде за наслідком
16.2  ідеалом кільця Е. Цей перетин називають ідеалом , породж еним  
підм нож иною  М , а  м нож и н а М  н ази ваєт ься  сист ем ою  породж ую ­
чих елем ент ів  дл я  ідеал у  і(1(М). Якщо М  = {а}, то, скорочуючи, 
замість іс!({а}) будемо писати і(1(а) і говорити про ідеал, породжений 
елементом а .  Цей ідеал частіше називають головним  ідеалом  
кільця Е,

Розглянемо випадок, коли кільце Е  — комутативне. Якщо х  є  Е, 
то а х  є ісі(а). Покладемо а В  = {а х  [ х  є  Л}. Нанта мета зараз — дове­
сти рівність а В  = ісі(я). Уже доведено включення а Е  < і<і(а). З іншого 
боку, покажемо, що а Е  — ідеал кільця Е , тобто а Е  задовольняє умо­
ви ( І  1), (І 2). Дійсно, якщо и, о є  аЕ , то и = ау, V  = а г  для деяких 
елементів у, г  є  Е . Тепер маємо

и -  о = ау  -  а г  = а{у -  г) є  аЕ ,

= п# = (ау)ц  — а(у£) є  а Е

для довільного елемента g  кільця Е . Отже а Е  — ідеал в Е , Оскільки 
а  = а е , то а  є  а Е , а тому ісі(а) < аЕ . Це останнє включення доводить 
рівність аЕ  = іЛ(а).
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Раніше вже відзначалося, що будь-яке підкільце кільця Z  має 
вигляд ЛІТ, де п > 0. Таким чином, кожне підкільце Z  є ідеалом, при­
чому головним ідеалом.

У розділі 13 ми визначили добуток підгруп у довільній групі. По 
аналогії можна визначити суму підкілець кільця. Нехай Д — кільце, 
Н , К  — його підкільця.

П ок л а дем о  Н  +  К  = {х + у\  х е  Н , у є  Д}. П ідм н ож и н у  Н  + К  
будем о нази ват и  сумою п ідк ілець Н , К.

З самого визначення випливає включення Н , К  с  Н  + К , Як і 
в ситуації груп, сума підкілець не завжди буде підкільцем. Але якщо 
хоча б одне з них, наприклад, Н , є ідеалом, то Н  + К  — підкільце. 
Дійсно, нехай а, Ь є Н  + К , тоді о = ж + у, Ь — х г + у х для деяких 
елементів х, х 1 є  Н , у, у 1 є К . Маємо

а  -  Ь = (ж +  у) -  ( * !  + уг) = (ж -  х г) + (у  -  у г) є  Н  + К ,

аЬ = (ж +  у) (хх +  у г) = х х г + х у у + ухг +  ууг.

Оскільки Н  — ідеал, то хжг + х ух + ух1 є Н , а тому 

(ЖЖХ + хух -і у х г) + ууг <= Н  + К .

Отже Н  + К  задовольняє умови (ЯК 1) та (ЙК 2), і з теореми 15.4 
випливає, що Н  + К  — підкільце Д. Більш того, якщо Н , К  — ідеали 
Д, то і їх  сума Н  + К  буде ідеалом: якщо х  є Н , у є  К , г  є Е , то

г(х  + у) = гх  + гу  є  Н  + К ,

(ж + у)г  ~ жг  + уг є  Н  + К ,

так що Н  + К  задовольняє умови (І 1), (І 2) і за пропозицією 16.1 
буде ідеалом кільця Д. Зауважимо також, що якщо ідеали Н , К  
містяться у більшому ідеалі Ь, то Н  + К  < Ь .

16.6. Пропозиція. Н ехай  Д — к ільце, Н -  його ідеал . Я к щ о  Н
м іст ит ь інверт ований елем ент  кільця  Д, то Н  = Д,

Дійсно, нехай ж є  Н  л  Ц(Д). Оскільки Н  — ідеал, то е = ж- 1  ж є Н . 
Якщо тепер а  — довільний елемент Д, то а  = ае  є  Н . Це й означає, 
що Н  — Д.

16.7. Наслідок. Б удь-яке т іло е прост им кільцем .

Однак наступна теорема показує, що обернене твердження не є 
вірним.

16.8. Теорема. К ільц е мат риць М п(Б )  н а д  полем  Б  є простим.

Д о в е д е н н я .  Нехай Ь  — ненульовий ідеал кільця М п(Р),
В  = І! і І1і<г,;<л— ненульова матриця, що належить до Ь.
Існує така пара індексів к, т, що Ьк т Ф Ор. Розглянемо по­
слідовно наступні добутки:
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Е $(В ^ Е а(( 2  М ш ) “  2  Ъ„Еа{Е Г] =1
-  X  Ь^ЕаіЕ і Г  X

1йі,;£л

Е н В Е Чг =  ( 2  Ь(/-Е.;Ї^9г “  2  Ь(іЕ віЕ дг -

Оскільки І/ — ідеал М п(Е), то Е а(В Е дг є  Ь  для довільних 
індексів 8, і, 5 , г. Нехай тепер А. = || щ  ̂ І1і<(^<„ — довільна 
матриця. З доведеного вище отримуємо, що

* ц Е і} = (апа-:ІтЕ )(Е ікВ Е ті) є  Е 

для довільної пари індексів і, і, а це показує, що

А -  X  а і}Е и Є Ь ,

отже і  - М п( П

Я к ми бачили у попередньому розділі, М п(Р) містить дільники 
нуля, а тому не є полем. Але у випадку комутативних кілець тверд­
ження, обернене до наслідку 16.7 , є вірним:

16.9. Теорема. Я к щ о Я  — ком ут ат ивне прост е к ільце, то Я  
е полем.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, нехай а  — довільний ненульовий 
елемент кільця Я. Оскільки а  є а Я , то а Я  — ненульовий ідеал 
кільця К , а тому а Я  = Я . Зокрема, існує такий елемент х, що 
ах  — е. Таким чином, довільний ненульовий елемент а  має 
обернений, і отже кільце Я  є полем.

Нехай Я  — кільце, Н  — його ідеал. Оскільки Н  — підгрупа адитив­
ної групи кільця Я , то множина всіх суміжних класів {х 4- Н  \ х  є  Я} 
є абелевою групою відносно операції додавання, яка визначається за 
правилом

(х +  Н )  4- (у 4- Н ) = х 4- у + Н .

Визначимо тепер множення суміжних класів за таким правилом 

(х 4- І7)(у + Н ) *=* ху  + Н .

Це означення коректне: насправді, нехай х х, у 1 — такі елементи 
кільця Я, що х + Н  = х г + Н , у  +  Н  = ух 4- Н , тоді х г = х  4- и, уг ~ у  4- и 
для деяких елементів и, V є  Н  і

х іУі = (х  +  и)(У +  V) = ху + иу +  хо  +  ии.

Оскільки Н  — ідеал, то иу, хо, ио є  Н , тому ху  4- Н  = х хух 4- Н .
Далі

(х + Н )(у  4-/7 4 -2  4- Н )  = (х 4- Н )(у + 2 + Н )  =  х(у +  г) Ь Я  -  

= ху + Х2  4- Н  =  ху  4- Н  4- Х2 4- Н  = (х 4- Н )(у +  Н ) 4- (х 4- Н )(г  4- Н ),
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і аналогічно

(х -Р Я  + у + Н )(з  + Я )  = (ж + Н )(г  + Я )  + (у + H )(z + Я ) ;

(х +  Н ){(у + Н )(г  + Я ))  = {х + Н )(уг + Я )  = х (у г ) + Я  =

-  (жу)2 + Я  =  (ху  + Я )(г  +  Я )  =  ((ж +  Я)(і/ + Я ))(г  +  Я );

(е + Я)(ж + Я )  = ех + Я  =  х + Я  = хе + Я  = (х + Н )(е  + Я ) ,

так що відносно цих операцій додавання і множення множина сумі­
жних класів є кільцем.

Ц е к ільц е н ази ваєт ься  ф акт ор-кільцем к ільця  R  з а  ідеалом  Я  і 
п означаєт ься  сим волом  R /H .

Відзначимо, якщо кільце R  — комутативне, то кожне його фак- 
тор-кільце також комутативне.

Розглянемо відображення сгя : R  > R/Н ,  що визначається рів­
ністю сТд х̂) = х  + Я , х  є  R. Тоді

а н (х + у) ° * х  + у +  Н  = х +  Н  +  у + Н  =  а н (х) + сгя (і/); 

о н (ху) -  ху + Н  =  (х  + Н )(у  + Я )  = он (х )сн (у).

Таким чином, як і у випадку груп, приходимо до відображень, 
що зберігають операції.

Нехай R, S  — кільця. У відповідності з загальним означенням 
(розділ 9), в ідобр аж ен н я  f : R ----- » S  н ази ваєт ься  к ільцеви м  гомомор­
фізмом, якщ о воно задовольн я є т ак і умови

f(x  + у) = f(x ) + f(y), f(xy)  =  f(x )f(y )

для  довільн и х  елем ент ів х, у  є R.
Оскільки у цій частині ми будемо розглядати тільки кільця, то 

далі замість слів “кільцевий гомоморфізм” будемо писати просто “го­
моморфізм”.

Б ієкт ивни й  гомоморфізм нази ваєт ься  ізоморф ізмом.

Якщо f :  R  > S  — ізоморфізм, то, як було показано у розділі 9,
f~h S  > R  також буде ізоморфізмом. К ільця  R і S  називаю т ься
ізоморфними, якщ о існує ізоморфізм одного з них н а  другий , цей 
факт ми будемо позначати так R = S.

Очевидно, тотожна підстановка єл: R  » R  є ізоморфізмом.
Якщо f : R -----> S , g : S ----- > U — гомоморфізми, то добуток g  ©  f  є

також гомоморфізмом.

16.10. Пропозиція. Н ехай  R, S  — кільця, f :  R  > S  — гомо­
морфізм.
(1) /(Од) = Os .
(2) f ( - x )  — - f ( x )  для  будь-якого х  є  R.
(3) Я к щ о  Я  — підк ільце R, то його образ  /(Я) буде п ідкільцем
в S. З окрем а, f(R) = Im  / — підкільце S.
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(4) Я к щ о  V — п ідк ільц е S, то його повний п рообраз f  1{V) — 
п ідк іл ьц е в R.
(5) Я к щ о  V — ід еа л  S , т о його повний п рообраз f~x(V) — ідеал  
в R. З окрем а,

Кег / = {х a R  і f ix ) -  Os} = f _1(<Os>) — ід еа л  R.

(6 ) f (e ) — одиничний елем ент  п ідк ільця  Im  f .
(7) якщ о R  — ком ут ат ивне, то Im f  — ком ут ат и вне.

Д о в е д е н н я .  Оскільки f  — гомоморфізм адитивних груп 
R  і  S , то твердження (1), (2) випливають з пропозиції 14.2. Із 
цієї ж  теореми випливає, що f(H ) — підгрупа адитивної гру­
пи S ,  a — підгрупа адитивної групи кільця R. Нехай
х , у  є  Н , а  =  f(x ), b = fiy ), тоді ab = f(x )fiy )  = f(xy) е  f(H ). Із 
теореми 15 .4  випливає тепер, що f(H )  є підкільцем S .

Нехай х, у  є  f~HV)t тоді f{x ), f(y) a  і оскільки V —
підкільце, то f(x )f(y )  = f{xy) a  V, тобто ху  a  З теореми
15.4  випливає тепер, що /_1(F) є підкільцем R . Таким чином, 
твердження (3), (4) також доведені.

Нехай тепер V  — ідеал S, х е  ^ ( V ) ,  у є  R , тоді 
f(xy) =  f(x )f(y ) a V, тобто ху a ^ (V ).  Аналогічно доводиться, 
що ух a  /_1(У), а це означає, що V) — ідеал кільця R, так 
що (5) доведено.

Якщо а  a  Im /, то а  = f(x )  для деякого х  a R , тому

а  = fix )  = f { x e ) = f{x ) f{e )  =  af{e)\  

а  = f{x ) = f(ex )  -  f ie ) f(x )  = f { e )a ,

тобто f{e)  — одиничний елемент Im f .
Нарешті, нехай R  — комутативне, a ,b  a  Im  f ,  a  = fix ), 

b — fiy )  для деяких х, у  а  R. Тепер

ab  = fix )  fiy )  = f{xy)  = fiyx ) = fiy )  f ix )  = ba.

Ідеал K er f  знову назвемо ядром гомоморфізму f .

Ін'акт ивний гомоморфізм н ази ваєт ься  м ономорф ізм ом ; сю р’єк- 
т ивний гомоморфізм н ази ваєт ься  епіморфізмом.

Гом оморф ізм  кільц я  R у себ е  н ази ваєт ься  ендоморф ізмом. І з о ­
морфізм к ільця  R  н а  себ е  нази ваєт ься  авт оморф ізмом.

Я к і для груп, доводяться такі твердження.

16.11. Теорема (теорема про мономорфізми). Н ехай  R, S  — 
кільця. Гомоморф ізм  f :  R  » S  т оді і т ільки  т оді бу де  м оно­
морфізмом, коли  Кег f  =  <Or >. Я к щ о  f :  R  > S  — моно-
морфізм, то R  = Im f.

16.12. Теорема (теорема про епіморфізми). Н ех ай  R, S  —
кільця, f :  R  > S  — епіморфізм. Тоді к ільц е S  ізоморфне до
ф акт ор-кільця R/Кег f.



Л.
 

А.
 

К
ур

да
че

нк
о,

 
В,

 
В,

 
К

ир
ич

ен
ко

, 
М

. 
М

. 
С

ем
ко

130 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

16.13. Теорема (теорема про гомоморфізми). Н ех а й  R, S  — 
к ільця , f :  R  > S  — гомоморфізм. Т оді R /K e r  f  = Im f  < S.

16.14. Наслідок (теорема про гомоморфізми для тіл). Н ехай
Т, Z  — т іла, f :  Т  > Z  — ненульовий гомоморф ізм  ( т обт о
K er f  ф Т ). Тоді f ( e )  — одиничний елем ент  Z, Im  f  — підт іло  
Z i f  — мономорфізм. Зокрем а, Т ізоморф не деяком у п ідт ілу Z.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, припустимо, що f{e)  =  Ог . Для кож ­
ного елемента х  в Т  маємо тоді

...fix) ^  f(x e)  “  f ix )  f ie )  =  f(x )O z -  Oz,

що суперечить умовам про /. Таким чином, Де) — ненульовий 
елемент Z, і отже Де) має обернений в Z.

З визначення одиничного елемента отримаємо Де) =  Дее) = 
= Де)Де), і  помноживши обидві частини цієї рівності на еле­
мент, обернений до Де), отримаємо, що Де) = ez  — одиничний 
елемент Z. З пропозиції 16.10  випливає, що Im  / — підкільце 
Z , більш того, тільки що ми довели, що Im / — унітарне 
підкільце Z. Нехай и — ненульовий елемент Іш /, тоді и = f(y) 
для деякого елемента у кільця R. Очевидно у  — ненульовий 
елемент R, так що для нього існує обернений елемент у 1. По­
кажемо, що елемент о =  Д у 1) буде оберненим до и, з теореми 
15 .10  буде випливати тоді, що Im f  — цідтіло Z. Маємо

uv = f{y)f(y~l) = К у у 1) =  Де) =  ez,

vu = Д у 1) f(y)  = Д у 1 y) = Де) -  ez .

За пропозицією 16.10 , K er f  — ідеал кільця R. Оскільки 
K er f  Ф Т, то з наслідку 16.7  отримаємо рівність Кег / =  {Од}. 
Залишається застосувати теорему 16.11.

Розглянемо тепер деякі застосування отриманих результатів. 
Характеристика кільця. Нехай R  — кільце, розглянемо відобра­

ження / : Z  > R, що задається правилом f(h )  = ne, п є  Z. Очевидно,

fin  + й) =  (п + k ) e  = ne + ke  = fin )  + Дй),

fin k )  = (nk)e =  n{ he) == (ne){ke) = f(n ) f{k )

для всіх n, k  є  Z.
З пропозиції 16 .10  випливає, що Im / =  {ne { n є  Z) = Ze —

підкільце R . Із теореми 16.13 отримуємо, що Ze — Im f  = Z/Ker f .
Оскільки K er f  — ідеал кільця Z за пропозицією 16 .10 , то з опису 
ідеалів кільця Z  маємо K er f  = nZ, де п > 0 .

Якщо K er f  — < 0> , то Ze = Z. У  цьому ви п адку  будем о говорити, 
що к ільц е R  м ає характ ери ст и ку  0 і писат и  char R  = 0. Це означає 
також, що одиничний елемент е має в адитивній групі кільця R  не­
скінченний порядок.

Якщо Кег f  = nZ, де п > 0, то Ze = Z jnZ . У  цьому вип адку  будем о  
говорити, що к ільц е R  м ає характ ерист ику п і писат и  char R  = п.



16. Ідеали кілець, фактор-кільця 131

Це означає, що одиничний елемент е має в адитивній групі кільця R  
порядок п. Якщо а  — довільний елемент Д, то па  = (пе)а =  Orfi = Од, 
так що порядок кожного елемента (в адитивній групі кільця) є 
дільником числа п.

Якщо п не є простим числом, то п = kt, де 1 < k  < п, 1 < f < п. 
Зокрема, k, t й nZ, тому ке Ф Or , te Ф Ов . Разом із тим

(ke)(te) = (kt)e  *= пе = Од.

Таким чином, якщо char R  не є простим числом, то кільце R  
містить дільники нуля. Звідси випливає твердження:

16.15. Пропозиція. Я к щ о кільце R  не м ає  д ільн и к ів  нуля, то 
або  char R  =• 0, або  char R = р, де р  — прост е число. Зокрем а, 
якщ о Т — т іло, т о або  char Т = 0, або  char 'Г ~ р , д е  р  — 
прост е число.

Розглянемо зараз будову простих під тіл.

16.16. Пропозиція. Я к щ о Т  — т іло, т оді його цент р  z (Т )  є 
підполем .
Д о в е д е н н я .  Оскільки От, е є  С(̂ 0> то С(Т) ненульова 
підмножина Т. Уже відзначалося, що Ц ї1) — підкільце Т, 
зокрема, умови (SF 1) і (SP 2) виконані для ЦТ ). Нехай 
ОтФ х є  С,{Т), у — довільний елемент Т. Тоді ху = ух . Маємо

ух~х = еух~х - (х~1х)ух~1 ~ х~\ху)х_1 = х~\ух)х~1 ■

= (a rV K **-1) -  (ж_1у)е =  Х~гу.

Ця рівність показує, що х~1 е  ЦТ), тобто умова (SF 3) та­
кож виконана.

16.17. Наслідок. П рост е підт іло Т6 т іл а  Т є  його підполем .

Наведемо тепер приклади простих полів.
Поле Q раціональних чисел. Нехай Р  — деяке підполе Q. З (SF 2) 

випливає, що 1 є  Р. Оскільки Р  — підкільце Q, то для будь-якого 
r e Z  маємо г  1 = г  є  Р. Якщо 0 Ф k  є  Р  і k  є  Я, то із (SF  3) отримуємо, 
що 1 /к  є  Р. Тепер для всіх r, h є Z, кФ  0 , маємо r /k  =  г  (1 /к )  є  Р . Це 
співвідношення доводить рівність Р  = Q.

Поле Fp =  Z /pZ , де р  — просте число. Покажемо спочатку, що 
фактор-кільце Z /pZ  є полем. Нехай pZ  Ф х +  pZ  є  Z /pZ . Оскільки 
х  g pZ , то числа х  і р  взаємно прості. Тому знайдуться такі цілі чис­
ла к, г, що хк + р г  ~  1. Тепер маємо

1 +  p Z  = x k  +  p r  +  pZ  = хк  +  pZ  = (ж + pZ)(k + pZ).

Якщо Р  — підполе Fp, то Р  — підкільце F p, а тому адитивна 
група Р  є підгрупою адитивної групи F p. Із  теореми Лагранжа (на­
слідок 12.5) одержуємо тепер, що ) Р  | ділить j F p \ = р .  Оскільки р  — 
просте число і І Р  І > 2, то це означає, що | Р  | =  р. Отже, Р  =  F p.
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Наступна теорема свідчить, що інших прикладів простих тіл 
немає.

16.18. Теорема. Н ех ай  Т  — т іло, Т0 — його прост е підт іло.
(1) Я кщ о  char Т  = р  — прост е число, т о Т0 в  F p.
(2) Я к щ о  char Т  = 0, TQ = Q.

Д о в е д е н н я ,  Знову розглянемо відображення f  : Z  > Т,
що задається правилом f(n ) — пе, п в Z. Я к  було показано 
вище, це відображення є гомоморфізмом. Якщо char Т  = р  —
просте число, то K er / = pZ . Відображення у : Z /p Z  > Т, що
визначається за правилом лр(тг + pZ )  = f(n ), п в  Z, також буде 
гомоморфізмом, і цей гомоморфізм буде ненульовим, оскіль­
ки \]/(1 + pZ) = f{ 1) = е  Ф От. Очевидно, Ьп у  =  Im  / = Ze, і 
залишається застосувати пропозицію 16 .14 .

Нехай тепер char Т  =  0. У цьому випадку K er f  = <0>, 
тобто / — мономорфізм за теоремою 16 .11 . Оскільки е є  Т0, то 
Ze — підкільце Т0. Розширимо наступним чином відображен­
ня f  до відображення Д: Q  > Т. Нехай m /п  — довільний
елемент Q, тоді п Ф 0 , і отже f{n) = пеф  От. Оскільки Т  — тіло, 
його ненульовий елемент пе має в Т  обернений. Тепер покла­
демо Д{т/га) = (me)(ne)-1. Покажемо, що Двизначено корект­
но, нехай k / t  — m /n . Маємо тепер наступний ланцюжок різно­
стей:

kn = tm  ■=> {ке){пе) = (te)(m e) => (me)(ne)_1 =  (he){te)~l ^

■=!> Д (т/д) =  {me){ne)~l = (Лге)(іе)_1 = f^ k /t ) ,

так що визначення Д є коректним. Відображення Д продов­
ж ує f : якщо п в Z , то п = пк/ k  для довільного 0 Ф k є  Z, отже

Д(п) = f^ n k /k )  — {nke){he)~l = (ле)(йе)(Ае)- 1  =  пе  ■= f{n ).

Відображення Д е гомоморфізмом:

Д ((т/л) + {k /t))  =  fxdm t  +  kn)/(n t))  = ((m t +  кп)е)((пі)е)~г —

= {{m t)e + (&n)e)((ne)(te))_1 = ((m e)(te) + (Аге)(пе))(ле)_1(іе)_1 =

= (/ne)(te)(fie)_1(fe)_1 + (fte)(ne))(ne)-I(fe)_1 =

= (me){ne)_1 + (fee)(fe)_1 = f x(m /n ) + Д(йД);

Д((/п/л) {k /t))  = fi{{m h)/{n t)) = {{mk)e){{nt)e)~l =

= {{т е^ кеЩ п е^ іе))'1 = {т е){ке){пе)л {іе)~1 =

=  (те)(п е)_1(Ае)(іе)_1 = Д(т/л)Д(А Д)-

За наслідком 16 .14  Q = Im Д, а оскільки Im Д — під поле T, то 
Im Д > !Г0. З  іншого боку, пе Є Г 0для кожного п в Z, і якщо пф  0, то 
(пе) -1  є Т 0, отже (ліе)(пе)_1 є  Т0 для кожної пари т, п є  Z, п Ф 0. 
Таким чином, навпаки Im Д < Т0, а тому Im Д = Т0.
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Наступний результат дає можливість отримувати розширення
. кілець.

16.19. Теорема. Н ехай  Я, К  — кільця, /; Я  -— > К  — моно- 
морфізм. Тоді існує к ільце Б, ізоморф не К , я к е  м іст ит ь Я  як  
півкільце. Я к щ о  еЕ, ек  — одиничні елем ент и к ілец ь Я  та К  
відп овідно і /(еБ) = ек , то ен — одиничний елем ен т  в . Н а­
реш т і, якщ о Я  т а К  — т іла, то Я  — підт іло  5 .

Д о в е д е н н я .  Можна вважати, що К  о  Я  =  0 ,  якщо це не 
так, то замість К  розглянемо його ізоморфний образ, що має 
пустий перетин з Я . Наприклад, покладемо К х ~ К х  {1} і виз­
начимо операції за правилом

(я, 1 ) + (у, 1 ) ■» (ж + у, 1 ); (ж, 1 ) (у, 1 ) = (х у , 1 ).

Нехай и  -  І т  і. З теореми 16.11 випливає, що V — 
підкільце К  і II  ізоморфне Я. Нехай А = К \ и ,  8  =  Я и І І ,  За­
дамо відображення 5  ——» К  правилом

. [/(#). якщо х є  Я,
§ {х )  = 1

[ж, якщо ж є А.

Неважко перевірити, що g  — бієкція 5  на К . Визначимо 
тепер операції +  і X  в 5  за правилом

*  +  У = + Є(У))> х Х у  = й ~Цй{х) g(y))

для будь-яких ж, у є Я. З цього означення випливає, що

Й(х +  у) = g (g - l(g^x) +  £(у))) = ^(ж) + g(y), 

g ( x X y )  -  й(в-Н в(х) g^y))) = 8{х)у{у).

Тепер будемо мати

*  +  У = g~Ч8(x) + £(у)) -  g-H g(y) +  8(х)) = у +  ж;

( х  +  У )  +  г  =  х  +  у ) )  +  £ ( 2) )  “  g - 1 ( g ^ x )  +  g ( y ) )  +  g ( z ) )  =

= g~1(g( ж) + (Я(У) + g(z)) = 8~1(8(Х) + g{y +  г)) =  X +  (у +  г);

(ж -і- Од) -  g - 1(g(x) + ЖОл)) = g - 1(g(x) + Ок) =  Я-1(£(*)) = ж; 

якщо ж є Я , то

ж -ь  (-ж) =  £ - 1(<?(ж) 4- £<-ж))) = g -\ g {x  + (-ж)) = =  Од.

Якщо ж є А, то -ж € 17, бо и  — підкільце; тому 

ж +  (-ж ) =  й ~Чй(х) + £ (-* )))  "  8~Чх + (-ж)) = й Н О к )) = Од.
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Т а к и м  чином , відносно операції додаван н я є абелевою  
групою .

Д алі

{ж +  у )  X  г  -  у~Ч Ж * +  у)) ё ( г ) )  ”  ё ~ Ч ё ( х )  +  Ж у)) Ж *)) -  

= У 'Ч Ж *) ё ( г )  +  Ж у)Ж *)) = д ~ Ч ё ( х  Х г )  +  у(У X  г)) =

=  У “Ч Ж * X  а) +  й (у  X  а)) =  (X X  г) +  (г/ X  а)).

А н алогіч н о доводиться рівність

ж X  (у +  а) =  (ж X  у) +  (ж X  а).

П родовж уєм о перевірку:

(аг X  у )  X  а =  ^  _1(я(аг X  у)) Ж*)) -  У^СЖ*) Ж у)) Жг))

= У“ЧЖ*) (Жу) Жг)) ”  У'ЧЖж) Ж У Х г)) = а Х ( у Х  а); 

ж X  ё ~ \ е к ) =  Й ~ Ч ё(х) ё ~ Ч ё (е к )))  -  ё ~ Ч ё ( х )  Єк ) «  ё ~ 1( ё ( х ) )  =  ж;

£ - Ч«*) Х ж  =  ё " \ ё ~ К § { е ,к )) ё ( х ) )  =  у  Ч % Ж * ) )  у  ЧЖ *)) =  ж,

так щ о у~ Ч ех) —  одиничний елемент к іл ьц я  5 .  Зокрем а, якщ о  
/(ед) =  Ж ел) =  еж> то <?й —  одиничний елемент к іл ь ц я  Я. Таким  
чином, 5  —  кільц е.

У ж е  було показано, що

£ ( х +  у )  =  Ж *) +  Жу)> Ж * X  у ) =  ё ( х )  ё ( у ) ,

і том у ё  —  ізоморф ізм.
Я к щ о  х ,  у  є  В ,  то

*  +  у  =  ё~ Ч ё(х) +  ё(у)) =  * “Ч Л *) +  і (у )) =  £ “Ч /(*  +  у)) =

=  У “Ч Ж * +  у)) =  ж +  у;

ж X  у *= у~ Ч Ж # )Ж у))-  £ “Ч /(*)/(у)) =  ё ~ Ч / (х у ))  =  у~Ч Ж *у)) -  т у ,

тобто звуж ен н я нових операцій на В  збігаю ться з початкови­
ми операціям и на В .  З теореми 1 5 .4  випливає та к о ж , щ о В  —  
п ід кіл ьц е в 5 .

Н ар еш ті, н ехай  В , К  —  тіла. Теорем а 1 5 .1 0  показує, що 
залиш илось тіл ьк и  перевірити у м о в у (ЭГ 3). Я к щ о  ж —  нену- 
льовий елем ен т В ,  то він має обернений в В .  О ск іл ьк и  оди­
ничний елем ент В  є та к о ж  одиничним елементом 5 , то цей  
обернений буде оберненим до ж і в тіл і 5 .

Ц я  теорем а п о к а зує, що дл я  побудови деяк ого розш ирення Е  
к іл ьц я  В  достатн ьо побудувати мономорфізм к іл ь ц я  В  у  яке-небудь  
кільц е К ,  щ о ізоморф не Е .  Зазначимо деякі застосуван ня здобутих  
результатів.



У розділі 15 ми домовилися розглядати тільки кільця, в яких є 
одиничний елемент. Наступна теорема дає обгрунтування для цієї 
домовленості.

16.20. Теорема. Д ля кож ного  кільця  R існує к іл ьц е К  з  одини­
цею, я к е  м іст ит ь R я к  підкільце.

Д о в е д е н н я .  Якщо кільце R  має одиничний елемент, то 
все доведено. Тому припустимо, що одиничного елемента R  не 
має. З  огляду на теорему 16.19 досить побудувати моно-
морфізм f :  R  > К , де К  — кільце з одиницею.

Нехай К  = R x Z ,  задамо операції у К  правилами

(я, п) + (у, k)  = (х + у, п  + k),

(х , п) (у , k) — (ху  + k x  + пу, nk)

для всіх х, у є  R, п, к є Z.
Оскільки додавання в К  зводиться до додавання в R  і Z, то 

воно успадковує властивості додавання в R  і Z, Зокрема, К  є 
абелевою групою. При цьому

°К  = i°R ’ °)> “ ( * ' п) “  (“ *- ~п)-
Далі

((ж, п) + (у, k))(z, т) = (ж + у, п + k){z, т) =

= ((jc + y)z  + (п + k)z +  т(х + у), (n + k)m ) =

= (xz + yz + nz +  kz  +  mx + my, nm  + km ),

(x, n)(z, m) + (y, k){z, m) = (xz + nz +■ m x, nm) + (yz +

+ kz + my, km ) = (xz + nz + m x + yz + kz +  my, nm + km ), 

тобто

((ж, n) +  (у, k))(z, m) =  (x, n)(z, m) +  (y, k)(z, m ). 

Аналогічно доводиться рівність

( x , n) ((у, k) + (г, от)) = (ж, п)(у, k) + (х, п)(г, от). 

Множення в К  асоціативне:

((#, п) (у, k))(z, от) = (ху  + пу + kx , nk) (г, от) =

= ((ху +  пу + kx)z  + т (ху  + пу + kx ) + (nk)z, (nk)m ) - 

= ((xy)z +  n(yz) + k(xz) +  m(xy) + (mn)y + (m k)x + (nk)z, (nk)m)\

(x, n) ((y, k)(z, m)) =  (x, n) (yz + kz  +  my, km ) =

= (x(yz  + kz  + my) + n(yz + kz + my) +  (km )x, n(km )) =

= (x(yz) + k(xz) + m(xy) + n(yz) + (nk)z + (nm )y +  (km )x , n(km)).
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Оскільки множення в R  і Z асоціативне, то

((х, п)(у, k))(z, т) =  (х, п)((у, k)(z, т )).

Нарешті,

(X, n)(0R, X) = (х, ft) = (Од, 1)<*, ft),
таким чином, (Оя, 1) — одиничний елемент кільця К ,

Задамо тепер відображення f :  R  ----- > К  за правилом
f(x ) = (х , 0), х  є  R. Очевидно,

f ix  + у) = (х + у, 0 ) =  (х, 0 ) +  (у, 0 ) = f(x ) + f(y);

f(xy)  “  (х у , 0 ) = (х, 0 ) {у, 0 ) -  fixr) fiy )

для будь-яких х, у є  R, а також Кег f  =  < O r > . Таким чином,
f  — шуканий мономорфізм.

У теоремі 14 .12  відзначалось, що будь-яка група вкладається в 
групу підстановок деякої множини. Наступна теорема показує, що 
для кілець роль такого «універсального об’єкта» відіграють кільця 
ендоморфізмів абелевих груп.

16.21. Теорема. Д ля кож ного к ільця  R існує мономорф ізм у 
кільце ендом орф ізм ів д ея к о ї аб ел ево ї групи.

Д о в е д е н н я .  На підставі теореми 16 .20  можна вважати, 
що кільце R  має одиничний елемент. Нехай а  є  R, розглянемо
відображення ха: R  » R, що визначається рівністю та(лг) = ах,
х  є  R. Маємо

ха(х + у) =  а(х  + у ) =  ах  + а у  = тв(х) +  т а(у),

і це означає, що ха — ендоморфізм адитивної групи кільця R.
Розглянемо тепер відображення f\ R  » End R , яке за­

дається правилом /(а) =  ха, для кожного о є  R. Якщо х  є  R, то

Т.+ <>(*) *  (а + Ь)х = а х +  Ьх = ха{х) + тДж) =  (та + тй)(ж);

Tab (х) =  (ab)x  = а(Ьх) -  ха(Ьх) -  та(тД*)) =  та © х„{х).

Звідси випливають рівності

f (a  + Ь) = ти + 6 = т0 +  тй =  /(я) -І- ЦЬ)\

f(a b ) = xab = ха ©  xb = f(a )  ©  f(b)

для будь-яких а, Ь є R. Ці рівності показують, що f  — гомо­
морфізм. Нарешті, якщо а  Ф Ь, то

ха(е) = а е  =  а  ФЬ = be = хь(е),

так що f(a )  =  ха Фхь ~ і(Ь). Тому f  — шуканий мономорфізм.
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17. КІЛЬЦЯ ПОЛІНОМІВ 
ТА ФОРМАЛЬНИХ СТЕПЕНЕВИХ РЯДІВ

Кільце поліномів є одним із самих старих та добре вивчених кілець. 
Це одне з самих важливих кілець, його роль у теорії комутативних 
кілець подібна до ролі груп підстановок для теорії скінченних груп. 
В термінах поліномів формулюються та вирішуються найрізнома­
нітніші проблеми не тільки в алгебрі, а і в багатьох інших матема­
тичних дисциплінах. Розглянемо одну задачу, що приводить до цьо­
го кільця. Нехай К  — комутативне кільце, Я — його унітарне цілісне 
підкільце, М  — підмножина К . Розглянемо сукупність М тих 
підкілець, які містять у собі як підкільце Я , так і підмножину М . 
Нехай Я[М ] = п  М. За наслідком 15.5 Я[М] — підкільце. З його 
означення випливає, що Я[М] — найменше підкільце, яке містить у 
собі підкільце Я  і підмножину М . Будемо говорити, що Я[М ] — 
підкільце, п ородж ене н ад  Я підм нож иною  М.

Найпростіший випадок, коли М  складається з єдиного елемен­
та у, У цьому випадку замість Я[ІН] будемо писати Я  [у]. З ’ясуємо, 
з яких елементів складається Я[у]. З теореми 15.4  випливає, що 
уп є Я[г/] для кожного п є  N . З цієї ж  теореми отримуємо, що 
а у 71 є В[у\ для кожного а є Я, і отже, усі можливі суми вигляду

а 0 + а ху + а 2у2 + ... + а пуп (поліноми від у),

де а0, а1( а 2, а п є Я, містяться в Я [у]. Більш  того, покажемо, що 
всі ці суми вичерпують підкільце Щу\. Дійсно дві довільні такі суми 
(й„ + а ху + а 2у2 +  ... + а пуа) і (&0 + Ьху  + Ь2у2 +  ... + Ькук) та нехай, для 
визначеності, п к. Маємо

(°о + а гУ + а 2У2 + ••• + «»У") +  №о + &іУ + ь 2У2 + + Ькук) -

-  К  + Ь0) + (аа + Ьг)у + Ь2у 2 +  ...+  (а к +  Ьк)ук +  а к + гук + 1 + . . .  + а пуп;

(а0 + а ху + а 2у2 + ... + а Луп) (Ь0 + Ьху  + Ь2у 2 +  ... +  Ькук) -  

= (аа +  Ь0) +  (а 0Ьх + а хЬ0)у + {а 0Ь2 +  а ХЬХ + а 2Ь0)у3 + ... +  а пЬкуп + к.

З теореми 15.4  отримуємо, що всі такі суми утворюють підкільце. 
Оскільки воно містить у собі як Я , так і у, то воно співпадає з Я[і/]. 
Слід відзначити, що у — деякий елемент кільця К , тому різні за 
виглядом поліноми від у можуть співпадати. Тому, щоб прийти до 
звичного поняття поліному, слід звільнитися від усіх подібних 
співвідношень. На цій дорозі і з ’являється поняття “невідомої”. Але, 
у свою чергу, тут ми мусимо якось її визначити. Тому ми віддамо 
перевагу іншому підходу, де основний акцент переноситься на опе­
рації над поліномами, що виникли вище. Кожен поліном повністю 
визначається заданням своїх коефіцієнтів. З набору коефіцієнтів та 
операцій і будемо виходити. Більш  того, кільце поліномів ми отри­
маємо як підкільце у деякому більшому кільці — кільці формаль­
них степеневих рядів.
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Нехай К  — область цілісності. Розглянемо множину Д[[Х]] (поки 
що це цросто формальне позначення) усіх послідовностей :

( а л ) п € І ? и  “  ( « 0 .  а і> " • *  а п ’  ■■•)»

що складаються з елементів кільця ії.

Д ві п осл ідовн ост і (ап)л т а (Ьп)п єх0 н ази ваю т ься  рівним и, 
якщ о а п = Ьп дл я  кож ного  п є  ЛГ0 .

Операції додавання й множення послідовностей задаються пра­
вилами, що були вже вказані вище, а саме:

(® л )л  е №() "ї* (^ л )»є> Го  (^■ц)пеЛ^о>

де сп — а п + Ьп для кожного п є ;

( « Л  ю ,

де й  = а 0Ьп + а 1Ь ._ 1 + ... +  а пЬ0 =  Е  а Ь п_ .=  £  а Д  для кожного 
п е М 0. ° ^ л і + к = п

Додавання послідовностей зводиться до додавання відповідних 
елементів кільця В , через це неважко впевнитися в тому, що воно 
комутативне і асоціативне. Нульовим елементом, очевидно, буде по­
слідовність

О =  (Од, Од Од, . . . ) .

Для кожної послідовності ( « л)л е ^ 0 існує протилежний елемент ■— 
це послідовність (” «„)„є лг0' Таким чином, для операції додавання ви­
конані всі аксіоми абелевої групи.

Неважко впевнитися в тому, що множення послідовностей ко­
мутативне, тому треба доводити тільки один закон дистрибутивності:

((®л)пеіУо е Ид) (^л)лє N0 (^п)пє є Л?о іїо"

Позначимо

(^ п )»єА Гд — ( (® л )л е ^ о  є ІУо^(^гі)в є  Но*

(^п)пєЛо Л̂ о̂ лїпє Л̂о (®ге)п є і^о^л)л Є ЛГо'

Маємо для будь-якого п є  N (1

и п =  е; + к  =  п ( а / ~  Є> + й = п ° / СА +  ^ і  + Ь =  п ^ і С к >

°п = Є1 + Іг = па /Ск Єі^к-п^іСк •

Тобто ип =  ип при кожному п є ІУ0, таким чином, дистрибутивний 
закон доведено.

Множення асоціативне:

є  М о (^ п )п  є  №(,)•

Дійсно, нехай
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( ( ® ц ) л {  j V g ) ( * " n ) n  є  N q ( ^ л ) л е  №д>

( ^ г е ) л є  JV0 ( ( ^ n ) n e  Я о М ^ - в )  Л Є A /g )  ( ^ л ) л є А / д -

Маємо тепер при довільному п в N0

wa=  2  ( 2  а Д ) с* = 2  (afik)ct ‘,
m + t^n j + k = m m + j  + k = n

zn =  2  ût- ( 2  а Д )с ( = 2  a / V f).
y + щ n & + f = m m + / + k ~ n

Тобто wn =  2 П при кожному n є ЛГ0, таким чином, асоціативність 
множення доведена.

Відносно операції множення існує одиничний елемент, це, як 
неважко показати,

е  — (е , Од, •••, Од, . . . ) .

Таким чином, Д [[Х]] — комутативне кільце з одиницею. Більш 
того, -Н[[Х]] — область цілісності. Насправді, нехай (a n)neNo Ф О, 
(6„)„€ д,0*  О. Тоді знайдуться такі індекси j, k , що аІ Ф 0 R, але а п — Од 
при 0 < п < }, Ък Ф Од, але Ьп =  Ол при 0 < п < k . Якщо { а п)п.е Wo(f»„)ne Nq «

( ^ п ) я  Є A fg ’  ™

dj + А =  в0ь; + * +  < • • + ву- Л  + 1 +  a p k  aj + Ф к  - 1  ^  ^  а і + tPù =  ар к  ^ ®л*

П осл ідовн іст ь {a n)nsNo н азвем о поліном ом , якщ о зн ай дет ься  
т аке число і, що а Л — Од при п >  t. Ст епенем  п ол іном а (a„)nsNo н ази ­
ваю т ь т аке число т, що а тФ Од, ал е  а п = Or при п >  т. П ри  цьому а т 
н ази ваю т ь ст арш им  коеф іцієнт ом поліном а. Я к щ о  а п — Ол дл я  будь- 
якого п є  N 0, то ніякого ст епеня поліном а не присвоюют ь, іноді 
нульовом у елем ент у присвоюют ь ст епінь

Шдмножину всіх поліномів позначимо через Л [Х ]. Нехай 
( ° n)ns jv0. (Ю пє м0 — Два поліноми і  m ,t  — такі числа, що а тФОк, але 
а п = Од при п > т, ЬІ Ф Об , але Ьп =  Оя при п > t.

Тоді а п -  Ьп~ Од при п > т а х  {т, і}; а 0Ьп + + . . .  + а } ЬпЧ + ...
+  a nbQ =  Ол при n > m  = t. З теореми 15.4 випливає, що ії [Х ]  — 
підкільце кільця ІЇ[[Х ]]. Очевидно також, що Д [Х ] — унітарне 
підкільце.

Нехай X  =  (Од, е, Од, . . . ,  Од, ... ). З означення множення одержує­
мо тепер рівність

Х п — (Од, Од, . . . ,  Од, е, Од, Од,

і
п

Для довільного елемента а  є  R  позначимо а  = (a, 0 R, 0 R, .. . ,  0 R, 
...) . Тоді

а Х п =  (Од, Од, Од, а, Од, Од, . . . ) .

4
п
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Нехай тепер (ал)п е * 0 — поліном степеня т. Тепер ми маємо змо­
гу можна переписати його в звичайному вигляді:

( а п)п.є Я 0 =  я ’

+  (Од, й [, Од, Од, Од, Од, . . . )  "Т . . .  +

Т (Од, Од, Од, Од, йт, Од, — а 0 + <цХ + ... + а тХ  .

Далі, _____________________________ ____
а  + Ь = (а  + Ь, Од Од, ...)  =  а + Ь ;

а Ь  = ( а Ь ,  Од, . . . ,  Од, ...)  =  аЬ,

Ці рівності показують, що відображення а  > а ,  а  є  В , є гомо­
морфізмом В  в І?[[Х]]. Очевидно, цей гомоморфізм є бієктивним, тоб­
то він є мономорфізмом. Зокрема, Я  і його образ ізоморфні. Оскільки 
в алгебрі ізоморфні об’єкти ототожнюються, ми можемо ототожнити 
Я  з  його образом і  замість а писати а , так що приходимо до звичай­
ного запису полінома Я Х ) =  о0 +  а лХ  + ... + а тХ т. Надалі степінь 
полінома Я-Х) будемо позначати через deg /(X). З уж е відзначеного 
вище випливають співвідношення

йег (Я Х ) ± g(X)) < т а х  {сіе^ Я Х ), #(Х)},

(Я Х ) *г(Х» -  діе§ Я Х ) +  ае& £(Х )}.

З другої рівності одразу випливає, що 0 (ії[Х ]) = ІДЯ). Також з 
цієї рівності випливає, що І?[Х] не має дільників нуля.

Повернемося тепер до формальних степеневих рядів. Зокрема, 
отримаємо і для них запис у вигляді нескінченної суми. Для випад­
ку довільного кільця ми не маємо поняття границі послідовності, 
тому тут буде необхідно зробити деякі домовленості, щоб мати мож­
ливість додавати нескінченну множину послідовностей.

Н аб ір  {А] і у є  послідовност ей А} = {а!п)п€ # н ази ваєт ься  
сумовим, якщ о дл я  будь-якого п є ІУ0 м нож и н а  {а, п І у е Х 0} міст ит ь 
т ільки ск ін ч ен н у  п ідм нож ину ненульових елем ент ів. У  цьому ви­
п адку  сум ою  X; е Л'0 набору послідовност ей  {А; | у є  Х 0} н азиваю т ь  
п ослідовн іст ь  (б„)„є дг0, де  Ьп — це сум а т их елем ен т ів  м нож ини  
{а;п | у є  Х 0}, я к і відм інн і в ід  нуля.

Прокоментуємо це означення. Щоб з ’ясувати, чи буде набір по­
слідовностей {аі | у є Лг0} сумовим, треба подумки записати ці по­
слідовності одну під однією і перевірити, чи буде кожен стовпчик 
цієї нескінченної матриці містити лише скінченну множину ненульо­
вих елементів. Підсумовувати таку послідовність треба по стовпчи­
ках, додаючи тільки ненульові елементи кожного стовпчика. Тепер

(ап)пєЛГ0= (а 0 > Од, Од, Од» Од, Од, ...)  +

"ї" (Од, Оц Од, .. . ,  Од, Од, Од, ...)  + ... +

(Од, Од, Од, Од, а т, Од, . . . )  +  .
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Це показує, що набір {а пХ п | п є Лг0} є сумовим і його сума дорів­
нює (ап)пєДг0. Таким чином, і для формального степеневого ряду 
(а„)„є д,0 отримуємо звичний запис у вигляді Е лє щ а пХп-

Нарешті, з ’ясуємо, з яких рядів складається група Ц(ІЇ[[Х]]). 
Нехай Д Х ) = е Мга пХ п, £ (Х ) = 2 пбДГ0ЬпХ п і припустимо, що 
Ї(Х )§(Х ) -  е. Звідси одразу ж  випливає, що а 0Ь0 = е, тобто а 0 е  ІЦЯ).

Навпаки, припустимо, що а 0 є  0(11). Якщо з рівності ДХ)#(Х) =  е 
можна визначити всі коефіцієнти ряду #(Х), то це буде означати, що 
ДХ) є Н(ІЇ[[Х]]). Маємо а0Е>0 -  е, тобто б0 =  а;;1. Далі, а 0Ь1 +  а гЬ0 = Оя. 
Звідси Ьг =  а хОо2. Припустимо, що коефіцієнти &0, б0 Ьп уже виз­
начені. Тоді коефіцієнт &п + 1 можна визначити з рівності

а 0^п + 1 а 1^п +  +  Од + 1 — Од,
а саме:

&Д + 1 “  (—а і^п — ~ + і)а 01*

Таким чином, група ІДЯ[[Х]]) складається з тих і тільки тих 
рядів а„Х", у яких а 0 € 0(Я ). Зокрема, якщо Й — поле, то
П(Й[[Х]]) складається з тих і тільки тих рядів %пє ноа пХ п, у яких 
а0 ^ Од.

Розглянемо зараз питання про ідеали в кільцях поліномів на фор­
мальних степеневих рядах. Будову ідеалів у кільці поліномів отри­
маємо з наступної важливої теореми.

17.1. Теорема. Н ехай  Р  — поле, ДХ), я (Х ) є Р [Х ], причому 
§(Х ) Ф Од.
Тоді знай дут ься  т ак і поліноми  ?(Х ), Д Х ) є Р [Х ], що /(X) = 
= ? (Х )£ (Х ) + Д Х ), де  або  г (Х )« О р а б о  г(Х ) < йєй £(Х). 
Т а к е  п редст авлення  поліном а  ДX ) є єдиним.

Д о в е д е н н я .  Нехай

Д Х ) = а 0 + а гХ  +  ... + а пХ п,

Я(Х) -  Ь0 + Ь^Х +  ... + ЬьХ\

де Ьк Ф Од. Застосуємо індукцію за числом п. Якщо £Їей 8(Х) > 
йе& /(X), то покладемо г(Х) — ДХ), ?(Х ) = Ог . Тому розгляне­
мо випадок, коли йе£ £?{Х) Й йед Д Х). Якщо ДХ) = 0, то 
г(Х ) — Од, у(Х) = а 0Ь^ . Нехай тепер п > 0  і припустимо, що 
теорема доведена для поліномів, степінь яких менша ніж п. 
Поліном оп&̂ 1Х п “ к8(Х ) має степінь п і коефіцієнт його при X а 
дорівнює а п. Тому степінь полінома Д Х) -  а пЬ^Х п ~ *Я(Х) = 
= f (̂X ) уже менша від п. З урахуванням індуктивного припу­
щення f 1(X) =  дх(Х )я(Х ) + Д Х ), де або г(Х ) =  Ор, або 
deg  г(Х ) < * (Х ). Тепер /(X) = д(Х)Ж Х) + Д Х ), де д(Х) =
9і(Х ) + а пЬ ? Х * ' к.

Нехай маємо також вираз: ДХ) =  <72(Х )£ (Х ) + г2(Х ), де або 
г2(Х ) =  Од, або (Іег г2(Х) < В(Х). Тоді

д(Х)ш(Х) + ДХ) =  д2(Х М Х ) +  г2(Х ).

Звідси #(Х) (д(Х ) -  д2(Х)) = г2(Х ) -  Д Х ). Поліном, розта-
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шований у правій частині цієї рівності, або нульовий, або 
степінь його менша Йед іДХ), Якщо д(Х) -  д2(Х )) *  то

deg (£(Х)((?(Х) -  ва(Х)) = йеЄ в(Х ) + Йе§ (? (Х ) -  д2(Х )) > «іед в{Х ).

Це означає, що £(Х) -  д2{Х)) — Ог . Звідси виходить, що 
г2(Х ) =  г(Х ).

17.2, Наслідок. Н ехай  Я  — поле . Тоді к ож ен  ід еа л  кільця  ,Р[Х] 
є головним.

Д о в е д е н н я .  Нехай Н  — ідеал кільця Р[Х\. Якщо 
Я - { О , }  , то Н  = Ое £\Х]. Припустимо тепер, що Н  містить 
ненульові поліноми. Серед них виберемо поліном ВІХ) най­
меншого можливого степеня. Нехай Д Х ) — довільний еле­
мент Я . З теореми 17.1 отримуємо розклад /(X) =  д(Х)£(Х) + 
+  г(Х ), де або Д Х ) = 0 Р, або с!е§ ДХ) < сіед £(Х ). Якщ о припу­
стити, що г(Х) ї  Ор, то ДХ) -  ДХ) -  <7(Х )£(Х ) є  Я .  Ллє це 
суперечить вибору полінома В(Х). Одержана суперечність по­
казує, що Д Х) = 0 Р, тобто /(X) = д(Х)#(Х). Звідси випливає, 
що Я  =  д(Х )  РГХ].

Ще один приклад комутативного кільця, де кожен ідеал буде го­
ловним, отримує з наступної теореми.

17.3. Теорема. Н ех ай  Р  — поле. Тоді к о ж ен  ід еа л  к ільця  Ї'ЦХ]] 
є головним .

Д о в е д е н н я .  Нехай Я  — ідеал кільця Х[[Х]]> Якщо 
Я  =  {Ор}, то Я  =  О^РЦХ]]. Припустимо тепер, що Я  містить 
ненульові степеневі ряди. Якщо 2 пєМоа пХ п є  Я  і а 0 *  Ор, то 
як ми бачили вище,

Х ЛЕ* 0а „ Х " є  а д х ] ] )

і із  пропозиції 16.6 випливає, що Я  =  РЦ Х]], тобто Я =  еР[[Х }].
Розглянемо тепер випадок, коли коефіцієнти при Х ° кож ­

ного ряду з Я  дорівнюють Ор. Це означає, що кожен елемент 
Д Х ) із Я  має вигляд Х#(Х ) для деякого д(Х )  є Р [[Х ]]. Нехай 
т. — натуральне число, яке має такі властивості: якщо 
Д Х ) є  Я , то Д Х) = Х"\д<Х) для даякого ряду £ (Х ) і існує такий 
ряд еДХ) = І ПЄ̂ Д Х П є Я ,  що Ь0 =  Ьг *= .. .  =  Ьт _ г =  Ор, але 
Ь,п Ф Ор. Звідси отримуємо, що д(Х )  =  Х тс11(Х ), причому кое­
фіцієнт при Х °  ряду д г(Х) дорівнює &1. Це означає, що 
<Д(Х)€ и(Р {[Х ]]).

Нехай <і2(Х) — такий ряд, що <і1{Х)(12{Х) =  е . Оскільки 
Я  — ідеал кільця Р [[Х ]], то д{Х }дг{Х) ~ Х тй 1{Х)(і2ІХ) — Х те  = 
=  Х т є Я .  Тоді Х ті<’[[Х]] < Я .  З іншого боку, кожен ряд ДХ) 
із  Я  має вигляд Д Х) = Х т^(Х), що доводить рівність Я  = 
= Х тР [[Х ]].

Повернемось тепер до розгляду кільця Д[у], із якого ми почина­
ли цей розділ. Нехай К  — комутативне кільце, Я  — його унітарне
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цілісне підкільце, у  є  К .  Якщо f(X ) є Я[Х], f(X )  — а() + а гХ  +  ... +  а пХ п, 
а 0, а г, . . . ,  а п в R , то позначимо f{y) = а0 + а гу + . . . +  а пуп. Очевидно, 
f(y) є Е [у].

Б удем о говорит и, що у — корінь поліном а f ( X ) ,  якщ о f ( y )  =  0 R.

Корінь може як належати кільцю Я, так і знаходитись поза ним. 
Наприклад, поліном X 2 -  2 не має коренів у полі раціональних чи­
сел, його корені належать полю Я  дійсних чисел; поліном X 2 +  1 не 
має коренів навіть у полі Я.

17.4. Пропозиція. Н ехай  К  — ком ут ат и вне к ільц е, Я  — його 
уніт арне ц іл існе п ідкільце, у є К . В ідобр аж ен н я  rj: Я [Х ] —» К , 
що ви зн ач аєт ься  з а  правилом  r\(f(X)) = f(y), f(X ) є  Я [Х ], є 
гомоморф ізмом.

Це твердження доводиться безпосередньою перевіркою.

Розглянемо тепер Іпх т]. З пропозиції 16 .10  випливає, що Іш г| — 
підкільце К . Якщо f(X )  =  а  — поліном нульового степеня, то 
Г](/(Х)) = а .  Звідси випливає включення Я < І т  Г|. З іншого боку,

І т  гі = {n(/(X)) I /(X) є  Я [Х ]} -  {f(y) I f(X )  є  Я [Х ]},

а вж е відзначалося, що f(y) є Я [у] для будь-якого /(X) є  Я [Х ]. Це 
означає, що Ітг| = Я [у ] = {f(y) J f(X )  є  Я [Х ]}. Розглянемо тепер К ег г|.

Б удем о говорити, що елем ент  у т рансцендент ний н а д  кільцем  
Я, якщ о у не є коренем  ж одного ненульового п оліном а з  коеф іц ієнт а­
ми з  Я.

Іншими словами, якщо елемент у трансцендентний над Я, то Кег 
ті= {Oj?}. За теоремою 16.11 г| — мономорфізм, тобто Я [Х ] = Я[у].

Нехай тепер K erri * { 0 F}. З пропозиції 16 .10  випливає, що 
K erri — ідеал кільця поліномів Я [Х ]. K err) складається з тих і 
тільки тих поліномів /(X), для яких f(y) =  Ор. Інакше кажучи, Кег ц 
складається з усіх поліномів, що мають у своїм коренем.

Б удем о говорит и, щ о елем ент  у алгебричний н а д  Я, якщ о в кільц і 
поліном ів  Я [Х ] зн ай дет ься  ненульовий поліном , що м ає у своїм  коре­
нем.

Якщо Я  — поле, то з наслідку 17.2  випливає, що Кег Г) = 
=  h{X )R [X ] для деякого полінома Л(Х) є  Я [Х ]. Якщо г(Х) — інший 
поліном з властивістю Кег ті = г(Х )Я [Х ], то маємо

h(X ) -  г(Х )и(Х ) і г(Х) =  h(X )v(X )

для деяких и(Х), о(Х) є  Я [Х ]. Звідси одержуємо

h (X ) -  г(Х) и(Х) =  h(X) v(X )u(X ),

тобто о(Х) и(Х) = е. Оскільки, як ми бачили вище, 1У(Я[Х]) =  U(R), то 
це означає, що о(Х) = с є  Ц(Я), «(X) = с-1. Отже, r(X ) = ch (X ), де 
с є U(R).

Серед усіх поліномів, що породжують ідеал Кег ті, виберемо той,
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старший коефіцієнт якого дорівнює одиничному елементу. Цей полі­
ном позначимо через т ^Х )  і будемо називати м ін ім альним  поліно­
мом дл я  елем ен т а а  н а д  полем Б. З теореми 16.13  отримуємо ізо­
морфізм

а д  -  Іш Г| = Я[Х]/К ег Г[, 

а якщо ще Б  — поле, то

Кег Г] = т у(Х )Щ Х ).

Нехай ґ  — поле, у € Б. З теореми 17.1 одержуємо розклад /(X) = 
= д(Х )(Х  -  у) + г(Х), де або г(Х) =  або deg г(^ ) < (X  -  у) = 1. 
Отже, в будь-якому випадку г(Х) є Р, тобто г(Х) = Ь є  Р. З пропо­
зиції 17.4  випливає, що /(у) = д(у) (у -  у) +  Ь = Ь. Таким, чином, 
П Х) = ( Х ~  уШ Х ) + т .

Б удем о говорит и, що поліном  /(X) діли т ься  на  поліном  у(Х), 
якщ о  /(X) “  g{X )q(X ) для  деякого поліном а  д(Х).

Таким чином, доведене твердження.

17.5. Пропозиція. Н ехай  Р  — поле, %Х) є  ^[Х ]. Е л ем ен т  у є Р  
у т ому і т ільки  у тому р а з і є коренем  п ол іном а  /(X), коли  
І(Х ) д іли т ься на  (X  -  у).

17.6. Наслідок. Н ехай  Р  — поле, /(X) є  .Р[Х]. Т оді /(X) = 
= (X  -Сі)*] ... (X  -  cnl}kmq^X), де поліном  д(Х) не м ає корен ів у 
пол і Р, с, Ф е, при і  Ф і, Ни .... к т є  N.

17.7. Наслідок. Н ехай  Р  — поле, /(X) є Р\Х\, М  = {а  є  Р  \ а  
корінь f(X )}. Тоді І М  ( < сіев /(X).
П ол е Р  н ази ваєт ься  алгебрично зам кнут им , якщ о будь-який  
поліном  /(X) є  І^ Х ] м ає в полі Р  хоч а  б  один корінь.

17.8. Наслідок. П о л е  Р у тому і т ільки  т ому р а з і  є алгебрич­
но зам кнут им , коли  для  будь-якого поліном а  /(X) € іЦ Х] має 
м ісце р івн іст ь

/(X) =  (X  — С і)*1 ... ( X - ст)кт , 

д е  с1г ..., ст є  Р, сі ф  сг при і  Ф і, к г, . . . ,  кт є N.

18. ПОЛЕ КОМПЛЕКСНИХ ЧИСЕЛ

Іншим важливим прикладом, що потребує окремого розгляду, є поле 
комплексних чисел. Комплексні числа виникли в зв ’язку із задача­
ми знаходження коренів поліномів з дійсними коефіцієнтами. При­
кладом найпростішого полінома, що не має коренів у полі дійсних
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чисел, буде X 2 + 1. Це приводить до необхідності розглядати вираз 
V -1 . Перші спроби введення комплексних чисел були здійснені іта­
лійськими математиками. Уже Кардано формально оперував (із усі­
лякими застереженнями) із виразами, що містять квадратні корені 
з від ’ємних величин, а його послідовник Вомбеллі виклав числення 
з комплексними числами у формі, близької до сучасної. Проте, виз­
нання комплексних чисел відбувалося дуже повільно. Історія мате­
матики бачила довгу боротьбу між прихильниками та супротивни­
ками комплексних чисел. Основне питання було пов’язане з 
пошуками природного пояснення для величини V -!. Лише Гаусу вда­
лася спроба дати переконливе для багатьох обґрунтування. Подаль­
ший розвиток математики, а також використання в механіці й фізиці 
зробили поняття комплексного числа «законним» і звичним.

Нехай Р, Р — поля. Я к щ о  Р  — підполе поля Р, т о будем о говори­
ти, що Р  — розш и рення  поля  Р.

Нехай Р  ~  підполе поля Р, М  — деяка підмножина Р , Розгляне­
мо сукупність М тих підполів, які містять у собі як підполе Р, так і 
підмножину М . Нехай ¥(М) = п М , За наслідком 15.12  Р(М ) — підпо- 
ле. З його означення випливає, що Р(М ) — найменше підполе, яке 
містить у собі підполе Р  і підмножину М .

П ідп оле Р(М ) н ази ваєт ься  розш иренням  поля Р, одерж ан и м  при­
єдн ан н ям  до  Р п ідм нож и на М.

Найпростіший випадок, коли М  складається з єдиного елемен­
та у. У цьому випадку замість Р{М ) будемо писати Р(у).

Розш ирення, одер ж ан е  приєднанням  до  Р  одного ел ем ен т а у, н а ­
зи ваєт ься  прост им розш иренням .

Очевидно, Р [М ] = Р(М ), зокрема Р [а] = Р (а).
У термінах розширень можна зараз сформулювати визначення 

поля комплексних чисел.

П олем  ком п лексн и х  чисел нази ваєт ься  розш ирення  поля дійсних  
чисел, одер ж ан е  приєднанням  до  нього кореня п ол іном а X 2 + 1 .

Поле комплексних чисел будемо позначати С, а для кореня по­
лінома X 2 +  1 будемо використовувати його звичайне позначення і. 
У таких позначеннях С = й(і). Далі слід звернути увагу на таку 
обставину. Коли ми давали визначення розширення поля, що отри­
мане приєднанням деякої множини елементів (зокрема, одного еле­
мента), ми вважали, що і поле, яке розширюється, і множина, що 
приєднується, містяться в одному більш широкому полі. Визначаю­
чи вище поле комплексних чисел, ми не знаємо (поки іцо), чи існує 
поле, підполем у якому буде поле дійсних чисел, і яке містить корінь 
полінома X 2 + 1. Тому перше питання, яке тут виникає, це питання 
про існування поля комплексних чисел. Але спочатку припустимо, 
що таке поле існує й знайдемо вигляд його елементів. Отже, нехай 
Р  — поле, підполем якого буде В , і нехай Р  містить елемент і — 
корінь полінома X 2 + 1. Якщо К  — підполе Р, яке містить у собі Е  та 
елемент і, то разом з кожним дійсним числом х  підполе К  містить і 
елемент хі. Отже, якщо х, у  є  Я, то х  +  уі є  К . Таким чином, підполе



Л.
 А

. 
К

ур
да

че
н

ко
, 

В,
 

В.
 К

ир
ич

ен
ко

, 
М

. 
М

. 
С

ем
ко

146 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

С, яке є перетином всіх підполів К ,  що містять у собі В  та елемент і, 
містить всі елементи х  + уі. Нехай 5> = {х + уі | х, у  є  # }, тоді маємо 
включення 5 с С .  Покажемо, що підмножина 5  є підполем. Скорис­
таємось для цього критерієм підполя. Нехай а  = х  + уі, Ь = и + у і , 
тоді маємо

а  -  р = (ж -  н) + (у -  у)і є З , 

ар = (х +  уі)(и + уі) =  (хи  -- уо) + і(уи  +  хи) є  5 .

З означення підполя випливає, що одиничний елемент підполя 
Е , тобто число 1 , буде одиничним елементом усього поля Р , але ж  
1 == 1 + 0/ є в . Аналогічно і = 0 + Хі є

Нарешті, нехай 0 Ф а  = х + уі є  5 . Зокрема, хоча б одне з чисел х 
або у — ненульове, а тому х2 + у2 Ф 0 . Маємо

(х  +  уі)(х -  уі) = х 2 + у2.

Це підказує наступну рівність

(х  + уі)~г = (х /(х 2 + у 2) + (~ у)/(х2 + у2)і) є  5 .

Таким чином, всі умови теореми 15 .10  виконуються для в , отже 
5  — підполе поля Р. За самим визначенням, в  містить у собі всі 
дійсні числа, а також елемент і. Це означає, що £  містить у собі 
С = -Й(І), 3  іншого боку, ми довели вже включення включення 3  £  С, 
яке доводить рівність С “  {х + уі І X, у  Є і?}.

Припустимо, що X + уі = и + УІ для деяких X, у, и, У  є  В . Тоді 
х -  и -  {у -  у)і. Оскільки і Ш Е , то ця рівність можлива лише в тому 
випадку, коли V -  у = 0, х  -  и ~ 0, тобто х  =  и, у — у.

Таким чином, будь-яке комплексне число можна записати одно­
значно у вигляді х + уі, д е  х, у — дійсні числа. Доданок х  називаєть­
ся його дійсною  част иною , доданок уі — його уявною  част иною.

Скористаємось тепер усім цим, щоб довести існування поля ком­
плексних чисел. Почнемо зі звичайної трактовки комплексних чи­
сел як точок звичайної площини. Це так звана геометрична модель 
поля комплексних чисел.

Отже, комплексною площиною ми будемо називати множину 
Е х  Е  всіх точок а  ~ (х, у), х, у є Е, на якій операції додавання та 
множення задаються наступними рівностями: якщо Р =  (и, у), то

а  + р = (х + и, у + у), ар = (хи -  уо, уи + хо).

Я к ми бачимо, ці формули підказані нам попереднім розглядом. 
Розглянемо тепер властивості цих операцій.

Додавання комутативне:

а  + р = (х  + и, у + у ) -  (и  +  х, у  +  у) =  р +  а .

Додавання асоціативне:
нехай у = (з, іу), тоді

(а  + Р) + у = ((я: + и) + г , (у + у) +  ш) ■=

-  ( х  + ( и  +  з ) ,  у  +  (у + іу)) = а  + (р+у).
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Відносно операції додавання існує нульовий елемент, ним буде 
пара (0 , 0 ):

(ж, у) +  (0 , 0 ) =  (ж +  0 , у +  0 ) «  (х, у).

Для кожної пари (х , у ) існує протилежний елемент, ним буде 
(-ж, -у )  :

(х, у) + (-ж, -у )  = (х +  (-ж ), у  + (-у ))  == (0 , 0 ).

Множення комутативне:

ар = (хи -  уи, уи +  ху), (За = (их -  vy, иу + vx), тобто ар = ра. 

Множення асоціативне:

(аР)у ■= (хи -  уи, уи  + хи) (г, ш) *=

= ((хи -  уи)г; -  (уи + ху)іу, (уи + хи)г + (хи  -  уо)ш) =

— (хиг -  уиг -  уию -  хии>, уиг  + хиг + хтх -  уиш);

а(Ру) “  (х, у ) (иг -  уіу, иг + ию) =

= (х(иг  ■ ии>) -  у(иг +  ии>), у(иг -  ии>) +  ж {уг  +  ии>)) =

~ (хиг -  хию - уиг -  уии>, уиг  — уии> +  хиг + хиги),

отже, (ар)у "  а(Ру).

Відносно операції множення існує одиничний елемент, НИМ 
буде пара ( 1 , 0 ):

(х, у)(1, 0 ) -  (х ■ 1  — у - 0 , у • 1  +  х ■ 0 ) =  (х, у).

Для кожної пари (х, у) Ф (0, 0) існує обернений елемент, ним 
буде (х/(х2 + у2), - у / (х 2 + у2)):

(х, у) (х/(х2 + у2), - у / ( х 2 + у2)) =

= ((х2 + у2) /(х 2 + у2), (ух -  х у )/(х 2 + у2)) = (X, 0 ).

Додавання та множення пов’язані законом дистрибутивності:

(а + р)у = ((ж, у ) + (и, и))(г, ш) = (х  + и, у + и)(г, и>) =

= {(ж + и)г ~ (у + и)и>), (у + и)г + (ж + и)ш)) =

= (жг + иг -  уи> -  иш, уг  + иг + хю  + иш);

ау + Ру =  (ж, у)(г, и>) +  (и, и)(г, и>) -  

=  (ж г -  уи>, уг +  хи>) +  (иг -  о«;, У2 +  иш) =

= (х г  -  уи) + иг -  ии>, уг + хи> + иг + ии>), 

отже, (а  + Р)у =  ау + Ру.
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Таким чином, відносно введених вище операцій додавання та 
множення Е х  Я  стає полем.

Підмножина й х { 0 }  =  {(х , 0) | х  є  Д} є підполем. Дійсно,

(* , 0 ) -  (у, 0 ) = ( *  -  у, 0 ) є Я  х {0 };

(х, 0 ) (у, 0 ) «  (ху -  0  • 0 , 0 • у + х  ■ 0 ) =  (ху, 0) є  Е  х  {0 };

(1, 0) € і? х {0},

якщо (х, 0) Ф (0, 0), то х Ф 0  і (х, і/У 1 = (ж"1, 0) є Я  х {0}.
Розглянемо тепер відображення f : Я -  

за правилом f (x ) = (х, 0). Маємо
ії  х {0 }, що визначається

/{* + у) =  (х + у , 0 ) =  (я, 0 ) + (у, 0 ) =  f(x )  + f(y); 

f (x y ) -  (ху, 0 ) = (х, 0)(у, 0 ) = f(x )f(y ).

Очевидно також, що f  є бієктивним, так що / — ізоморфізм. Інак­
ше кажучи, підполе R  х  {0} ізоморфно до поля Я  дійсних чисел. Це 
дає нам можливість ототожнювати пару (х , 0 ) із дійсним числом х. 
Цією можливістю ми зараз і скористаємось.

Маємо очевидну рівність

(х, у) = (х, 0 ) + (0 , у) = (х , 0 ) + (0 , 1 )(у, 0 ).

Також (0, І ) 2 =  ( -1 ,  0). Таким чином, якщо покласти і = (0, 1), то 
і2 — ( - 1 , 0 ), так що, ототожнюючи дару ( - 1 , 0 ) з дійсним числом - 1 , 
отримаємо

(х, у) = (х , 0 ) + (0 , 1 )(у, 0 ) = х  +  уі.

Таким чином, наше побудоване поле містить у собі як підполе 
поле Я  дійсних чисел (точніше його ізоморфну копію), а також 
містить корінь полінома X 2 + 1. Отже, воно містить у собі підполе 
ії(і) — С. Більш  того, з попередніх розглядів видно, що воно само 
співпадає з С.

Наведемо зараз іншу модель поля комплексних чисел, так звану 
мат ричну м одель. Розглянемо підмножину Р  кільця М 2(Я), яка скла­
дається з матриць, що мають такий вигляд

(; її
Рівності

ґ х
' и

- і
( - I f х) r v и і

х + и  у + V 
- у  -V  х  + и

'  X у ' ' и V̂ ' xu + yv XV + уи
+ =

- у  х^ -1V\ и) -дгу -  у и X и + yv 1
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З

показують, що підмножина Р  є сталою відносно операцій додавання 
та множення матриць. Додавання елементів множини Р  є комута­
тивним та асоціативним, оскільки воно комутативне та асоціативне 
для всіх елементів матричного кільця М 2(Р), нульова матриця нале­
жить до Р, зокрема, вона буде нульовим елементом для Р. Нарешті,

( х У' „

1И1

Г У X у -X

і це показує, що відносно операції додавання Р  буде абелевою гру­
пою. Операції додавання та множення пов’язані законами дистрибу­
тивності, оскільки вони мають місце для всіх матриць з М 2(Я), з тієї 
ж  причини множення в Р  є асоціативним. Далі маємо

X У' ( и V

- У X - V\ и

и
л

' X У
- V V СУ X

ґ x u - y v  xv -  уи^
- X V  -  уи х и -  yv

их - v y  V X  + uy 
-v x  - u y  их -  vy

а це доводить комутативність множення елементів Р .
Нехай тепер

Ч :)-
довільний ненульовий елемент Р. Тоді хоча б одне з чисел х  або у — 
ненульове. Маємо (іеЦУ) = х 2 + у2 Ф 0. Інакше кажучи, ненульові 
елементи з Р  будуть невиродженими матрицями, і  тому кожна з них 
має обернену. Застосовуючи правило знаходження оберненої мат­
риці, отримаємо

{ х УЛ
-і ' и v'

{-у X - V ик
де и -  х / ( х 2 +  у2), V = (~ у)/(х2 + у2). Це показує, що У“1 є Р . Таким 
чином Р  е полем.

Розглянемо відображення р  С  » Р , що визначено за правилом

f { x  + уі) =
- у  х\ /

Очевидно воно бієктивне, а також якщо а  = х  +  уі, |3 = и + vi, то

/ (а  + (3) = / (ж + и) + і (у + v) = 

f ( a )  + f  (Р) = f  (х  + іу) + f  (и + iv ) =

ґ х  + и у + іЧ 
у - V  х + и^

' X у''
" h

f  и
1

СУ XJ -и
V “J
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а отже f ( a  + Р) = f(a )  + /(Р).
Далі .

f  (ар) = f  ((жц -  yv) + і (уу + жи)) =
(  x u - y v  X V  + уи 4

( х
Ґ и

{ - у X/ “J

-XV - у и  х и -  yv
N

f ( x  + y i) f ( u  + vi) = f  (a )  f  (P).

Всі ці рівності показують, що відображення /  зберігає операції 
додавання та множення, а значить буде ізоморфізмом. Отже, поле О 
комплексних чисел ізоморфно до побудованого нами поля Р. При 
цьому /(її) = НЕ — множина всіх скалярних матриць, яка очевидно 
буде підполем Р,

/ ( 0  =
f  о і 

-1  о
= J .

Отже, ми можемо ототожнити скалярну матрицю хЕ  із  дійсним 
числом х. Також

І  = і

Hо f  1 С'1 ' - 1  О''
І-1 ° ) - 1к 0У 1° ч

- Е ,

зокрема, поле Р  містить корінь матричного полінома Е Х 2 + Е .  Тепер 
ми знову можемо отримати звичайну форму комплексного числа в 
його матричній моделі:

X у 
-у х

'  ( х  0 W 0  у 
+

0 хv -у 0
ж 0 
0  *

+ (у 0 
о о

' 0 1 
-1  о

= х Е  + (у Е )І .

Абсолютним значенням комплексного числа х + уі називають 
невід’ємне дійсне число

V* 2 + у2 = \х + уі\

18.1. Пропозиція. В ідображ ен н я  Д: х  + у і  >--- » х — уі є авт о­
морф ізмом поля С. П ри цьому А2 = £с, Д(о) = а  дл я  кож ного  
а  є  С.

Д о в е д е н н я .  Справді,

Д(ж + уі +  и +  иг) = Л((х + и) + (у + о)і) = (х +  у) -  (у + о)і =

=  (х -  уі) + {и -  оі) =А(х + уі) + А(и +  оі);

Д((ж + уі)(и + оі)) = А ({хи -  уо) +  (д:о + уи)і) -  

= (хи -  уо) ~ (XV + уи)і “  (ж -  рі)(и -  ні) =  Д{ж + уі) А(и І- ні).
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Ін ’єктивність і сюр’єктивність відображення Д очевидні. 
Нарешті,

A2(x + уі) = Д(Д(* + уі)) = Д(ж -  уі) =  х  + уі.

Із самого означення Д випливає, що Д(а) = а  для будь-яко­
го а  є R.

Числа х  +  уі і х  -  уі називають ком п лексн о сп ряж ени м и . У по­
дальшому будемо писати

Д (ж + уі) = х + уі.

Очевидно, (ж + уі)(х -  уі) — х 2 + у2 -  j х  + уі\2.
Нехай г = [ х + уі |. Запишемо комплексне число х  +  у і у вигляді

X + уі = г {(х /г ) + (у /г)і).
Тоді

( X 2/ г 2)  +  (£/2/ ^ )  =  ( х 2 +  У 2) / ( х 2 +  у 2)  =  1 .

Тому знайдеться такий кут о, що cos ф = x /r ,  sin ф = у jr .  Цей кут 
а  називається аргум ент ом  ком плексного числа х  +  уі т а п озн ачаєт ь­
ся через &rg(x + уі). Зрозуміло, що кут ф визначається з точністю до 
доданка, кратного 360’. Таким чином, маємо х  +  уі = r(cos ф + і sin ф). 
Ц я форма н ази ваєт ься  т ригономет ричною формою зап и су  ком п лек ­
сного числа.

Тригонометрична форма запису виявляється досить зручною при 
діях, пов’язаних із множенням. Дійсно, нехай

х  + уі = г(созф + ізіпф),

и + vi =  #(С08Ч/ + і sin у ),
тоді

(ж + уі)(и  + vi) =  г(соаф -f is in ф)д(cos4г 4- is in y ) =

= ^((сойфсозід -  віпфзіпдс) + і(8Іпфсозу + соафаіп^)) =

= гд(соа(ф + ф) + і sin (ф + \|/)).

Таким чином, виходять дуже зручні формули 

|(ж + уі)(и  +  u£)j == \х + г/і||и + vi |, 

arg((x  + уі)(и  + пі)) =  &Tg(x + уі) +  arg(u -f vi).

Очевидно, ці формули можна розповсюдити на будь-яку скінчен­
ну кількість множників. Зокрема,

(г(совф + івтф ))* = г* (cos/гф + ізіпйф))*, k  є  N ,

або в іншому записі

І(х +  yi)kІ = \х + yi\k ; &rg((x + y i f )  = k a r g (x  + уі).
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Ці формули називають формулами М уавра. Використовуючи їх, 
одержуємо можливість здійснити обернену операцію — добування 
кореня.

18.2. Пропозиція. Д л я  будь-якого ком п лек сн ого  числа.

х  + уі = Ксовф + гвіпф)

існує р івн о  й різних ком плексних чисел

и + VI =  5 (сОв| + івіп^)

із  власт ивіст ю  (и + иі)к *=* х  + уі ( корен ів к-го ст еп еня  з  числа  
х  + иі). ї х  дає  формула д *= Уг ( тут $[г о зн ач а є  арифмет ич­

не значення  кореня к-го ст епеня з додат ного дійсного числа г ), 
= (ф + 2Ш )/к, де 0 < і  < к.

Д о в е д е н н я .  Справді, із формули Муавра отримуємо 
<у* =  г, /г£ = ф + 2пз, в є N. Звідси д = $/г , \ — (ф +  2яа)/А:. Число

в можна подати у вигляді в «= кт  +  і, д е 0 < і < й - 1 .  Тому

(ф +  2и з)/к  — (ф + 2п(кт + і))/к = (ф + 2%і)1к + 2пт, 

соз({ф + 2п$)/к) ~ соа((ф + 2тИ)/к), 

віп((ф + 2 пз)/к)  = віп((ф + 2п і)/к ),

де 0 < і < А -  1, Якщо созх = сову та водночас зіп% = віп у, то 
X -  У = для деякого цілого у. Це означає, що всі числа

^г(сов((ф + 2п і)/к) + ізіп((ф + 2п і)/к)),

це 0  < і < к -  1, будуть різними, тобто дійсно отримуємо рівно
к різних коренів &-го степеня з числа х + уі.

18.3. Наслідок. К орені к-го ст епеня з одиниці зн аходят ься  за  
формулою

ек — сов(2п і/к )  + гзіп(2яі/й), де  0 < і < й.

18.4. Наслідок. М нож и на Ск усіх  корен ів к-го ст епеня є цик­
лічною  підгрупою и(С), причому \ Ск\ =  к.

Справді, якщо а к =  р* = 1, то очевидно (аР-1)* =  1, і з наслідку
10.5 отримуємо, що Ск є підгрупою Ц{С). Далі, із  формули Муавра 
випливає рівність гк = є*, а це означає, що Ск -  <є1>.

К орінь е  к-го ст епеня з  одиниці н ази ваєт ься  приміт ивним або  
первісним, якщ о він  не є  коренем  з одиниці ст еп ен я  (і дл я  д  < к.

Інакше кажучи, к  є найменшим натуральним числом, для якого 
Вк — 1, тобто порядок елемента є  у групі ІІ(С) дорівнює к. Як ми вже 
бачили у розділі 10, |<е>| = | е |, а тому < е>  = Ск. Таким чином,
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корінь е  к-го  степеня з одиниці тоді і тільки тоді буде примітивним, 
коли. <Є> = Ск. З теореми 10.13 випливає тепер

18.5. Наслідок. К орінь в  к-го ст епеня з  одиниці т оді і т ільки  
т оді буде примітивним, коли Є = єт, д е  Н С Д (т , к )  = 1.

Використовуючи поле комплексних чисел, побудуємо два важли­
вих алгебричних об’єкта.

Квазіциклічна група (р-група ГГрюфера).
Нехай р  — просте число, позначимо

Сг  =  { х е  СІ хрі 1 для деякого к  є  ІУо).

Покажемо, що Ср„ — підгрупа (ДС). Нехай х, у  є Ср„, к, і — такі 
числа, що хрт = 1, урк = 1. Покладемо т = шах {к, £}. Тоді маємо 
(х /у р‘) = 1 . 3  наслідку 10.5  випливає, що Ср«  — підгрупа ІДС).

Нехай х  є Ср», к — найменше число, для якого хрк — 1. Інакше 
кажучи, І х  І = р к. Але тоді х — примітивний корінь з одиниці 
ступеня р к, тобто Ср* = < х  >. Очевидно,

. ^ с р* и  С , =  С «>.к єЛГ р р

Нехай Н  — підгрупа Ср~. Можливі дві ситуації:
(1) Порядки елементів підгрупи Н  обмежені в сукупності.
(2) Порядки елементів Н  не обмежені.
Розглянемо перший випадок. Тоді знайдеться таке число к, що 

ур* = 1, для кожного у є Н , і Н  містить такий елемент х , що | х  | = р к. 
Це означає, з одного боку, що Н  < Ср», а з іншого, що < х  > = Ср*. 
Інакше кажучи, Н  = Ср*.

Розглянемо другий випадок. Тоді для будь-якого числа А є N  
знайдеться такий елемент г е  Я ,  що | г \ =  р т, де т > к. З рівності 
| г | = р т випливає, що < г  > = СрІ», а оскільки т > к, то

С р к 55 С р т  =  5  Н .

Отже, для будь-якого к є  N  підгрупа Н  містить у собі Ср*. Це 
означає, що Н  = Ср».

Т аким  чином, будь-яка вл а сн а  підгрупа Ср 
лічною.

є ск інч ен ною  і цик-

Тому групу С ~ називають квазіциклічною. Інша її  назва — р-гру­
па Прюфера. У 1938 р. О. Ю. Шмідт поставив питання про опис не­
скінченних груп, усі власні підгрупи яких скінченні [11]. Довго не 
вдавалося добудувати відмінних від Ср„ груп такого типу й проблема 
О.Ю. Шмідта трансформувалася в проблему існування відмінних від 
Ср~ груп, усі власні підгрупи яких циклічні. Порівняно недавно серії 
таких груп були побудовані О.Ю. Ольшанським [12, § 28].

Тіло кватерніонів. Розглянемо кільце матриць М 2(С), а в ньому 
підмножину Н , що складається з матриць, які мають наступний ви­
гляд

(  х  У '
А / \ А Ґ \ ’  У   ̂ ^ '-Д (у ) Д(ж)
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Покажемо, що Я  — підкільце М 2(С). Дійсно,

(  X у ґ и V >
[ -А (у )  А(х)^ -А  (у) А (и); \

х - и У~*>

х - и у - у
-  (А (у -  у)) Д ( ж - н )

є  Я ,

ґ X У \' и V \ (

- ь { у ) А {х)} -А {и) А(и)^ V

' х и - у А І у ) хи + уА(и)

х и - у А ( ь )  хи + уА (и)

-  (А (у) Д (Д (»)) + Д (ж) Д (у)) -Д (у) Д (Д (у)) + Д (ж) Д (и)

х и -у А (и )  хи + уА (и)

-  (Д (уД («)) + Д (хи)) -  (Д (уД (о)) + А (хи))

<" х и - у А ( и )  хи + уА (и) 'і 
-Д  (уД (и) + ху) Д (зс » -у Д (у ) )

З теореми 15.4  одержуємо, що Я  — підкільце М 2(С). 
Розглянемо тепер довільний ненульовий елемент Я :

(  X у "0 (Г
[-Д (у )  Д (* ) ;

7і
0  0ч

а  =

Маємо сіеі(а) -  хД(х) +  уД(у) =  | х  |и + | у |2 Ф 0 , зокрема, матриця 
а  не вироджена, і отже має обернену. Застосуємо для її  знаходження 
теорему 8 .2 , і отримаємо

Д(х)/<іеі (а) -у/сІеЦаУїГ Д(ж)/<3е1;(а) -у/сІеіДос) ' 
Д(у)/<іеІ (а ) хД іеі(а ) -Д(-у/с1еі (а ))  Д(д(х)/йеі {« ))

а 1 = є  Я .

Отже, Я  — тіло. Отримаємо зараз звичайну форму запису для 
елементів Я . Нехай х  =  а  +  Ьі, у — с + сіі, тоді

( X у  ї ґ а  + Ьі с + с ір

[-А (У ) >

II

- с  + сіі а -  Ьі\ У

( а  (П 
0 а

(Ьі 0
+ 0 —Ьі | —с  0 —с2і 0

- а
(1  СР 

0 1
і 0> 
0 - і

+ с
0 1

-1  0
+ сі

у

і о
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Нехай

Е
1 0 
0 1 , 1 =

і 0  Лі
0 - і , J  =

0 1
-1  о

. К  =
( о г

і О

Шляхом безпосереднього підрахунку для матриць Е, І ,  J ,  К  одер­
жимо таку таблицю множення:

Е І і к

Е ' Е І а к

І І - Е к

J J - К -Е і

К К J - і - Е

Зокрема, и  “  К , Л  = - К ,  тобто множення некомутативне. Отже, 
Н  — некомутативне тіло. Н  називаю т ь т ілом  кват ерн іон ів , а  його 
елем ент и  — кват ерніонам и, (т очніш е — дійсними кват ерн іонам и ).

19. КІЛЬЦЕ ПОЛІНОМІВ ВІД КІЛЬКОХ НЕВІДОМИХ

У  розділі 17 було побудовано кільце поліномів від однієї невідомої 
над довільним комутативним кільцем її. Зараз ми звичайним чином 
розширимо цю конструкцію і розглянемо поліноми від кількох не­
відомих. Як і у розділі 17 будемо вважати, що комутативне кільце її  
не має дільників нуля. Отже, нехай К  = ЇЇ[Х ] — кільце поліномів від 
однієї невідомої, яке було побудовано у розділі 17. У свою чергу 
тепер можна розглянути кільце поліномів від однієї невідомої (нової 
невідомої У) ф = Ї£[У] над кільцем К . Невідома У грає по відношен­
ню до К  ту ж  саму роль, яку грає X  по відношенню до її. Елементи 
з <3 записуються у вигляді

Ь0 + 6ХУ + . . . + ЬЯУ™, є К , 0 < / < т ,

причому такий запис є однозначним. У свою чергу, кожний елемент 
Ьі має вигляд Ьі *  «;0 +  а пХ  + ... + а іпіі)Х п(і>. Із  самої побудови кільця 
поліномів випливає, що невідома є переставною з кожним елемен­
том кільця, над яким будуються поліноми. Зокрема, у нашому ви­
падку, невідомі X  та У будуть переставними. Таким чином, остаточ­
но, кожен елемент <2 має вигляд

X  X  а ікХ кУ‘, а ік є її , 1 < к ^ п(у), 1 < / < т.
1 < / < т  1 < к<  л(/)
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К ільц е <3 =  Д [Х , У] називаю т ь кільцем  поліном ів в ід  двох  ( н е за ­
л еж н и х  )  невідом их X  т а  У над  кільцем  Д.

Повторюючи це потрібне нам число кроків, можна отримати 
кільце Д [Х х, ..., Х п] поліномів над Я  від незалежних невідомих 
Х х, Х п. Елемент / є  Д [Х 1; Х„] буде сумою елементів виду
а(к х, ,,,, йп) X *1 ... Х ^ , які називаються м оном ам и, де а (йх, кп) — 
елемент кільця Д. Число кі називаю т ь ст епенем  м он ом а відносно  
невідом ої X ,, а  суму к х + ... + кп — повним ст еп енем  цього м онома.

Згадуючи правило рівності поліномів від однієї невідомої, отри­
муємо наступне правило рівності двох поліномів Д й є  Д [Х х, Х п]. 
П оліном и  і  т а  й т оді і т ільки т оді сп івп адаю т ь, коли  дл я  будь-яко­
го м оном а а (к х, йл) X *1 ... Х *в із  р о зк л а д у  п ол іном а  / р о зк л а д  
поліном а у м іст ит ь моном Ь(кх, йп) X *1 ... X*», і б ільш  того, 
а (к х /г„) = Ь(кї , к п); і навпаки.

Ст епенем  п оліном а  / Є Д£Хх, Х ;і] відносно н ев ідом ої Х і нази ­
ваю т ь найбільш ий  з і  ст епенів ненульових м оном ів, я к і входят ь до 
р о зк л а д у  Д відн осн о  невідом ої X^ Ц е  число п озн ач аєт ься  символом  

пхх, .... Х„), а б о  корот ш е
Аналогічно, повним ст епенем  поліном а f  є Д [Х 1, ..., Х„] н ази ва­

ют ь найбільш ий з повних ст епенів ненульових м оном ів, я к і входят ь  
до р о зк л а д у  f. Ц е  число п означаєт ься сим волом  бей / (Х х, ..., Х„), або  
корот ш е  Д Я к  і дл я  поліном ів в ід  одного невідом ого, нульовому  
елем ент у н іякого ст епеня не присвоюют ь, а б о  присвою ю т ь ст епінь
— сю

Про старший коефіцієнт полінома від кількох невідомих говори­
ти нема сенсу, оскільки його розклад може мати не один моном, що 
має найбільший степінь.

П олін ом  f  є  Д [Х х, .... Х„] будем о нази ват и  однорідни м  або  фор­
м ою ст епеня і ,  якщ о кож ен  його моном м ає один і т ой сам ий повний  
ст епінь, що дорівню є  і. Форми ст епеня  1, 2, 3 н ази ваю т ься  в ідповід­
но лінійним и, квадрат ичним и т а кубічними.

Об’єднуючи разом всі мономи, що мають один і  той самий повний 
степінь, ми можемо записати поліном /(Хх, .. . ,  Х п) у вигляді суми 
форм різних степенів:

/(Хх Х„) — /0(Х 1, ..., Х я) +  ^ (Х х, Х„) +  ... +  /к(Х х, ..., Х я),

де к = бей /(Хх, ..., Х п). Слід відзначити також, що таке представлен­
ня є однозначним.

У розділі 17 було доведено, що кільце поліномів Д [Х ] не має 
дільників нуля. Застосовуючи просту індукцію, отримуємо, що і 
кільце поліномів Д [Х г, Х„] від кількох невідомих над областю 
цілісності Д не має дільників нуля. Цей результат можна трохи 
підсилити.

19.1. Теорема. Н ехай  Д — област ь цілісност і, Д  й є  Д [Х 1( ..., 
Х л]. Тоді

бейД/й) =  бе^/ + бе^й дл я  кож ного  у, 1  £ у < л; 

бе й(/й) = бей/ + бейй-
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Д о в е д е н н я .  Перше твердження було доведено у розді­
лі 17. Нехай  ̂= / 0 + /о + ■■■ + А — розклад f  у суму форм, де 
к = «ІедД ^ + ••• + £т> Де т  = Маємо

f g  = + 0 о*і +  и й 0) +  . .  . +  ї к§т.

Форми f k, — ненульові, а оскільки, як було помічено 
трохи вище, кільце Х п] не має дільників нуля, то
поліном fkgm — ненульовий. Очевидно, кожен моном із розк­
ладу інших доданків має повний степінь меншу, ніж  к + т. 
Звідси і випливає, що

й ей (^ ) = к  + т  = (іе^/ + йе££.

Нехай К  — комутативне кільце, Я  — його унітарне цілісне під- 
кільце, ух, . . . ,  уп є К .  Якщо / є  Я [Х г, . . . ,  Х„], / = Е  а (к г, ..., кп) X р  ... 
Х кп\ то покладемо і ( у х. .... ул) =  Е  а {к ІГ ..., й„) у^  ... у*п. Е лем ен т  }{у х, 
.. . .  уп) к іл ьц я  К  н ази ваєт ься  значенням  п ол ін ом а  /(Х^ ... .  Х п) 
у точці (ух, .... уп), а б о  значенням  при Х х = уи . . . .  Х п = у п.

Б удем о говорит и, що (у1, ..., уп) — корінь п оліном а ..., Х„),
якщ о і (у гі . . . ,  у п) = Од.

Як і для кілець поліномів від одного невідомого, має місце

19.2. Пропозиція. Н ехай  К  — ком ут ат и вне к ільце, Я  — його 
ун іт арн е ц іл існе п івк ільце, уг, . . . ,  уп є  К . В ідо бр а ж ен н я  
т\ух, ..., уп]\ Л[ХГ1, .. . ,  Х п]  > К , що.ви зн ач аєт ься  з а  прави­
лом  тіСур.... і/ д л  = Ну1,.........уп). f ( x і  х п) є  і г [ х 1 ? ..., х„],
є гомоморфізмом.

Це твердження виводиться з пропозиції 17.4  за допомогою про­
стої індукції.

Як і для випадку однієї невідомої, І т р ^ , ... ,  уП] =  Я [у и .... уп] — 
підкільце, що породжене над Я  елементами ух, .. . ,  уп.

Е лем ент и уи уп є К  називаю т ься  алгебри чн о залеж н и м и  н ад  
Я, якщ о  К еггі[у1, ..., ул]^{О д}, і в ідповідно, алгебрично н езал еж н и ­
ми, якщ о  К егт][уі, .... у„] = {Од}.

Зокрема, якщо елементи у 1 г уи алгебрично незалежні над ії, то 
підкільце Я [у х, ..., ізоморфне до кільця поліномів ДЕХ*, Х„].

Пропозиція 19.2  вказує на універсальність кільця поліномів. Роз-
запису поліномів від кількох 

ічна форма запису, якою корис-
глянемо тепер стандартну форму 
змінних. Це так звана лексикограф 
туються при розташуванні слів у словниках. Нехай / є  17 ГХ^ . . . ,  Х п] 
і розглянемо два довільні монома ..., кп) X *1 ... Х *п і  а(т у, . 
т п) Х{”> ... Х™п із розкладу поліномі f .

Б удем о говорит и, що моном а{к г, А„) X *1 ... X*» є вищим за  
моном а(т х, .. . ,  т п) Х " 1 ... Х™л, якЩо існує ном ер й із  власт ивіст ю :

= і» і, . . . ,  ^  _ ! = та _ і, але > тй.

Слід відзначити, що якщо один моном є вищим за інший, то його 
повний степінь не обов’язково є більшим, тобто лексикографічний
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порядок не пов’язаний зі степенем полінома. Очевидно, для кожної 
пари мономів один обов’язково є вищим за інший, а також, що це 
відношення є транзитивним. Таким чином, усі члени з розкладу по­
лінома / можуть бути розташовані у відповідності до введеного вище 
порядку. Такий запис полінома f  будемо називати лексикографіч­
ним. М оном, яки й  є найвищ им при цьому лексикограф ічном у поряд­
ку, н ази ваєт ься  вищим членом поліном а f,

19.3. Теорема. Н ехай  ї ї  — област ь ц ілісност і, /, £  є  В.\Х1, 
Х„]. Т оді вищ ий член поліном а  /£ бу де добут ком  вищого чле­
н а  / т а вищ ого члена  £.

Д о в е д е н н я .  Нехай а(кх, к п) X *1 ... Х * л та Ь{іх, .... ї„) 
Х {1 ... Х„п — вищі члени поліномів / та ё  відповідно. Добуток 

буде сумою усіх можливих добутків мономів із  розкладів / 
та і .

Нехай а(т їг ..., тп) Х р  ... Х ?» та &(?**, • ■., гп) Х р ... Х г» — 
довільні мономи з розкладу / та # відповідно. Тоді існує такий 
номер й  (відповідно д), що кг ™ т г, ка _ 1 = т а_ г, але ка > т й 
(відповідно = гг, . . . ,  „ 2 =  гд_ 1( але > гд). Порівняємо
тепер добутки

№ ....... К ) Х * ' ... х ^ Ж і ,, ..., і я) X ?  ... X '«) -

=  а(к х, ..., к п)Ь(гх, .... і Л)Х І1+*' ... Х * * +("

та

(а(ш 1, .... Х ^  ... Х % »Ж ги .... гл)Х р  ... Х£в) =

= «(і»!, ..., т пЖ гі. . . . ,  Г„)Х^ + г1 ... Х ^  + г».

З двох натуральних чисел сі, д одне не менше іншого.
Нехай д  < д, тоді маємо к х + =  т х + г х, ка _ х + і а _
= _ і, але кА + > ні* + г„.

Аналогічно розглядається випадок д < гі. Таким чином,

а(к х кп)Ь(іх /Л)Х}* + *  ... Х*» + *

є вищим за

0(171!, ..., т лЖ гіі .... гя )Х ^  + Г1 ... Х™« + г».

Це й означає, що добуток

а (* і * пЖ*і> ... .  + -  Х кп̂ іп

буде вищим членом полінома /£.
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20. РОЗШИРЕННЯ АРИФМЕТИКИ НА КОМУТАТИВНІ КІЛЬЦЯ

Почнемо зі звичного поняття подільності і подивимось як воно транс­
формується у кільцях. Нехай Я  — комутативне кільце, що не має 
дільників нуля. С каж ем о, що елем ент  Ь к ільця  Д діли т ься  на  ел е­
м ент  а  а б о  а  д іли т ь Ь, а б о  Ь є крат ним  до  а, якщ о існує т акий  
елем ент  с є П, що Ь = ас. Ц е  будем о позначат и наст упним  сим во­
лом  а  | Ь.

Нехай а\Ь  та Ь \ а, тобто Ь =  а с  і а  — Ьй для деяких елементів 
с, сі є  Д. Маємо тоді а  = а{сд), отже сй = е  і с, сі є  ІІ(Е). Е лем ент и  
а ,Ь  є Д н ази ваю т ься  асоційованим и, якщ о Ь — аи дл я  деякого  ел е­
м ент а и € Ц(Д).

20.1. Препозиція. Н ехай  Е  — област ь ц ілісност і. В іднош ен­
ня  “бут и асоційованим и елем ент ам и ” є  віднош енням  ек в ів а ­
лент ност і.

Д о в е д е н н я .  Дійсно, із рівності а  = ае  випливає, що це 
відношення рефлексивне. Далі, якщо Ь = аи , де и є  Г/(Д), то 
а  = Ьи~1 і також и~1 є тобто відношення асоційованості
є симетричним. Нарешті, нехай с = Ьо, де V є  ІДД), тоді 
с = (ац)у =  а(ио) і ии є Щ Е), так що воно буде і транзитивним.

Класи еквівалентності відношення “бути асоційованими елемен­
тами” називаються класами асоційованості кільця Д.

Якщо и є ІД Е), то елемент и буде дільником кожного елемента а . 
Це випливає з рівностей а  ~ ае = а{и~1и) = {аи~х)и . Е лем ент и, асоц ійо­
ван і з а  т а елем ент и  з групи Ц(Д) нази ваю т ься  невласни м и  д ільн и ­
кам и ел ем ен т а а.

І  в ідп овідн о, якщ о а  = Ьс, деЬ ,с<£  (У(Д), то елем ент и  Ь, с будут ь  
власним и д ільн и кам и  елем ент а а.
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Класи еквівалентності відношення “бути асоційованими елемен­
тами” називаються класами асоційовавості кільця Я.

Відзначимо зараз наступні властивості подільності.

20.2. Пропозиція. Н ехай  В  — област ь ц ілісност і.
(1) Я к щ о  елем ент  а  к ільця  Я  ділит ь ел ем ен т  Ь, а  Ь, у свою  
чергу, д іли т ь с, то а  ділит ь с.
(2) Я к щ о  елем ент  а  к ільц я  Я  д іли т ь елем ен т и  Ь, с, то 
а  д іли т ь Ь + с.
(3) Я к щ о елем ент  а  кільця В  ділит ь елем ент  Ь, то а  ділит ь Ьс.
(4) Я к щ о  елем ент  а  кільця В  ділит ь елем ент и  Ьг, . . . ,  Ьп а  
с1, .... с п — довільн і елем ент и В , то а  д іли т ь Ьгсг + ... + Ьпсп.

Ці твердження майже очевидні.
Поняття подільності можна перевести на мову ідеалів. Як пока­

же подальший розгляд, це буде дуже корисним.

20.3. Пропозиція. Н ехай  В  — област ь ц ілісност і. Е лем ент  а  
к ільця  В  т оді і т ільки  т оді д ілит ь елем ен т  Ь, коли  ЬВ < аВ.

Д о в е д е н н я .  Якщо а  \ Ь, то Ь = ас  для деякого елемента 
с є  В. Зокрема, Ь є аВ , і оскільки а В  — ідеал, то з цього вклю­
чення випливає включення ідеалів ЬВ < а В . Навпаки, якщо 
ЬВ < а В , то & є а В , тобто Ь = а с  для деякого елемента с є  В.

20.4. Наслідок. Н ех ай  В  — област ь ц ілісност і.
(1) Е лем ен т и  а, Ь кільця В  т оді і т ільки  т оді асоц ійовані, 
коли  ЬВ = аВ .
(2) Я к щ о  а  — власний дільник елем ент а Ь, то Ь В < а В і Ь В ї  аВ.

Нехай В  — область цілісності, а, & є  Я. Е л ем ен т  й к ільця  Я  нази ­
ваєт ься  найбільш им  спільним  дільником  елем ен т ів  а , Ь, якщ о д, з а ­
довольняє наст уп н і умови:

(ВСВ 1) й д іли т ь а  т а д  діли т ь Ь\
(ПСБ 2 ) якщ о с  — сп ільний д ільн и к  елем ент ів а , Ь, т о с ділит ь й.

Очевидно, разом з елементом й, кожен елемент, асоційований з 
сі, також задовольняє умови (ОСВ 1) та (ОСИ 2). Навпаки, якщо 
елемент задовольняє умови {ЄСВ 1 ) та (ОСВ 2 ), то елементи <2, й1 
ділять один одного і тому вони асоційовані. Таким чином, всі най­
більші спільні дільники елементів о, Ь {якщо вони існують) склада­
ють клас асоційованих елементів. Той факт, що елемент сі — один із 
найбільших спільних дільників елементів о, Ь, будемо позначати 
символом <2 =  ОСВ(а, б).

Дуальним до поняття найбільшого спільного дільника є поняття 
найменшого спільного кратного.

Нехай Я — область цілісності, а, 6 є Я. Е л ем ен т  т кільця В  на­
зи ваєт ься  найм енш им  спільним  крат ним  елем ент ів а , Ь, якщ о т 
задовольн я є н аст уп н і умови:

(ЬСМ 1) а д іли т ь т т а Ь ділит ь т;
(ЬСМ 2) я кщ о с — сп ільне крат не елем ент ів а , Ь, то т ділит ь с.



20. Розширення арифметики на комутативні кільця 161

Очевидно, разом з елементом т , кожен елемент, асоційований з 
т , також задовольняє умови (ЬСМ 1) та (ЬСМ 2). Навпаки, якщо 
елемент т 1 задовольняє умови (ЬСМ 1) та (ЬСМ 2), то елементи т, т 1 
ділять один одного і тому вони асоційовані. Таким чином, всі най­
менші спільні кратні елементів а , Ь (якщо вони існують) складають 
клас асоційованих елементів. Той факт, що елемент т — один із 
найменших спільних кратних елементів а , Ь, будемо позначати сим­
волом т — ЬСМ (а, Ь).

У довільному комутативному кільці не кожна пара елементів має 
найбільший спільний дільник та найменше спільне кратне. Зараз 
розглянемо більш вузький клас кілець, у яких найбільший спільний 
дільник та найменше спільне кратне існують для кожної пари еле­
ментів.

К ом ут ат ивне к ільце Я  б ез  д ільн и ків  нуля н ази ваєт ься  област ю  
головних ід еа л ів , якщ о кож ен  його ідеал  головний.

20.5. Теорема. Н ехай  Я  — област ь головни х ідеал ів . Д л я  к о ж ­
ної пари  його елем ент ів а , Ь у кільці Я  існує їх  найбільш ий  
сп ільний д ільн и к  т а їх  найм енш е сп ільне крат не. Б ільш  того, 
сп івв ідн ош ен н я  сі =  ОСБ(а, Ь) і д Я  =  а Я  + ЬЯ (в ідп овідно  
т — ЬСМ (а, Ь) т а т Я  =  а Я  п  ЬЯ) р івносильн і.

Д о в е д е н н я .  У розділі 16 ми відзначали, що а Я  +  ЬЯ — 
ідеал кільця Я. Оскільки кожен його ідеал головний, існує 
такий елемент (і, що д Я  = аЯ  +  ЬЯ. Включення а Я  < д Я  та 
Ь Я < д Я  разом із пропозицією 20.3 показують, що сі ] а  і д  | Ь.

Нехай с — спільний дільник елементів а, Ь. Застосовуючи 
знову пропозицію 20 .3 , отримаємо включення а Я  < сЯ  І 
ЬЯ < сЯ , із яких випливає, що дЯ  = а Я  + Ь Я <  сЯ , а це, у свою 
чергу, показує, що с — дільник елемента <2. Отже елемент <і 
задовольняє умови (бС Б 1 ), (ОСБ 2 ).

Навпаки, якщо <І1 — довільний найбільший спільний 
дільник елементів а, Ь, то як уже відзначалось раніше, еле­
менти <2, — асоційовані. Зокрема, вони породжують один і
той самий ідеал, тобто д гЯ  — сІЯ =  а Я  + ЬЯ.

Оскільки кожен ідеал кільця Я  — головний, існує такий 
елемент т, що т Я = а Я  г> ЬЯ. Включення т Я  < а Я  та т Я < ЬЯ 
разом із  пропозицією 20.3  показують, що о | т  та Ь \ т . Нехай 
с — спільний дільник елементів а, Ь. Застосовуючи знову про­
позицію 20 .3 , отримаємо включення сЯ  < а Я  і с Я <  ЬЯ, із  яких 
випливає, що і сЯ  < а Я  г\ ЬЯ = т Я, а це, у свою чергу, пока­
зує, що т  — дільник елемента с. Отже елемент т  задовольняє 
умови (ЬСМ 1) та (ЬСМ 2). Навпаки, якщо т 1 — довільне 
найменше спільне кратне елементів а, Ь, то як вже відзнача­
лося раніше, елементи т, т 1 — асоційовані. Зокрема, вони 
породжують один і той самий ідеал, тобто т гЯ  = т Я = а Я п  ЬЯ.

20.6. Наслідок. Н ехай  Я  — област ь головни х ідеал ів , а, Ь — 
елем ент и к ільця  Я. М аю т ь м ісце наст упні т вердж ення:
(1) Р івн іст ь а  = ОСВ(а, Ь) м ає м ісце т оді і т ільки  т оді, коли  
а д іли т ь Ь.
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(2 ) ОСО (а, Од) = а .
(3) ОСЬ {ах , Ьх) =  *О С Б (а , Ь).
(4) ОСБ(ОСБ(а, Ь), с) = НСБ(а, ОСБ(Ь, с)).
(5) Рівніст ь а  = ІХ М (а, Ь) м ає м ісце т оді і т ільки  т оді, коли  
Ь діли т ь а.
(6 ) ЬСМ (а, 0„) -  Од.
(7) ЬСМ(аж, Ьх) = хЬСМ  (а, 5).
(8 ) ЬСМ (ЬСМ (а, Ь), с) = ЬСМ (а, ЬСМ(Ь, с)).
(9) Я к щ о  д  = ОСБ(а, Ь), то існуют ь т ак і елем ент и х, у є Я, 
що д  = а х  + Ьу.
(10) Я к щ о  а , Ь — ненульові елем ент и к ільц я  Я , то елем ент и  
ИСБ (а, Ь) т а  І.СМ {а, Ь) т ак ож  ненульові.

Д о в е д е н н я .  Майже всі ці твердження очевидні. Дове­
дення потребує мабуть, тільки останнє. Нехай й  = 6 СБ(а, &), 
т = ІХ М  (а, Ь). З теореми 20.5 отримуємо рівності йЕ  = аЯ + ЬЕ, 
т Е = а Е  п  ЬЕ. Включення аЕ  < 6 Е  та ЬЕ < йВ  гарантують той 
факт, що ідеал (1Е — ненульовий, тобто елемент д  — ненульо- 
вий.

Припустимо, що т = Од. Це означає, що а Е  п  ЬЕ =  { в и ­
добуток аЬ належить як до ідеалу аЕ , так і до ідеалу ЬЕ, тобто 
належить до їх  перетину. Отже аЬ = Ол, що суперечить нашо­
му припущенню про кільце Е . Отримане протиріччя показує, 
що й елемент т  мусить бути ненульовим.

Е лем ент и а, Ь кільця Я  називаю т ься  взаєм н о  прост ими, якщ о  
одиничний елем ен т  кільця  Я  є одним  із їх  н ай б ільш и х  сп ільних  
дільників.

20.7. Наслідок. Н ехай  Е  — област ь головни х  ідеал ів . Е л ем ен ­
ти а, Ь к ільця Е  т оді і т ільки  т оді в заєм н о  прост і, коли  
існую т ь т ак і елем ент и х, у  є  Е, що е  =  а х  + Ьу {е — одинич­
ний елем ен т  Я).

Д о в е д е н н я .  Необхідність випливає з наслідку 20 .6 . Не­
хай у кільці Я  існують такі елементи х, у, що е = а х  + Ьу. 
З ц ієї рівності випливає, що е є а Е  +  ЬЕ. З пропозиції 16.6 
випливає, що Я  «■ а Е  + ЬЕ. Оскільки еЯ = Я , то з теореми 20.5  
отримуємо, що е = ОСБ(а, Ь).

20.8. Наслідок. Н ехай  Я  — област ь головни х  ідеал ів , а , Ь — 
ненульові елем ент и кільця Я, й ~  О Ср(а, Ь), а  = д а х, Ь = йЬг. 
Т оді елем ент и а г, &І взаєм н о  прості.

Д о в е д е н н я .  З наслідку 20.6  отримуємо існування 
у кільці Я  таких елементів х, у, що д  = а х  + Ьу. Тепер маємо 
д  = ах  + Ьу = д а хх  + дЬху, Скорочуючи на й, що можливо, ос­
кільки Я  не має дільників нуля, а елемент й, згідно з на­
слідком 2 0 .6  ненульовий, отримаємо рівність е = а хх  + Ьгу. 
Наслідок 20 .7  доводить взаємну простоту елементів а г та Ь1.

Відзначимо наступні важливі властивості взаємно простих еле­
ментів.
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20.9 . Пропозиція. Н ехай  R  — област ь головни х  ідеал ів .
(1) Я к щ о  елем ент и а , b — взаєм но прост і т а  елем ент и а, с — 
т а к о ж  взаєм но прост і, то а  буде взаєм н о  прост им  із  добут ­
ком  Ьс.
(2) Я к щ о  елем ент  а  ділит ь добут ок Ьс і елем ент и  а, b — 
взаєм н о  прост і, то а  ділит ь с.

Д о в е д е н н я .  (1) Із наслідку 20 .7  отримуємо існування у 
кільці R  таких елементів x Xl х 2, y lt у2, що е = а х х +  Ьх2, е ~  
=  а у х + суг. Тепер маємо

е = ( а х х+ Ьх2)(ау1 + су2) = а (а х ху х + Ьх2у г + с х ху2) + (Ьс)(х2у2).

Знову застосовуючи наслідок 20.7 , отримаємо взаємну про­
стоту елементів а  та Ьс.

(2) Із наслідку 20 .7  отримуємо існування у кільці R  таких 
елементів х 4, х2, що е  *= а х х + Ьх2. Тепер маємо с = се  =  с а х г + 
+ cbx 2, і оскільки а  ділить Ьс, то а ділить с.

Наступне твердження показує взаємний зв ’язок м іж  найбільшим 
спільним дільником та найменшим спільним кратним.

20 .10 . Теорема. Н ехай  R  — област ь головни х ідеал ів , а, b — 
н е нульові елем ент и кільц я  R.
(1) Я к щ о  т — найм енш е сп ільне крат н е елем ен т ів  a , h і ab  = 
m d, то d  — найбільш ий спільний д іл ьн и к  елем ент ів а , Ь.
(2) Я к щ о  d  — найбільш ий спільний д іл ьн и к  елем ент ів а, Ь, 
а  ' d a x, b =  dbx, т о елем ент  т ~ d a xbx б у де  найм енш им  сп іль­
ним крат ним  елем ент ів а, Ь.

Д о в е д е н н я .  (1) Оскільки т  — спільне кратне елементів 
а, Ь, то т «  а 2а , т = Ь2Ь для деяких елементів а 2, Ь2 кільця R. 
Тепер маємо ab  = m d = a a 2d. Скорочуючи на не нульовий еле­
мент а , отримаємо рівність b = a 2d , яка показує, що b ділить­
ся на d. Аналогічно доводиться, що а  ділиться на d.

Нехай тепер с  — довільний спільний дільник елементів 
a, bt тобто а — a sc, b -  b3c для деяких елементів а 3, Ь3 кільця 
R, Елемент а 3Ь3с ділиться як на а , так і  на Ь. З визначення 
найменшого спільного кратного отримуємо тепер існування 
такого елемента г  у кільці R, що а 3Ь3с  = т г. Отже m d  = ab = 
— a 3b3cc  = m zc. З наслідку 20.6  випливає, що т  — ненульовий 
елемент, так ще скорочуючи на нього, приходимо до рівності 
d  = z c . Отже елемент d  задовольняє умови (GCD 1), (GCD 2).

(2) Очевидно т ділить кожен з елементів а , Ь. Нехай с  — 
довільне, спільне кратне а, Ь, тобто с = а а 4, с = bb4 для деяких 
елементів а 4, Ь4 кільця R. Далі, с = а а 4 = d a xa 4, c = bb4 = dbxb4, 
а тому d a xa 4 =  dbxb4. 3  наслідку 2 0 .6  випливає, що d  — не­
нульовий елемент, так що скорочуючи на нього, приходимо 
до рівності а га4 — bxb4. Згідно з наслідком 20 .8  елементи 
а 1,Ь 1— взаємно прості і тепер із пропозиції 20 .9  отримаємо, 
що а х ділить Ь4: Ь4 = а гх . Отже с =  d b xb4 = d b ^ x  = т х. Таким 
чином, т  задовольняє умови (LCM 1) та (LCM 2).
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Н ен ульови й  елем ент  р  област і ц іл існост і Я  н ази ваєт ься  про­
стим а б о  нерозкладни м , якщ о р  е  І) {Я) і р  не м ож е бут и предст ав­
лений у вигляді добут ку двох  власни х  д ільн и ків . Інакше кажучи, 
ненульовий і не інвертований елемент р  тоді і  тільки тоді буде про­
стим, коли у всякому його розкладі р  — аЬ хоча б один із множників 
а  або Ь буде інвертований.

Прості елементи області головних ідеалів тісно пов’язані з мак­
симальними ідеалами. Ід е а л  М  нази ваєт ься  м акси м альн и м  ідеалом  
кільця Я , якщ о для  кож ного ідеалу  Н, розт аш ован ого  м іж  М  т а Я  
(т обт о М  < I I  < Я) а б о  М  = Н , або  Н  =  Я.

20.11 . Лема. Н ехай  Я  — кільце. Ід е а л  М  т оді і т ільки  т оді є 
м акси м альн и м  у Я , коли  Я /М  — прост е к ільце. Зокрем а, ід е­
а л  М  ком ут ат ивного кільця Я  т оді і т ільки  т оді буде м ак ­
сим альним , коли Я /М  — поле.
Д о в е д е н н я .  Нехай М  — максимальний ідеал кільця Я  
та нехай С? — довільний ідеал фактор — кільця Я /М . Позна­
чимо через Н  повний прообраз Я  відносно епіморфізму а м. 
З пропозиції 16.10  випливає, що Н  — ідеал у кільці Я , Ос­
кільки М  = Кег<тм, М  < Н . Оскільки а м  — епіморфізм, то з 
пропозиції 16.10  випливає, що стм(Я ) — ідеал фактор-кільця 
Я /М .  З того факту, що М  — максимальний ідеал Я , випливає 
одна з рівностей М  = Н , або Н  =  Я , У першому випадку Я  — 
= сгм(М) — нульовий ідеал Я /М , а у другому випадку Я — 
= іУм(Я) — Я /Н .  Це й означає, що Я /М  — просте кільце.

Навпаки, нехай Я /М  — просте кільце, Я  — ідеал, розта­
шований між  М  та Я . Знову за пропозицією 16 .10  с м(Н) — 
ідеал фактор-кільця Я /М . З того факту, що це фактор- кільце 
просте, отримаємо, що або а м(Н) — нульовий ідеал Я /М , або 
<тм(Я ) = Я /Н .  У першому випадку Я  == Кег = М . Розгляне­
мо другий випадок. Нехай х  є Я . З рівності о м(Н) = Я /Н  
випливає існування такого елемента Н є  Я ,  що хЧ- М  — й + М. 
Звідси х -  Н = у є  М , і, використовуючи включення М  <, Н , 
будемо мати х  = А + у є  Я . Це і свідчить про те, що Я  = Я, 
Таким чином, М  — максимальний ідеал кільця Я.

Якщо кільце Я  — комутативне, то для доведення другого 
твердження достатньо використати теорему 16.9 .

Відзначимо наступні важливі властивості простих елементів.

20 .12 . Лема. Н ехай  Я  — област ь головни х ідеал ів .
(1) Я к щ о  р  — простий елем ент  к ільц я  Я , то для  довільного  
ел ем ен т а а  кільця Я  або  р  ділит ь а , або  елем ент и а, р  — 
взаєм н о прості,
(2) Е л ем ен т  р  к ільця  Я  т оді і т ільки  т оді буде простим, 
коли  ід еа л  р Я  буде м аксим альним  у к ільц і Я.

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай й  =  ОСВ(а, р ). Оскільки д  — 
дільник елемента р , то або елементи р  та д  — асоційовані, або 
й є  ІІ(Я ). У першому випадку р  також буде найбільшим спіль­
ним дільником а  і р , зокрема, р  ділить а , У другому випадку 
елементи а  і р  взаємно прості.
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(2) Нехай р  — простий елемент кільця Я, Н  — ідеал Я, 
розташований м іж  pH  та Я. Знайдеться такий елемент у  є Я, 
що Н  = у Я . Включення pH < у Я  разом із пропозицією 20.3 по­
казують, що у — дільникр . З простоти елементар  отримуємо, 
що або у є асоційованим з р  (і в цьому випадку р Я  =  уЯ — Н )у 
або у є  и  (Я) (у цьому випадку Н  -» у Я  — Я ). Навпаки, нехай 
р Я  — максимальний ідеал кільця Я. Якщ о р  = ги) для деяких 
елементів г, и) є  Я, то з пропозиції 20 .3  випливає включення 
р Я  < гЯ . У свою чергу, із цього випливає, що або р Я  = г Я у або 
гЯ  = Я . У першому випадку елементи р  та г  — асоційовані, 
тобто, ш є и  (Я). У другому випадку г  є  и  (Я), Отже р  — про­
стий елемент кільця Я.

Тепер уже можливо навести дві важливі теореми про існування 
розкладів на прості множники та однозначність таких розкладів.

20.13. Теорема. Н ехай  Я  — област ь головних ідеал ів , Ок Ф а  е  Я.
(1) Я к щ о а  Є ІІ(Я), то а  р о зк л а д а єт ься  у добут ок  прост их  
елем ен т ів  к ільця  Я.
(2) Я к щ о  а  е  и {Я ) і а  = р г ... р п = д г . .  . д т — два  р о зк л а д и  у 
добут ок  прост их елем ент ів к ільця  Я, т о п =* т і елем ент и  
другого р о зк л а д у  м ож н а перенум еруват и т аким  чином , що 
ді =  и} р;, дл я  дея к и х  е  О (Я), 1  <, ] < т

Д о в е д е н н я .  (1) Припустимо, що перше твердження тео­
реми невірне. Позначимо через В  під множину тих ненул но­
вих елементів Я\и(Я), які не розкладаються у добуток про­
стих елементів. За нашим припущенням В  Ф 0 .  Розглянемо 
зростаючий ланцюжок таких ідеалів

д гЯ  ^ д 2Я  ^ ... ^ д пЯ  < .. . ,

що д п е  В  для кожного п е  N. За наслідком 16.5  Н  = <іпЯ  
буде ідеалом кільця Я. Оскільки кожен ідеал Я  є головним, 
Н  = <ІЯ для деякого елемента Сі є Я. З визначення Н  випливає 
існування такого номера И є  ІУ, що й є  й кЯ. Звідси випливає 
включення <ІЯ < гі^Я. З іншого боку, йкЯ  < Н  — <Ш, так що 
д кЯ  -  сШ.

Нехай а  = а 1 — довільний елемент підмножини В .  Припу­
стимо спочатку, що для кожного ідеалу ЬЯУ який має власти­
вості а Я  < ЬЯ і а Я  Ф ЬЕ, елемент Ь не належить до В .  Якщо 
Ь є  и (Я ), то ЬЯ — Я . Припустимо тепер, що Ь е  и (Я ). Врахову­
ючи вибір підмножини П, це свідчить про те, що Ь розкла­
дається у добуток простих елементів. З пропозиції 20 .3  ви­
пливає, що Ь — дільник а, тобто а  = Ьс для деякого елемента 
с е  Я . Маємо також аЯ  < сЯ. Якщо припустити, що а Я  — сЯ у 
то елементи а, с — асоційовані: с *  иа  для деякого и є І)(Я). 
Тоді маємо а  = Ьс = Ьиау звідки Ь е  и (Я )у а це суперечить 
припущенню відносно Ь. Отримане протиріччя показує, що 
аЯ  Ф сЯ . Якщо с є  С/(Я), то а  = Ьс розкладається у добуток 
простих елементів. Якщо с Є Я), то зі співвідношення с е  В  
отримуємо, що с розкладається у добуток простих елементів.
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Але тоді і а = Ьс розкладається у такий же добуток. Отримане 
протиріччя показує, що для кожного елемента а  =  ох із 
підмножини О  існує елемент а 2, що має властивості: а 2 є  І>, 
а 1В < а гЯ  і а хВ  Ф а 2В . Однак це дає можливість побудувати 
нескінченний зростаючий ланцюжок таких ідеалів

а гВ  < а2В  < ... < а пВ  < .. . ,

що а„є  О для кожного п є  N. Я к ми вже показали вище, це 
також неможливо. Отримане протиріччя показує, що під мно­
жина В  — пуста.

(2) Друге твердження будемо доводити, використовуючи 
індукцію за числом п. Якщо п — 1, то а  = р г — простий еле­
мент. З визначення простого елемента випливає тепер, що 
один з множників другого розкладу, наприклад q1, є асоційо­
ваним з р 1г а добуток усіх інших — елемент із групи и (Е ).

Нехай тепер п > 1, і  припустимо, що твердження уже до­
ведено для елементів, що мають розклад у добуток простих 
елементів у кількості, меншої ніж п. М аємор у ... р п = д 1 ... дт, 
З леми 2 . 1 2  випливає, що або елементи р г, Я\ — асоційовані, 
або ці елементи взаємно прості. У другому випадку з пропо­
зиції 20 .9  випливає, щ о р 1 ділить добуток д2 ... дт. Знову або 
елементи р 1г q2 — асоційовані, або ці елементи взаємно прості 
і  тоді рх ділить добуток qs ... qm.

Повторюючи ці аргументи достатню кількість разів, отри­
маємо нарешті, що знайдеться такий номер к, що елементи 
Р\і Як — асоційовані. Змінюючи нумерацію, можемо вважати, 
що асоційованими будуть елементи р 1г Яі — асоційовані, тоб­
то q 1 =  щрх, де иг є Щ Е).

Тепер Рх . .-Р п “  (Рі«і)д2 Ят = Р і(^ іЯ 2)Яз ят • Скорочую­
чи на рх, отримаємо

Рг Рп “  г 2 ?3  Я т ’ Г 2 ~  и і Я г •

До елемента р 2 ... р п уже можемо застосувати індуктивну 
гіпотезу. Отже п — 1 =  т -  1, тобто п  = т, і (можливо після 
деякого перенумерування) г2 = ир2, = иір і, для деяких 
V, иі є и(Н ), 3 < }  < п . Далі з рівностей г2 =  ир2 та гг =  бу­
демо мати q2 = іІ2Рг, де и2 = иї1̂  є  І/(В ).

Указане представлення можна зробити просто однозначним на­
ступним чином. У кожному класі асоційованості, що складається з 
простих елементів області головних ідеалів В, виберемо по одному 
представнику і позначимо через с (В )  множину всіх цих представ­
ників. Тоді кожен простий елемент В  кільця буде асоційованим із 
деяким елементом множини сг(Я). З теореми 20 .13  випливає тепер, 
що кожен ненульовий елемент а  кільця В  може бути представлений 
у вигляді а  = ирх ... р п, р г, ..., р п є  а(Д ), и є І/(В ) (якщо п -=■ 0, то 
а  = и& і/(В ), тобто такі представлення дійсно охоплюють усі ненуль- 
ові елементи кільця В). Представлення елемента а  у такому вигляді 
вже буде просто однозначним. Більше того, об’єднавши разом одна­
кові прості множники, отримаємо представлення а  = и р ^ ...  де
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Ді> Рт — попарно різні елементи множини с<Д), и є  Ц(Д). Розгля­
даючи розклади двох ненульових елементів а , Ь є Д, можна вважа­
ти, що в указані розклади входять одні й ті ж  самі елементи з мно­
жини ст(Д), якщо домовитись про те, що деякі з чисел к ІУ . . . ,  кт 
можуть дорівнювати нулю. Тепер із теореми 20.13  отримуємо

20.14. Наслідок. Н ехай  Д — област ь головни х ід еал ів , а , Ь — 
н енульові елем ент и кільця  Д, а  = и р ... р Д«, Ь — ор { і ... де  
Рі> — попарно р ізн і елем ент и м нож ини  сг(Д), и, V є Ц(Д).
(1) Е лем ен т  а ділит ь елем ент  Ь т оді і т ільки  т оді, коли  
кі<  і;, дл я  кож ного  }, 1  < }  < т.
(2) СігСО(а, Ь) = р ^  ... р%», де  =  ш іп {к)У дл я  к ож н ого  /, 
1  < і  < т.
(3) ЬСМ (а, Ь ) = р р . . .  р%р, де у; = т а х  {/еу, і,} дл я  к ож н ого  і, 
1  < і< т .

Зокрема, елементи а , Ь будуть взаємно простими, коли прості 
множники, що входять до розкладу елемента а , не входять до розкла­
ду елемента Ь. Також треба відзначити той факт, що довівши існу­
вання розкладу на прості множники, ми не отримали ніяких резуль­
татів, що дали б можливість реально здобути цей розклад. Це 
питания не просте. Навіть у випадку кільця цілих чисел доводиться 
задовольнятися різними варіаціями простого перебору простих чи­
сел, які менші даного.

К ом ут ат ивне к ільц е  Д без  д ільн и ків  нуля н ази ваєт ься  ф акт о­
р іал ьн о ю  област ю  або  област ю  з  однозначним  р озкл адом , якщ о вона  
задовол ьн я є наст упні ум ови:

(1) якщ о а  — ненульовий елем ент  Д і а  Є. то а  р о зк л а д а єт ь­
ся  у добут ок  прост их елем ент ів к ільця  Д;

(2 ) якщ о а  = ру ... р п = £і ... ут — два  р о зк л а д и  у добут ок  про­
ст их елем ент ів  к ільця Е , то п = т і елем ент и другого р о зк л а ду  
м ож н а  перенум еруват и т аким  чином, що = иі р }, дл я  деяки х  
и )є  Щ Е), 1  < }< п .

З теореми 20.13 отримуємо, що кожна область головних ідеалів є 
областю з однозначним розкладом. Якщо Д — область з однозначним 
розкладом, то для кожної пари її елементів (а значить, і для кожного 
скінченного набору елементів) існує найбільший спільний дільник і 
найменше спільне кратне. Вони знаходяться так, як це робилось у 
наслідку 20 .14  для областей головних ідеалів. Завершуючи цю тему, 
покажемо, що не кожна область з однозначним розкладом буде обла­
стю головних ідеалів і заразом розглянемо деякі важливі приклади 
областей з однозначним розкладом. Спочатку отримаємо деяке уза­
гальнення теореми 17.1 .

20.15. Теорема. Н ехай  Д — ком ут ат ивне к ільце б е з  д ільн иків  
нуля, /(X), ё (Х )  є  Д [Х ], причому £ (Х ) *  Он. Н ехай

й = тахІсіедЯХ) -  с1её£(Х) + 1, 0}, 

д  — ст арш ий коеф іцієнт  поліном а  g(X). Тоді знай дут ься
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т акі поліном и д(Х ), г(Х ) є Л[Х], що d kf(X ) = q(X )g(X )  + r(X ), 
де  або  r(X ) =  Ов а б о  deg r(X ) < deg g(X ), Т а к е  п редст авлення  
п оліном а f(X )  є єдиним.

Д о в е д е н н я .  Нехай

f(X )  = а0 + a tX  + ... +  а тХ т,

g{X )  =  Ь0 + ЬгХ  + ... + ЬпХ \

де  а т = с Ф Ог , Ьп = d  Ф 0 F. Застосуємо індукцію за числом п.
Якщо deg g(X )  > deg f(X ), то покладемо r(X ) =  f (X ) , q(X ) =  0 F.
Тому розглянемо випадок, коли deg g (X ) і deg f{X ) .

Якщо deg/(X) =  0, то r(X ) = Or , q (X )  =  c. Нехай тепер 
m  > 0  і припустимо, що теорема доведена для поліномів, сте­
пінь яких менший ніж т. Поліном с Х т ~ п g(X) має степінь т 
і коефіцієнт його при Х п дорівнює cd . Тому степінь полінома 
d f(X )  -  сХ т ~ ng(X ) уже менший від т. За індуктивним припу­
щенням існують такі поліноми q^ X ), тіХ), коефіцієнти яких 
належать до кільця R, що

d (m 1) -  c X m~ng(X )) ~  q i(X )g {X )  +  r(X ),

де або r(X ) = Or , або d egr(X ) <  degg(X ). Тепер

d hf(X ) «  q (X )g (X )  + r(X ),

де q(X )  =  c d m~nX m-'1 + q x(X),
Той факт, що таке представлення єдине, доводиться так, 

як це робилось при доведенні теореми 17.1 .

Нехай R  — область з однозначним розкладом, f (X )  є  Д [Х]. П о­
л іном  f(X )  н ази ваєт ься  примітивним, якщ о найбільш ий  спільний  
д ільн и к  всіх  його коеф іцієнт ів дорівню є одиничном у елем ент у.

Кожний поліном f(X )  є Д [Х ] може бути записаний у вигляді 
f(X ) = cg (X ), де с е  Д, g (X )e  Д [Х] і g(X )  — примітивний поліном. 
Дійсно, у цьому випадку с  — найбільший спільний дільник всіх 
коефіцієнтів полінома f(X ). Навпаки:, якщо f(X )  == с ^ г(Х ), де gj_(X) — 
примітивний поліном, то очевидно Cj також буде найбільшим спіль­
ним дільником всіх коефіцієнтів полінома f(X ) .  Отже елементи с і 
са — асоційовані. Е лем ен т  с будем о називат и вміст ом поліном а f(X )  
і п означат и c(f(X )) або , корот ш е, c(f). Поліном f (X )  є примітивним 
тоді і  тільки тоді, коли c (f)  є U(R).

20.16. Пропозиція (лема Гауса). Н ех ай  R  — обл аст ь з  одно­
значни м  р озк л адом , f(X ), g(X ) є  Й[Х|. Я к щ о  поліном и f (X ) 
т а g[X ) — приміт ивні, т о їх  добут ок  т ак о ж  буде примітив­
ним поліном ом . У  загальном у ви п адку  c ( fg ) —c (f)  c(g).

Д о в е д е н н я .  Нехай
f(X )  = а 0 + а гХ  + ... + а тХ т, 

g (X )  =  b0 + ЬгХ  +  ... + ЬпХ п,

f(X )g (X ) = с0 + СіХ  +  ... +



20. Розширення арифметики на комутативні кільця 169

Нехай спочатку f(X ), g (X )  — примітивні поліноми. При­
пустимо, що їх  добуток не буде примітивним поліномом і ви­
беремо простий дільник q елемента c(fg). Тоді q  ділить кож­
ний коефіцієнт полінома f(X )g (X ), тобто q \ су- для кожного },
0 < j  < т + п. Оскільки поліном f (X )  — примітивний, існує 
такий номер k , що q ділить коефіцієнти а 0, а г, . . . ,  a k _ lt але q 
не ділить а к. З аналогічної причини, існує такий номер #, що 
q  ділить коефіцієнти b0, Ьг, . . . ,  Ьг _ х, але q не ділить Ьг  Маємо

Ck + t ~  ° 0 ^ *  +  f  а 1 ^ *  +  ( - 1  +  •• •  " І "  + l  a > ßt

З цієї рівності випливає, що елемент q  мусить ділити добу­
ток a hbt, що неможливо. Отримане протиріччя показує, що 
f (X )g (X )  — примітивний поліном.

Розглянемо загальний випадок. Тепер

f(X )  =  c (f )^ (X ), g(X ) =  c (g )8 l(X ),

де f^ X ), g i(X )  — примітивні поліноми. Далі, f (X )g (X ) =  
~ c(f)c (g ) fl(X )g l (X), Як було тільки що доведено, добуток 
f 1(X )g 1(X ) е примітивним поліномом, а це означає, що c(f)c(g) 
буде вмістом полінома f{X )g (X ),

20 .17 . Лема. Н ехай  R  — област ь з  однознач ни м  р озкл адом , 
f(X ), g (X )  є  2?[Х]. П рипуст имо, що поліном  g(X )  — примітив­
ний т а д іли т ь добут ок d f(X ) дл я  деякого (ненульового) ел е­
м ент а d  е  R. Тоді g{X) ділит ь f{X ).

Д о в е д е н н я .  Маємо d f(X ) = g (X )h (X )  для деякого полі­
нома А (Х )е  Й [Х ]. З пропозиції 20 .16  отримаємо рівність 
d c ( f)  = c(g)c{h ). Оскільки c (g )$ U (R ) ,  то c(h) *= d u c ( f) ,  де 
и =  (c(g))~l. Далі h(X ) =  с(Л)/гх(Х ), де h t(X ) — примітивний 
поліном, і тепер маємо

d f(X )  = g(X )h{X )  = g (X )c(h )h 1(X) = g (X )d u c ( f)h l(X),

1 скорочуючи на d , остаточно маємо f{X ) = c ( f)u g (X )h x(X),

20.18 . Лема. Н ехай  R — област ь з  однозначним  р озк л адом , 
f(X ), g(X ), р (Х )  — поліном и н а д  к ільцем  R. П рипуст им о, що 
р(Х ) — прост ий елем ент  кільця  Д [Х]. Я к щ о  р (х ) ділит ь добу­
т ок f(X )g (X ), то або  р(Х ) ділит ь f(X ), а б о  р(Х ) діли т ь g{X).

Д о в е д е н н я .  Якщо deg р(Х) = 0, то р іХ )  — елемент кільця 
Д, зокрема, р{Х ) = р  — простий елемент R . У цьому випадку р  
ділить елемент c(fg) — c(f)c(g ), і з простоти р  випливає, що він 
ділить хоча б один з елементів c(f), c(g) (див. лему 20.14, 
яка залишається вірною і для областей з однозначним роз­
кладом).

Припустимо, що degр(Х ) > 0 . З визначення простого 
елемента зокрема, отримаємо, що поліном р (Х )  є примітив­
ним. Будемо вважати також, щ о р(Х ) не ділить f(X ). Нехай
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Н  = р (Х )Д [Х ] + /{Х).К[Х], Серед усіх ненульових поліномів 
ідеалу Н  виберемо поліном А(Х), що має найменший степінь. 
Позначимо через сі старший коефіцієнт полінома А(Х). З тео­
реми 20 .15  випливає існування таких поліномів #(Х), 
г(Х) є Д [Х ], що

= д(Х)Н(Х) + г(Х ),

де або г(Х) — Од або deg г(Х) < deg А(Х).
З рівності

сІХ) = < В Д 0  -  ч{Х )Н Х )

випливає, що г(Х) є Н .
З огляду на вибір г(Х) залишається тільки випадок 

г(Х)=’ Ол, тобто йкКХ ) -  q(X )h{X )' Перепишемо тепер А(Х) 
у  вигляді: А(Х) =  с(/г)Л1(Х ), де Ах(Х ) — примітивний поліном. 
З  леми 20 .17  випливає, що Ах(Х ) ділить Д Х ). За допомогою 
аналогічних аргументів отримаємо також, що АДХ) ділить 
р (Х ): р (Х ) =  Аг(Х )и(Х ) для деякого полінома ї ( ї )  е  Л [ і ] ,  
Якщо припустити, що deg Аг{Х ) > 0 ,  то, враховуючи той факт, 
що р(Х ) — простий елемент кільця поліномів, приходимо до 
співвідношення v(X) є С/(Л[Х]) =* І){Я). Інакше кажучи, АДХ) 
та р (Х )  — асоційовані. Оскільки АДХ) ділить /(X), то тоді 
р (Х )  мусить ділити /(X ), що суперечить нашому припущен­
ню. Отримало протиріччя показує, що degA1( X ) з=0, тобто 
/і1(Х ) =  іи е  Я , ю є  Н , іи = ? !(Х )р (Х ) + §2(Х )Д Х ) для деяких 
поліномів q l(X ), q г{X) є  Д [Х ]. Тепер маємо

А Д Х ^ Х ) = шіт(Х) = ?1 (Х)р(Х)*г(Х) +  д2(Х )П Х )р(Х ).

Ця рівність показує, що р(Х ) ділить и>£(Х). Я к було вище 
помічено, поліном р(Х) — примітивний, і тепер лема 20.17 
показує, що р{Х )  ділить §(Х ).

20.19. Теорема. Я к щ о Е  — област ь з  однознач ни м  р о зк л а ­
дом , т о і ІЇ[Х ] буде област ю  з однознач ни м  р озкл адом .

Д о в е д е н н я .  Спочатку будемо доводити, що кожен еле­
мент /(X) кільця Д [Х] розкладається на прості множники. 
Якщо degД X ) = т =  0, то /(X) — елемент кільця її , і  з умов 
теореми випливає, що він має розклад на прості множники.

Нехай тепер т > 0 і припустимо, що теорема доведена для 
поліномів, степінь яких менший ніж т. Запишемо поліном 
/(X) у ВИГЛЯДІ Д Х ) = с(/) Д(Х), де /х(Х ) — примітивний полі­
ном. Якщо /ДХ) не розкладається у добуток простих елемен­
тів, то все доведено. Тому припустимо, що /ДХ) =» g(X )h(X ), 
де degg(X ) < deg /ДХ) та deg А(Х) < deg /ДХ) (якщо, наприк­
лад, deg g(X ) =  deg /ДХ), то deg А(Х) = 0 , а це означає, що 
А{Х) — елемент кільця Я , і отримуємо протиріччя з примітив­
ністю полінома /ДХ)). Тепер до поліномів £ (Х ) та А(Х) можна 
застосувати індуктивне припущення і отримати, що /ДХ), а 
тобто і /(X), розкладається на прості множники.
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Однозначність доводиться за допомогою леми 20 .18  і тих 
аргументів, які були використані при доведенні теореми 20.13.

20.20. Наслідок. Я кщ о R  — област ь з одн озн ач н и м  р о зк л а ­
дом, то і Я [Х Л, ..., X J  буде област ю  з  однознач ни м  р о зк л а ­
дом.

20.21 . Наслідок. Я кщ о F  — поле, то F [X y Х„] буде о б л а с­
тю з однозначним  розкладом .

20.22 . Наслідок. Z [X V ..., Х„] буде област ю  з однозначним  
р о зк л а д о м .

Використовуючи щойно отримані результати, досить просто мож­
на показати, що існують області з однозначним розкладом, які не є 
областями головних ідеалів. Нехай F  — поле, тоді за наслідком 20.21 
кільце поліномів .F[X, У] від двох невідомих X  та У буде областю з 
однозначним розкладом. Розглянемо тепер ідеал H  = X F [X , У] + 
-\-YF[X, У]. Припустимо, що H  = /(X, У) І^ Х , У]. Маємо зокрема, 
X  = h(X , Y )f{X , У) і У = g(X , Y )f(X , У). З теореми 19.1 випливає, що 
d&gh(X, У) = 0 =  d sg £(X , У), тобто Л(Х, У) =  и, g(X , Y) — v — нену-
льові елементи поля F . Але ж  тоді f(X , У) -  ц-1Х  =  у- 1 У, що є абсур­
дним, оскільки X  та У — незалежні невідомі.

У завершення наведемо також приклад кільця, в якому розклад 
на прості множники є можливим для кожного елемента, але не 
завжди однозначним. Розглянемо наступну загальну конструкцію 
квадратичних полів і кілець. Нехай г  — таке ціле число, що Vr е Q. 
Покладемо

Qi'fr] = {а + b'fr І а , і» є Q},

X[Vr] = {а +  bVr І а, b є  Z}.

Нехай а, (3 — довільні елементи Q[Vr], а  =* а  + іл/г, (3 =  ау + i)1Vr, 
тоді

а  -  Р = (а -  а-, ) + лf r ( b  -  Ьу) ,  

а(3 = ( а а у + bbyr) + '[r(ab1 + b a y).

Таким чином, ос — [3, cxJ3 є Q[Vrj. Якщо ж  а , р є Z [ir ] ,  то а  -  р, 
а(3 є Z[<?]. З теореми 15.4  отримуємо, що Q[Vr], Z [vr]  — підкільця 
С. Також 1 є  Z [yr]. Нехай а #  0, тоді очевидно,

а - 1  =  (а / { а 2 — rb2)) + Vr(-i>/(a2 -  rb2)) є  Q[Vr].

Теорема 15 .10  показує, що Q[Vr] — підполе С. Я к щ о  г  > 0, то 
Q[Vr] н ази ваю т ь дійсним  квадрат ичним  полем , якщ о ж  г < 0, то 
Q[Vr] нази ваю т ь уявним квадрат ичним  полем .

Н орм ою числа а  = а  +  èVr нази ваєт ься  рац іон ал ьн е  число N(a) = 
= а 2 -  rb2. Якщо N{а )  ~ 0 , то а 2/Ь 2 =  г. Оскільки Vr є  Q, звідси отри­
муємо, що а  = 0, а потім і Ь ~ 0 . Таким чином,

N (a) 0 т оді і т ільки  тоді, коли  а  =  0 .



Л.
 А

. 
К

ур
да

че
нк

о,
 

В,
 

В,
 

К
ир

ич
ен

ко
, 

М
. 

М
. 

С
ем

ко

172 ВИБРАНІ РОЗДІЛИ АЛГЕБРИ ТА ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ

Простим підрахунком можна упевнитись у тому, що

Л/(ар) -  Л/(а)Л/(Р).
Зокрема,

1  =  N( 1) = N (a  а -1) = /V(ot) Л/(ос“г),
тобто

Л/(а-1) =  1/N (a).

Також відзначимо, що для елементів кільця Z[Vr] їх  норма є 
цілим числом, більш того, для випадку г < 0  маємо Л/(сс) > 0  для 
кожного елемента а  є  ZfVr].

20.23. Пропозиція. Н ехай  r e  Z і г  < 0.
(1) U(Z(<?)) = {1, -1 } , г *  1; U(Z(i)) =  {1, - 1 ,  і, -і}.
(2) Н ех а й  а  — ненульовий елем ент  к іл ьц я  Z[Vr]. Я к щ о  
a  g l/(Z[Vr]), то а  р о зк л а да єт ься  у добут ок  прост их елем ен­
тів.

Д о в е д е н н я .  (1) Нехай d, = - г ,  тоді d  > 0 . Якщо а  = а + 
+ &Vr є  l/(Z[Vr]), то з рівності 1 = ЛЇ(ос)Л/(а-1) і  того факту, що 
Л/(а) — ціле число, отримуємо, що Л/(1) =  1. Але ж  рівність 
а2 + d&2 “  1  має у множині цілих чисел такі розв’язки:

а  =  0, b =  1 ; а  = 0, Ь — - 1 ; а = 1 , & = 0; а  = - 1 , & = 0, для 
випадку, коли d  = 1 ;

а  =  1 , & =  0 ; а  = - 1 , & = 0 , для випадку, коли d >  X.

(2) Для доведення цього твердження використаємо індук­
цію за числом Л/(а). Оскільки а  g L/(Z[Vr]), то Л/(а) > 1.

Рівність Л/(а) = 2 можлива тільки у випадках, коли d  - 1, 
тоді

а е  { 1  + і, 1  -  і, - 1  + і, - 1  -  і },

і коли d  — 2 , тоді а  є  {W2 , W2 }.
Рівність /V(cc) = 3 можлива тільки у випадках, коли d ~ 2, 

тоді
а  € {1 + iV2, 1 -  W2, - 1  + і^2, - 1  -  W2},

і коли d  = 3, тоді а  е  {tV3, W3}.
Рівність Лї(а) — 4 можлива тільки у випадках, коли d  «  1, 

тоді а  є  {2 , - 2 , 2 і, —2 Ê}; коли d = 2 , тоді а  є  {2 , - 2 }; коли d = З, 
тоді а  є  {2, -2 } ;  коли d  = 4, тоді а  є {2, - 2 ,  2і, —2і>; коли d  > 4, 
тоді а  є  {2 , - 2 }.

Неважко переконатись у тому, що в усіх цих випадках 
твердження має місце. Нехай тепер N (a)  > 4 , і припустимо, 
що для всіх  елементів, які мають меншу норму, існування 
розкладу на прості елементи уже доведено. Якщо а  — про­
стий елемент, то все доведено. Тому припустимо, що а  = Ру, 
де р, у — власні дільники а . Зокрема, Р, у g Ç/(Z[Vr]), а тому 
Л/(Р) > 1 , Л/(у) > 1 . З рівності Л/(ру) = Л/(р)Л/(у), отримуємо не­
рівності Л/(р) < Л/(а), Л/(у) < Л/(а). Але згідно з індуктивною
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гіпотезою, тоді елементи р, у, а з  ними й елемент а , роз­
кладаються у добуток простих елементів.

Тепер уже можна вказати конкретне значення числа г, для яких 
у кільці Z[Vr] існують елементи, які мають два різних розклади на 
прості елементи. Одним із таких значень є г  =  - 5 .  Дійсно, наприк­
лад, маємо

9 = З 3 =  (2 + iV5)(2 -  (V5).

З пропозиції 20.23  випливає, що елементи 3 та (2 + W5), 3 та 
(2 -  iVS) не асоційовані. Залишається тільки упевнитись у тому, що 
елементи 3, 2 + W5, 2 -  jV5 будуть простими у кільці Z[y5].

Нехай а  є {3, 2 + ід/5, 2 -  W5}. Маємо N(а) =  9, тому з існування 
розкладу а  = (Зу, де Р, у — власні дільники а , і рівності N(ру) = N(р) 
А/(у), отримуємо що Л/(р) = Л/(у) = 3. Але очевидно, що рівняння 
х 2 + 5у2 = 3 не має розв’язків у кільці цілих чисел. Це і доводить 
простоту вказаних елементів.

21. ЕВКЛІДОВІ КІЛЬЦЯ

У попередньому розділи деякі звичні арифметичні поняття і ре­
зультати були розширені з кільця цілих чисел на області головних 
ідеалів. Зокрема, було доведено існування найбільшого спільного 
дільника і  найменшого спільного кратного елементів в таких 
кільцях, а також існування розкладу на прості елементи. Але, на 
жаль, існує принципова різниця між  існуванням об’єкта та його кон­
кретним знаходженням. Довівши існування, ми не отримали у попе­
редньому розділі жодного алгоритму, В даному розділі буде розгля­
нутий більш вузький, ніж області головних ідеалів, клас кілець, для 
якого деякі з таких алгоритмів існують.

К ом ут ат ивне к ільц е Я  без  д ільн и ків  нуля н ази ваєт ься  евклідо-  
вим, якщ о існує т ак а  функція б: і? \ {Ов} ——» Л/0, що виконую т ься  
наст упні ум ови:

(Е 1) 5(ху) > 8(х) для  довільн и х  елем ент ів х, у є Я \  {Ол};

(Е 2) д л я  к о ж н о ї пари елем ент ів х, у є  Я , д е  у  *  Ок у к ільц і Я  
існуют ь т ак і елем ент и и>, г, що х  ™ юу +  г, де або  г  = Оя, або  В(г) < %)■

Першим природним прикладом евклідових кілець є кільце Z 
цілих чисел, де 5{д:) =  | х  |. Теорема про можливість такого ділення у 
кільці цілих чисел була наведена Евклідом у його знаменитій енцик­
лопедії давньогрецької математики і тому кільця, що мають вказані 
вище властивості, були названі евклідовими. З теореми 17.1 випли­
ває, що і кільця поліномів від одного невідомого над полем буде 
евклідовим. Наведемо ще інші приклади евклідових кілець.
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21.1 . Пропозиція. К ільце Z[i] буде евкл ідови м , якщ о функцію  
5 визначит и за  правилом  5(а) = N (a) дл я  кож ного  елем ент а  
а  є  Z[i],

Д о в е д е н н я .  Той факт, що Z [i] — підкільце поля комп­
лексних чисел, був доведений у розділі 2 0  для більш загаль­
ної ситуації. Зокрема звідси випливає, що кільце Z[£] не має 
дільників нуля. Якщо а  = а  + bi, а , Ь є  Z, N (a) = а 2 + Ь2. 
У розділі 20 також була доведена рівність /V(oc|3) = Л/(сс)Л/(|3), 
з якої випливає аксіома (Е 1).

Нехай тепер а  = а  + Ы, (З =  с + di Ф 0 , де а, Ь, с, d  є  Z. Тоді 
а/р =  х  + уі, де вже а, Ь є Q, Знайдуться такі числа и, и є  Z, 
що І х  -  и І = 1 / 2  та І у  -  v | ~ 1 /2 .

Покладемо тепер 5 = и + vi, р = а  -(36. За самим визначен­
ням 5, р є Z [i], Маємо або р = 0, або

Л/(р) = N(а  -  J3Ô) = Л/((3((сс/0) -  б) -  Л/(Р)Л/((а/р) -  б) = 

Л/(|3)(Л/{(х - и )  + (у ~ v)i)) “  Л/(Р)((дс -  и)г +  (у -  v)2) <

< Л/{р)( 1/4 + 1/4) = l /з W(P) <  N{\3).

Таким чином, і аксіома (Е 2) також має місце.

Кільце Z[î] називається кільцем  цілих гаусових чисел  на честь 
К.Ф. Гауса, який вперше детально вивчив його арифметичні власти­
вості.

Розглянемо інший приклад. Нехай

ш = ( - 1  +  V=3)/2,

тоді число ш є коренями полінома X 2 + X  + 1  є  Z [X ].
З рівності

(X  -  \){Х2 + X  + 1) = X а -  1

отримуємо, що щ буде примітивним коренем третього степеня з 1 . 
Зокрема та2 + ш + 1 = 0, так що

=  -  і  ^ ( -1  _  V -3 ) /2 .

З результатів розділу 17 отримуємо, що підкільце Z[ra] складаєть­
ся з усіх чисел, що мають вигляд х + ут, х, у  е  Z. Оскільки Z[cі] — 
підкільце поля комплексних чисел, то воно не має дільників нуля. 
Відзначимо також , що Z[tn] є замкненим відносно комплексного 
спряження. Дійсно,

A(V-3) =  A(iV3) -  - iV 3  =  -V=3, 

і тому Д(ш) = пт2. Таким чином, якщо а  = х + унт, то

Д(а) =  х  +  уД(тп) «  х  + уш2 = {х  -  у) -  ут є  Z[ra].

21.2. Пропозиція. К ільце  Z[ra] буде евкл ідови м , якщ о функцію  
5 визначит и за  правилом  5(а) = Л/(а) дл я  кож н ого  елем ент а
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а  е Z[w] (т ут  N(ct) — квадрат  абсол ю т н ої величини ком п­
л ек сн о го  числа а).
Д о в е д е н н я .  З того факту, i4 oZ[m] — підкільце поля ком­
плексних чисел, випливає, що кільце Z[tn] не має дільників 
нуля. Якщо сс = а  + bm, a, b е  Z, то простий підрахунок дово­
дить рівність N (a ) = а 2 -  ab  + b2. Вище вж е відзначалось, що 
має місце рівність /V(aß) = N(ct)N(ß), з якої випливає аксіома 
(Е 1).

Нехай а  = а  + Ьш, ß =* с + dm  *  0, де a , b, с, d  є  Z. Тоді 
з включень ßA (ß)/V (ß) є N та aA(ß) є Z[m] випливає, що 
(ocA(ß))/(ßA(ß)) .= a/ß = х + yw, де вже a, b e  Q. Знайдуться такі 
числа и, о є Z, що | х  -  и | < 1/2 та | у -  v \ < 1/2. Покладемо 
тепер б = и + от, р = а  -  ß5. За самим визначенням 5, р є  Z[m], 
Маємо або р = 0, або

N(p) = N(а  -  ßÖ) = A/(ß((oc/ß) -  б) = N(ß)A/((a/ß) -  5) -

~ /V(ß) (N((x -  u) +  (y -  v)m)) = /V(ß)((x -  u)2 -  (x  -  u)(y -  v) +

+ ( y -  o)2) < /V(ß) (1/4 + 1/4 + 1/4) = 3/4 W(ß) < A/(ß).

Таким чином, і аксіома (Е 2) також має місце.

Кільце Z[m] було вперше розглянуто Г . Ейзенштейном, який 
відзначив, що багато властивостей кільця Z [i] зберігаються також в 
кільці Z[ ю].

У зв ’язку з цими двома прикладами природно виникає питання: 
які з інших кілець Z[Vr] будуть евклідовими? Відповідь на це питан­
ня була одержана у книзі [13], де показано, що це має місце тоді 
і  тільки тоді, коли г має одне з наступних значень: -1 1 , - 7 ,  - 3 ,  - 2 , 
- 1 ,  2, 3, 5, 6 , 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73, 97.

Наступна властивість евклідових кілець є однією з основних.

21.3 . Теорема. К ож н е евкл ідове к ільц е бу де  област ю  головних
ідеал ів .
Д о в е д е н н я .  Нехай R  — евклідове кільце, Н  — його 
ідеал. Якщо Н  — нульовий, то він породжується нульовим 
елементом і, зокрема, буде головним. Тому розглянемо випа­
док, коли Н  — ненульовий ідеал. Нехай

Д(Н) =  (б(х) І 0 R *  х е Н ).

Оскільки А(Н) — підмножина N0, то А(Н) має найменший 
елемент т. Нехай у — елемент Н , для якого б(у) = т . Якщо 
тепер х  — довільний елемент ідеалу Н , то з аксіоми (Е 2) 
випливає існування таких елементів w, г , що х  = wy + г , де 
або z = 0 Е, або ô (z) <  б (у). Оскільки Н  — ідеал, то wy є Н , 
отже z = х -  wy є  Н . Якщо припустити, що г Ф Од, то маємо 
б(а) < 5(у), а це суперечить вибору елемента у. Отримане про­
тиріччя доводить рівність z = Од, з якої випливає, що х  = wy. 
Інакше кажучи, H  < yR. Оскільки включення уЕ  < Н  також 
має місце, то yR — Н .
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З теореми 20.13 випливає

21.4. Наслідок. Н ех ай  Я  — евкл ідове к ільце, Од Ф а є  К
(1) Я к щ о  а  і  то а р о зк л а д а єт ься  у добут ок  простих
елем ент ів  кільця  Я.
(2) Я к щ о  а  2  и(И) і а  = р г ... р п -  д х ... дт — д в а  р о зк л а д и  у 
добут ок  прост их елем ент ів кільця  Я, т о п = т і елем ент и  
другого р о зк л а д у  м ож н а  перенум еруват и т аким  чином, що

= ир], для  деяки х  и{ є и(Я), 1  < } < п.

21 .6 . Наслідок. Н ехай  Я  — евк л ідове  к іл ьц е . Д л я  к ож н ої пари 
його елем ент ів а, Ь у кільці ї ї  існує їх  найбільш ий спільний  
д іл ьн и к  т а їх  найм енш е сп ільне крат не.

Це твердження випливає з теореми 20 .5  та 21 .3 .

Для областей головних ідеалів було доведено існування найбіль­
шого спільного дільника та найменшого спільного кратного для будь- 
якої пари елементів. Але не завжди видно як їх  реально знаходити. 
Для евкдідових кілець найбільший спільний дільник можна знайти, 
користуючись наступним алгоритмом, який називають алгоритмом 
Евкліда. Наведемо зараз цей алгоритм.

Нехай Я — евклідове кільце, а , Ь — довільні елементи кільця Я. 
Якщо а  — Од, то ОСП(а, Ь) =  Ь. Тому будемо вважати, що обидва 
елемента а , Ь — ненульові Ділимо а. на Ь\ а  =  Ьдг + гх, де або г, = Ол, 
або бЦЦ < 5(Ь). Наступний крок: ділимо Ь на гг: Ь =  Ьд2 + г2, де або 
г2 = Од, або 5 (г 2) < 5( 7̂ ). Якщо г2 Ф Оп, то ділимо гг на г2: гх =  г2д3 +  г3, 
де або 7д = Од, або 5(г3) < б(г2). Якщо г3 Ф Од, то продовжимо цей 
процес далі, і т.д.

У загальному випадку, якщо гі Ф Он, то продовжуємо ділити гі _ х 
на Г]. Оскільки на кожному кроці 3(г^  Ц < 5(г^), то враховуючи той
факт, що значеннями цих функцій будуть натуральні числа, можемо
бачити, що цей процес не може бути нескінченним. Це означає, що 
на деякому етапі відповідна остача гк мусить бути нульовою. Таким 
чином, отримуємо наступний ланцюжок рівностей:

а  = + Гі,

Ь “  Ц?2  + Г2>

Ц -  г2д3 +  г3,
. . .  . . . . . .  . (-Е)
г к -  3 ~  Г к - 2 Я к - 1 +  Г Ь -

Гк - 2 ~ Г!і - іЯк +  Гк> 

гк - 1 =  гк Як + 1-

Маємо тепер

Тк -  2 =  гк _ г + гк = гк дк + гдк +  гк =  гДдк + хдк +  е), 

так що гк ділить гк_ г.
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Далі

г к -  3  =  Гк -  2  Чк -  1  +  Гк -  1  =  Гк (<1к +  1 Як е )Я к  -  1  +  г к Я к  +  1 

= (̂<7* + - 1 + ? * -  1 + #6 + і)>

так що гк ділить гк _ 3. Продовжуючи далі підніматися по ланцюжку 
рівностей (Е), отримаємо в кінці, що гк ділить а  та Ь, тобто гк — 
спільний дільник а  і Ь.

Нехай тепер и — довільний спільний дільник а  і Ь, 3  рівності 
/*! = а  -  Ьд4 отримуємо, що и ділить гг. Далі з рівності г2 ~  Ь -  г& 2 
отримуємо, що и ділить г2. Продовжуючи далі спускатись по лан­
цюжку рівностей (Е), отримаємо в кінці, що и ділить гк. Це і озна­
чає, що гк буде найбільшим спільним дільником елементів а  і Ь. 
Знайшовши ЦСЦ(а, Ь) за допомогою теореми 20 .10  можемо знайти і 
ЕСМ(а, Ь).

3  теореми 20.5  виливає, що для елемента й =  ЦСВ(п, Ь) у евклідо- 
вому кільці Е  існують такі елементи х, у, що й  = а х  + Ьу. Алгоритм 
Евкліда також дає можливість находити ці елементи х, у. Дійсно, 
з ланцюжка рівнянь (Е) маємо:

<і =  гк = гк_ г -  гк_ 4дк.

У свою чергу гк _ і = гк _ з -  гк _ 2дй _ г, так що

4 =  г м - 2  -  (гк - з  -  г к -2 < 1 к - і) < 1 к  -  г к - 2 -  гк _ 3дк +  гк _ 2д к ^гдк

~  Г к -  г ( е  +  -  1 У к) “  г к -  3 Ук =  Гк -  2У 1 ~  Гк -  8х  1"

Використовуючи далі рівність гк _ г — гк _ 4 -  гк _ 3 д к _ 2, приходимо 
до рівності сі — гк _ гу2 ~ гк _ 4х 2. Продовжуючи далі підніматися по 
ланцюжку рівностей (Е), отримаємо зрештою рівність сі •= а х  + Ьу.

22. НЕЗВІДНІ ПОЛІНОМИ

У попередньому розділи ми вже відзначали, що за теоремою 17.1 
кільце поліномів ^ [Х ], де F  — поле, є евклідовим. З наслідку 21.5 
отримуємо

22,1 , Пропозиція. Н ехай  F  — поле. Д л я  кож ної пари поліном ів  
f(X ), g (X )  є  існує їх найбільш ий сп ільний д ільн и к  т а їх  
найм енш е сп ільне крат не, що т ак о ж  н а л еж а т ь до  к ільця  
F [ X ].

Визначення простого елемента для кільця поліномів над полем 
може бути переписано у наступному вигляді:

Н ех ай  Е  — ком ут ат ивне к ільце без  д ільн и к ів  нуля  (зо к р ем а , 
Е  — поле). П ол ін ом  f(X ) ст епеня  > 1  з  коеф іцієнт ам и із  Е
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н ази ваєт ься  незвідним  або  нерозкладним  н а д  R, якщ о його не м ож ­
н а  предст авит и у вигляді f (X ) = u (X )u {X ), д е  и(Х ), v(X ) є 7Ї[Х] та 
0 < deg и(Х ) < deg f(X ), 0 < deg w<X) <  d eg  /(X).

З самого означення випливає, що кожен поліном першого сте­
пеня є незвідним. Слід звернути увагу також на ту обставину, що 
говорячи про незвідність або звідність полінома, завжди треба уточ­
нювати, над яким полем він розглядається. Так, наприклад, поліном 
X і  -  2 є незвідним над полем О, але над Я  він вже розкладається у 
добуток двох лінійних множників; поліном X 4 +  4 є звідним над Q: 
X 4 + 4 =  (X 2 + 2 Х  + 2 )(Х 2 -  2 Х  + 2), а обидва множники з його 
розкладу будуть незвідними не тільки над О, а і над Я. Більш 
знайомий приклад: поліном X 2 + 1  є незвідним над Я, але X 2 + 1 = 
= (X  + г)(Х -  і) над полем комплексних чисел.

У розділі 17 була доведена рівність Ц (Р[Х]) = U(F). З наслідку 
20.21 отримуємо, що кільце поліномів ІЦХ] над полем F  є областю з 
однозначним розкладом. У розділі 20 ми вже відзначали, як зробити 
розклад однозначним. У випадку кільця поліномів над полем мно­
жину сЦЦХ]), як  правило, складають незвідні поліноми, старші 
коефіцієнти яких є одиничними елементами поля F .

Такі поліноми будемо називати уніт арним и.
З теореми 20.13  отримуємо тепер пропозицію:

22.2. Пропозиція. Н ехай  F  — поле, f(X )  — поліном  ст епеня  
> 1 . Тоді f{X )  =  а (р 1(Х))*) ... (рт(Х ))кт, д е  а  — ст арш ий кое­
ф іцієнт  п ол іном а f(X ), Рх(Х), р т(Х ) — попарно р ізн і 
н езв ідн і поліном и, ст арш і коеф іцієнт и яки х  дорівню ю т ь оди­
ничному елем ент у поля F. Т аке п р едст авлен н я  є єдиним.

Наступна властивість також є важливою.

22.3. Теорема. Н ех ай  F  — поле. М нож и н а незв ідн и х  поліномів 
кільця  ІЦХ] є нескінченною .
Д о в е д е н н я .  Якщо поле F  — нескінченне, то теорема три­
віальна, оскільки кожен поліном першого степеня є незвід­
ним. Розглянемо тепер випадок, коли поле F  є скінченним. 
Припустимо, що вже знайдені т попарно різних незвідних 
поліномів P j(X ), . . . ,  р т(Х). Можна вважати, що всі вони
унітарні. Нехай q(X ) -  р х{Х )  рт (Х ) + е. За пропозицією
22.2  q(X ) має незвідний унітарний дільник и(Х). Припусти­
мо, що п(Х) співпадає з деяким з уже знайдених поліномів, 
тобто ц(Х) = Pj(X). З рівності е  = q(X ) -  р х(Х ), . . . ,  р т(Х) і 
наслідку 2 0 .7  випливає, що q(X) є взаємно простим з кожним 
із поліномів р г(Х), р т{Х). Але тоді й и(Х) є взаємно про­
стим з кожним із поліномів pL(X ), . . . ,  р т(Х). Таким чином, 
маючи довільну скінченну множину незвідних поліномів, ми 
завжди можемо знайти незвідний поліном, взаємно простий з 
кожним з уже вибраних. Це і означає, що множина незвідних 
поліномів кільця Р [Х ] є нескінченною.

22.4. Наслідок. Н ех ай  F  — поле. С т епені н езв ідн и х  поліном ів  
кільця  F [X ]  не обм еж ен і.
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Зокрема не є обмеженими степені незвідних поліномів кільця 
де Р  — просте поле ненульової характеристики. Зараз ми поба­

чимо, що та ж  сама ситуація має місце і для кільця поліномів над 
простим полем нульової характеристики, тобто над полем О раціо­
нальних чисел. Отже, розглянемо питання про незвідність поліномів 
з раціональними коефіцієнтами.

Передусім слід відзначити, що якщо поліном f (X )  є  0 [ Х ]  має не 
всі цілі коефіцієнти, то помноживши /(X) на найменше спільне крат­
не 8 знаменників усіх коефіцієнтів /(X), отримаємо поліном s f(X ), 
усі коефіцієнти якого будуть уже цілими числами. Очевидно, що 
поліноми /(X) та з/(Х) мають однакові корені. Також якщо один 
з них є незвідний над О, то таким буде і інший. З іншого боку, якщо 
f{X )  — поліном з цілими коефіцієнтами, незвідний над кільцем ці­
лих чисел, то чи буде він незвідним і  над полем раціональних чисел.

22.5. Теорема. П оліном  f{X )  є  2 [Х ]  є незвідним  н а д  кільцем  
цілих чисел т оді і т ільки  т оді, коли  в ін  є незв ідни м  н а д  по­
лем  р ац іон ал ьн и х  чисел.
Д о в е д е н н я .  Очевидно, якщо П Х ) є незвідним над О, то 
він буде незвідним і над 2 .  Навпаки, нехай /(X) є незвідним 
над Z, і припустимо, що він є звідним над О: /(X) = /1(Х)/2(Х), 
де Д(Х), /3(Х) є  0 [Х ]  та 0 < deg Д(Х) < йеё  /(X), 0 <  д е ё  /2(Х) < 
< йед 7(Х). Помножуючи обидві частини на найменше спільне 
кратне знаменників усіх коефіцієнтів f l{X ) та /2(Х ), будемо 
мати аП Х ) =  /3(Х)/4(Х ), де /3(Х ), /4(Х ) є  2 [Х ]  та йеё  Д(Х) = 
-  /д(Х), deg /2(Х ) = deg /4(Х ). У свою чергу, звідси отри­
муємо рівність а /(Х )  = &/6(Х)/6(Х ), де /5(Х ), /е(Х ) є  2 [Х ], 
deg/5(X ) -  deg /3(Х ), ае& и {Х )  = йеш и х )  та /3(Х ), /а(Х ) -  
примітивні поліноми.

З леми 20 .17  отримуємо тепер, що /^(Х) ділить /ЧХ). Вод­
ночас, deg /г(Х) = deg /3(Х ), так що 0 < deg /3(Х) <  гіед /(X). 
Отримане протиріччя показує, що /(X) є незвідним над (?.

Таким чином, ми отримали право у питаннях відносно звідності 
поліномів над полем раціональних чисел обмежитись розглядом роз­
кладів поліномів з цілими коефіцієнтами на множники, коефіцієнти 
яких також будуть цілими числами.

Питання про те, чи буде даний поліном /(X) є  2 [Х ]  незвідним 
над £3, є досить непростим. Існує метод Кронекера, який дає мож­
ливість сказати, чи буде /{X) незвідним над О. Але цей метод є дуже 
громіздким, і  застосовувати практично його можливо дуже рідко. 
Однак існує багато результатів, що дають достатні умови незвідності 
над О. Одним з найбільш відомих таких результатів є наступний 
критерій Ейзенштейна.

22.6. Теорема. Н ех ай  /(X) = а0 + а гХ  +  ... +  а аХ п е 2 [Х ] і при­
пуст имо, що існує т аке прост е число р , я к е  задовол ьн я є н а­
ст упні умови:
(г) ст арш ий коеф іцієнт  а п не д іли т ься н а  р\
(іі) усі інш і коеф іцієнт и поліном а  /(X) ділят ься на  р\
(ш) а 0 н е ділит ься на  р 2',
Т оді поліном  /(X) є незвідним  н ад  полем  р ац іон ал ьн и х  чисел.
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Д о в е д е н н я .  Припустимо протилежне, нехай /(X) є 
звідним над О, За теоремою 22 .5  він буде звідним і над Е\ 
/(X) = Гг{Х )ї%(Х), де Д(Х), /2(Х) є  а д  та 0 < йеё  /ДХ) < бед /(X), 
0 < <1е£ f 2^X) < /(X). Нехай

/,(Х) = ь 0 +  ьгх  + ... + ькх к,
/2(Х) -  с0 + сгХ  +  ... + с Х 1-

Маємо о0 =  Ь0с0. З умов (іі), {Щ  випливає, що або &0 ділить­
ся на просте число р, а с0 не ділиться на р , або навпаки, Ь0 не 
ділиться на р , а с0 ділиться на р.

Розглянемо перший випадок. За правилом множення полі­
номів а 1 =  Ьас г + &гс0. Звідси Ьгс0 = а у -  Ь0сг. Оскільки обидва 
числа а, та Ь0 діляться н ар ,  то Ь: с0 ділиться н ар . З пропозиції
20.9  випливає, що Ь1 ділиться на р .  Аналогічно, з рівності 
а г = Ь0с 2 + + Ь2с0 отримуємо Ь2с0 = а 2 -  Ь0с2 -  Ь1с 1, а з
останньої рівності випливає, що Ьг ділиться на р.

За допомогою аналогічних міркувань і того факту, що 
к < п, отримаємо, що Ьк ділиться на р . У  свою чергу, з рівності
а п — Ькс1 випливає, що ап ділиться на р ,  що суперечить умо­
вам. Аналогічно, припустивши, що Ь0 не ділиться на р , а с0 
ділиться н ар , ми також отримаємо протиріччя.

22.7. Наслідок. Ст епені н езв ідн и х  поліном ів к ільц я  0 [Х ]  не 
обм еж ен і.

На відміну від поля С?, поле С  комплексних чисел є алгебрично 
замкненим за класичною теоремою К. Гауса (цей результат донедав­
на називався основною теоремою алгебри), тобто кожен незвідний 
поліном над С має степінь 1. Також треба сказати, що кожен не­
звідний поліном над полем И дійсних чисел має степінь 1 або 2 .

22.8. Наслідок. П оліном  /ДХ) = 1 +  Х  + . . .  +  Х я - 1 є  Х [Х ], де  
р  — прост е число, є незвідним  н а д  полем  р ац іон ал ьн и х  чисел.

Д о в е д е н н я .  Коренями цього полінома будуть корені сте­
пеня р з одиниці, окрім самої одиниці. Усі вони разом з оди­
ницею ділять коло одиничного радіуса на р рівних частин. 
Тому поліном /ДХ) називають поліном ом  д ілен н я  к ол а .

Розглянемо поліном і (Х )  =  /ДХ + 1). Якщо припустити, 
що //X) =  ё 1(Х )й2(Х), де 5 і(Х ). Й3(х ) є АХЛ  та 0 < <1её £ ,(Х ) <
< с!е(ї /ДХ), 0 < £2(Х) < deg /ДХ), то

8 (Х) = /дх + 1 ) =  ё\ {х  + 1 )^2(Х  + 1 ) -  ё 3(х ) ё ,(Х ) ,

де £4(х )> §і (Х ) є  2[Х\ та 0 < іе д  й3(Х) < deg ё(Х ), 0 < deg £4(Х) <
< deg g (X).

Таким чином, питання про незвідність /ДХ) рівносильне 
питанню про незвідність полінома ё(Х ), Маємо далі

й(Х) = /ДХ + 1) = ((X  + І)" -  1)/(Х +  1 -  1) -

-  х ? -1 + с\хр~2 + . . .  + с*_3х  + с*_1г
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де С\ = (р!)/((й!)(р -  й)І) — біноміальні коефіцієнти,
З рівності (рі) = (к\){р -  к)1Ск та того факту, що р  ділить 

(р!), але р не ділить (Ы)(р -  к )І (оскільки останнє число є до­
бутком чисел менших р, а тому взаємно простих з р), отри­
муємо, що Срк ділиться на р. Останній коефіцієнт Ср_ 1 = р , так 
що £(.Х) задовольняє всі умови теореми 22 .6 . Застосування 
цієї теореми доводить незвідність ё(Х ).

За пропозицією 22.2  кожен поліном розкладається у добуток 
степенів незвідних поліномів. Як вже відзначалось трохи вище, не 
існує задовільних критеріїв незвідності поліномів з раціональними 
коефіцієнтами. Тому питання про те, як реально отримати розклад 
полінома у добуток степенів незвідних поліномів, є дуже не про­
стим. Зараз наведемо результат, який дає можливість знижувати 
степінь, виділяючи кратні незвідні множники. Він базується на по­
нятті похідної поліному.

Нехай Я  — комутативне кільце, Д Х ) = а 0 +  а гХ  +  ... + а„Хп є  Х [Х ]. 
П ох ідн ою  поліном е f(X ) будем о нази ват и  поліном  

f'{X )  = а 1 + 2 а гХ  +  ... + п апХ п.

22.9. Лема. Н ехай  Я  — ком ут ат ивне к ільце. Д ля  довільних  
поліном ів  ДХ), В(Х) є  Я [Х ] м аю т ь м ісце р івност і
(Д Х ) + Є(Х)У  =  П Х )  + Й'(Х),
(Д Х )у(Х )У  = П Х )в (Х )  +  Д Х )у(Х )\

Д о в е д е н н я .  Нехай

Д Х ) =  а0 + а^Х +  ... + а пХ п,

ё (Х )  = Ь0 + ЬгХ  + ... + &*Х*.

Під час доведення першої рівності можна вважати, що 
п — к (цього завжди можна досягти, додаючи відповідні члени 
з нульовими коефіцієнтами). Маємо

(Д Х ) +  в(Х )У  = (а0 + Ь0 + (а 1 +  Ь1) Х + . . .  + (ап + &Л)Х " =

= (а х +  Ьг) + 2 (Оі + Ьг)Х  + ... +  п (ап +  Ьп)Х п —

=  а 1 +  2 а 2Х + . . .  + паяХ п +  Ь1 +  2Ь2Х + . . .  + пЬпХ п = Д (Х )+ ё'(Х ).

При доведенні другої рівності уже не обов’язково вважати 
числа к і п  рівними. Для доведення цієї рівності застосуємо 
індукцію за степенем полінома £{Х ), тобто за числом к. Якщо 
ё(Х )  = Од, то рівність є тривіальною. Нехай к  = 0, тоді

Д Х )£ (Х ) -  Ь0а 0 + Ь0а гХ  +  ... +  Ь0а пХ »;

(Д Х )ё(Х )У  -  &оа і + 2&0а2Х  + ... +  пЬ0а пХ п -  

= Ґ(Х )Ь 0 -  П Х )ё (Х )  +  Д Х )ё(Х У .

Нехай тепер А > 0 і  припустимо, що лема є вірною для
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поліномів, степінь яких є меншою за k. Нехай h (X )  -  Ь0 &хХ  + 
+ ... + Ьк_1Х к~1, тоді g(X ) = h(X )  + ЬкХ к, і отже

f(X )g (X ) =  f(X )(h (X ) +  bkX *) -  f(X )h (X )  + f (X )b kX\

Звідси і доведеної вище першої рівності отримуємо

(f(X )g (X )Y  = ( f{X )h (X ) +  f(X )  bkX*Y  =

-  (f(X )h (X ))'  +  (f {X )b hX k)‘.

За індуктивним припущенням (/ (X )ft(X ))' == f'(X )h (X )  + 
+ f(X )h '(X ). Далі маємо

f (X )b kX" = Ька 0Х к + Ька гХ к + і +  ... + i>*a„X* + ";

{ f{X )b kX hY = (Ька 0Х кУ + (bka xX k + l )' +  ... + (bka nX * + ")'■

Розглядаємо тепер похідну довільного члена останньої 
суми:

(Ька}Х к +!)' -  (k  + ftbbdjXb+i-1 = h b kajX k+>-1 +  jb t f jX * * ! - 1 -  

= (kbtX *-l)ajX>+ bkX k(jajX i ~г).
Отже,

(f(X )bkX ky =  (hbhX k ~ k)a0 + bkX kOR +  {hbkX k ~ l)a xX  +  bkX ha1 +  

+ ... + (kbkX * ~ l)anX n + bkX k(nanX * - 1) = {a1 + 2a2X  + ... +

+ n a nX n- l )bkX h + (a0 + axX  + ... +  a nX n){kbkX k ~ l) -  

=  f { X ) b kX ky  + (f(X )(bkX*)'.

Нарешті,

(f(X)g(X)y = {f{X)h(X)Y + (f(x)bkxky -  
-  f'(X)h(X) + f{X)h\X) + f\X)bkXky + (f(X)(bkXky -  

= f'(X)(h(X) + bkXk) + /<Х)(Л'(Х) + (&AX*)') = 
-  nx)ih{X) + bhxky + f(x)(h(X) + bkx ky « 

-  nx)g(X) + f(X)g\x).

22.10. Наслідок. Н ехай  R  — ком ут ат ивне к ільце. Д л я  довіль­
них поліном ів f x{X), ..., /„(X) є Л [Х ] м аю т ь м ісце р івност і

( f i ( x ) ... f n{X)Y  = 2  А ( Х ) ... А _Х(Х )/ ;(Х )А (Х )... /дх).
1 £ ]<, п

Зокрем а, (f(X)ny = n (f(X )n ~1)f'(X ).

Нехай R  — комутативне кільце без дільників нуля, /(X) є  Д[Х]. 
Будемо говорити, що незвідний  поліном  р{Х ) входит ь до р о зк л а ду  
f(X ) з крат ніст ю  т, якщ о f(X ) ділит ься на (р (Х ))т, а л е  f(X ) не 
діли т ься на (р (Х ))т + г. Я кщ о р(Х ) -  (X  -  а) входит ь до р о зкл аду
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ДХ) з крат ніст ю  т > 1, то будем о говорити, що корінь а  є  крат ним  
коренем  п ол іном а  ДХ) т а м ає крат ніст ь т.

22 .11 . Пропозиція. Н ехай  F  — п оле х аракт ери ст и ки  
0. Д Х) є F[X\. Я к щ о  незвідний поліном  р{Х ) входит ь до р о з ­
к л аду  f(X ) з  крат ніст ю  т, то р(Х ) входит ь до р о зк л а д у  /'(X) 
з крат ніст ю  т -  1 .

Д о в е д е н н я .  Маємо f(X )  = (p(X ))wu{X), де и(Х )  вже не 
ділиться на р(Х ). З леми 20 .12  випливає, що и(Х) та р(Х) 
будуть взаємно простими. За наслідком 22.9

П Х )  =  (р (Х )Г  Чт р'(Х)и(Х) І р(Х )и'(Х )).

Якщо припустити, що поліном (лгр'(Х) и(Х) 4- р (Х )и ,{Х)) 
ділиться на р(Х ), т о р(Х )  мусить ділити т р'(Х )и(Х ). Оскільки 
char-F “  0 , то deg^>'(X) = deg р{Х ) -  1, зокрема р '(Х ) — нену- 
льовий поліном. З рівності deg р'(Х ) = dag р (Х ) -  1 також 
випливає, що р ’іХ )  не ділиться н а р(Х ), і тоді за лемою 20.12  
поліноми р'(Х ) та р(Х ) будуть взаємно простими. Але тоді за 
пропозицією 20 .10  р(Х ) є взаємно простим з т р'(Х )и(Х ). От­
римане протиріччя показує, щ ор(Х ) входить до розкладу f'{X) 
з кратністю т -  1 ,

На застосуванні ц ієї пропозиції заснований наступний метод. 
Нехай F  — поле нульової характеристики, f(X )  є  F [X ] . За пропози­
цією 2 2 .2

f(X )  = « (р Д Х ))* ... ( p J X ) ) 4

де а — старший коефіцієнт полінома ДХ), рД Х )   р т(Х) — попар­
но різні незвідні поліноми, старші коефіцієнти яких дорівнюють оди­
ничному елементу. З пропозицій 22 .11 , 20.14  отримуємо, що

g{X ) = GCD(/(X), П Х ))  -  рг(Х))*> - і ... (рт(Х ))*- - К

З результатів попереднього розділу ми знаємо, як знайти поліном 
g(X ). Далі f{X ) = g(X )w iX ), де очевидно w(X) = арДХ)) ... р т(Х)). 
Таким чином, ділячи поліном /(X) на #(Х), ми отримаємо поліном 
w(X), розклад якого має всі ті незвідні множники, що їх  має і полі­
ном f(X ), але вже з кратністю 1. При цьому степінь може значно 
знизитися. Залишилось тільки знайти розклад ш(Х).

Слід сказати, що для полів простої характеристики доведена вище 
пропозиція не мас місце. Наприклад, нехай поле F  має просту ха­
рактеристику р  > 0 , а /(X) = X”. Тоді f'(X ) = р Х р ~1 = (ре)Хр ~ 1 = Ор. 
Інакше кажучи, поліном степеня > 1  може мати нульову похідну. 
Але у загальному випадку все ж  таки має місце

22.12. Теорема. Н ехай  F  — поле, /(X) є  F[X\. Е лем ен т  с є  F  
т оді і т ільки  т оді буде крат ним  коренем  поліном а f(X ), коли  
f ie )  = Ор т а f { c )  -  0 F.

Д о в е д е н н я .  Нехай Ь — довільний елемент поля F .  З тео­
реми 17.1 випливає, що Д Х) = (X  -  b)2q(X ) + г(Х), де або г(Х) *  
“  Ор або deg г(Х) < 2. Зокрема поліном г(Х) можна записати
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4і -fX
у вигляді r(X ) -  d(X -  b) + w дл я  деяких елементів d, w є F.

Отже,

ДХ) = (X  -  b)2q(X ) +  d(X  -  b) +  w.

Застосовуючи лему 22 .9  та наслідок 22 .10 , отримаємо 

f'(X ) = (X  -  b)(2q(X) + ( Х -  b)q'(X)) + d,

звідки w = f(b) та d  = Д(ї>).
Отже, остаточно

/(X) = (X  -  b)2q(X ) + f'(b)(X  - b )  +  /(&);

f i X )  = (X  -  b)(2ç(X) + (X  -  b)q'(X )) + Д(&).

Якщо с — кратний корінь полінома f(X ), то /(X) ділиться 
на (X  -  с)2. А  це означає, що f\ c)  = Де) = Of . Навпаки, якщо 
f ( ç )  =  Де) Of , то доведені вище рівності показують, що ДХ) 
ділиться на (X  -  с)2.

Закінчуючи цей розділ, повернемось знову до поліномів з раціо­
нальними коефіцієнтами і з ’ясуємо питання про знаходження їх  ра­
ціональних коренів. Вище вже відзначалось, що помноживши полі­
ном /(X) є  Q [X ] на найменше спільне кратне а  знаменників усіх його 
коефіцієнтів, отримаємо поліном аДХ), усі коефіцієнти якого будуть 
уже цілими числами. Очевидно, що поліноми Д Х ) та зД Х) мають 
однакові корені. Тому зразу це питання зводиться до питання зна­
ходження раціональних коренів полінома з цілими коефіцієнтами.

Нехай Д Х) =  а 0 + а гХ  + ... + а пХ п є  Z [X ], с — цілий корінь 
полінома Д Х ). З огляду на пропозицію 17.5  маємо

ДХ) -  (X  -  с)д(Х),

де q(X) = (Ь0 + ЬгХ  +  ... + Ьп _ ]Х п ~ 1).
Звідси

а п = К  _ х, а п _ і  = bn _ 2 -  сЬп   а г =  Ь0 -  cblt о0 = (~с)Ь0 -  (~60).

З цих різностей ми можемо побачити, що всі коефіцієнти b0s Ьг,
. . . ,  Ьп _ !  будуть цілими числами, зокрема, с буде цілим дільником 
числа а0. Таким чином, якщо поліном Д Х ) має цілі корені, то для їх 
знаходження необхідно знайти всі дільники числа а0 (як додатні, 
так і від’ємні) і перевірити, які з них будуть коренями, Інших цілих 
коренів поліном Д Х ) не має. Ця процедура може бути досить довгою, 
оскільки таких дільників може бути дуже багато. Наступні нотатки 
можуть дещо скоротити цей процес.

Числа 1 та - 1  є дільниками числа а0, тому ми мусимо завжди 
знаходити Д1) та Д—1). Маємо Д1) = (1 -  c)q( 1), Д -1 ) =  ( -1  -  c)ç(-l). 
Оскільки всі коефіцієнти q(X ) е цілими числами, то числа ç ( l )  та 
ç ( - l )  також будуть цілими. Таким чином, досить перевіряти не всі 
дільники числа а0, a тільки такі дільники d, для яких Д1)/(1 -  d) та 
/ї(—1 ) / { 1  + d) є цілими числами.
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Наступний етап описує теорема:

22.13. Теорема. Н ехай  f(X ) = а 0 + а гХ  + ...+  а п 1Х п~1 +  Х п є Z[X], 
Я к щ о  с — рац іональни й  корінь поліном а f{X ), т о с — ціле 
число.

Д о в е д е н н я .  Припустимо протилежне, нехай с не є цілим 
числом, тобто с — m /k  і можна вважати, що числа т, k  — 
взаємно прості. Маємо тепер

0 = а 0 + a^ m /h ) +  ... + а п _ Дт/А)" " 1 + (т/Щ п ,

звідси

(m n)/h  - а 0йп _ 1  -  a l m kn~2-  ... -  а п_ 1т п ~ 1 +  (m /k )n.

Оскільки т, k — взаємно прості, то і т п та k  будуть вза­
ємно простими. Але це означає, що у лівій частині останньої 
рівності стоїть раціональне число, яке не є цілим, в той час, 
як у правій частині стоїть ціле число. Отримане протиріччя і 
доводить теорему.

Нехай тепер f(X )  = а 0 + а гХ  +  ... +  а пХ п в Z [X ]. Розглянемо 
поліном g(X ) = a "  1f(X ), тобто

g(X ) -  й" " 1а0 + а у ^ Х  + ... + а * X а.

Нехай У = а пХ , тоді

£(У) =  а*  -  га 0 + а% ~ 2a yY  + ... + а п _ xYn - 1 +  У"

За теоремою 22 .13  раціональні корені полінома g{Y) можуть бути 
тільки цілими числами. Як знайти всі цілі корені полінома £(У) ми 
вже бачили раніше. Нарешті, якщо с — цілий корінь полінома #(У), 
то с/а„ — корінь полінома f(X ).

23. АРИФМЕТИЧНІ ФУНКЦІЇ

У цьому розділі ми розглянемо ряд важливих теоретико-числових 
функцій. Теорет ико-числовою  а б о  арифмет ичною ф ункцією  ми буде­
м о нази ват и  к ож н у  функцію  / : N  > С.

Наведемо деякі важливі приклади арифметичних функцій.
Через V позначимо функцію, що ставить у відповідність нату­

ральному числу п  кількість його додатних дільників, а через ст по­
значимо функцію, що ставить у відповідність натуральному числу п 
суму його додатних дільників. Наступна пропозиція дає формули 
для цих двох функцій.
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23.1. Пропозиція. Н ехай  п — нат уральне число, п = р *1 р 2*2 ... 
. . .р * ‘ — його р о зк л а д  на  прост і м нож ни ки , де р і Ф ру, якщ о  
і Ф }. Т оді V(л) = {Й! + 1) ... (к{ + 1), 
о(п) -  ((р?1 + 1 -  1  )/(р г -  1 )) ... «р ? ‘ + 1 -  1  ) /(р г -  1 )).

Д о в е д е н н я .  Нехай т  — дільник числа л, тоді т = р^ р^  • • • 
...р р , де 0 < 8; < к], 1 < і  < і. Слід відзначити, що розклад як 
числа п, так і  його дільника т є однозначним. Звідси випли­
ває, що відображення, що ставить у відповідність дільнику т 
числа п набір чисел (вх, . . . ,  з {) довжини і, де 0  < «у < к}, 1  < } < і, 
буде бієктивним. Таким чином, кількість дільників числа п 
дорівнює кількості наборів чисел (8^ ... ,  з () довжини і, де 
0  < sJ < к), 1 < у < і.

Підрахуємо кількість таких наборів, використовуючи 
індукцію за числом і. Якщо і — 1, то очевидно, л(л) = (кг +  1). 
Нехай тепер і >1 і нехай вже доведено, що кількість наборів 
чисел ($!, 8( _ 1) довжини і  -  1 , де 0  < 8; < к}, І £ ]  й і  ~ 1,
дорівнює числу (йх + 1) ... (йг _ і + 1). Це означає, що кількість 
наборів чисел (йц ..., 8() довжини і , що мають на останньому 
місці фіксоване число де 0 <Яу< йу, X < / < # — 1 , дорівнює 
(йх + 1) ... (й{_ у + 1). Оскільки 0 < 8( < й(, тобто для числа 8І ми 
маємо (й̂  + 1 ) можливих варіантів, то загальна кількість на­
борів чисел (а,, ..., в8) довжини і, де 0  < 8у < йу, 1 < ] <  і, дорів­
нює (кх +  1 ) . . .  (й ,_г + 1)(й( +  1). Отже, у(л.) =  (* ! +  1 ) . . .  (й( + 1).

Для знаходження формули для функції ст(п) також засто­
суємо індукцію за числом і. Якщо і  *= 1, тобто п = р к\ то 
очевидно,

а(п) = 1 + р, Н-р? + ... + р р  = (р̂ 1+1 -  1)/(р1 -  1)).

Нехай і  > 1, г -  Р і1р$2 ... р*іі1 і нехай вже доведено, що 

О(Г) =  { (р * і+ 1 -  І ) ^  -  1 ) )  . . .  ((р *іі1 + 1 -  1 ) / ( р ( _ ж -  1 ) ) .

Позначимо через 5  множину всіх наборів чисел (в1г . . . ,  ${) 
довжини і , де 0 < 8у < йу, 1 < } < і, через М  множину всіх набо­
рів чисел («!, . . . ,  8Ї _ і) ДОВЖИНИ £ -  1, ДЄ 0 < 8у < Йу, 1 < / < ^ — 1. 
Тоді маємо

ст(га) = 2  Р1 Р2 — Р г-ЇР Ї =
(*і в()єЗ

2  РІ'РІ2 ... Р и  +  X  РІ'РІ2 ... Ґ ііі'Рі +
(*і  (в,, .... ім )еМ

+ X  Р ЇР І2 РЇ‘-ЇР?  + ... + 2  Р ?Р Ї2 ... РЇ-{РІ‘ «*
(Зі я,-І )ем  (»! ін )еЯ

(*1 Ь-л'фМ
Р?Р? „«(-1 ’ Рі-1 {1  +  р ( +  р (2 +  . . .  +  Р * 1) =

-  ((р*> + 1 -  1)707! -  1))...(07?-!1 + 1 -  1)/(Р, - 1 -  1))((Р?‘+1-  1)/(Р,- 1)).
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З функцією о(п ) пов’язана цікава проблема теорії чисел. Н ат у­
р ал ьн е число п нази ваєт ься  досконалим , якщ о и(п) = 2п. Наприк­
лад, досконалими будуть числа 6 та 28. З пропозиції 23.1 випливає, 
що якщо 2 й + 1 -  1  — просте число, то п — 2 Й(2 * + 1 -  1 ) — досконале 
число. Ейлер довів, що будь-яке парне досконале число має такий 
вигляд. Таким чином, проблема знаходження парних досконалих 
чисел зводиться до знаходження простих чисел, що мають вигляд 
,2к+1 -  1. Т а к і прост і числа називаю т ь прост ими числам и М ерсен- 
на. З досконалими числами також пов’язані дві важ ливі проблеми: 
чи є м н ож и н а доск он али х  чисел нескінченною  та чи існую т ь непарні 
доск он ал і ч и сл а?

На множині арифметичних функцій розглянемо специфічну опе­
рацію — добуток Діріхле.

Д обут ком  Д ір іх л е  двох  ариф мет ичних ф ункцій f  т а  £  н ази ­
ваєт ься ф ункція f\Шg, я к а  ви значаєт ься  за  правилом

= X  /(*)£(*).Й*= 71

23.2 . Пропозиція. (1) М н ож ен н я  Д ір іх л е  ариф м ет ичних  
функцій ком ут ат ивне.
(2) М н ож ен н я  Д ір іхле арифметичних ф ункцій асоціат ивне.
(3) М н ож ен н я  Д ір іхле ариф мет ичних ф ункцій м ає одинич­
ний елем ент , яким  буде функція  1 , щ о ви зн ач аєт ься  з а  пра­
вилом  [!(1 ) = 1  ага Е(н) = 0  для  п > 1 .

Д о в е д е н н я .  Перше твердження є очевидним, оскільки 
множення комплексних чисел є комутативним. Щоб довести
(2), розглянемо добутки (/Е1|г)Е]й та /’ІЩй'ИЛ). Маємо

((/0 * )И А )(д )=  Е  (/ И *)(*)й (*) =
АЄ= в

= х ( X  7 ( « ) * (у) 1 * ( 0  = X  № ) * ( " ) ) * ( * ) ;
Ы~п

( /0 (£ 0  АЖ») = X  Ди)(*®л)(я») -  X  т \  X  * (уЖ 0
иі=т

= X  № ) * ( у))А(*).
(ии)г=п.

Оскільки множення комплексних чисел є асоціативним, то

((/[Н]£)Е]Л)(п) =  (/Е 1(£Е]А ))0 )

для кожного п є N, а це означає, що = ( / К).
Нарешті,

іт Ех«) = X  тип = т и  і) -  т
Ы -  п

для кожного п є А/, і отже 7і ІЖ] | = /.
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Розглянемо тепер іншу важливу арифметичну функцію 5 , яка 
визначається за правилом 5(п) = 1  для кожного п є N. Маємо тоді

для кожного п є  N (сума береться за усіма дільниками й числа п).

Ф ункція fШ S  н ази ваєт ься  сум ат орною ф ункцією  дл я  ф ункції f.

На черзі наступна важлива арифметична функція — функція  
М ебіуса  ц, я к а  ви значаєт ься  т ак: ц(1) = 1, і якщ о п > 1 т а 
п = РЇЛР гг ••• Р і‘ — його р о зк л а д  н а  прост і м нож ни ки , д е  у>, Ф р, при 
і *  І, то р(л) = 0 у випадку, коли > 2  хоча б дл я  одного  у, і нареш т і, 
ц(л) = (~1)*, ЯКЩО п = Р іР 2 ... Рс

23.3. Пропозиція. цШЙ = Е-

Д о в е д е н н я ,  Маємо рі Е13(1) =  ц(1) = 1. Розглянемо тепер 
основний випадок, коли п > 1  та нехай /г=р^р 2*2 ... р*' — 
його розклад на прості множники, де рг ї  р; при і ї  }, Нехай 
ц — дільник числа п, тоді р = р?1р | 2 ... р®*, де 0  5  <, й; , 1  <у < #.
Якщо 8] > 2 хоча б для одного у, то р(лг) = 0.

Позначимо через 5  множину всіх наборів чисел (в!, . . . ,  в,) 
довжини і, де 0 < 8/ < 1 5у < ^ Тоді

Покажемо, що кількість наборів чисел («г, . . . ,  а*) довжини 
і, де 0 <ву- < 1 , у яких |вирр (й̂ , . . . ,  а()| — парне, дорівнює 
кількості таких наборів, у яких Ів и р р ^ , . . . ,  з()| — непарне. 
Звідси і буде випливати, що р(л) =  0.

Щоб довести останнє твердження, застосуємо індукцію за 
числом г. Нехай спочатку і ~  2. У цьому випадку парними 
будуть |8 ирр(0 , 0 )|, |8 ирр(1 , 1 )|, а непарними — |8 ирр(0 , 1 )| 
та ІБирр (1 , 0)|. Таким чином, для і =  2 твердження має місце.

Нехай тепер і > 2 і припустимо, що твердження має місце 
для наборів, що мають довжину і  -  1. Нехай и  (відповідно V) — 
множина наборів чисел (в4, . . . ,  а() довжини і ,  де 0  < < 1 , у
яких = 0 (відповідно 8( = 1). Тоді | и  | = | V | дорівнює кіль­
кості наборів чисел (з1г ..., з ,^ )  довжини і -  1 , де 0  < ^ 1 ,
1 <у < і  -  1. Отже, кількість наборів чисел (ах з підмно-
жини V, у яких |8 ирр(й1, .. . ,  й()| — парне, дорівнює кількості 
наборів чисел (вх, . . . ,  8(_ 2) довжини ї - 1 , д е 0 < 3; < 1 , у  яких 
|8 ирр(в1, . . . ,  «,_!)] — парне, і відповідно, кількість наборів 
чисел (в1, . . . ,  б() з підмножини V, у яких Івирр^и ... ,  я()| — 
непарне, дорівнює кількості наборів чисел (ах, . . . ,  _ х) дов-

p(m) =  X  ЦІРІ'РІ2 P tiP t')-

V(PtlP

(ар s,)gS

Нехай Supp (elt . . . ,  s t) =  {у 11 <y < #, = 1}. Маємо

1, якщо Supp st )| -  парне,
L (pl'-p.

-1 , якщо (Supp (s j, ..„ st  ̂-  непарне.

1 ? »»’ї
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жини і -  1 , де 0  < 8, < 1 , у яких |8 ирр(81г .. . ,  _х)| — непарне. 
Аналогічно, кількість наборів чисел (вх, я*) з підмно-

жини V, у яких ІЄирр^ 8()| — парне, дорівнює кількості
наборів чисел («і, _ х) довжини і -  1 , де 0  < 8 - < 1 , у яких
Іви р р ^ , 8( _і)| — непарне, і відповідно, кількість наборів
чисел (зх з підмножини V, у яких |8 ирр(я1, . . . ,  8,)| —
непарне, дорівнює кількості наборів чисел ( з1, . . . ,  з, _ х) дов­
жини і -  1 , де 0 < < 1 , у яких Іви р р ^ , 8( _х)| — парне.
Застосувавши індуктивне припущення, отримаємо, що 
кількість наборів чисел (ях, . . . ,  8?) з підмножини V (відповідно 
V), у яких |8 ирр($х 8()| — парне, дорівнює кількості на­
борів чисел (Зх, з?), у яких |8 ирр(8х, ■ зг)| — непарне. Це 
і доводить наше твердження.

23.4. Теорема (теорема обернення Мебіуса). Н ех ай  / — ариф­
м ет ична ф ункція, ^ — сум ат орна ф ункція дл я  ф ункції /. Тоді

т  -  £  р ( * № / * )И\п
для кож ного  п є N.

Д о в е д е н н я .  Маємо і'’ = і 035, і отже, використовуючи 
пропозицію 23 .2 , отримаємо

^ {З р  = (/И б )И р  == /ІЗ ( 5 ІЗр) = /ЕІ(рЕ35) = /И Е *“ Л

Наступною важливою арифметичною функцією, яку ми будемо 
далі розглядати, є ф ункція Е й лера  <р, щ о ви знач аєт ься  т ак : ср(1) = 1, 
і якщ о п > 1 , то ф (п) дорівню є к ількост і н ат уральни х  чисел к, що 
м аю т ь власт ивост і 1  < к < п т а  НСБ(&. п) = 1 .

Наступна теорема дає інші визначення функції Ейлера.

23.5. Теорема. (1) Н ех ай  Є  — ск ін ч ен н а  циклічна група по­
р ядку  п, т оді ф(я) дорівнює к ількост і породж ую чих елем ент ів  
групи  <?.
(2) С піввіднош ення к + п 2  є  м ає м ісце т оді і т ільки
т оді, коли  НСО(А, п) = 1. Зокрем а, Ф (л ) =  |{/(2Уп2)|.

Д о в е д е н н я ,  (1) Маємо (7 = < § >  для деякого елемента 
О. За теоремою 10.13 елемент у =  ^  є  О тоді і тільки тоді 

буде породжуючим для О, коли ЄСВ(й, п) = 1 . З результатів 
розділу 1 0  також випливає, що < # > =  {£°, g 1, #2, *},
тобто число к  може бути вибране так, що 1 < к < п. Це і 
означає, що ф(/г) дорівнює кількості породжуючих елементів 
групи С7.

(2) Нехай к +  п 2 в  и^ -ІпЕ ). Тоді існує такий суміжний 
клас в +  п2, що (кз +  пЕ) = {к +  п^ ( 8  + пЕ) =  1  + п2. Інакше 
кажучи, +  пг  =  1  для деякого г € 2 . З наслідку 20 .7  випли­
ває, що ОСБ(й, п) = 1. Навпаки, якщо ОСБ(й, п) =  1, то по­
вторюючи попередні аргументи у зворотному порядку, отримає­
мо, що & + ЛІГ є  и (2 /п 2 ). Звідси і випливає рівність \и{2/п2)\ = 
=  Ф (п).

4
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23.6. Наслідок (теорема Ейлера). Н ех а й  п — н ат уральн е чис­
л о , А — ціле число, взаєм но прост е з  п. Т оді k^n̂ = l(mod п).

Д о в е д е н н я .  Оскільки GCD(A, п) =  1, то з доведення по­
передньої теореми випливає, що A + nZ  є  U(Z/nZ). З наслідку 
12.6  та теореми 23.5  випливає рівність (А + nZ)^n) = 1 +  nZ. 
Залишилося відзначити, що (А + n Z ) ^  = k lpM +  nZ.

23.7. Наслідок (мала теорема Ферма). Н ех ай  р  — прост е чис­
ло , А — ціле число, що не ділит ься н а  р. Т оді kp ~ 1 = l(mod р).

Д о в е д е н н я .  Дійсно, оскільки р  — просте число, то 
ф(р) —р ~  1 » і залишається використати попередній наслідок.

Малу теорему Ферма можна переписати також в такій формі:

Н ех а й  р  — прост е число, А — ціле число, що не діли т ься  на  р. 
Т оді kp = k  (mod р).

Розглянемо суматорну функцію для функції Ейлера. Нехай G — 
група, розглянемо на ній бінарне відношення о, яке вводиться за 
наступним правилом: х  о у  тоді і  тільки тоді, коли \ х\ — \ у \ ,х ,у є  G. 
Неважко упевнитись в тому, що о є відношенням еквівалентності. 
Для довільного натурального числа п через Gn позначимо клас екві­
валентності за цим відношенням, що складається з усіх елементів 
групи, як і мають порядок п. Позначимо також через £?„ сукупність 
тих елементів групи G, що мають нескінченний порядок. За теоремою 
12.1 система підмножин {Gn \ п  є  N u  {«>}} задає розбиття групи G.

Слід відзначити, що не для кожного натурального п підмножина 
Gn є непустою. Зокрема, якщо G  — скінченна група, то Ga = 0 .  Більш 
того, якщо у — довільний елемент групи G, то за наслідком 12.6  | у  j 
є дільником I G |.

Таким чином, система підмножин {Gk \ k\ n )  задає розбиття групи 
G. Звідси випливає рівність G = \jk\nGk. Також слід відзначити, що 
далеко не для кожного дільника А числа п підмножина Ок є непустою.

23.8. Теорема. X  Ф(*) “  п•к\п
Д о в е д е н н я .  Нехай G = <g>  — циклічна група порядку п. 
Вище ми відзначали, що G =  Kĵ nGk. З іншого боку, нехай А — 
довільний дільник числа п, d  =  п /к  та х  = g d. Маємо х к — 
= {ё*)к = it1* = 8п = е. Якщо припустити, що х* =  е  для деякого 
натурального числа t < А, то е  ■» х* = (^ ) f = =  е і оскільки dt
< п, то отримуємо протиріччя з тим фактом, що | g \ — \ G |= п. 
Отже І х  І = А. Все це доводить, що для будь-якого дільника А 
числа п підмножина Gh є непустою.

Нехай тепер з — елемент групи G , що має порядок А. Має­
мо г = g"1 для деякого натурального числа т , і тоді е  — гк = 
= (Мт)к = йтН' Звідси випливає, що п = dk  | m k, а отже d  ділить 
т , тобто т  =  ds  для деякого натурального s. Таким чином,

г  =  g m  =  g d ,  =  ( g d y  =

що доводить включення 2 Є < X >.
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Далі і< 2 >| = 12 1 = |х| = А, так що < 2 >  =  <л :> . Інакше 
.кажучи, довільний елемент групи <?, що має порядок А є по­
роджуючим елементом для підгрупи < х > .  За теоремою 23.5 
кількість таких елементів дорівнює <р(А). Таким чином, для 
кожного дільника А числа л має місце |(?£І = ф(А). Отже,

л = ІЄ | = Х | б У  ~ £ ф <А).
к\п Н\п

23.9. Наслідок. Н ехай  О — ск ін ч ен н а  група порядку п. Я к щ о  
для кож ного  д ільн и к а  А числа п к іл ьк іст ь т их елем ент ів х, 
щ о задовольняю т ь умову хк = е не перевищ ує А, т о  О — цик­
л іч н а  група.

Д о в е д е н н я .  Ми вже говорили, що система підмножин 
{Ок | А | л} задає розбиття групи (?. Звідси випливають рівнос­
ті (З =  та |С?| =  |. Припустимо, що для деякого
дільника А числа п підмножина Сн є непустою. Нехай у е  Ск. 
З наслідку 1 2 . 6  випливає, що для кожного елемента г є  < у >  
\г\ ділить число А, тобто г к ~ е. Рівність |р| =  \<у>\~ А разом 
з умовами цього наслідку показує, що всі елементи групи С?т 
що мають порядок А, містяться у підгрупі < у >. Більш  того, 
кожен з цих елементів буде породжуючим для підгрупи < у >.

Знову застосувавши теорему 23 .5 , отримаємо, що кількість 
таких елементів дорівнює ф (Аг). Таким чином, якщо для дея­
кого дільника А числа п підмножина Ок є непустою, то 
|(?*| = ф(А). Зіставляючи дві рівності

п =  ІОІ = X  \(*к\ та п  ф(А)
к\п к\п

отримаємо, що для кожного дільника А числа п підмножина 
Ок є непустою. Зокрема (?„ Ф 0 .  Нехай ё  є  Сп. Рівність п = 

І< ^ > 1 тягне за собою рівність < ё >  = <?.

23.10. Наслідок. Н ехай  Р — поле, в  — ск ін ч ен н а  підгрупа  
і! {Ж). Тоді С? — циклічна група.

Д о в е д е н н я .  Нехай | б? [ — п та А — дільник числа п. Якщо 
елемент у групи £? задовольняє умову ук = е, то він є коренем 
поліному Х к -  е  е  Р[.Х]. З наслідку 17.7 випливає, що кіль­
кість таких елементів не перевищує А. З наслідку 23.9  випли­
ває тепер, що О — циклічна група.

23.11. Наслідок. Н ехай  Р  — ск ін ч ен н е поле. Т оді б/(Р) — цик­
л іч н а  група.

23.12. Наслідок. Н ехай  р  — прост е число. Тоді ІІІР/рХ ) — 
циклічна група.

Дійсно, у розділі 16 було доведено, що Z /pZ  — поле.

Знайшовши суматорну функцію для функції Ейлера, тепер мож­
на отримати формулу для знаходження значень функції Ейлера. За­
стосувавши тепер теореми 23,4 та 23.8 , будемо мати
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Ф ( » ) - 2  H(*)(n/fc) = \ x ( h ) / k*|n ftjn
для кожного n є N. Нехай n — р\х р£г •.. р?‘ — його розклад на прості 
множники, де Рі Ф р { при і Ф ]. Якщо пг — дільник числа п, то т — 
“  PV Рі* • • • РІ‘> Де 0 ^ Sj < kj, X < j £ t .  Якщо 8} > 2 хоча б для одного /, то 
ц(гн) = 0, Отже,

X  |А ( * ) / *  -  1 -  X  1 /Pj +  X  (1  / P j P j - . . Л  ( -1  )t  (1 / p j > 2 ... p t) -
k\n 1 < ] < , t  1 1

-  ( 1  -  ( 1 / a ) )  ( 1  -  ( 1 / P a ) )  . . .  ( 1  -  ( 1 / A ) ) -

Тому

Ф(н) =  л (1  -  ( 1 /a )) (1 -  ( 1 / A ))  (1 ~ (1 /Pt)) =

= A*1- ‘ (Pi -  1 ) )Р Іа_ x(P t  -  1) ... A*1 " ‘ (Pi “  !)•

Зокрема, якщо p •— просте число, k  є  N,  то (p(pft) ™ p k ~ *(p -  1) =

Окрім того, з отриманої формули можна побачити, що якщо на­
туральні числа п  та k  взаємно прості, то (р(пк) = ф(н) ф(А).

Арифметична функція f  називається мультиплікативною, якщо 
вона задовольняє дві наступні умови;

f(n) Ф 0 хоча  б  дл я  одного нат урального п;
якщо натуральні числа п та к взаємно прості, то f(nk) = f(n)f(k).

Наступна теорема дає важливу властивість мультиплікативних 
функцій.

23.13. Теорема. Якщо арифметична функція f  є мультипліка­
тивною, то мультиплікативною буде її суматорна функція.

Д о в е д е н н я .  Нехай / — мультиплікативна функція, 
k ,t  — взаємно прості числа, d  — довільний дільник числа kt. 
Тоді, очевидно, d  = uv, д е  u\k, u|t. Нехай F  = / E S  — суматор­
на функція для /. Маємо тоді

F{kt) =  X  f{uv) = X  f{u)f(v) =  X  f(u) =  X  f(v) = F(k)F(t).
u \ h , v \ t  u \ k ,  u|f и|* u ji

На закінчення цього розділу скажемо декілька слів про деякі 
застосування отриманих тут результатів. Не так давно таке застосу­
вання у криптографії знайшлось для функції Ейлера. У 1977 р. троє 
американських математиків — Р. Рай вест, А. Шамір та JI. Адле- 
ман — запропонували нову і досить ефективну криптографічну сис­
тему з відкритим ключем. Цей спосіб шифрування був названий на 
честь його винахідників RSА-шифром.

В класичних криптографічних системах спосіб шифрування три­
мається у таємниці. А в системах з відкритим ключем тримати в та­
ємниці спосіб шифрування немає потреби. Суть RSA -шифру полягає 
у наступному. Вибираються два випадкові досить великі прості чис­
ла р , q, обчислюється n =  p q  та ф(л) = (р -  1 )(q -  1). Далі вибирається
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випадкове число А < ф (п), яке є взаємно простим з ф(я). Я к ми бачи­
ли в доведенні теореми 23.5  k + (p(n)Zє  U(Z/<$(n)Z). Інакше кажучи, 
існує таке натуральне число t, що kt  = l(m od ф(тг)).

Слід зауважити, що число t можна знайти за допомогою алгорит­
му Евкліда, який був описаний у розділі 21. Числа п  і k  визначають 
спосіб шифрування. Вони не засекречуються і утворюють так званий 
відкритий ключ. Проте прості множники р , q та число t тримаються 
в таємниці. Повідомлення, яке потрібно зашифрувати, спочатку за­
писується у цифровій формі за допомогою звичайних цифр 0 , 1 , 2 , З, 
4, 5, 6 , 7, 8 , 9. Після цього повідомлення розбивається на блоки 
М и  . , , ,  М в, що мають довжину w. Число т  вибирається так, щоб 
10ш< я . Для надійності числа р , q вибираються приблизно до ста 
цифр кожне.

Кожен блок можна розглядати як представник суміжного кла­
су M j + nZ. Шифрування блоку М } полягає в заміні його на такий 
блок Е(М ;), що E(M j) = M f(m od п). Оскільки число п досить велике, 
реально це можна зробити тільки застосовуючи комп’ютер.

Процедура дешифрування полягає у наступному. З вибору числа 
t випливає рівність Ы = 1 + щ (п ). На цьому етапі треба застосувати 
теорему Ейлера (наслідок 23.6). Але з його умов ми бачимо, що воно 
є можливим тільки у випадку, коли числа та л є взаємно прости­
ми. Покажемо зараз, що це застосування є законним у будь-якому 
випадку. Нехай т  — довільне натуральне число. Якщо т  є взаємно 
простим з п, то за наслідком 23.6  будемо мати /пф(л> = l(m od п) та

m ht = m1+np(rt) = = m(mod я).

Припустимо тепер, що числа т  і п *= p q  не є взаємно простими. 
Тоді або т  ділиться на р  і не ділиться на q, або, навпаки, т  ділиться 
на q і не ділиться на р .  Розглянемо перший випадок, другий розгля­
дається аналогічно. Маємо

т = ри  та тм -  т = (ри)н  -  р и .

З іншого боку,

шкі = — ні1 +г(і>_1Хї_1) =

Оскільки числа т  і  q взаємно прості, наслідок 23 .7  приводить до 
конгруенції ( т ( ї " Х)) з  l(m od q), а тому

ткі = m (m iq ~ l))r(p-1)(mod q) з  m (lte“1))''fe’-1)(niod q) з  лг(mod q).

Таким чином, m ht -  m ділиться на q. Як ми бачили вище, тм -  т 
ділиться також  на р , а тому т кі -  т  ділиться на p q  — п. Отже, у 
кожному випадку т к* з  m(mod п). Повертаючись до блоку будемо 
мати

Е(М]У -  (М кУ = M f  = М }+^  =  M ^ M frty  .

Отже, отримаємо конгруенцію Е{М?У ж МДmod п). Залишається 
згадати, що число М ;- задовольняє умову 1 < М } < п, а  тому його 
знаходження з конгруенції Е(М }У з  M ; (mod п) є однозначним.
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Проблема надійності RSA -шифру зводиться до питання: чи мож­
на дешифрувати блок E(M t)7 Для цього потрібно розв’язати конгру­
енцію хк — mod п), не знаючи числа f? Далі ми будемо розгля­
дати конгруенції xk = a (mod n). І тут можна сказати, що зараз не 
існує загальних методів для розв’язування таких конгруенцій, за 
виключенням простого перебору. хАде з вибору w випливає, що пе­
ребір потребує розгляду 1 0 0 і 00 можливих варіантів, а це поки що не 
дуже реально.

Таким чином, для зламування RSA -шифру потрібно розв’язати 
задачу: як знайти число і  за відомими числами п, k . Якщо знати 
розклад п =  p q , то число t знайти неважко. Виявляється, що і навпа­
ки, знаючи числа п, k, t, можна знайти розклад п = p q . Отже, знаход­
ження числа і  вимагає стільки ж зусиль, скільки їх  потрібно для 
знаходження розкладу п = pq . Знаходження такого розкладу у ви­
падку, коли кожен з множників має до 1 0 0  цифр, є зараз нереаль­
ним.

24, КОНГРУЕНЦІЇ

У цьому розділі ми розглянемо питання розв’язування конгруенцій. 
Це частковий випадок задачі про знаходження коренів поліномів 
над комутативними кільцями. У розділі 17 були введені поліноми 
над комутативним кільцем R. Там ми обмежились випадком, коли 
R  — область цілісності. Але така побудова є можливою і для будь- 
якого комутативного кільця R. Просто для цієї загальної ситуації 
будуть загублені деякі отримані в розділі 17 властивості кілець 
поліномів. Одним з перших природних випадків є випадок, коли 
R  = Z/nZ. Для довільного цілого числа k  позначимо через k ' суміж­
ний клас k + nZ. Нехай

f(X ) = а ;  + а^Х  + ... + а^Х п є  (Z /nZ )[X ], 

тоді рівняння
йо + а^Х + ... + а * Х п = 0а 

приводить до конгруенції

а 0 + а гХ  + ... + а пХ п = 0 (mod п).

Ц іл е  число t н ази ваєт ься  р о зв ’язком  д а н о ї конгруенції, якщ о  
а 0 + a xt + ... + a ntn = 0 (mod п).

Але оскільки ми розглядаємо питання про знаходження коренів 
поліномів над кільцем (Z/nZ)[X], то до цього означення додамо на­
ступне уточнення.

Р о зв ’я зк и  t і s конгруенц ії а 0 + а гХ  + ... + а пХ п з  0  (mod п) н ази ­
ваю т ься еквівалент ни м и , якщ о t +  nZ  =* s + nZ або  t = s (mod n).
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Таким чином, щоб знайти повний набір розв’язків рівняння a j  + 
+ axX  -+- ... + а~Х п = 0 ", потрібно знайти повний набір представників 
розв’язків указаного рівняння, тобто потрібно знайти повний набір  
н еек в івал ен т н и х  р о зв ’я зк ів  конгруенції

а 0 +  ахі +  ... + a ntn & 0 (mod п).

Природним першим етапом є розгляд випадку, коли поліном f(X ) 
має степінь 1. Отже, маємо рівняння с* + а Лх  — О” або аГх = &*, де 
Ь~ — -с * . У свою чергу, таке рівняння приводить нас до конгруенції 
а х  (mod п).

24.1 . Теорема. Н ех а й  п — нат урал ьн е число. К онгруенція  
ах  = Ь (mod п) м ає р о з в ’я зк и  т оді і т ільки  т оді, коли  
d  =  GCD(a, п) є дільником  числа Ь. Я к щ о  с — один з р о з в ’я зк ів  
конгруенц ії аж з  ї> (mod п), то {с, с +  т , . . . ,  с + (d  -  1 )т] є 
повним набором  н ееквівален т н и х  р о зв ’я зк ів  у к а за н о ї конгру­
енції, д е  т = n /d .

Д о в е д е н н я .  Нехай и — деякий розв’язок конгруенції 
а х  = b (mod п), тобто (а  + nZ)(u + nZ) =  аи + nZ =  b + nZ. 
Маємо b — a  + nz для деякого z є Z. Оскільки d  ділить нраву 
частину цієї рівності, d  мусить ділити число Ь.

Навпаки, нехай b ділиться на d, b — b^d. З наслідку 20.6 
випливає існування таких цілих чисел v, w, що av  + nw = d. 
Помножуючи обидві частини цієї рівності на Ь2, будемо мати 
av b х + пшЬг = dbj або a{vb1) + nwb1 = b. Остання рівність пока­
зує, що число и = vbx і дає нам розв’язок конгруенції 
ах  s b  (mod п).

Слід зазначити, що ми не тільки довели достатність умови 
d\b, а  показали, як знаходити розв’язок конгруенції 
ах  — b (mod п), оскільки числа v, w ми можемо знайти, засто­
совуючи алгоритм Евкліда (див. розділ 21).

Нарешті, нехай с, у — два розв’язки конгруенції 
ах  = b (mod п). Маємо

а с  + nZ =  b + nZ = ay  + nZ,

звідки ас -  ay  + nZ =  nZ, тобто ас  — ay  ділиться на n. Нехай 
а  = a xd , тоді m dj(daxc -  d a xy), отже, m | a x(c -  у). За наслідком 
20 .8  числа ax та m  взаємно прості, тому пропозиція 20 .9  пока­
зує, що т j (с -  у). Отже, у — с + m k  для деякого k  є Z.

Навпаки, неважко впевнитись у тому, що число у, що має 
вигляд у = с + m k, буде розв’язком конгруенції a x  = b (mod п). 
Також очевидно, що розв’язки с, с + т, ..., с + (d  -  1 )т, не є 
еквівалентними.

Знову розглянемо довільний розв’язок у = с +  m k  конгру­
енції а х  = Ъ (mod п) і поділимо k  на d: k  = ds + r, 0 < г < d. 
Тепер

у = с  + m k  =  с + m (ds + г) =  с +  m r  + m ds =  с + m r  +  ns,

так що розв’язок у  є еквівалентним до розв’язку с + mr. Це й 
доводить той факт, що система чисел {с, с  + т, . . . ,  с + (d  -  l)?n}
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є повним набором нееквівалентних розв’язків конгруенції 
ах  = b (mod п).

24.2. Наслідок. Н ехай  п — н ат уральне число. Конгруенція  
а х ^ Ь  (mod п) завж ди  м ає р о зв ’язки , коли  числа а, п є взаєм ­
но простими. У  цьому вип адку всі розв'я зки  ц ієї конгруенц ії є 
екв івален т н и м и , т обт о з т очніст ю  до  ек в івал ен т н ост і 
існує т ільки  один р о зв ’я зок  цієї конгруенції.

24.3. Наслідок. Н ех ай  р  — прост е число, а  — нат уральне  
число, щ о не ділит ься на р. Тоді конгруенц ія  а х  = b (mod р) 
за в ж д и  м ає р о з в ’я зк и  і всі ці р о зв ’я зк и  є еквівалент ним и, 
т обт о з т очніст ю до еквівалент ност і існує т ільки  один р о з ­
в ’я зо к  цієї конгруенції.

Якщо число п має вигляд п =  пх ... nt, де GCD(n^, nk) =  1 при у Ф k, 
то досить часто конгруенції за модулем п можна звести до системи 
конгруенцій за модулем чисел пх, ..., nt. І  тут стає важливою наступ­
на класична китайська теорема про лишки.

24.4. Лема. Н ех ай  п — нат уральне число, Ьх, ..., bt — цілі 
числа. Я к щ о  GCD(fy, п) — 1, 1 < у < t, т о і G C D ^  ... bt, п) =  1.

Д о в е д е н н я .  Дійсно з теореми 23.5  випливає, що b} +  n Z e  
є  U(Z/nZ) для кожного /, 1  < j  < !. З  наслідку 9 .6  випливає, 
що U(Z/nZ) — стала підмножина Z jnZ , а тому

(&r + nZ) ... (bt + nZ) = bx ... b t + nZ e  U(Z/nZ).

Застосовуючи знову теорему 23 .5 , отримаємо, що 
GCD(bx ... bt, п) = 1.

24 .5 . Теорема. Н ех ай  н ат уральне число п м ає вигляд  
п =  пх ... nt, де  GCD(n;, nk) = 1 при j  Ф к. Я к щ о  bx, .... bt — 
дов ільн і ц ілі числа, то сист ем а конгруенцій  х  я bx (mod n j ,
. . . ,  х  = bt (mod nt) м ає р о зв ’язки. Б ільш  того, якщ о с, d  — два  
р о з в ’я зк и  ц ієї сист еми конгруенцій, т о с = d  (mod п).

Д о в е д е н н я .  Нехай т} = п /п }, 1 < у < f. З леми 23.4 
випливає, що GCD(n;, т}) =  1 для кожного у, 1 < у < t. 
З наслідку 20 .7  випливає існування таких цілих чисел rjt в,, 
г}П] +  8 ^  = 1, 1 < у < і . Нехай е} = s ^ ,  тоді е} + njZ = 1 + n-Z 
та Є] є nkZ, якщо у Ф k. Покладемо

с = Ьхех + ... +  bt e t
і  будемо мати

с .+ HjZ -  bje! + YJ bhek -1- n}Z = (bjej +  njZ) + ( L b kek + n,Z) =
к#-}

• (b j+  п £ ){Є і+  n^Z) + S ( b A + UjZ)(ek + n Z )  =
k*j 1

= (b j+  n}Z )(  1 + n,Z) -  (b j+  n}Z).



24. Конгруенції 197

Інакше кажучи, с = bj (mod п}), 1  < j  < t.
Якщо d  — інший розв’язок цієї системи конгруенцій, то

с + rtjZ = bj + rijZ = d +  îijZ

або с — d  є rijZ чи n,| {с -  d) для кожного j , 1 < j  < t. Застосо­
вуючи тепер звичайно, індукцію до пропозиції 20 .9 , отримає­
мо, що п = п1 ... nt ділить (с -  d).

24.6. Наслідок. Н ехай  нат уральне число п м ає вигляд п  = nx...n t, 
де  GCD(n ,̂ лЛ) =  1 при j  Ф k . Тоді

Z jnZ  = Z/ttjZ х ... х Z/rajZ
т а

U(Z/nZ) s  UiZ/n.Z) x ... x U (Z /n £).

Д о в е д е н н я .  Розглянемо відображення

/: Z -----» -Z/n-jZ x ... x Z /n tZ  = Д,

що визначається за правилом /(А) = (k  +  n^Z, . . . ,  А +  ntZ) для 
кожного А є Z. Відображення / е гомоморфізмом. Дійсно

ДА + s) =  (А + s + rijZ, . . . ,  А +  s + n tZ) =

=  (А +  HjZ +  s + rijZ, . . . ,  A + /ijZ + s +  n(Z) =

= (A + n^Z, . . . ,  A + nfZ) + (s + n xZ, . . . ,  s + ntZ) = ДА) + Да);

/(As) = (As + KjZ, As -I- n(Z) =

= ((A + п ^ ){в  + ïtjZ, . . . ,  (A +  ritZ)(& +  ntZ)) —

= (A + ^ Z , .. . ,  A + n(Z)(s + rtjZ, ..., s + n(Z ) = ДА)Дв).

Нехай тепер (Aj+ n^Z, . . . ,  A, + /ijZ) — довільний елемент 
кільця R. За теоремою 24.5 існує таке число А є Z, що А + =
= k j + UjZ для кожного j ,  1 < j  < і .  Інакше кажучи,

(Ах+ ^ Z , ..., А{ +  UfZ) = (А + ftjZ, . . . ,  А + n*Z) = ДА).

Таким чином, / — епіморфізм. За теоремою 16.12 
R = Z /K e r f .  Залишилось з ’ясувати, яким буде Кег/. Нехай 
А є Кег /, тоді

ДА) = (А + n xZ, ..., A +  «fZ) = {п jZ, . . . ,  rasZ),

так що А є  n^Z для кожного /, 1 < j  < і . Отже п} ] А для кожного 
j, 1 < j  < t. Застосовуючи тепер звичайно, індукцію до пропо­
зиції 20 .9 , отримаємо, що також п = n t ... nt ділить А, тобто 
А є nZ.

Навпаки, якщо А є nZ, то повторюючи попередні аргумен­
ти в зворотному порядку, отримаємо включення А є  Кег/. 
Таким чином, Кег/ = nZ і Z /nZ  = R  =  Zjn^Z x ... x Z jn tZ.
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Зважаючи на отриманий у розділі 15 опис групи інвертова­
них, елементів декартового добутку кілець, будемо мати

иіг/п^ з  и(г/пхг )  х  ... х  и{2/щ2).

24.7. Наслідок. Н ехай  п — н ат у р ал ьн е число, п —р ^ р ^ ...  
...р — його р о зк л а д  на  прост і м н ож н и ка , де  рг Ф р і при і Ф /, 
Тоді

Z|nZ = 2/р\'2 х  ... х  Z/^>fiZ
/па

(Лг/п2 ) = X ... X t/(Z/p^Z).

Наслідок 24 .7  зводить опис Z/nZ та L/(Z/nZ) до випадку, коли 
п = р к — степінь простого числа р . Як ми побачимо вище, цей випа­
док розщеплюється ще на два: р  — непарне і р  = 2 .

Нехай п — натуральне число, скажемо, що це число м ає при­
м іт ивний або  первісний корінь, якщ о група ІІ(2 /п 2 ) є  циклічною. 
П ри цьому число к н ази ваєт ься  примітивним коренем  з а  м одулем  п, 
якщ о < к + п 2  > — L/(Z/nZ).

З теореми 23.5  випливає, зокрема, що ОСО (к, п ) — 1. Більш того, 
враховуючи той факт, що |к + п2\ ~ \ < к  + п2>\ з  теореми 23 .5  отри­
маємо, що \ к + п2\ =■ ф(п).

Нехай к — ціле число, п — натуральне число, для якого 
БСБ(й, /і)*= 1. П орядком  числа к з а  м одулем  п будем о називат и по­
р я док  к + п 2  я к  елем ент а групи и (2 /п 2 ) ,

24.8. Пропозиція. Н ехай  п — н ат уральн е число. Ц іл е  число к 
т оді і т ільки  т оді буде приміт ивним коренем  з а  м одулем  п, 
коли порядок числа  й за  м одулем  п дорівню є  ф(п).

Д о в е д е н н я .  Якщо к — примітивний корінь за модулем 
п, то як ми бачили трохи раніше, | к + п2\ = ф(п). Навпаки, 
нехай порядок числа к  за модулем п дорівнює ф(п). Тоді та­
кож ф(п) •* \к + п2\ =  !<& + nZ>|. Теорема 23 .5  показує, що 
ф(п) = 1ІІ{2/п2)\, так що

І < к  + п2>\ =  \іІ(2/п2Г)(
і, отже

< к  + nZ> = і)(2 /п 2 ) ,  

зокрема, група U(Z/nZ) є циклічною.

Зразу слід зазначити, що не кожне натуральне число має при­
мітивний корінь. Наприклад,

Щ г /8 2 )  -  { 1  +  8 2 ,3  + 8Z, 5 + 8Z, 7 + 8Z) } і 

(З + 8Z )2 = 9 + 8Z  = 1 + 8Z,

(5 + 8 2 )2 = 25 + 8Z = 1 + 82,

(7 +  8 2 )2 = 49 + 8 2  =  1 +  8Z.
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В той же час <р(8 ) = \U(Z/8Z)\ =  8 - 4  = 4. Отже, група U(Z/8Z) не 
є циклічною, так що число 8 не має примітивних коренів.

Але у випадку р  *  2 ситуація є іншою. Розглянемо її  детальніше.

24.9. Лема. Н ехай  t — нат уральне число, а , b — цілі числа, 
р  — прост е число. Я к щ о  a  s  Ь (mod р*), то а р = bp (mod р *+ -1).

Д о в е д е н н я .  Маємо а  — Ь +  ср* для деякого цілого числа 
с. Звідси отримаємо рівність

аР = Ьр + СрхЬр~1ср* +  d,
де

d  = Ср2ї?~г (ср*)2 + . . . + СР_ХЬ { е р у - 1 + (ср У ,

1 =  (Р-)/(Ш)(Р ~ *00 '— біноміальні коефіцієнти. Я к ми вже
бачили у розділі 22, (fk ділиться на р, 1 < k  < р .  Розглядаючи 
довільний член Clbp~h (ср У  з розкладу числа d, де 2  < k < р , 
бачимо, що він ділиться на рр ік = р*к+1 і р '+1. Останній член 
(ср У  розкладу числа d  також ділиться на р і + 1, оскільки 
p t  -  ( і + 1 ) = p t -  і  -  1  = t(p -  1 ) -  1  > t -  1 > 0 .

Таким чином, d  ділиться на р * + 1 і маємо

аР = V  + p l f~ 1cpt + d  =  b” + p t+ lV~lc + p t+1d v

так що дійсно а” = (^(mod pf+1).

24.10. Лема. Н ехай  t — н ат уральне число, а  — ціле число , 
р  — непарне прост е число. Я к щ о  t > 2, s = р*~2, т о  (1 + ар)в = 
= 1  + ар' “ 1 (mod р*).

Д о в е д е н н я .  Застосуємо індукцію за числом t. Якщо 
t = 2, то твердження є очевидним. Нехай тепер t 2: 2 і припус­
тимо, що твердження є справедливим для і. З леми 24 .9  отри­
муємо, що

( 1  +  ар)зр = ( 1  +  apt“1)p(mod р (+1),

де sp = Р І-2Р = р '_1.
Далі

( 1  + ар1' 1)? = 1  +  С 'ар ' “ 1 + d,

Де
d  =  Щ а р * - ' )2 + ... + +  (ар*“1)*,

1 Ср -  (р!)/((А!)(р -  А)!) -  біноміальні коефіцієнти.
Я к  ми бачили у розділі 22, С% ділиться на р, 1 < A < р .  

Розглядаючи довільний член C£(apt_1)* з  розкладу числа d , де
2 < А < р , бачимо, що він ділиться на pp(t“1)A > р і + 1, оскільки

t k - k ~ t -  1 = t k -  k  — t =  t(k -  1) -  k > 2k  -  2 -  A — k -  2 > 0 .

Останній член (apt_1)p розкладу числа d  також ділиться на 
р* + 1, оскільки (t -  1)р -  t -  1 > 3(£ — 1) — t — 1 = 2£ -  4 £  0. Та­
ким чином, d  ділиться на р * + 1 і маємо
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( 1  +  а р ( =  1  + p a p 1 1 +  d  = 1  +  а р 1 + p f + ld lt 

так що дійсно ( 1  +  ap)m = 1  + apf(m odp t + 1), де m — p*~l .

24.11. Наслідок. Н ехай  t — нат уральне число, a  — ціле чис­
л а , р  — н еп арн е прост е число. Я к щ о  а  не д іли т ься  н а  р, то 
порядок числа  1  + ар з а  м одулем  р * дорівню є р*~ г.

Д о в е д е н н я .  З леми 24.10 отримуємо, що (1 + ар)т = 1 + 
+  apf (mod p t + 1), де т = p t ~1, так що ( 1  + ар)т н 1  (mod;?')* Інак­
ше кажучи, порядок 1 + ар + p lZ  як елемент групи U{Z/pxZ) 
ділить число р*~1. З іншого боку, якщо s = р*~ 2, то за лемою
24.10  (1 + арУ = 1  + ар 1' 1 (mod р*). Оскільки а  не ділиться на 
р ,  то (1 +  арУ + p (Z Ф 1 + p ‘Z. Це і означає, 11 + а р +  p lZ \ = p t_1.

24 .12 . Теорема. Н ехай  t — нат урал ьн е число, р  — непарне  
прост е число. Тоді U{Z/plZ) — циклічна група. Ін а к ш е  к аж у ­
чи, число р 1 м ає примітивні корені.

Д о в е д е н н я . З  наслідку 23 .12  отримаємо, що U(Z/pZ) — 
циклічна група. Нехай т — ціле число, що має властивість 
<т  + pZ >  = U{Z/pZ). Припустимо, що тр ~г = 1 (mod р 2) і роз­
глянемо у цьому випадку число т  + р .  Маємо

(т + рК “ 1 = т Р-1 + ( р - 1 ) т р~2р  + р Ч ,

і оскільки (р -  1 )лі^ ~ 2 не ділиться на р , то (т + р У  1 -  і  не 
ділиться на р 2. В  той же час т + р  -Г p Z  ~  т  + pZ. Таким 
чином, якщо тр~1 = 1 (modр 2), то замінюємо т  на т + р .  Тому, 
щоб не вводити далі нових позначень, будемо вважати, що 
тр~1 -  1  не ділиться на р 2. Нехай порядок т  +  p lZ  як елемент 
групи U(Z/p'Z) дорівнює п. За наслідком 23 .7  тр ~г *» 1 + ар, 
де а  не ділиться на р . Далі

( 1  + ар  + p tZ y  =  (тР^1 + p ‘Z )n = ({т +  p (Z )p~ 1)п 

=  ((лі + p Z y y - 1 =  (1 + р (г у ~ 1 -  1 +  p4Z.

Наслідок 24.11 показує, що 1 + ар  +  p ‘Z  як  елемент групи 
0(Z/pfZ ) має порядок р *" 1. Звідси випливає, що п  ділиться на 
s ~ р і_1: п = р*~гк = sk . Далі (т + pZ )n = (т  + pZ )3k. За на­
слідком 23 .7  (т + p Z y 1 = 1 + pZ ), а тому

(т  + pZ )p =  (m + p Z )p_1)(/n + pZ) = ( 1  + pZ)(m  + pZ) =  m +pZ.

За допомогою звичайної індукції отримаємо звідси рівність 
(лі + pZ )s =  (т  + pZ ). Отже,

(т  + p Z y  = (т  + pZ)3k =  (т + pZ )k.

З рівності (т  + p*Z)n — 1 + p xZ  отримаємо, що і (лг + pZ)n — 
“  1  + pZ, отже (т  + pZ)k =  1 + pZ. У свою чергу, рівність 
<т  + pZ > = U(Z/pZ) показує, що |т + pZ\ ■= |<т + pZ>\ = | U(Z/pZ)|,
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а за теоремою 23.5  \U(Z/pZ)\ = ф(р) = р -  1, Отже, маємо 
І т ■+■ pZ  І =  р  -  1.

Отримана вище рівність (т  + pZ )k =  1 +  p Z  показує, що k 
ділиться на р  -  1 , а тому п = р*~хк ділиться на р* -  1 ) = 
= ф(р*)' 3  іншого боку, з наслідку 1 2 .6  випливає, що п ділить 
|0(Z/p‘Z)j = ф(р()- Таким чином, п = ф(р*). Застосування пропо­
зиції 24 .8  завершує доведення.

Як ми могли бачити з доведення цієї теореми, вона ще й указує, 
як знаходити примітивний корінь. Більш конкретно, вона показує, 
що його можна знайти, якщо є знайденим хоча б один примітивний 
корінь за модулем простого числа р .  У загальному випадку ця задача 
є досить непростою. Наступна теорема показує, як можна суттєво 
зменшити можливий перебір усіх варіантів.

24.13. Теорема. Н ехай q  — непарне просте число, q -  1 = р^Р^2 ••• 
— його р о зк л а д  на  прост і м нож ни ки , де  p t Ф pj при і Ф j.

Ц іл е  число g, взаєм но прост е з  q, т оді і т ільки  т оді буде  
приміт ивним коренем  за  м одулем  q, коли  воно не є  розв'я з­
ком ж о д н о ї з  наст упних конгруенцій

#(?-!)/?; = і  (mod g), 1  < j < t .

Д о в е д е н н я .  Дійсно, якщо g  — примітивний корінь за 
модулем q,  то згідно з пропозицією 24 .8  \ g  + qZ\ = q -  1. Таким 
чином, якщо р  — довільний простий дільник числа q — 1 , то 
(g  +  qZ )(q х̂ р Ф 1 +  qZ , зокрема, g  не може задовольняти ні 
одну з виписаних вище конгруенцій.

Навпаки, нехай ціле число g , взаємно просте з q, не є роз­
в ’язком жодної з наступних конгруенцій х^ ~ х̂ р) s  1  (mod q), 
1 < } < t .  Припустимо, що в той же час g  не є примітивним 
коренем за модулем q. Інакше кажучи, < g  + qZ> Ф U(Z/qZ).

З наслідку 12.6 отримуємо, що |g  +~qZ\ — т, де т — влас­
ний дільник числа q -  1. Але тоді т  =  pf1 р р  . . . р[', де г; < й ■, 
1 < / < і, й існує такий індекс s, що гвФ fts. Зокрема, т є дільни­
ком числа (q -  1 )/ps, тому 1 + qZ = (g + qZ)m = (g + qZ)iq~1)/p\ 

Таким чином, число g  задовольняє конгруенцію * (г;“ 1 )/р‘ s  
s  1  (mod q)t що суперечить нашій умові. Отримане протиріччя 
доводить, що g  є примітивним коренем за модулем q.

На черзі розгляд випадку, коли р  = 2.

24.14. Теорема. Н ехай  t -  нат уральне число. Тоді U(Z/2Z) і 
U(Z/4Z) — циклічні групи. Я к щ о  t > 3, то

U{Z/2fZ)  -  { { - l ) fl5* + 2 ‘Z  \ а  є  {0, 1}, 0 < Ь< 2 * '2}.

Д о в е д е н н я .  Очевидно U{Z/2Z) = { 1  + 2Z} = <1 + 2Z > , 
U(Z/4Z) =  {1 + 4Z, 3 + 4Z} = <3 + 4Z > .

Нехай t > 3. Покажемо спочатку, що має місце конгруен­
ція 5а s  1 + 2<_1 (mod 2і), де s = 2*_3. Для t = 3 вона є очевид­
ною. Припустимо, що вона має місце для f > 3 і покажемо, що
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вона має місце для числа £ + 1. Застосовуючи до конгруенції 
5s = 1 + 2* “ 1 (mod 2 і) лему 24.9, маємо (5s)2 а  (1 +  2і ~ *)2 (mod 2t+1). 
Далі 2s =  2(2*_3) = 2 t_z та

( 1  + 2 ' - 1 )2 = 1  + 2  • 2 f" x + (2 ' - 1 )2 =  1  + 2 ( + 2 2*“2.

Оскільки £ > 3, то 2£ -  2 > £ + 1, отже отримуємо 5т = 1 + 2і 
(mod 2г + 1), де т — 2 f~2. З доведеної конгруенції отримуємо 
рівність

(5 + 2 (Z)m = 5m + 2 ‘Z =  X + 2 *Z,

де m  = 2 t-2 , тобто порядок 5 + 2fZ  як елемента групи (y(Z/2 *Z) 
ділить число 2 (~3.

З іншого боку, якщо s = 2 (_3, то 5s s  1 + 2 t_ 1 (mod 2і) і 
5s + 2 *Z Ф 1 + 2 fZ, Це і означає, J 5 +  2 fZ|= 2 і - 2 .

Розглянемо множину {(-1)°56 + 2fZ| й є  {0, 1}, 0 <, b < 2 і " 2}. 
Припустимо, що (~1)°5Ь + 2fZ  = + 2 fZ  для деяких

а, с є {0 , 1}, 0  < b, d  < 2 <-г. Тоді, очевидно, ( -1 )л + 4Z = (—1)с + 
+ 4Z, а це можливо тільки при а  -  с . Звідси випливає рівність 
5* + 2fZ  = 5d + 2*Z, яка тягне за собою рівність (5 + 2{Z)b~d = 
~  1  + 2 'Z. Оскільки І 5 + 2*Z| = 2 t_2, то це означає, що b -  d 
ділиться на 2 і-2 , а це, зважаючи на їх  вибір, означає, що 
Ь - ’ = 0 і Ь =  d.

аким чином, всі елементи множини {(-1 )“5А + 2 *Z j а є 
є {0, 1}, 0  < Ъ < 2 t_2} є попарно різними, а тому

|{(-1 )°б6 +  2 fZ| а  є {0 , 1 }, 0 < Ь < 2 ‘ - 3}| = 2  - 2 * " 2 =  2 і ' 1 ср(2 ').

За теоремою 23.5 |L/(Z/2<Z)J = <р(2*), отже,

U (Z/2tZ) = {(-1 )“5Й + 2 *Z| а є  {0 ,1 } , 0  <: b < 2‘ " 2}.

Перейдемо до розгляду конгруенцій більш високих степенів. Спо­
чатку розглянемо конгруенції, що мають вигляд хк = a  (mod л).

Нехай п, k  — натуральні числа, а  — таке ціле число, що 
GCD(a, л) = 1. Б удем о говорити, що а  ~ k  — ст епеневий  лиш ок за  
м одулем  п, якщ о конгруенція xh = a  (mod п) м ає р о з в ’я зо к  у, для  яко­
го GCD(£/, п) =  1.

24.15. Теорема. Н ехай  п, h — нат уральн і числа, а  — т аке  
ціле число, що GCD(a, п) = 1. П рипуст им о т ак ож , що п м ає  
прим іт ивні корені. Число а  буде k -ст епеневим  лиш ком  за  мо­
дулем  п т оді і т ільки тоді, коли  = l(m od п), де d  =
= GCD(&, ф(п)). Більш  того, якщ о конгруенц ія xh = a  (mod п) 
м ає р о з в ’язки , то вон а  м ає р івн о  d р о зв ’я зк ів .
Д о в е д е н н я .  Нехай g  — примітивний корінь за модулем 
п, < g  +  nZ>  = U(ZlnZ). Припустимо, що у — один з розв’яз­
ків конгруенції Xі = a  (mod п), для якого GCD(y, л) = 1.
З теореми 23.5  випливає, що y + n Z ,a  + n Z e  U(Z/nZ). Тоді 
а  +  nZ =  (g  +  n Z f  =  gb + nZ, тау + n Z =  (g + nZ)z = gz + nZ, для 
деяких b, г  є  Z. Маємо

gb + nZ  = a  + nZ = (y + nZ)h = (gz + nZ)k = gzk + nZ.
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З цієї рівності отримуємо

(g +  nZ)ks ^ (g + nZ)b і 1  + nZ = (g + nZ)kz~b =  g k*~b + nZ,

Рівність < g  H* nZ> — U{Z/nZ) разом з теоремою 23 .5  дає 
рівність І g  + nZ\ =  ф(л), з якої випливає, що k z - b  ділиться 
на ф(л). Отже, приходимо до конгруенції kz  = b (mod ф(л)). 
За теоремою 24.1 d  мусить ділити число Ь, тобто b — cd  для 
деякого натурального числа с. Маємо

(а + nZy^n)/d) = (g+  n Z f^ v ®  =  [g + nZ'f*-!l)r =  ((g  + nZy^+f = 1  + nZ,

тобто отримали конгруенцію a (<s*n)/à) = 1  (mod л).
Навпаки, нехай остання конгруенція має місце. Тоді має 

місце рівність (#+ n Z y ^ f®  = 1 + nZ. Оскільки ||?+ nZ\ = ф(л), 
то це означає, що b<p(n)/d ділиться на ф(л), а це означає, що d  
ділить Ь.

Слід також відзначити, що конгруенція kz = b (mod ф(л)) 
має рівно d  розв’язків за тією ж  теоремою 24 .1 . З аргументів, 
що були наведені вище, можна побачити, що різним розв’яз­
кам конгруенції kz  = b (mod ф(л)) відповідають різні розв’я з­
ки конгруенції хк = a  (mod л) і  навпаки. Таким чином, вказа­
на конгруенція має рівно d  розв’язків.

Нехай л — натуральне число та л = 2кір ^  .. .  р к‘ — його розклад 
на прості множники, де p t Ф ps при і Ф /, k  — натуральне число, а  — 
таке ціле число, що GCD(o, л) = 1. Розглянемо систему конгруенцій

х т s  a  (mod 2кі), х т = а  (mod p2fe), . . . ,  х т = а  (mod p kt).

Припустимо, що ці конгруенції мають своїми розв’язками числа 
у х, yt відповідно. З теореми 24.5  випливає існування такого ціло­
го числа у, що

у + 2 klZ  = у х + 2klZ, у + p ^ Z  ■= у2 -f p$*Z, . . . ,  у + p k*Z = yt + p k‘Z.

Тоді маємо

ут + 2*1 Z  = {у + 2kiZ)m -  (yt + 2klZ)m = УТ + 2k'Z «  a  + 2kiZ.

Аналогічно ym + ppZ  = a  + pf'Z, 2 < j  < t. Інакше кажучи, 
у"1 -  а  є  2ktZ  і ym- a  є  pf>Z, 2 < j  < f , тобто y m -  а  ділиться на 2hl та 
на Pj>, 2 < j  < t, отже, ym — u ділиться на їх  добуток л = 2 кір кі ... р к‘. 
Ми бачимо, що у  є розв’язком конгруенції х т = a  (mod л). Повторюю­
чи ті ж  самі аргументи, але в зворотному порядку, з ’ясуємо, що 
кожен розв’язок конгруенції ж"1 s a  (mod л) буде і розв’язком систе­
ми конгруенцій х т s  a  (mod 2kl), х т s  a  (mod р2йа), хт = а  (mod Р Ї’)-

Таким чином, питання про знаходження розв’язків конгруенції 
х т = а  (mod л) зводиться до випадку, коли л = р к, де р  — просте чис­
ло. Якщо р  Ф 2, то з теореми 24.12  випливає, що р & має примітивні 
корені, так що можна застосувати теорему 24 .15 . Випадок р  = 2 знову 
потребує окремого розгляду. Якщо й < 2, то 2* має примітивні ко­
рені, так що можна застосувати теорему 24 .15 . Отже, основним буде 
випадок, коли k > 3.
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24.16. Теорема. Н ехай  п, t — н ат уральн і ч и сла , t > 3 ,  а  — 
н еп арн е ц іле число. Я к щ о  п є непарним , то конгруенція  
х п з  «{mod 2*) м ає єдиний р о зв ’язок . Я к щ о  п є парним , то чис­
л о  а  бу де  п-ст епеневим лиш ком  за  м одулем  2* т оді і т ільки  
т оді, коли  а  = l(mod 4), a i/d н l(mod 2*), д е  s =2*~2, d  = GCD(n, 
2г~2). Б ільш  того, якщ о в к а за н а  конгруенц ія  м ає р о зв ’язки , 
то вон а  м ає р івн о  2d р о з в ’язк ів .

Д о в е д е н н я .  Нехай п є непарним. З результатів розділу 
23 отримуємо рівність т — ф(2() =  21~х(2 -  1) = 2<_1. За на­
слідком 20 .7  існують такі цілі числа и, и, що ип + ти = 1. Для 
довільного цілого числа х  введемо позначення х'' = х + 2*2. 
Будемо мати

= а г 1 -  + т и = (<a‘“l,)<a*'w) = (сґк)п(еҐ'Т.
З наслідку 23.6  випливає, що (о""1) = І " .  Таким чином, 

ми бачимо, що число у =  а и буде розв’язком конгруенції 
х п= а  (mod 2 і). Слід також зазначити, що число и можна знай­
ти, застосовуючи алгоритм Евкліда (див. розділ 21).

Розглянемо випадок, коли число п  є парним. Припустимо, 
що у — непарне ціле число, яке є одним з розв’язків кон­
груенція х п= a  (mod 2і). З теореми 23 .5  випливає, що у + 2*Z, 
а  + 2*Z є  U{2/2*2). Враховуючи теорему 24 .13 , отримуємо

а  +  2*2 =  (-1 )*5С + 2*2, у + 2*Z -  (~1)г5г + 2*2 

для деяких Ь, с, г , г  є  Z. Тепер будемо мати

(~ l)ft5c +  2*2 = а  + 2*2  =  (у + 2*Z)n =  ( ( -1 )г5г + 2 *2)п -  

=  ( -1 ) '715г'1 +  2*2 = 5гп+ 2*2.

Зокрема, Ь = 0, а це означає, що а  = l(m od 4) і а  + 2*2 = 
=■ 5е + 2 *Z. Нехай п ~ dw , тоді маємо

(a +  2*Zyld = (5е + 2*Z)s/d = (5*я +  2 *Z)s/d =  (5 + 2*Z)kn3/d =

= (5 + 2lZ ykdwtd = (5 + 2 tZ)sku>.

З доведення теореми 24.13 випливає, що порядок числа 5 
дорівнює s, тобто (а  + 2tZ)’/d = 1 + 2*2  або a a/d = 1  (mod 2*). 
Рівняння

(5 + 2 *Z f = 5е + 2*2 = 5 гп+  2*2  -  (5 + 2 *Z fn

приводить до конгруенції пг = с (mod 2*~2). За теоремою 24.1 
ця конгруенція має рівно d  розв’язків. Нарешті, слід сказати, 
що разом з числом у число —у буде розв’язком конгруенції 
х Л = a. (mod 2 *).

Навпаки, нехай а  = l(mod 4) та конгруенція a 5/d = 1  (mod 2і) 
має місце. Зокрема, 6 — 0, тобто а  + 2*Z =  5е + 2*2. Тоді має 
місце рівність

1 + 2*2 = (о + 2*2)3/и = (5е + 2*Z)+d =  (5 + 2 *2)cs/d.
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Доводячи теорему 24.13, ми показали, що (5 + 2‘Z| =  2 і-2  = з, 
а тому число c s / d  мусить ділитися на s, а це означає, що d  | с. 
У цьому випадку згідно з теоремою 24.1  конгруенція 
П2  аг с (mod 2*~г) має розв’язок. Я к ми вж е бачили, у свою 
чергу з цього випливає, що число у  (разом з числом -у ) ,  
для якого у + 2 (Z  =  5г + 2*Z буде розв’язком конгруенції 
ї * 5 я (mod 2 і).

Розглянемо тепер важливий частинний випадок конгруенції 
х т = а  (mod 2 f), коли п ■= р  — непарне просте число, т  =  2 , тобто кон­
груенцію х 2 = a  (mod р). Оскільки р *  2, то

- 1  + pZ  = (р -  1) + pZ  ф 1 + pZ,

отже, - 1 Л = - 1  + pZ  та 1* = 1 + pZ  будуть єдиними розв’язками рів­
няння X 2 =  1". Використовуючи наслідок 23 .7 , для довільного ціло­
го числа о, взаємно простого з р , будемо мати

((а  + pZf*>-VW y  = (а + p Z f ~ x = 1 + pZ,

а це, у свою чергу, показує, що або (а + pZ ^ P -u m  «  - 1  + pZ, або 
(а +  pZ)((p_ w2) = 1 + pZ.

Нехай а  — ціле число, що не ділиться на непарне просте число р . 
Визначимо символ Са/рї>, за наступним правилом

Г 1 , якщо а  — квадратичний лишок за модулем р,
<La/pJ = {

[ - 1 , якщо а не є квадратичним лишком за модулем р,

(тут термін «квадратичний лишок» означає 2 -степеневий лишок). 

Символ Ca/pJ називають сим волом  Л еж ан др а .

24.17 . Теорема. Н ех ай  р  — н епарне ц іле число, а ,Ь  — цілі чис­
л а , в заєм н о прост і з р.
(1) Число а  т оді і т ільки  т оді буде квадрат ичним  лиш ком  за  
м одулем  р , коли  a t e - W  -  l(mod р).
(2) а (р~іу2 = Сй/pJ (mod р).
(3) Сай/рЗ> (mod р) я t a /pD  Сй/рї> (mod р).

Д о в е д е н н я .  За наслідком 23 .12  р має примітивні корні, 
так що для доведення твердження ( 1 ) можна застосувати тео­
рему 24 .15 . Твердження (1) разом з наведеними перед цією 
теоремою аргументами доводить (2). Оскільки фактор-кільце 
(Z/pZ) е комутативним, то

((а + pZ)(b + pZ))k = (а  + pZ)k(b + p Z f

для будь-якого цілого k . Зокрема,

Сай/рї + pZ =  (ай + p Z fp ~v>!% — ((а +  pZ)(b -І-p Z ))<p~V)/2 =

= (а + p Z p -  w  (й + pZ )(р- W2 =(^а/рИ + pZ)(Cft/p} + pZ), 

що і доводить (3).
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Розглянемо питання про розв’язок загальних конгруенцій друго­
го степеня, тобто конгруенцій а х 2 +  Ьх + с = 0 (mod р), де р  — непар­
не просте число. Якщо а  ділиться на р , то наша конгруенція перетво­
рюється на конгруенцію першого степеня, як і вже були раніше 
розглянуті. Отже, можна припустити, що числа а  та р  є взаємно 
простими. З теореми 24.1 випливає, що конгруенції а х  = b (mod р)  та 
ах  = с (mod р)  мають єдиний розв’язок, і нехай числа ї>х та сх — 
розв’язки цих конгруенцій відповідно. Приходимо до конгруенції 
а х 2 + аЬгх  4- а с г = 0 (mod р), і знову використовуючи взаємну просто­
ту чисел а  і р ,  отримуємо з неї конгруенцію х2 +  Ьгх  + с1 *  0 (mod р). 
Оскільки р  — непарне просте число, то з теореми 24.1 випливає, що 
конгруенція 2х  = Ьг (mod р)  має єдиний розв’язок, який позначимо 
через Ь2- Отже, маємо наступну конгруенцію х 2 +  2Ьгх + сг = 0 (modр). 
Застосуємо наступні звичайні перетворення

х 2 + 2 Ь2х +  с г = х 2 + 2 Ьгх  + b\ + (Cj -  &f) = (х +  &2)2 +  с2,

де с2 *= (сх ~ 6|).
Нехай у = х + Ь2, с3 =  -  с2, так що отримали конгруенцію у2 = с3 

(mod р). Тепер за допомогою теореми 24 .17  залишається з ’ясувати, 
чи є число с3 квадратичним лишком за модулем р ,  і якщо це так, то 
розв’язати конгруенцію у2 = с3 (modр), користуючись методом, наве­
деним у доведенні теореми 24.15.

І, нарешті, останній результат цього розділу.

24.18. Теорема (Вільсона). (1) Я к щ о р  — прост е число, то 
(р -  1 )! в= - 1  (mod р).
(2) Я к щ о  ціле число п не є простим, т о (п -  1)! = 0 (mod п).

Д о в е д е н н я .  Якщо р  — 2, твердження є вірним, оскіль­
ки - 1  = - І  (mod р). Тому далі будемо вважати, що р  — непар­
не просте число. Я к і раніше для довільного цілого числа х 
введемо позначення хЛ = х  + pZ. З теореми 23.7  отримуємо 
конгруенцію а р~1 з  1  (mod р) для довільного числа цілого чис­
ла а ,  взаємно простого з р. Інакше кажучи, а" є коренем по­
лінома Х р~г -  I а . О ск іл ь к и  \U(Z/pZ)\ =  р  -  1 ,  то в с і  елементи 
U(Z/pZ) будуть коренями полінома Х 1̂”1 -  I а. З пропозиції 17.5 
отримуємо тоді рівність

ХР-і -  r  = (X  -  Г ) (Х  ~ 2А) ... (X  -  (р -  1Г ).

При X  ~  0А будемо м а т и -Iа = (—іу^_1((р -  1)!)А : (р -  1)І)А. 
Переходячи тепер на мову конгруенцій, отримаємо, що 
(р -  1 )! » - 1  (mod р ).

Розглянемо випадок, коли п не е простим. Очевидно для 
п =  4 твердження є вірним, тому можна вважати, що п > 6 . 
Якщо п має розклад п = km , д,е 1 < k <  т < п, то k і т  будуть 
множниками в розкладі (п -  1 )1, а тому (п -  1)1  ділиться на 
km  п, тобто (п -  1)! н 0 (mod п). У протилежному разі п = q2, 
де q > 4 . Але тоді (п -  1)! містить множники q і 2q, тобто знову 
будемо мати (п — 1 )! ■ 0  (mod п).
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