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ВСТУП

Підготовка спеціалістів економічного напрямку передбачає 
оволодіння базовими знаннями з вищої математики, теорії ймо­
вірностей, математичної статистики та математичного програму­
вання. Математичні знання дозволяють оцінювати, контролюва­
ти, керувати та прогнозувати процеси, що відбуваються у еконо­
мічній сфері, у податковому регулюванні виробництва, успішно 
засвоювати фундаментальні дисципліни, що забезпечують основи 
економічних знань та закладають базу для наступного вивчення 
спеціалізованих економічних дисциплін. Вища та прикладна ма­
тематика також формує загальний світогляд студентів, логічне 
мислення, культуру праці. Вона дає можливість навчитись керу­
вати економічними системами, тобто використовуючи набуті 
знання знаходити найефективніший спосіб досягнення потрібних 
результатів.

З метою вдосконалення математичної підготовки та на ос­
нові досвіду роботи викладачів кафедри вищої математики підго­
товлено навчальний посібник „Вища та прикладна математика”.

Матеріал посібника містить чотири розділи: „Вища матема­
тика”, „Теорія ймовірностей”, „Математична статистика” та „Ма­
тематичне програмування”. Для зручності користування кожен 
розділ поділено на окремі теми, до кожної з яких наведено при­
клади для самостійної роботи.

Дане видання не тільки допоможе студентам засвоїти курс 
вищої та прикладної математики, а й буде корисним для виклада­
чів вищої математики, теорії ймовірностей та математичної ста­
тистики.

Автори будуть вдячні читачам за критичні зауваження як 
щодо змісту посібника, так і конкретних задач чи прикладів.

Висловлюємо щиру вдячність рецензентам: доктору фізико- 
математичних наук, професору М. М. Семку та доктору фізико- 
математичних наук, професору, академіку НАН України 
Ю. М. Березанському .
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РОЗДІЛ 1 
ВИЩА МАТЕМАТИКА

Тема 1. Матриці та визначники

1.1. Матриці, основні поняття

Означення. Матрицею розміром тхп називається прямо­
кутна таблиця чисел, розміщених у  т рядках і п стовпцях. 

Позначається матриця так:

А

а и а 12 а 1

або скорочено А = (а ..), де і = \,т, j  = 1, п.

Va  . а  2 ... а  ,\  ті  m 2  т п  /

Числа а . , що складають матрицю, називають її елементами. 

Елементи матриці а ^ а ^ .. .а пп, у яких номер рядка і стовпчи­
ка співпадають, утворюють головну діагональ матриці.

Означення. Дві матриці А = (аі}) та В = (Ь.) називаються
рівними, якщо вони однакового розміру і їх відповідні елементи 
рівні між собою, тобто А = В, якщо at = b , i = 1, m; j  = 1, n.

Різновиди матриць
1. Матриця, у якої кількість рядків дорівнює кількості стов­

пців називається квадратною. Квадратну матрицю розміром пхп 
називають матрицею п-то порядку.

2. Квадратна матриця, у якої всі елементи, крім елементів 
головної діагоналі, дорівнюють нулю, називається діагональною.

г5 0 0л 
0 - 1 0  

0 0 4
3. Діагональна матриця, у якої кожен елемент головної діа­

гоналі дорівнює одиниці, називається одиничною. Позначають 
буквою Е.
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Наприклад, одинична матриця 3-го порядку Е3
З  0 0Л 

0 1 0

V0 0 Ъ
Одинична матриця n-го порядку

З  0 ... 0 Л
має вигляд

Е =
0 1 0

0 0 ... \ у

4. Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі 
елементи, розміщені по один бік від головної діагоналі, дорівню­
ють нулю.

5. Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю називається 
нульовою і позначається буквою О.

( 0 0 ... 0 Л 
0 0 ... 0

Вона має вигляд: О =

0 0 0V ■■■ "V
6 . Матриця, що складається з одного стовпця, називається 

матрицею-стовпцем, або вектором -  стовпцем.
Матриця, що складається з одного рядка, називається мат­

рицею-рядком , або вектором-рядком.

їх вигляд: А , =
' ’ ту

Vа

B  =(ь1 ь2. . ь ) .\ х п  V I  2 п /

7. Матриця розміру 1 х 1, що складається з одного числа, 
ототожнюється з цим числом, тобто (5)1х1 є число 5.

Означення. Якщо в матриці А поміняти місцями рядки і 
стовпці із збереженням їх порядку, то одержана матриця нази­
вається транспонованою до матриці А і позначається А .

3  2  \  _  ( 1  3 Л

=
З 4 , vj v

=

и



Якщо А =
'О

Ч«У
то А т = (і 0).

Транспонування матриць має таку властивість: (Ат)  = А .

1.2. Дії над матрицями. Властивості дій над матрицями

Додавання матриць
Дію додавання матриць розглядають лише для матриць од­

накових розмірів.
Означення. Сумою двох матриць А =(а  ) та В = ( Ь )

*  т  /  / я х и  \  у  /  т х и

називається матриця С = (с ) така, що с . = а .. +Ь.,, де
х

= =

Приклад. Знайти А + B , якщо А ■
'2 -3 0"

, B =
(3 3 -1

V4 5 6 С 2 -5  4 у
Розв ’язання

А + В =
2 - 3  0 
4 5 6

+
v

-
-  2 -  5 4

-

V2 0 10
Аналогічно визначається різниця матриць.

Добуток матриці на число
Означення. Добутком матриці А =(а ) на дійсне число

k називається матриця В = ( Ь )  така, що b = к - а д е
х

= =

Приклад. Знайти добуток а ■ k, якщо А

Розв ’язання
ґ 0 - 1  2  ̂  (0  -  2 4 Л

-
3 4 5

k = 2 .

А -к  = 2
v3 4 5У V' 8 10У

Множ ення матриць
Множення матриць визначається тільки для узгоджених мат­

риць.

15



Означення. Матриця А називається узгодженою з матри­
цею B, якщо число стовпців матриці A дорівнює числу рядків ма­
триці В.

Означення. Добутком матриці Amxn =(а. ) на матрицю 

В =(Ь,) називається матриця С =(с,) для якої
п х п  ч  ік г  ш х п  V ik  /

сk = аЛ •Ьхк +ai2 •b2k + ... + an -bnk, де і = l,m, к = \ ,p,  тобто еле­
мент і-го рядка і к-го стовпця матриці добутку С дорівнює сумі 
добутків елементів і-го рядка матриці А на відповідні елементи 
k-го стовпця матриці B.

Якщо матриці А і В квадратні одного розміру, то добутки АВ 
та В А завжди існують.

Легко показати, що АЕ = ЕА = А, де А -  квадратна матриця, 
Е -  одинична матриця того ж розміру.

Приклад. Знайти добуток матриць A • B, якщо
ҐЬ„ b З

А = « 1 1  « 1 2
а 13 =

Ч « 2 1 а 22 ^ 2 3  У

Розв:язання 

ґ

b 2 b 22

Ч b 31 Є  У

А ^ В  =
11 12

а,

Ч «  21 « 2 2

л
b

13

b21 b22
23 У

V  b31 b32 У

Г a „ b„  + a i 2 b2,  + a i 3b31 a „ b, 2  + aA  + a , 3 b3 2  Л
Ч a 2 1b11 + a 2 2b21 + a 2 3b31 a21b12 + ̂  22 +а 2 3Ь32 У

Приклад. Знайти добуток A • B, якщо А
г1 2 1Л (\ 3

, B =
З 1 0у У 2у

Розв ’язання
Добуток АВ не визначений, оскільки кількість стовпців мат­

риці А не дорівнює кількості рядків матриці В. При цьому добу­
ток В А визначено

'1 3Л (1 2 1Л (1 + 9 2 + 3 1 + 0Л (10 5 1л
В М  =

1 2 З 1 0 Ч1+6 2 + 2  1+0 Ч7 4 1
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Означення. Матриці А і В називають переставними або 
комутативними, якщо АВ = ВА.

1.3. Визначники. Обчислення визначників

Означення. Квадратній матриці A n-го порядку можна по­
ставити у  відповідність число det A (або |A , або А), яке назива­
ють визначником цієї матриці.

1. При n = 1 A = (ax), det A = a1.

2. При n = 2 A =
(  a а Лї ї 12 , det A = 11 12 11 12

V a 21 a 22 У a 21 a 22

=  a  1 1 а 22  ~ a  1 2 * 2 1

Обчислення визначника другою порядку можна проілюст­
рувати такою схемою:

Приклад. Знайти визначники матриць: а)
2 - З

V

б)
Ґ cos a  s ina^
V- s i n a  co say 

Розв ’язання 
2 -  3
5 6

cos a  s in a
sin a  cos a

а)

б)

= 2 • 6 -  5 • (-3) = 12 -  (-15) = 27.

2 2 Л= cos a  + sin a  = 1 .

( au 11 a12 a Л13
3. При n = 3 A = a 21 a22 a 23

v a 31 a32 a 33 ,2

det A =
au a 12 «13

*21 *22 *23
31 32 33

*11*22*33 *̂12*23*31 *̂21*32*13 *31*22*13 *21*12*33 *32*23*11 '
Визначник матриці А також називають її детермінантом.
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При обчислені визначників третього порядку зручно корис­
туватися правилом трикутника, яке схематично можна записа­
ти так:

Приклад. Обчислити визначник матриці A =
-2 1 

1 -  4
0 V

Розв ’язання

det А
5 - 2  1

0 -З
5-1-(-3) + (-2 )-(-4 )-6  +

+ 3 • 0 1 -  6 11 -  3 • (-2) • (-3) -  0 • (-4) • 5 = -15+48 -  6 -18  = 48 -  39 = 9.
За іншою схемою дописуються два перших стовпчики до 

матриці А. В результаті дістають прямокутну матрицю розміром 
3 х 5. Тоді додатні та від’ємні доданки беруть за схемою (правило 
Саррюса):

О  о о
аи Я,2

^ а21 22
3̂! 3̂2 «33 «3! «32

© О ©
Приклад. Обчислити визначник

1
7

5 1 
8 3

-
за правилом

Саррюса.
Розв ’язання

©  О  О
> 5
7 8 =1

-
•8*2  + 5 -3 -М )  + 1-7-(-3)—  і  і —

-
© ©  ©

-1  • 8 • (-4) -1  • 3 • (-3) -  2 • 7 • 5 = -94 
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1.4. Властивості визначників

Для визначників третього порядку можна навести властиво­
сті, які будуть справедливі для визначників довільного порядку.

1. Величина визначника не зміниться, якщо всі рядки зміни­
ти на стовпці з тим же номером.

a11 а12 ai3 a 21 a3i
a21 a 22 a 23 = ai2 a22 a32
a3i a32 a33 ai3 a23 a33

2. Перестановка двох стовпців або рядків визначника рівно­
сильна множенню визначника на ( - 1).

ai1 ai2 ai3 ai1 a13 a12
a21 a 22 a 23 = ( - 1) *a 21 a 23 a 22
a3i a32 a33 a31 a33 a32
3. Якщо визначник має два рівних стовпці чи рядки, то він 

дорівнює нулю.
4. Множення всіх елементів деякого рядка чи стовпця ви­

значника на числа к рівносильне множенню цього визначника на 
це число к.

11 12 13 11 12 a

ka21 a22 a23 = к *a21 a22 a

ka31 a32 a33 a31 a32 a
5. Якщо всі елементи деякого рядка чи стовпця визначника 

дорівнюють нулю, то визначник дорівнює нулю.
6 . Якщо відповідні елементи двох стовпців або рядків ви­

значника пропорційні, то визначник дорівнює нулю.
7. Якщо кожен елемент деякого стовпця чи рядка визначни­

ка являє собою суму двох доданків, то визначник можна подати у 
вигляді суми двох визначників.

au + b a12 a13 a11 a12 a13 b a12 a13
a 21 + c a22 a23 = a21 a22 a23 + с a22 a23
a31 + d a32 a33 a31 a32 a33 d a32 a33

13

23
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8 . Якщо до елементів деякого стовпця чи рядка додати від­
повідні елементи іншого стовпця чи рядка, помножені на спіль­
ний множник, то величина визначника не зміниться.

a11 ai2 ai3 «11 + kai2 «12 a13
a 21 a 22 a 23 = a 21 + ka22 « 22 «23
a3i a32 a 33 «31 + ka32 «32 a33

1.5. Обчислення визначників n-го порядку

Мінори. Алгебраїчні доповнення
Розглянемо визначник п-то порядку
аи ... а1. ... а1

11 12 1 j  1 п

а2, ... а2. ... а2
21 22  2 j  2 п

а а а ... а
г і г l  г] гг

а , а 2 ... а ... а
ті  п  2 nj  п.

Означення. Мінором М  елемента а визначника n-го по­
г  у у

рядку називається визначник (п-1)-го порядку, який одержимо з 
цього визначника шляхом викреслювання і-го рядка та j -го стов­
пця, на перетині яких знаходиться елемент а...

Якщо визначник
a1111 1212
a2121 2222

«31 «32 о
то мінори М п

а 22 а 23
O'

М,2 =
а 13

а 21 а23
Означення. Алгебраїчним доповненням А елемента а

г  у у

визначника називають мінор цього елемента, взятий із знаком 
“плюс ”, якщо сума номерів рядка і стовпчика -  число парне, та 
зі знаком “мінус ”, якщо -  непарне, тобто

A = ( - 1)г+]М...
гг V /  гг

З

23
33
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Приклад. Знайти алгебраїчні доповнення до елементів д2 
2 3 -1

та а33 визначника33
1 4 2
-3 1 4

Розв ’язання

41 = ( - Г  м 21 = -м п = - 

A33 = ( - 1)33 м  33 = м  33 =

з -1|
1 4
2 3 
1 4

= —3*4- (-1) -1) = —12+1) = -13, 

= 2 - 4 -  3-1 = 8 -  3 = 5.

Теорема Лапласа. Визначник n-го порядку дорівнює сумі 
добутків елементів будь-якого рядка чи стовпця на їх алгебраїчні 
доповнення.

а и а „  ... а 11 1 1 2  їй

а31 а33 ... а321 22 2 п

а  1 а  2п \  п  2 а

=  11 - 11 +  12 - 12 +  1n 1n11  11  1 2  1 2  ї й  ї й

Приклад. Обчислити визначник матриці за теоремою Лапласа 
Ґ 3 5 7 8л

- 1 7  0 1
0 5 3 2

ч 1 - 1 7  4^

Розв ’язання
Для обчислення визначника вибирають рядок або стовпець, 

де є нульові елементи.
Виберемо 1 стовпчик, маємо 

3 5 7 8
- 1 7  0 1
0 5 3 2
1 - 1 7  4

= з * А ц  + (- і) * 4і + о * —1+1 'А

7 0 1 5 7 8 5 7 8

3-м  +1-м 21 -1 -м 41 = 3 - 5 3 2 + 1  - 5 3 2 - 1 - 7 0 1

- 1 7 4 - 1 7 4 5 3 2

= 122.
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Зведення визначника до трикутного вигляду
Користуючись властивостями визначника, його зводять до 

трикутного вигляду, коли всі елементи, що містяться по один бік 
від головної діагоналі, дорівнюють нулю.

Такий визначник дорівнює добутку діагональних елементів, 
тобто

А

а и а п

0 а22 ... а2
22  2 п а11 •А' .-а11 22  пп

0 0 ... а
п

Приклад. Обчислити визначник, звівши його до трикутного 
вигляду

3
А =

7
9
5

Розв ’язання
Поміняємо місцями перший та третій рядки, змінивши знак 

визначника, додамо до елементів другого рядка відповідні еле­
менти першого рядка, помножені на (-3), маємо

1 5 3
х(  - 3 )

1 5 3
1II

<
3 9 4 = —0 і 0\ — 5
2 7 3 0 — 3 —3

Додамо до елементів другого рядка відповідні елементи 
першого рядка, помножені на (-2 ), одержимо

1 5 3 х( —2) 1 5 3

іи<

0 і O'N — 5 = —0 1 O'N — 5
2 7 3 <•- 0 —3 —3

З третього рядка винесемо спільний множник (-3) за знак 
визначника

1 5 3
А = 3 • 0 — 6 — 5

0 1 1

22



Поміняємо місцями другий і третій рядки. При цьому знак
1 5 3

визначника зміниться А = — З • 0 1 1
— —

Додамо до елементів третього рядка відповідні елементи 
другого рядка, помножені на 6 , одержимо

А = —
1 5 З
0 1 1 

0 0 1

= — • • • = —

1.6. Поняття оберненої матриці

Нехай А -квадратна матриця n-го порядку

А = ^ 2 1  ^ 2 2

а

1

2

а
Означення. Квадратна матриця А називається неособли­

вою, якщо визначник цієї матриці не дорівнює нулю: А(А) ф 0 .
Означення. Транспоновану матрицю, складену з алгебраїч­

них доповнень до її елементів, називають приєднаною до мат­
риці А.

=

11 2 

A ,  a 2

КА 1 А ,\  1 п 2 п

A Лп\

A 2

А
Означення. Оберненою для заданої квадратної матриці А 

називається така матриця А '1, добуток якої на матрицю А як 
зліва, так і справа, дорівнює одиничній матриці, тобто 
А •А'— = А '— • А = Е , де Е -  одинична матриця такого порядку, що
і матриця А. Матриця А 1 має той же розмір що й матриця А.
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1.7. Знаходження оберненої матриці

Теорема. Будь-яка неособлива матриця має обернену. 
Доведення
Нехай задана матриця 3-го порядку

г аи аи аУ
А = а

21

у* 31

а 22 а23
а32 а

d e t A ^ O .

Складемо приєднану матрицю до матриці А
r A, A A3 Л

=
21 31

a 12 а  а12 22 32

V^ 13 а 23 а23 33 J
знайдемо добуток матриць А і А*:

A 11 
AА - А *  =

f а аи ,212
а 21 а21 2222

У а31 а32 а А33 J V 13

A2, A >2, 3,
A22 A22 32
A23 A33 J

а,, -А,, +а, , -А ,2 + а„А,,

а21 ■ A,1 + а22 ■ A,2 + а23 ' A,3 
V а„ A11 + а32 ■ A,2 + а33 A,3
^det A 0

0 det A

V 0 0

0
0

det A

f 1 0 0 Л
= det A ■ 0 , 0

, 0 0 1 J

,, ■ 3, + ,2 ■ 32 + ,3 ■ 33

а 2, - A3, + а22 - A32 + а23 - A33
а 31 A3, + а32 - A32 + а33 - A33 J

= det A -E , тобто

A ■ A* = det A ■ E  (використовувалися властивості визначників). 
Аналогічно маємо, що A * ■ A = det A ■ E . Одержані рівності

запишемо у вигляді А
А *

= Е і
А *

А = Е . Порівнюючи
det И det И

отримані результата з означенням оберненої матриці, маємо

А * 1
A-1 = ------- , тобто A -  = -------

det И det И

f  A,, A A >11 21 31
A A22 A12 22 32

У A13 A23 A33 J
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Властивості оберненої матриці

1 . det(A-') -  - ± - .
det Я

2 . (A • 5 ) -1 = B -  • A-1.
3. (A-l)T -  (AT)-1.

Алгоритм знаходження оберненої матриці
1. Знайти визначник цієї матриці A, det A * 0. Якщо 

det A -  0, то матриця особлива, і до неї оберненої не існує.
2. Знайти алгебраїчні доповнення Я. елементів я . матриці А.
3. Скласти приєднану матрицю Я*.
4. Знайти обернену матрицю А' за формулою:

1
А А *.

det А
5. Якщо потрібно, то зробити перевірку, використовуючи 

означення A- • A -  A • A-1 = E .
 ̂ 3 -1  0Л

Приклад. Знайти Я"1, якщо A

Розв ’язання
1. Знаходимо det А :

3 - 1 0

-
2 - 1 4v ^ 1 V

А -  det Я = = 1 2 - 2 + 0 + 3 - 8 = 5 * 02 1 1 
2 -1  4

2. Знаходимо Яі; до кожного елемента цієї матриці А:
1 - 1  0

= 4.
1 1 - 1  0

A  -  ( - 1)1 1 •
-1  4

II Ul A  -  ( - 1)2+: • -1  4

A 12 -  (-1) 

A13 = (-1)

1+2
-
2 4  

-  2 1 

2 - 1

-1 0 , A22 -  (-1 ) 2 2 ^  л = 12.

-  0 , A23 -  ( - 1)23 • '  - 1 .
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- 1  0 3 0
Л  = ( - 1Г  -

1 1
= - 1 , Л32 = ( - 1)3+2 - -  2 1

= -3.

А 33 = (- ! )

-
-  2 1

= 1.

3. Складаємо А * (приєднану до А):
Л ^5 4 - О

=
r A Л21 Лп 21
Л Л22 Л12 22

 ̂Л13 Л23 Л

31

32
33 у V

10 12 
0 1 у

4. Обернена матриця Л- = —-—  A* = - •  А* =
det A 5

1

2

0

12/  _ 3/

V
5. Перевіряємо:

А -1 -А =

1

2

0

_ 4/

1/ Ь

=

V
Приклад.

^ 12 -  6Л

З 1 0'
2 1

V 2
5 /5  у

Знайти обернену

1
1
4V V 

матрицю

1 0 0' 
0 1 0 

0 0 1

=

у 

для матриці

8Vй V  

Розв ’язання
Обчислюємо визначник det А: 

12 -  6
8 -  4 

неної не існує.

А = = ^ 8 - ( - 4 8 )  = 0 -  матриця особлива, отже, обер-

1.8. Ранг матриці

Розглянемо прямокутну матрицю А розміром т хп
А
j «„ «12 ... а Л1 п

Л = і «21 « 22 ... а22 п

, а , а_ 2 ... а у
26

т тп



Виділяємо в ній к рядків і к стовпців (к < min(m; n )). Із еле­
ментів, які стоять на перетині взятих рядків і стовпців, складаємо 
визначник к-то порядку підматриці к-то порядку. Всі такі визнач­
ники називаються мінорами цієї матриці.

В матриці А виділили мінор 2-го порядку.
Означення. Рангом матриці називається найвищий поря­

док мінора цієї матриці, що не дорівнює нулю.
Позначають r, r(A) або rang A_
Означення. Мінор, порядок якого визначає ранг матриці, 

називається базисним. У матриці може бути декілька базисних 
мінорів.

Властивості рангу матриці
1. Ранг матриці дорівнює нулю тільки тоді, коли матриця 

нульова. В інших випадках ранг матриці дорівнює деякому додат­
ному числу.

2. Ранг прямокутної матриці не перевищує меншого із її ро­
змірів т чи п, тобто 0 <г < тіп (т, п).

3. Для квадратної матриці п-то порядку г = п тільки тоді, 
коли матриця неособлива.

4. Якщо г < п, то визначник даної квадратичної матриці до­
рівнює нулю.

Розглянемо два методи знаходження рангу матриці.

Метод обвідних мінорів
1. Метод обвідних мінорів полягає в тому, що обчислюють 

поступово мінори, переходячи від мінорів менших порядків до 
мінорів більших порядків. Якщо при цьому знайдено відмінний 
від нуля мінор к-го порядку, то потребують обчислення тільки 
мінори порядку (к+1) -  обвідні. У випадку коли всі обвідні міно­
ри (к+1 )-го порядку дорівнюють нулю, ранг матриці дорівнює к.

Це -  громіздка робота для матриць, порядок яких досить ве­
ликий.
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2 — 1 3 —
4 — 2 5 1 7
2 — 1 1 8 2

Приклад. Знайти ранг матриці A =

Розв ’язання
Оскільки в матриці А є мінори 1-го порядку, які не дорів­

нюють нулю, то її ранг може дорівнювати одиниці. Мінор 2-го 
2 - 1

порядку = 0, перевіряємо інші мінори 2-го порядку:

2 З 
4 5

-

= —2 ^ 0 ^  r A > 2.

Переставимо цей мінор у лівий верхній кут, переставивши

2-й і 3-й стовпчики: A ~ A =

2 З 
4 5

2 1

2 4 
1 7 

8 2
Обводимо цей мінор 2-го порядку третім рядком і третім 

2 3 — 1
стовпцем: 4 5 

2 1

2
1

= 0.

0. Нарешті, обводимо третім рядком і п’ятим стовпчи-

=

Далі обводимо третім рядком і четвертим стовпчиком: 
2 3 — 2 
4 5 1 
2 1 8 

2 3 4 
ком 4 5 7 

2 1 2
а всі мінори 3-го порядку дорівнюють нулю.

Відповідь: r(A) = 2.

1.9. Знаходження рангу матриці за допомогою 
елементарних перетворень

Метод елементарних перетворень полягає в застосуванні 
елементарних перетворень матриці при зведені її до діагонально­
го вигляду.
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Елементарні перетворення матриці
При таких елементарних перетвореннях ранг матриці не 

змінюється.
1. Перестановка місцями довільних двох рядків (або стовп­

ців).
2. Транспонування матриць.
3. Множення кожного елемента довільного рядка (або стов­

пця) на число, яке не дорівнює нулю.
4. Викреслювання рядка (або стовпця), який містить усі ну­

льові елементи.
5. Додавання до елементів довільного рядка (або стовпця) 

відповідних елементів іншого рядка (або стовпця), помножених 
на одне і те ж число, яке не дорівнює нулю.

Означення. Дві матриці називаються еквівалентними, 
якщо їх ранги рівні. Це записують так А-В, тобто г(А) = г(В). За 
допомогою елементарних перетворень матрицю зводять до діа­
гонального вигляду. Ранг матриці буде дорівнювати кількості ді­
агональних елементів, які не дорівнюють нулю.

Приклад. Знайти ранг матриці 
5 2 3 4 Л

А  5 =3x5 \3
V3 U - 5  0 - 7 ,

Розв ’язання
Зробимо такі перетворення, щоб нижче головної діагоналі 

були нулі: спочатку поміняємо місцями перший та другий рядки.

=
Г1 3 3 2 5 1 х (-3) -і Г1 3 3 2 5 1
3 5 2 3 4 <— ~ 0 - 4 - 7 - 3 - 1 1

, 3 1 - 5 0 -  7, <— , 0 - 8 -1 4 -  6 -  2 2 ,

3
4

0 -  8V
1 З З

З
7
14

2

2
3

5
11

-

Г1 3 3 2 5 1
2 0 4 7 3 11

А-- , 0 0 0 0 0 ,

V0 4 7 3 11,
. r(A)=2.
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Приклад. Знайти ранг матриці А

Розв ’язання

З  - 1  з
2 1 - 1

V -

5Л

4
3у

А =
( 1  - 1 3 5" x(-2) '  1 - 1 3  5 Л

2 1 -1  4 0 3 -  7 -  6
V 2 -  2 6 3 у <------------

Г
-­1Ооо

Оскільки можна третій та четвертий стовпці поміняти міс­
цями і отримати третій елемент головної діагоналі, який відмін­
ний від нуля, то rang (А) = 3.

Завдання для самостійної роботи

1. Знайти матрицю D = АВ -  3ВА + 4Е, M  = A 2 + B T, якщо 
^2 4 -  3'

а) A = 1 1 
3 1

0

V 
2

2

(3 1 4 л

, В = 2 - 1  - 1

, 0 1 1 у

б) A =

V

4
1

7

3
2

5у

( 1 1 51
, в  = 7 4 3

, 2 1 0 у
2. Обчислити визначники різними способами:

а)

1 1 1 1
1 2 0

-1  4 2 1 3 4
, б) 3 1 2 , в)-  5 2

0 3 1
4
8

1

1
9
27

16
64

х  і  5

3. Розв’язати рівняння - 4  - 2 х  5
6 6 7

4. Знайти матриці обернені до даних
( - 1 3  7 Л

(  2 -  3 ̂а) A = , б) B = 0  9 5
V 5 -  7 у

-  4 1 -  2,  V ^ 1 ^у

=

ЗО



5. Знайти ранг матриці:
( 4 3 2 л

(2 5 6 " ( 2 1 11 2 N 8 6 4

а) 4 - 1 5 , б) 1 0 4 - 1 , в) 4 3 2

V 2 - 6 - 1 V11 4 56 5 у 8 6 4

2 4 3 2 у

Тема 2. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

2.1. CJIAP. Основні поняття

Означення 1. СЛАР m лінійних рівнянь з n невідомими має 
вигляд

а11х1 +а12х2 + ... +аух  = 6 , ,
1 1 1  12 2 1 п  п  \ ~

«іЛ +а  22*2 +

а .х + а ,х, +т і  1 m 2  2

а2 х =Ь2,
2 п  п  2 у

а  х  = Ь  .
тп  п  т  ■

де числа ау. і = 1, ш, j  = 1, п -  коефіцієнти, числа bj -  вільні члени, 
Xj -  невідомі.

Таку систему зручно записувати в матричній формі,
A X  = B,

де А -  матриця коефіцієнтів системи, називається основною мат­
рицею:

А  =

а и

*21 * 22 а
2 п

\ а  і\  ml
а

т  2
а

mn  J

Д -  називають розширеною матрицею системи:

А,

а и

\ а  і а  2\  т і  m 2

а
1 п

а
2 п

а m  у
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X -  матриця-стовпчик невідомих xf.

=
2

\Х\ П у
j

=
2

\Ь у\  ту

Означення. Розв’язком СЛАР називається п значень неві­
домих X; = Сі, х2 = С2> х3 = С3„... хп = С№ при підстановці яких усі 
рівняння системи перетворюються в правильні рівності.

Означення. Система рівнянь називається сумісною, якщо 
вона має хоча б один розв ’язок, і несумісною, якщо вона не має 
жодного розв ’язку.

Означення. Сумісна система називається визначеною, як­
що вона має лише один розв ’язок, і невизначеною, якщо має без­
ліч р о зв’язків. В останньому випадку кожний р о зв’язок назива­
ється частковим розв ’язком системи.

Означення. Сукупність усіх часткових р о зв’язків назива­
ється загальним розв’язком._

Означення. Дві системи рівнянь називаються рівносиль­
ними,_(еквівалентними), якщо множини їхніх розв ’язків співпада­
ють.

Еквівалентні системи одержуються при елементарних пе­
ретвореннях системи, які виконуються лише над рядками мат­
риці.

Означення. СЛАР називається однорідною, якщо всі вільні 
члени b дорівнюють нулю:

a 11 x1 + a 12 x 2 + ... + a 1 x = 0
11 1 12 2 1 п п

а 1х1 + а 2х2 + ... а х = 0
у  т 1 1  m 2  2 тп  п
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Однорідна система завжди сумісна, оскільки 
x j = x2 ... = xn = 0 є розв ’язком системи. Цей розв ’язок називаєть­
ся нульовим або тривіальним.

2.2. Теорема Кронекера-Капеллі

Нехай задано система т лінійних рівнянь з п невідомими

а д  +*12*2 +
a 2і xi + a 22 x2 +

+ a 1 x - b 11 n n  1

a2 x = b2
2 n n  2

a 1x1 +a 2x2 + ... a x = b
m l  1 m 2  2 m n  n m

Відповідь на питання сумісності цієї системи дає теорема 
Кронекера-Капеллі або необхідна і достатня умова сумісності си­
стеми.

Теорема. СЛАР сумісна тоді і тільки тоді, якщо ранг осно­
вної матриці системи А дорівнює рангу розширеної матриці цієї

j
r (A) = r (A1) (без доведення)

2 x + y  -  z = 0
Приклад . Дослідити систему на сумісність < x + 2y  + z = 0 .

2 x -  y  + 3z = 2
Розв ’язання
Складемо розширену матрицю системи; визначимо г(А) та

r (Ai)
'  2 1 - 1 0" з ґ 1 2 1 0" х(-2 )+

Аі = 1 2 1 0
*

2 1 - 1 0 А-----

, 2 - 1 3 bJ , 2 - 1 3 bJ А----

г 1 2 1 0" г 1 2 1 0" г 1 2 1 0 л
С 1'10 - 3 - 3 0 . 0 1 1 0 X + 0 1 1 0

10 -  5 1 2 J
V 3 ,

С 0 - 5  1 2 J <-------------- С 0 0 6 2 J
г(А) = г( А1) = 3 = п. 

розв’язок.
тому система сумісна і має єдинии
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Алгоритм розе \язування СЛАР
1. Знайти ранг основної і розширеної матриць системи. Як-

j
j

фіцієнтів яких складено базисний мінор (це мінор, порядок якого 
визначає ранг матриці), інші рівняння відкинути.

3. Невідомі, коефіцієнти яких входять в базисний мінор на­
зиваються базисними, їх залишають зліва, а інші (п—г) невідомих 
називають вільними, їх переносять в праву частину рівняння.

4. Виразити базисні невідомі через вільні. Отримаємо зага­
льний розв’язок.

5. Якщо надати вільним змінним значення нуль, то такий 
розв’язок_називають базисним. Невід’ємний базисний розв’язок 
називають опорним.

Алгоритм практичного знаходження всіх розв’язків С ДАР 
можна навести у вигляді наступної схеми:
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2.3. Розв’язування систем з однаковою кількістю 
рівнянь та невідомих

Розглянемо систему п лінійних рівнянь з п невідомими.
а„х, +а„х2 + ... + а , х  =Ь.,1 1 1  12 2 1 п п  1 “

а2 х =Ь2я2Л  +а 22х 2 +

а .х. +а 2х2 +«11  п2 2 а х =Ь .п п  п  п

Основна матриця А такої системи квадратна. Визначник цієї
матриці А = dQtA називається основним визначником системи:

.. a,
А =

«11 «12

а .  а  2«1 п 2

1 п

а

Матричний метод (метод оберненої матриці)
Запишемо систему в матричній формі і знайдемо її 

розв’язок.
A • X  = B домножимо зліва на А'1, маємо A -1 • A • X  = A -1 • B . 

Оскільки A 1̂ • A = E  і E  • X  = X , то
X  = A' 1 • B

Цей матричний метод розв’язання системи не простіший за 
інші, але відрізняється зручною компактною формою запису.

Алгоритм розв"язування систем матричним методом
1. Перевірити виконання умов:
-  система повинна бути неоднорідною;
-  кількість рівнянь повинна дорівнювати кількості невідомих;
-  визначник основної матриці не дорівнює нулю.

2. Знайти матрицю А~1 обернену до матриці А (основної ма­
триці системи).

3. Знайти розв’язок Х шляхом множення матриці А~х на ма­
трицю вільних членів В , тобто X  = A- B .
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Приклад
Розв’язати CJ1AP матричним методом 

2х1 - х 2 = 0  

х1 + 3 х2 = 7.
Розв ’язання
Основна матриця системи 

ґ 2 - 1
=

V1

А = det A =

знайдемо А  . 

- 12
1 3 = 6 + 1 = 7 * о .

A,, = (-1 ) 2 Ml, = 3; A  = (-1 ) 3 M ,,= -1 ;
A„ = ( - 1)3M 21 = - ( - 1) = 1; A12 = ( - 1)4M ,2 = 2 .

r A.. A.. \  1 (  3 1Л
A = -■

А
11 21 

A
I

722 J
f  a 1 \  Ґf\\

v-1 2j

3 1
-1  2

0 

7

I

7
ґ  3 ■ 0 +1 ■ 7 л 

1 ■ 0 + 2 ■ 7V

= 1

Г
--

ч

( 1 1
= 7 V J V 2 J

Відповідь: х1 = 1; х2 = 2.

Приклад. Розв’язати систему 
2x + y  + z = 2 

5 х + y  + 3z = 14.
2х + у  + 2z = 5 

Розв ’язання

Основна матриця системи A

2 1 1 
5 1 3

матричним методом

ґ 2
5

1 1

31

V2 1 2
визначник

J

3 ^ 0 .
2 1 2

Знайдемо обернену матрицю А
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1 3 5 3 5 1
A11 -  (-1) 2

1 2

и і и Т 2 - 2

-t7,11Ч
Г\

1II

2 1
1 1 2 1 2 1

A21 -  (-1) 3 1 2
- - 1 , Я22  -  ( - 1)

2 2
-  2 , A2 3 - ( - 1) 5

2 1

Ai -  (- i) - 2 .
1 1 
1 3 

f - 1 - 1  2
4 2 -1

4 2 -  H ) f 

\

2 1 
5 3

-  -  33 -  -

2 1 
5 1

-  

-  0 : 

= -3 ,

-
Розв’язок системи

X -  A -1B - - -
Г- 1 - 1 2 ^ Г 2 ^

-  1
Г- 6 ї Г 2 ^

-  4 2 - 1 14 15 - -  5
3 - - 3

, 3 0 - 3 у , 5 у -  9V уУ , 3 у
Відповідь: х - 2  У - - 5 , - 3

Правило Крамера
Якщо основний визначник а неоднорідної системи п ліній­

них рівнянь з п невідомими не дорівнює нулю, то ця система має 
єдиний розв’язок, який знаходиться за формулою,

Аі
х. -  — , і -  1,п, А Ф 0 . а ’

де А — визначник, отриманий з визначника А заміною і-го стовп­
ця на стовпець вільних членів.

Приклад

Розв’язати СЛАР за формулами Крамера
х1 + 5 х 2 -  1 

2x1 - 3x2 -  15.

А -

Розв ’язання 
Знайдемо 

1 5
-

основний 

- - 3 - 1 0 - - 1 3  Ф 0.

визначник системи

6
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Обчислимо допоміжні визначники А1 -
1 5

15 -  3

А2 -
1 1
2 15

- 1 5 - 2 - 1 3,

тому х1 А' - - 7 8 -  6, X. - А 2
А -13  А

Відповідь: x1 - 6, х2 - - 1 .

13 
-13

- -

— 3 -7 5 — 78,

2.4. Розв’язок СЛАР методом Гаусса

При п > 3 знаходження визначників призводить до громізд­
ких обчислень, і користуватись формулами Крамера або матрич­
ним методом стає нераціонально. Одним з найбільш універсаль­
них і ефективних методів розв’язку СЛАР є метод Гаусса. Це ме­
тод послідовного виключення невідомих.

На першому етапі (прямий хід) при виключенні невідомого 
х1 з усіх рівнянь, починаючи з другого, х2 -  з усіх рівнянь, почи­
наючи з третього тощо, СЛАР зводиться до трикутного (або тра­
пецієподібного) вигляду

а„х, + a.,x, + a 13х3 + .... + a, x -  b1,1 1 1  12 2 13 3 1 п  п  1 “

«22*2 + а 23*3 +
а33х3 +

+ а 2 х -  b 2,2 п  п  2 7

+ а 3 х -  b3,3 п  п  3 ~

а х -  b .
Ha другому етапі (обернений хід), підставивши знайдене з 

останнього рівняння значення хп у передостаннє, одержимо зна­
чення xn-1 тощо; з першого рівняння знаходимо xj.

Перший етап можна виконувати над розширеною матрицею 
системи за допомогою таких елементарних перетворень: дода­
вання до елементів одного рядка відповідних елементів другого 
рядка, помножених на деяке число А ф О; перестановка рядків 
або стовпців у матриці.
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Приклад. Користуючись методом Гаусса, розв’язати систе­
му рівнянь

2jCj  + 3х 2  - 3х 3  =1
jCj + х 2 + х 3 = 2

4х1 - 2  х 2 +3 х3 5.
Розв ’язання
Першим рівнянням краще вибирати те, в якому коефіцієнт 

при х1 дорівнює 1. Для цього ліву і праву частини можна поділити 
на 2 або поміняти місцями перше та друге рівняння, одержимо

x1 + x 2 + x3 = 2 
2x1 + 3x2 -  3x3 = 1 

4x1 -  2x2 + 3x3 = -5 .
1

то вигляду

ґ 1 1 1 2 ^ х ( - 2 ) -------- х ( - 4 )  ----------- Г1 1 1 2 л

A  = 2 3 -  3 1 < -------- 0 1 - 5 -  3

,  4 -  2 3 -  5 У <------ 1 0 - 6 - 1 -  13j

X (6)-

г 1 1 1 2 N х1 + х  2 + х3 = 2  jі

0 1 -  5 -  3 ^  < x2 -  5x3 = -3 <

v 0 0 -  31 -  31 ,2 -  31x3 = -31

x 1 =  2 - x 2 - x 3 = -1
X2 = -3  + 5 x3 

3 =
=

Відповідь: x. = -1 , x, = 2 , x3 =1.

Приклад . Розв’язати СЛАР
2Xj + x2 - x 3 - x 4 = 2

4x1 + x3 -  3x4 = 3 
2x2 -  3x3 + x4 = 1.

Розв ’язання
Маємо випадок CJ1AP, коли п 

рену матрицю і зводимо її
4, т = 3. Складаємо розши- 
до трикутного виду :

1 =

г 2 1 - 1 - 1 2 л
4 0 1 - 3 3

v  0 2 - 3 1 1 J

^  х ( - 2) 

J
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'  2 1 - 1  - 1 2 N '  2 1 -1 -1 2 N
ґ 2 1 2 л- 1  - 1

0 - 2 3 -1 - 1 0 - 2 3 -1 - 1
, 0 -  2 3 -1 - 1 ,

v  0 2 -  3 1 1 у , 0 0 0 0 0 у

V У

r(A) = r(Д ) = 2, тому СЛАР сумісна, оскільки r = 2, n = 4 i r < n, 
то система невизначена. Дві невідомі (г = 2) базисні і дві (п -  
r = 2) будуть вільні. Невідомі хі та х2 можна обрати за базисні,

= —4ф0, тоді хз, х4 -  вільні невідомі.
2 1 

0 -  2
Останній вигляд розширеної матриці відповідає такій сис-

так як базисний мінор

темі
2 х х + х 2 - х 3 - х 4 =
-  2 x 2 + 3 x 3 -  x 4 = -1

2хх +х 2 = 2 + х 3 +х  4 
2x2 = 1 + 3x3 -  x 4

Вільні невідомі перенесли у праву частину
1 3 32 х  = х 3 +х  4 + 2 - х  2 X

х

Х3  + х 4 +2
1 3 1

\—  х 3  —  х
2 2 3 2 4

— х3 + — х4 + — 
4 3 4 4 4
1 З 1

х  1 Х3  —  Х4

2 2 3 2 4
з 4

ня, наприклад, х3 = С1? х4 =С2, де С1 і С2 -  довільні сталі.
Відповідь: Загальний розв’язок CJ1AP буде мати вигляд:

С  ЗС2 З- + —
4

+х  = —  X + — х4 + — =
1 4 3 4 4 4 4 4

1 3  1 1 3С. С2
Х9 = \—  Х3 —  X = \------------

2 2 2 3 2 4 2 2 4
x3 = С  
x 4 = С 2.

2.5. Метод Ж ордана-Г аусса

Щоб не виконувати обернений хід метода Гаусса, здійсню­
ють повне виключення невідомих у стовпчику за допомогою 
розв’язувального елемента. Цей модифікований метод Гаусса на­
зивають методом Жордана-Гаусса.
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Алгоритм кроку перетворення Жордана-Гаусса
1. Обираємо розв’язуючий елемент а., ф 0 (доцільно обира­

ти одиницю).
2. Елементи і-го рядка (розв’язуючого) ділимо на а, і запи­

суємо в і рядок.
3. В розв’язуючомуу-ому стовпці замість а, пишуть одини­

цю, а замість інших елементів цього стовпця пишуть 0 .
4. Усі інші елементи знаходять за формулою 

-  а а ,, - а , а ..
у кі  Ід її

Clkl =  -----------------------------------,

а
У

де а ,,- розв’язувальний елемент, k = і, 2 , m; l = і, 2, п.

Обчислення елементів а.ы за даною формулою доцільно викону­
вати за схемою прямокутника

а ,, *  аkl і

© ©
х + х  2 -З х 3 +  2  х 4 =  6

Приклад. Знайти розв’язок СЛАР
^  - 2  Х 2 -  Х 4 =  - б

х 2 +  х 3 +3  х 4 = 1 6  

2 х  - 3 х 2 + 2х 3 =  6

Розв ’язання
Складаємо таблицю (X  _ контрольний стовпчик).

х і Х2 х3 х4 b X
ш 1 -3 2 6 7

1 - 2 0 - 1 - 6 - 8
0 1 1 3 16 21
2 -3 2 0 6 7

іі
який містить розв’язуючий елемент, а всі елементи розв’язуючо­
го стовпчика замінимо на 0 . Інші елементи знайдемо за правилом 
прямокутника.
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х і Х2 х3 х4 b X
1 1 -3 2 6 7
0 -3 3 -3 - 1 2 -15
0 1 1 3 16 21
0 -5 8 -4 -6 -7

Розв’язуючий елемент дорівнює (-3). Поділимо на (-3) еле­
менти 2 -го рядка, одержимо

х і Х2 х3 х4 b X
1 1 -3 2 6 7
0 1 - 1 1 4 5
0 1 1 3 16 21
0 -5 8 -4 - 6 -7

Розв’язуючий 2-й рядок записуємо без змін, елементи 
розв’язуючого 2-го стовпчика замінимо на 0. Перший стовпчик 
записуємо без змін. Елементи інших клітинок знаходимо за пра­
вилом прямокутника:

х і Х2 х3 х4 b X
1 0 - 2 1 2 2
0 1 - 1 1 4 5
0 0 2 2 12 16
0 0 3 1 14 18

Поділимо 3-й рядок на 2, виберемо розв’язуючий елемент і 
виконаємо всі перетворення кроку Жордана-Г аусса.

х і Х2 х3 х4 b X
1 0 - 2 1 2 2
0 1 - 1 1 4 5
0 0 1 1 6 8
0 0 3 1 14 18
1 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 13
0 0 1 1 6 8
0 0 0 - 2 -4 - 6

Поділимо 4-й рядок на (-2), виберемо наступний розв’язу­
ючий елемент і повторимо підрахунки 
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х1 Х2 х3 х4 b X
1 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 13
0 0 1 1 6 8
0 0 0 Ш 2 3
1 0 0 0 8 9
0 1 0 0 6 7
0 0 1 0 4 5
0 0 0 1 2 3

Відповідь системи знаходиться в стовпчику b: х1 = 8, х2 = 6,
х3 = 4, х4 = 2.

2.6. Системи лінійних однорідних рівнянь

Нехай задано система лінійних однорідних рівнянь

а д  + Д Л  +
a 21 х1 + a 22 Х2 +

+ а 1 х = 01 п п

+ а  2 х = 02 п  п

а 1х1 + а 2х 2 + ... + а х =0ті  1 m 2  2 т п  п

Однорідна СЛАР завжди сумісна, оскільки r(A) = r(A1), вона 
має нульовий розв’язок х1 = х2 = .... = хп = 0.

Наведено без доведення умови, при яких однорідна система 
має ненульовий розв’язок.

1) Для того, щоб система однорідних рівнянь мала нену­
льовий розв’язок, необхідно і достатньо, щоб ранг її основної ма­
триці був менше кількості невідомих, тобто г < п.

2) Для того, щоб однорідна система п рівнянь з п невідо­
мими мала ненульовий розв’язок необхідно і достатньо, щоб її 
визначник д = 0.

1 -  2 + 3 =
Приклад. Розв’язати систему

1 -  2 +  3 =

Розв ’язання
Ґ 1 -  2 4Л х(-2)-

=
v2 -  3 5у

-

v0 \  -  3 r(A) = 2-
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Оскільки г = 2, п = 3 і г < п, то система має безліч розв’язків.
х = 2  х„x , - 2 x 2 + 4x 3 = 0 x , = 2x 2 - 4x3

1 1 5 ___Vі ^  і
Ґ

i O
J II о x 2 = 3 x 3 х2 =3 х„

хь х2 — ба­

зисні змінні, хз -  вільна.
Відповідь: загальний розв’язок: х1 = 2х3 = 2С, х2 = 3х3 = 3С,

х3 = С.

Завдання для самостійної роботи

1. Розв’язати СЛАР за формулами Крамера:

а)

4х1 +2 х2 + х 3 =4  
x 1 + 3x 2 + 2 x3 = 2 б)

х, 2 + 3 =
х1 -  х 2 + х 3 = 8

2х, -  х2 + х 3 = 5 - 3 х, + 4 х2 + 8х3 = 12.
1 2  3 у  1 2 3

2. Розв’язати систему за допомогою оберненої матриці:

а)
1 -  2 + 3 =

1 + 2 + 3 = 
2x, -  x2 = 4

0 б)
х, + х 2 - 1  х3 = -5  

x, + x 2 + x 3 = 3 
2x, + 3x2 -  x3 = 4.

3. Дослідити на сумісність CJ1AP:

а)
1 -  2 + 3 =

2x, -  6x2 + 4x3 = 8 .

-  2 x, + x 2 = Ю
б)

2х, - 3 х2 + 4х3 + 5х4 + 6Х5 = 10 

x, + x 2 + x 3 -  x 4 = 8 

2x, -  3x 2 + 4x3 + 8x 4 = H.
4. Знайти розв’язок СЛАР методом Гаусса:

а)
х, - 4 х2 = 10 

-  х -  х -  х =4./v, sv 2 *"v 3 б)
6x, - 2 x2 +3x3 1

x, -  x 2 + x 3 -  x 4 = 4 
x, + x 2 +2 x3 +3 x. = 8

2x, +4 x2 +5 x3 +10 x4 = 20 
2x, - 4 x2 + x3 - 6 x4 = 4

5. Знайти розв’язок CJ1AP методом Жордана-Гаусса: 
2x, -  4x2 + 3x3 = ,

3 , б)a) x, 2 + 3
, -  2 + 3 =

, + 2 + 3 + 4 =
1

, -  2 + 3 + 4 = -
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Тема 3. Векторний простір та його базис

3.1. Векторний простір, його розмірність і базис

Означення. Упорядкована множина n дійсних чисел 
ап називається n-вимірним векторним простором R n.

Частинні випадки Rn: R] -  одномірний простір, елементами 
якого є вектори з однією координатою, тобто вектори, що на­
лежать деякій прямій; R2 -  двовимірний простір, елементами 
якого є вектори, що належать деякій площині і мають по дві ко­
ординати; R3 -  тривимірний простір, елементами якого є векто­
ри з трьома координатами.

В «-вимірному векторному просторі можна виконувати дії:

додавання векторів а = (а1,а2,...,ап) і  Ь = (byby. . . ;b j  та множина

вектора на число k є R : a+ b = (a1 + by a 2 + b2 an + bn),

k • a = (ka1; ka2;...; kan).

Вектори я = (л19л29л39...9 an) i  b = (byb2\. . . \bj  називаються рі­

вними, якщо аг =bг,і = \ п .

Роль нуль-вектора відіграє O = (0; 0; ...; 0).

Означення. Вектор b є лінійною комбінацією векторів

« 1,(22,...,а т, якщо існують такі числа х19х2,...,х т, які одночасно
^ ^ ^ ^ 

не дорівнюють нулю, що b = xxa 1 + х 2а 2 + ... + Хтат.

1 2 т
, якщо існують такі числа 1 2 т , які одно­

часно не дорівнюють нулю, що виконується рівність:

х  «1 + х , «2  + ... + Х ат = 0.1 2  т

Якщо ця рівність можлива лише за умови, що

х1 = х2 = ... = хт = 0 , то актори  « 1,« 2,...,ат називаються лінійно  
.

У просторі Rn існує безліч лінійно незалежних систем векторів.
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Означення. Базисом п-вимірного векторного простору Rn 
називається будь-яка сукупність n лінійно незалежних векторів, 
через які лінійно виражається довільний вектор цього простору.

Означення. Максимальне число лінійно незалежних векто­
рів простору називається його розмірністю. Розмірність прос­
тору дорівнює кількості базисних векторів цього простору. 

Наведемо без доведення такі важливі твердження.

1. Якщо вектори <2і,<2, ,...,ат лінійно залежні, то після при­
єднання до них одного або кількох нових векторів дістанемо зно­
ву лінійно залежну систему векторів.

2. Якщо вектори <2і,<22 9...9 а т лінійно незалежні, то після від­
кидання одного чи кількох векторів дістанемо знову лінійно не­
залежну систему векторів.

3. Вектори <2і,<22,...,<2m лінійно залежні тоді і тільки тоді, ко­
ли хоча б один з цих векторів є лінійною комбінацією інших.

n
залежною.

Для з ’ясування питання про лінійну залежність векторів 

<2і,<22,...,<2n в просторі Rn за означенням 5 перепишемо рівність

х1а1 + х 2а2 + ... + Х а =0 в координатній формі, де

a, ={ah;а2і;...;а„\ і = I n :

X

f  а Л f а Л12 f  а1 Лїй f 01 ' ап х і + а12 Х2+ . . + а, x = 0\ п  п

а21
+ Х2

а22 + . . + xп

а,2 п = 0
або <

а21 Х1+ а22 Х2+ . . + а, x = 02 п  п

V an1 У V Ъ  2 У V а ;\  пп у V 0у ат Хі + а2 Х2+ . . + а x = 0.
пп п

Маємо лінійну однорідну систему рівнянь (пхп) відносно 
невідомих х19х2,...,х п.

Якщо основний визначник системи А ^ 0, то система має

нульовий розв’язок х1 = х2 = ... = хn = 0, і тоді вектори <2і ,<2,,...,an 
є лінійно незалежними за означенням.

п п
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Якщо А = 0, то система має не нульові розв’язки, і тоді век­

тори Лі,Л29...9an є лінійно залежними за означенням.
Для з ’ясування питання про лінійну залежність векторів

<2і,(22 9...9 а т (т < п) достатньо обчислити ранг матриці, складеної 
з координат цих векторів:

А =

(2 ,

(2 .

(2 , (2 ,

а 22 а 2 т

\ а , а 2 \  п \  п  2 а
Якщо г{А) = т,  то вектори лінійно незалежні, а якщо 

г(А) < т , то вектори лінійно залежні.
Приклад. Дослідити на лінійну залежність систему векто­

рів:

а) а, (  — 3; 4; 5), a 2 (0; 1; — і), a з (2; — 2; 0);

б) а ,(3; — 2 ; 4; 1), а г (— 1; 2 ; — 1; 2), а з (і; 2 ; 2 ; 5).
Розв"язання
а) Обчислимо визначник, складений з координат векторів: 

3 0 2
А = 1 —2

— і 0
= —12* 0

Отже, вектори (2і,(22,(2з є лінійно незалежними, тому в прос­
торі R3 ці вектори утворюють базис.

б) Обчислимо ранг матриці, складеної з координат цих век­
торів, застосовуючи елементарні перетворення матриці, які не 
змінюють її ранг:

А

З —1 1
— 2 2 2
4
і

—
2 5

ґ  3 — 2 4 Є 
- 1 2  —1 2

V1 2 5

ґ  1 2 2 5Л
—1 2  —1 2

V —

х (—3)
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Г і 2 2
5  'І

'  1 \ 2 2
5  'І Г і 2  5 л2

0 4 і 7 х 2 0  4 і 7<—
, 0 4 1 7 ;

V 0 -  8 -  2 - 14,

Оо

0 0 ,
Звідки слідує, що г{ А) = 2 .
Таким чином, г(А) = 2 < 3  (числа векторів), тому вектори

а^агМъ є лінійно залежними.

3.2. Розклад вектора за базисом

Якщо вектори Яі9Я29...an утворюють базис в просторі Rm то

довільний вектор а цього простору є лінійною комбінацією бази­
сних векторів, тобто існують такі числа х19х2,..., х п, які одночасно
не дорівнюють нулю, що виконується рівність:
^ ^ ^  ̂
а  = хуаі + х 2а2 + ... + Х an.1 2 п

Числа х19х2,...,х п називаються координатами вектора а в ба­

зисі Яі9Я29...an.

Цей вираз називається розкладом вектора а  в базисі

Яі,Я2,...an. Легко показати, що цей вираз -  єдиний для вектора а .  
Приклад. Довести, що вектори

а = (5; 4; 3), b = ( -  3; -1; 2) i c = (-  3; 1; 3) утворюють базис в прос­

торі R3, та розкласти вектор d = (і 2 ; 9; 10) в цьому базисі.
Розв"язання

^ ^ ^
Обчислимо визначник, складений з координат векторів а,Ь,с.

5 -  3 -  3 ^ ^ ^
А = 4 -  і і = -34 ф 0. Отже, вектори а,Ь,с лінійно неза- 

3 2 3
3
^ ^ ^ ^

Розкласти вектор d  в базисі а,Ь,с -  означає знайти числа
^ ^ ^ ^

х19 х2, х3 такі, що виконується рівність d = х  1 я + х 2Ь + х3 с .
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Перепишемо цю рівність в координатній формі
' 1 2  ̂ Г 5 ̂ Г- 3 ̂ Г- 3 ї

9 = x1 4 + Х 2 - 1 + x 3 1 або <
, 1 0 , , 3, , 2 , , 3 ,

5jCj  -  3л:2  - Зх 3 = 12
4л:, -  л:2 + х3 = 9

3jCj + 2 х 2 + 3  х 3 10
Розв’яжемо цю систему рівнянь будь-яким методом, напри­

клад, методом Жордана-Г аусса:
ТІ -  2 -  4 
4 -1  1 

3

Г 5 -3 -3 12л

4 - 1 1 9

v 3 2 3 10,

(- 0 + ^

'  1 -  2 -  4 3 Л
0 7 17 -  3

, 0 Ш -  2 4 J

оо

3 Л
0 0 1 - 1 ^  <

оо

2 ,

З 2

1 0 -  8 

0 0 31
0 1 -  2

3 ^ г 1 -  2 - 4 3 ^
9 0 7 17 -  3 Х(- 1) + ̂

10, , 0 8 15 1 , •4------1

11 > г 1 0 - 8
11  1

-  31 : 31 ^ 0 0 ш - 1

4 J 1 0 1 -  2 4 ,
х1 =3
X = 2

Х3 = -1

Отже, d = Ъа+2Ъ- с .

Завдання для самостійної роботи

1. Обчислити площу паралелограма, побудованого на век­
торах

а = (2 ; 2 ; 1) i b = (0; 1; 1).
2. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудовані на векторах 

а = (2; 3; 0),

Ь = (0; -  3; 2),

Ь = (1; 2; 3).
3. Дослідити на лінійну залежність системи векторів:

а) а 1 = (-  2; 1; 3),

а2 = (3; 0; - 1 ) ,

= (4; 2 ; 5),
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а  = ( - 1; 1; 0).

б) а  = ( - 1; 0; 1),

а2 = (2; 1; -  3),

а 3 = (0; - 1; 1),

в) ах = (1; 0; - 1; 2 ) ,

а2 = (3; -  1; 0; 2Х

а; = ( 0; 1; 2 ; - 1).

4. Довести, що вектори ах =(2;1; -  3), а2 = (1; 0; 1),

а 3 = (0; 2 ; 1) утворюють базис в просторі R3 та розкласти в цьому 

базисі вектор d  = (0; -  2 ; 10).

Тема 4. Рівняння прямої та площини

4.1. Різновиди рівняння прямої на площині

Означення. Рівняння F (x, у ) = 0 називається рівнянням 
деякої лінії на площині, якщо це рівняння задовольняє коорди­
нати (x,y ) будь-якої точки, що лежить на цій лінії, і не задо­
вольняє координати жодної точки, що не лежить на цій лінії.

Рівняння F  (x, y ) = 0 буде рівнянням прямої на площині, як­
що функція F  є лінійною відносно х та у.

Пряма на площині може бути задана різними способами: то­
чкою і вектором, паралельним даній прямій; двома точками; точ­
кою і вектором, перпендикулярним до цієї прямої тощо. Різним 
способам завдання прямої відповідають різні види її рівнянь.

Рівняння прямої, що проходить через задану точку пара­
лельно до заданого вектора.

Відомі координати точки M 0 (x0; y  0), що належить прямій L ,

і координати вектора l (m, k ), паралельного прямій (рис. 1).
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Потрібно вивести рівняння прямої L як сукупності точок, 
координати яких задовольняють це рівняння.

Означення. Будь-який вектор l (m, k ) паралельний до прямої 
або який лежить на цій прямій, називається напрямним векто­
ром прямої.

Візьмемо змінну точку M (x; y ) на прямій L , тоді вектори

M 0 M (x -  x0; y  -  y 0) і l (m; k ) є колінеарними.
З умови колінеарності цих векторів випливає пропорцій­

-  0 -  0ність відповідних координат, тобто    = -------- .
т к

Отримане рівняння називається канонічним рівнянням  
прямої на площині.

Рівняння прямої, що проходить через дві точки
Відомі координати двох точок на прямій L : M 1 (x^ y1) та 

M 2 (x2; y 2) (Рис. 2). Складемо рівняння прямої L . Вектор

M M 2(x2 -  x j;y 2 -  y j) лежить на прямій l , отже, це напрямний 
вектор прямої L  (рис. 2 ).
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X

Рис. 2

Якщо у канонічне рівняння прямої замість координат точки 
M  0 (x0; y  0) підставити координати точки M 1 (x1; y 1), а замість ко­

ординат цієї напрямного вектора l (m; k ) підставити координати 
іншого напрямного вектора прямої -  вектора

M M 2 (x2 -  x ; y 2 -  у1), то одержимо рівняння прямої за двома 
точками:

x -  x 1 = y  -  У1
x 2 -  x 1 У 2 -  У1 ’

Рівняння прямої у  відрізках на осях.
Відомо, що пряма L відсікає на осях координат відрізки до­

вжиною а і b (рис 3). Складемо рівняння цієї прямої. Точки пере­
тину прямої L з осями координат: M 1 (а; 0), M 2 (0; b). Використа­
ємо рівняння прямої за двома точками і одержимо: 

х -  а = у  -  0
0 -  a b -  0 ’

-
 = ,—  + 1= ,
-

ЭС V  1 • •• • ч •—  + —  = 1 -р івн ян н я  прямої у  відрізках на осях, де а -
а Ь

довжина відрізка на осі Ох, a b -  довжина відрізка на осі Оу.
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Рівняння прямої, що проходить через задану точку пер­
пендикулярно до цього вектора.

Відомі координати точки M 0 (x0; у 0) прямої і координати

перпендикулярного вектора n(A; B ) (Рис. 4) . Нехай M (x; у ) -  де­

яка змінна точка на прямій, тоді вектори M 0M  (x -  x0; у  -  у 0)

та n(A; B ) перпендикулярні.
З умови перпендикулярності векторів випливає, що

M 0 M • n = 0, звідки одержимо A (x  -  x0) + B(y -  у 0) = 0 -  рів­
няння прямої, що проходить через задану точку перпендику­
лярно до цього вектора.

ЖУ L

О х

Рис. 4
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Загальне рівняння прямої та його частинні випадки
Якщо в рівнянні A(x -  x0) + B(y -  у 0) = 0 розкрити дужки і

= -  0 -  0 
ня прямої на площині

А х  + B y  + С  = 0 , де А, В -  координати перпендикулярно­
го вектора, причому А, В Ф 0 одночасно.

Дослідження загального рівняння прямої.
C

-  Якщо А  = 0 , то рівняння By + С = 0 або у  = -  в  визна­

чає пряму, паралельну осі Ох;
C

-  Якщо В = 0, то пряма х =  визначає пряму, паралельну
А

осі Оу;
A

-  Якщо С = 0, то пряма у  =  х визначає пряму, що про­
В

ходить через початок координат;
= = =
= = =

Нормальне рівняння прямої
Вектор, опущений з початку координат перпен­

дикулярно на пряму, називається вектором нормалі цієї прямої. 
Нехай відома відстань р  від точки 0(0; 0) до прямої L , тобто

Р ОР відомо кут а  між вектором нормалі і додатним напря­

мом осі Ох (рис. 5). Потрібно скласти рівняння прямої L.

Координати вектора нормалі ОР знайдемо як проекції його 
на осі координат:

пр.х ОР = р  а , пр ОР = р  •sin а , де а  -  кут між векто-
- >

ром ОР і віссю Ох.
Точка Р прямої L має такі ж самі координати, що й вектор

O P , тобто P(p  cos а ; p  sin а ) .
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Рис. 5

Складемо рівняння прямої L за точкою Р (р  cos a  Р sin а )  і

перпендикулярним вектором р{р  COS a \  р  sin а  '■

p  cos a(x  -  p  cos а ) + p  sin a (y  -  p  sin a ) = 0, звідки одержи­
мо нормальне рівняння прямої на площині:
х  cos а  + y s in a  -  р  = 0 , де р  -  довжина перпендикуляра, опуще­
ного на пряму з початку координат (p > 0), а а  -  кут між цим 
перпендикуляром і додатним напрямом осі Ох.

Якщо загальне рівняння прямої Ах + Ву + С = 0 помножити

на нормуючий множник и = ± —=   ̂ , де знак обирається про-
лі A 2 + B 2

тилежним до знака вільного члена С, то одержимо нормальне рів­
няння прямої на площині.

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.
Точка B(0; b) і кут в  однозначно визначають пряму L на 

площині (рис. 6).
Дійсно, y  = MC + CN = BC • tgp  + b = x • tgfi + b 
Позначимо k = tgp  і одержимо шукане рівняння прямої з 

кутовим коефіцієнтом
у  = kx + b , де к -  кутовий коефіцієнт прямої, в  -  це кут 

між прямою і додатним напрямом осі ОХ.
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Рівняння прямої, що проходить через задану точку
у  вказаному напрямі 

Відомі координати деякої точки M 0 (x0; y0) прямої L  та кут 
нахилу в  її до осі Ох (рис. 7).

Скористаємося рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом
y  = kx + b .

Підставляючи в нього координати даної точки M  0 (x0; y  0) і 
кут в  9 знайдемо значення Ь = у 0 -  кх0. Шукане рівняння прямої 
набуває вигляду y -  y0 = k (x -  x0).

Якщо k  -  змінна величина, то це рівняння описує пучок 
прямих , які проходять через точку M 0 (x0; y 0).
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Кут між прямими, заданими канонічними рівняннями, ви­
значається кутом між напрямними векторами цих прямих

l1 (m1; k1) т а І 2 (m2; k2) (рис. 8).

4.2. Кут між двома прямими

Косинус кута між ними cos^ = —1І • 12 т т  + к к12  1 2

І. • 122 Vmr + kj2 V  m2 + k22

Звідси випливають умови паралельності і перпендикулярно­
сті прямих Ц та Д :

^ ^ ш k ^ ^
L\\L, о  І j 112 о  —L = —L, L1 ±  L2 о  l, ±  12 о  m1 m 2 + k 1k 2 = 0.

2 2
Кут між прямими, заданими загальними рівняннями 

Д х + B1 y  + C  = 0 т а  A2 х + B2y + C2 = 0, визначається куТом між

нормальними векторами n 1 (Д ; B1) та n 2 (Д ; В2) цих прямих

, . .  .  п, • п 2 Д Д2 +  В 2 В 2

(рис. 9), тобто c o s ^ 12 12

п 1 • П2 4 A T B  • J A T W 2

звідки випли-

^  ^  А В  ^ ^
ває, що Ц\\Ь о п  1ІД2 о  — = —  , Ц ± Д  о п х L n 2 о Д Д  +В В =0.

А  в 2
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Рис. 9

Кут між прямими, заданими рівняннями з кутовими коефі­
цієнтами у  = к1х + Ьхта у  = к2х + Ь2 визначається з рівності 
а 2 = а 1 + р  (рис. 10), звідки (р = а 2 -  а 1,

/ ч tg а 2 -  tgа, к -  к ,
tgp = tg(а2 - а 1 )= -----     = —-----  . Отже, маємо

І + ^ а ^  а 2 1 + к ф2
к 2 -  к1 . . .

tgP = ---------- 5 звідки випливають умови паралельності і перпен-
\ + к X

дикулярності прямих Lx m a L 2\ АІІ^2 о  к1 = к 2,

L1 ^  L2 1 + к к = 0, к1 к = -1, к1 = ------.
1 L 1 L J  1 L J  I / 2
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4.3. Відстань від точки до прямої

Відстань від точки М 0(х0;у0) до прямої L дорівнює довжи­
ні перпендикуляра М 0М 1? опущеного з точки М 0 на пряму 
(рис. 11). Складемо рівняння прямої М 0М 1? як рівняння прямої, 
що проходить через дану точку M  0 (х0; у  0) паралельно до даного

звідки В(х -  х0) - A(y -  У0 ) = 0.

НЯНЬ і

вектора n(A; В ): Х J °

Координати точки M 1 (х; у ), як точки перетину прямих L і 
М 0М 1 задовольняють рівняння обох прямих, тобто систему рів- 

Ах + By + C = 0

В(Х -  Х 0 ) - А ( У -  У 0 ) = 0 '
Після перетворень

(а  2 + В 2 )((х -  х 0 ) + (у -  у  0 ) )= (Ах 0 + Ву 0 + С)

(А2 + В 2 )• d 2 = (Ах 0 + Ву 0 + С )2, звідки

d  =

одержимо

(Ах„ + Ву 0 + С У _ \  Ах 0 + Ву, + С

а  1 + в  2 З а  2 + в  2 ■
-  відстань від точки_M  0 (х0' у 0) до прямої Ах + Ву + С = 0.
Приклад. Трикутник ABC заданий своїми вершинами 

А(-2; -1), В(4; 3), С(6; 1). Знайти : а) рівняння сторони ВС та за­
писати його у відрізках на осях;
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б) рівняння прямої, яка проходить через точку А паралельно 
до ВС;

в) рівняння та довжину висоти АН.
Розв ’язання
а) Рівняння сторони ВС складемо як рівняння прямої, що

• • х -  х1 у  -  у 1 ,проходить через дві задані точки  = --------- , підставивши в
2 -  1 2 -  1 

це рівняння координати точок В(4; 3) і С(6; 1), а саме:
х -  4 у  -  3 х -  4 у  -  3 / .

 = ------ , х - 4  = -(у -3 ) , звідки х + у  - 7  = 0 -
- ­

рівняння сторони ВС.
Перепишемо це рівняння у вигляді рівняння прямої у відріз­

ках на осях — + — = 1 , поділивши обидві сторони рівняння 
а b
X  V

х + у  = 7 на 7: 7  + 7  = 1. Отже, а = 1,Ь = 1 -  відрізки, які відти­

нає пряма ВС на осі Ох і та осі Оу відповідно.
б) Застосовуємо рівняння прямої, яка проходить через зада­

х -  х0 у  -  у  0 іну точку паралельно до заданого вектора = ---------, підста­
ві к

вивши в це рівняння замість точки М 0 (х0; у  0) точку А(-2; -1), а 

замість напрямного вектора І (m; к ) -  вектор

ВС= (6 -4 ; 1-3) = (2; -2 ). Одержимо, Z- - 2 = ^  = у-+1 ,

звідки х + у + 3 = 0 -  рівняння шуканої прямої.
в) Складемо рівняння висоти АН, застосовуючи рівняння 

прямої, що проходить через задану точку перпендикулярно до за­
даного вектора А ( х - х 0) + В ( у - у 0) = 0, підставляючи в це рів­
няння замість точки М  0 (х0; у  0) точку А(-2; -1), а замість вектора

n(A; В ) -  вектор ВС (2; -  2):
2( х + 2) - 2(у  +1) = 0, звідки х -  у  + 1 = 0 -  рівняння висоти АН. 
Обчислимо довжину висоти АН , використовуючи формулу 

відстані від точки до прямої, підставляючи в неї замість точки
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М 0 (х0; у 0) точку А(-2; -1), а замість коефіцієнтів А,В,С -  коефі­
цієнти прямої ВС (х + у  -  7 = 0) 1, 1 і -7  відповідно:

AH  ■ „  ,  1 2|; + ^ 1 ) - 7 , ! = 1 2  ,  = 5=2.
Л 2 + 12 V2 V2

Приклад. Скласти рівняння двох прямих, що проходять че­
рез точку d (-2; 1), з яких одна паралельна, а друга -  перпенди­
кулярна прямій 5х -  2у + 4 = 0.

Розв ’язання
Застосовуємо рівняння пучка прямих у  -  у 0 = к(х - х 0), під­

ставляючи замість точки М 0 (х0; у 0) точку D (-2; 1), а замість к -  
шукані кутові коефіцієнти прямих; одержимо у  -1  = к (х + 2).

Знайдемо кутовий коефіцієнт прямої 5х - 2 у  + 4 = 0. Для

5 + 2 к 5цього виразимо у  через х: у  = — х + 2, звідки к0 = —.
*2. *2.

Якщо шукана пряма у - \  = к ( х + 2) паралельна до заданої,

то к = к0 = —. Одержимо у -1  = — (х + 2), 2у -  2 = 5х +10, звідки 
2 2

5 х -2 у  + 12 = 0 -  рівняння шуканої прямої, паралельної до зада­
ної.

-  = +
1 2 2

даної, то к = -----= — , тоді у  -1  = —  (х + 2), 5у  -  5 = -2 х -  4,
0

звідки 2х + 5у -1  = 0 -  рівняння шуканої прямої, перпендикуляр­
ної до заданої прямої.

4.4. Пряма і площина в просторі

Різновиди рівняння площини в просторі.
Рівняння площини, що проходить через задану точку пе­

рпендикулярно до заданого вектора.
Нехай М0 (x0;y 0;z0) -  задана точка площини, вектор

=
змінна точка площини (рис. 12).
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Рис. 12

——
Оскільки Я = (А;В; С) 0М  (х - х 0;у  - у 0;z -  z 0), то
—

n - М 0М  = О, звідки маємо А ( х - х 0) + В ( у - у 0) + C ( z - z 0) = 0 -  
шукане рівняння площини.

Загальне рівняння площини
У рівнянні A(x -  x 0) + B(y -  y 0) + C (z -  z 0) = 0 розкриємо

= -  0 -  0 -  0 
Ax + By + Cz + D = 0, яке називається загальним рівнянням пло­
щини в просторі. У ньому А, В і С -  координати перпендикуляр­
ного до площини вектора Я = (А; В\ С), який називається норма­
льним вектором площини.

Наводимо без доведення теорему.
Теорема. Будь-яке рівняння першого степеня відносно х, у, z 

визначає площину в просторі. Будь-яка площина у  тривимірному 
просторі визначається лінійним рівнянням Ах + By + Cz + D = 0.

Дослідж ення загального рівняння площини
1. Якщо А = 0, то площина By + Cz + D = 0 паралельна осі Ох;
2. Якщо B = 0, то площина Ax + Cz + D = 0 паралельна осі Оу;
3. Якщо С = 0, то площина Ах + By + D = 0 паралельна осі Oz;
4. Якщо D = 0, то площина Ах + By + Cz = 0 проходить че­

рез початок координат.
5. Якщо А = В = 0, то площина Cz + D = 0 паралельна пло­

щині хОу;
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6. Якщо А = С = 0, то площина By + D = 0 паралельна пло­
щині xOz;

7. Якщо В = С = 0, то площина Ах + D = 0 паралельна пло­
щині yOz.

8. Якщо А = D = 0, то площина By + Cz = 0 проходить через 
вісь Ох;

9. Якщо В = D = 0, то площина Ах + Cz = 0 проходить через 
вісь Oy;

10. Якщо С = D = 0, то площина Ах + Ву = 0 проходить че­
рез вісь Oz.

11. Якщо А = В = D = 0, то одержимо z = 0 — площина уОх;
12. Якщо А = С = D = 0, то одержимо у = 0 -  площина xOz;
13. Якщо В = С = D = 0, то одержимо х = 0 -  площина yOz.

Рівняння площини у  відрізках на осях
Поділимо обидві сторони рівняння Ах + By + Cz + D = 0 на 

(-D) і одержимо:
x y  z+ — -—  + ----------= 1.

- D / A  - D / B  - D / C  
Знайдемо перетин площини з осями координат:

-  з віссю Ох: y=z=0, звідки x = - — = a;
А

-  з віссю Oy: x=z=0, звідки y  = - B  = b;

-  з віссю Oz: y=x=0, звідки z = -  В  = c.
C

Тоді рівняння площини у відрізках на осях набуде вигляду:
x y  z-  + — + -  = 1, 
а b с

де a, b, c -  відрізки, які відсікає площина відповідно на осях Ox, 
Oy, Oz.

Рівняння площини, що проходить через три задані точки
Нехай задано три точки площини: 

і M3(x3; y3; z3), а M(x;y;z) -  деяка змінна точка площини (рис. 13).
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X
- Х 1 У - 1

Z
- 1

Х 2 -  Х1 У 2 -  Уі Z 2 -

Х 3 -  Х1 У 3 -  Уі Z 3 -

Вектори ТЦМ =(х-Хі \ у - y y z - zx\  МгМ2 =(х2 -х у  у2 -у у  z2 - z x)

і М ХМ 3 = (х 3 - х  у у 3 -  у  у z3 - z  ̂  лежать у шуканій площині, тобто
компланарні, тому мішаний добуток цих векторів дорівнює нулю

^  ^  ^  

м 1 м  • м 1 м 2 • м 1 м 3 = 0 .
Перепишемо цю рівність в координатній формі і одержимо 

рівняння площини за трьома заданими точками:

=

Нормальне рівняння площини
Нормальне рівняння площини виводиться аналогічно нор­

мальному рівнянню прямої на площині і має вигляд:
х cos а  + y  cos в  + z cos у  -  p  = 0,

де с os а , cos в , cos у  -  напрямні косинуси вектора нормалі, тобто 
вектора, опущеного з початку координат перпендикулярно на пло­
щину; p -  довжина вектора нормалі (р>0);со^ а+ со і  в + со і  у=\.

Для того, щоб від загального рівняння площини перейти до 
нормального рівняння, треба обидві сторони останнього домно- 
жити на нормуючий множник

1
р = +■

Л л гТ в г + с 1
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де знак “+” або обирається протилежним до знака вільного 
члена D в загальному рівнянні площини.

4.5. Кут між площинами

Нехай площини а 1 та а 2 задані своїми загальними рівнян­
нями A1 х + B1 y  + C1 z + D1 = 0 та A2 х + B2y  + C2 z + D2 = 0 відпо­
відно.

Кут ф між площинами а 1 та а 2 визначається кутом між їх­
німи нормальними векторами п1 = (А у В у С ^  і п2 = (А2\В2\С2), а 
саме:

COS(p В ' П 2 4 4  + в  д  + с  Д

в • в а ;  + в ;  + с ;  У  а ;  + в ;  + с  22

Умови паралельності та перпендикулярності площин

а  || а 2 ^  П1 || П2 ^  —  = —  = — ,
іМ 2 іМ 2 A2 B2 C2

а, ±  а 2 ^  п  ±  П 2 ^  п  • П 2 = 0 або A A 2 + B, B2 + C C  2 = 0.1 2 12 12 1 2

4.6. Відстань від точки до площини

Наведемо без доведення формулу для обчислення відстані 
від точки M 0(x0;y0;z0) до площини Ах + By + Cz + D = 0:

d  = Ах0 + By  0 + Cz0 + D

-JA1 + B 1 + C 1 '

Приклад. Знайти висоту AH  піраміди ABCD , заданої свої­
ми вершинами А(1; -  2; 3), B(-2; 0; -1), C (-1; -1 ; 2), D(0; 1; 0). 

Розв ’язання
Знайдемо рівняння площини BCD як рівняння площини, що 

проходить через три заданих точки:

0,
х + 2 y  -  0 z +1 х + 2 y  z +1

-1  + 2 -1  -  0 2 +1 = 0, звідки 1 -1  3
0 + 2 1 -0 0 +1 2 1 1
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(х + 2) • (-4) - у  • (-5) + (z +1) • 3 = О, -  4х -  8 + 5у + 3z + 3 = О, 
4х -  5у - 3 z  + 5 = 0 -  рівняння площини BCD.

Знайдемо висоту AH  як відстань від точки А(1; -  2; 3) до 
площини BCD за формулою відстані від точки площини, а саме:

AH = d  = И - ' - 5 <-2>-  3 3  + 5І = J L  = -1» ==П.
■Д2 + (-5 )2 + (-3 )2 л/50 5л/2

Приклад. Скласти рівняння площини, яка проходить через 
точку А (1; 2; -1) паралельно векторам а = (3; 0; 1) та b = (-2; 1; 3).

Розв ’язання
Шукана площина паралельна площині векторів а і b , отже, 

нормальний вектор площини векторів а і b може бути нормаль­
ним вектором шуканої площини. Знайдемо нормальний вектор 
площини як векторний добуток векторів а і b :

i j  k
= - і  -11  j  + 3k, тобто П = (-1; -11; 3).n = a x b З 0 1

-  2 1 3

Скористаємося формулою рівняння площини, що проходить 
через задану точку перпендикулярно до заданого вектора.

Одержимо -1(х -  1) -  11(y -  2) + 3(z + 1) = 0, звідки х + 11y -  
-  3z -  26 = 0 -  шукана площина.

4.7. Різновиди рівняння прямої у просторі

Канонічне рівняння прямої у  просторі
Нехай відомі точка М 0(x0',y0',z0) прямої та її напрямний век­

тор l = (m; k ; p ) , а M (x ;j;z ) -  деяка змінна точка цієї прямої. 

Оскільки l || M 0 M  = (х -  х0; y  -  y 0; z -  z 0), то з умови паралельно­
сті векторів випливає канонічне рівняння прямої у просторі:

х -  х0 = y  -  y 0 = z -  z0 
m k p
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Параметричні рівняння прямої
Якщо позначити через t спільне значення відношень каноні­

чного рівняння прямої, то одержимо параметричні рівняння пря­
мої в просторі, а саме:

х -  х  0 

т
y  -  у  0

k
z -  z  0

= t

t звідки

=
p

прямої в просторі, 
де t -  параметр, t є r .

х = х 0 + mt

У = У 0 + kt 
z = z  0 + Pt

параметричні рівняння

Рівняння прямої за двома точками
Якщо M 1(x1;y1;z1) і M 2(x2;y2;z2) -  відомі точки прямої, то

—

вектор М ХМ 2 = (х2 - х ^  у 2  -  у у  z 2  -  z Д є напрямним вектором 
цієї прямої.

Підставляючи в канонічне рівняння прямої у просторі за­
мість M 0(x0;y0;z0) точку M 1(x1;y 1;z1), а замість вектора
 і ——

І =(т\к \р)  вектор М ХМ 2 = (х2 - х у  у 2  -  у у  z 2 -  z  1), одержимо 
рівняння прямої за двома точками:

х -  х1 У -  У1 z -  z1
Х2 - х 1 ^2 - У1 -2 1

Рівняння прямої як  перетин двох площин
Якщо пряма є спільною прямою двох площин, то її можна 

подати у вигляді системи двох рівнянь, які описують ці площини, 
а саме:

А х + B1 у  + C1 z + D1 = 0
А2 X + B2 У + C2 z  + D2 = 0.

Для того, щоб звести цю систему рівнянь до канонічного рі­
вняння прямої, достатньо обчислити будь-які дві точки системи 
та підставити їх у рівняння прямої за двома точками.
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мої <

Приклад. Знайти канонічне та параметричні рівняння пря-
2х + 3y -  16z -  7 = 0 

3х + у  - 17z = 0

Розв 'язання
[2 х + 3 y  = 16 z + 7 

Перепишемо систему рівнянь у вигляді: <
I 3x + y = 17z

Виразимо змінні х та у  через змінну z, застосовуючи, наприклад,

правило Крамера х

16 z + 7 3

Ах 17 z 1
А = 2 3

3 1

7 -3 5 z  
-  7

= -

= t y  = 
У А

2 16z + 7
3 17 z = -  14z -  21

2 3 = -  7
3 1

= 2z + 3. Отже, х = 5z -  1, y  = 2z + 3.

Надамо змінній z два будь-яких певних значення, наприклад
2 =

5 • 0 -1  = -1, y1 = 2 • 0 + 3 = 3 та х2 = 5 • 1 -1  = 4, y  2 = 2 • 1 + 3 = 5. 
Отримали два розв’язки системи рівнянь -  дві точки 

M 1 (-1; 3; 0) і M 2 (4; 5; 1), які належать шуканій прямій.

=
=

Підставляючи ці точки у рівняння
-

2 -  1
У - У1
У 2 -  У1 -2 1

одержимо канонічне рівняння прямої у просторі
+ -  -  + - = ------ = --------. зв ідки------- = -------- = —

1
шукане кано-

+ - -
=

прямої.
Прирівнявши рівні частки до параметра t, одержимо параме­

тричні рівняння прямої в просторі
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X +  l
 = t

5
У -  3 =

Z
-  = t 
1

= -  + 
у  = 3 + 2t де t є R. 

z = t,

4.8. Кут між прямими

Кут між двома прямими L, та L2, заданими канонічними рі-
x -  x, у  -  у, z -  z, x -  x 2 у  -  у 2 z -  z 2ВНЯННЯМИ  L =  L =  L та  L =  L =  L, ви-

rn! k, p, m2 к 2 P 2
значається кутом (p між напрямними векторами І, = { т у к у р , )  та 

l2 = (m2; к2; p 2) цих прямих, а саме:

I, ■ l 2 m, m 2 + k , + P, P 21 2
COS(p -  -

, 2
I  -I I  I  I I  7 I  I

4  +K +P, Ч т2 + к 2 + P 2 
Умови паралельності та перпендикулярності двох прямих у 

просторі випливають з умов паралельності та перпендикулярнос­
ті їхніх напрямних векторів

L, | | 4  о ш  о m  = кг  =
2 2 2

L, 1  L  о  1, 1 Т2 о  7, ■ 7г = 0 о  m, mг + к, к2 + p, p г = 0.

4.9. Кут між прямою і площиною

L
x -  x 0 у -  у  0 z -  z 0 .
 = --------= --------- , а площина у  задана загальним рівнян-

т к р
ням Ax + Ву + Cz + D = 0.

З курсу геометрії відомо, що кут між прямою і площиною
L

ну (рис. 14), тобто кутом ф.
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Нехай а  -  кут між нормальними векторами n =(A; В; C ) і

=
що (р + а  = 90°, виразимо кут р  через а  : (р = 90° -  а , звідки

І ■п Ат + Вк + Срsinp  ^ o s a
l ■п 2 ■ к 1 + p'- ■V A 1 + В 2 + C 1 '+

Рис. 14

Умови паралельності і перпендикулярності прямої і площини
L || у о  l 1  n о  Am + Вк + Cp = 0,

j і fu  r m к p  L 1  у  о  I \\n о  — = — = —.
A B C

Знаходження точки перетину прямої і площини

Для відшукання точки перетину прямої * - *0 У- У0 Z - Z 0

т k р
та площини Ах + By + Cz + D = 0 треба розв’язати систему рів-

' x  -  x  0 = у  -  у  0 = z  -  z  0

нянь < m к p  , Для чого перейдемо від канонічно-
Ax + Ву + Cz + D = 0,

то рівняння прямої до її параметричних рівнянь 
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х = х 0 +mt, у  = у 0 + Ш, z = z 0 + pt.
Підставивши їх у загальне рівняння площини, знайдемо зна-

= 0 0 
раметричні рівняння прямої і знаходимо шукану точку
M  „( *„; у  z  Д

Приклад. Знайти кут між прямою
x -  2 у  -  3 Z 4

1 1 2 
площиною 2x + y + z -  6 = 0 та точку їхнього перетину.

Розв ’язання
Підставляючи у формулу кута між прямою і площиною ко­

ординати напрямного вектора прямої І (1; 1; 2) і нормального век­
тора площини Л(2; 1; 1), одержимо значення синуса шуканого кута

1 ■ 2 + 1 ■ 1 + 2 ■ 1
Sin(p 5 . 5= —, звідки (p= arcsin —

6 6+ 12 + 2 2 ■V2 2 + 12 + 12
Для відшукання точки перетину прямої і площини необхід-

у - 3
но розв язати систему рівнянь

- -
1 1 2

2x + y + z - 6  = 0.
Перейдемо від канонічного рівняння прямої до її парамет­

ричних рівнянь
х - 2  

1
у -  3 

1
z -  4

= t

= t
= +  

у  = 3 + t
z = 4 + 2t.

Підставимо значення x, у, z  з останньої системи рівнянь в рі­
вняння площини 2x + y + z -  6 = 0 і знайдемо значення параметра
t: 2(2 + 1) + (3 + 1) + (4 + 2t) -  6 = 0, звідки t = -1.

= -

і одержимо шукану точку
X - =
у = 3 - 1=2 

z = 4 + 2 ■ (-1) = 2.
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Отже, точка М(1; 2; 2) -  точка перетину прямої і площини.

Завдання для самостійної роботи

1. У трикутнику ABC з вершинами A(-3; -2), B(5; 4), C(7; -4) 
знайти:

а) рівняння сторони АС;
б) кут А;
в) рівняння і довжину висоти АН;
г) рівняння прямої, що проходить через точку А паралельно 

стороні ВС і прямої, що проходить через точку А перпендикуляр­
но стороні АВ.

д) периметр AABC 
є) площу AABC
2. Знайти кут між прямими:
а) 3x -  2у  + 5 = 0, 2x + 3у  -1  = 0;

x у  л x -1  у  + 2
б) -  + — = 1 , -------=------- ;

4 3 2 -  3
в) у  = 2х + 5 , х -  у  + 1 = 0 .
3. Скласти рівняння площини, що проходить
а) через точку N(3; -1; 2) паралельно площині 5x -  2у+ z -1=0;
б) через три точки А(-3; 2; 1), В(0; -1; 2), С(5; 1; 0);
в) через точки А(2; -1; 2) і В( 1; 3; -1) перпендикулярно пло­

щині х -  у  -  z + 3 = 0.
4. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку 

А(— 1; 2; 3) паралельно прямій
х -  у  + z -  2 = 0 

x + 2 у  — z +1 = 0.
5. Знайти кут між
а) площинами 3 x -2 y  + z -  l = 0 та x + 2 y - 3 z  + 5 = 0;

. x - 1  у  + 2 z
б) між прямою ------ = -------- = — та площиною

2 -  3 4
2x -  у  + 3z -  1 = 0.

x -  5 у  +1 zа )  =  ----- = б)
2 -  4 3
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Тема 5. Криві лінії другого порядку

Означення. Кривими лініями другого порядку називають 
лінії, координати точок яких задовольняють рівняння другого 
степеня відносно цих координат.

До кривих другого порядку на площині належать: коло, 
еліпс, гіпербола, парабола.

5.1. Коло

Означення. Колом називається геометричне місце точок 
площини, рівновіддалених від фіксованої точки -  центра кола на 
відстані радіуса кола.

Нехай M 0 (x0; y 0) -  центр кола, R -  радіус кола (рис. 1), а
M  (x; y ) -  деяка змінна точка кола.

Рис. 15

За означенням кола M  0 M = R , де M 0M  = (х -  х 0; y  -  y 0)

звідки випливає, що y(x -  x0 )2 +(y -  y 0 )2 = R . Піднесемо до ква­
драта обидві сторони рівняння і одержимо рівняння кола: 
(x -  x„)2 + (у - у 0 ) 2  = ів2.

Якщо в цьому рівнянні х0 = 0, у 0 = 0, то одержимо рівняння
2 , 2 D 2кола з центром у початку координат х + у  = к  .

Обидва рівняння називають канонічними рівняннями кола. 
Якщо в рівнянні (x -  x 0 )2 + (y -  y  0 )  = R 2 розкрити дужки, то
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одержимо загальне рівняння кола х 2 + у 2 + Ах + Ву + С = 0, де 
A = - 2 х 0 , B = -2 у 0, C = х 02 + у 02 -  R 2.

Приклад. Знайти координати центра і радіус кола, заданого 
рівнянням 4х 2 + 4у2 + 8х -  16у -  61 = 0.

Розв ’язання
Виділимо повні квадрати при X та у
4(х’ + 2х ) + 4(у2 -  4у ) -  61 = 0
4(х2 + 2 х +1 -1 )+  4 (у2 -  4 у  + 4 -  4 ) -6 1  = 0
4(х + 1)2 -  4 + 4(у -  2)2 -1 6  -  61 = 0

4(х + 1)2 + 4(у -  2)2 = 811:4

(х + 0 + (у  -  2) =

Отже, центр кола знаходиться у точці М 0 ( - 1;2), а радіус ко- 
9

ла R = — = 4,5.
2

5.2. Еліпс

Означення. Еліпсом називається геометричне місце точок 
площини, сума відстаней яких до двох заданих точок, які назива­
ють фокусами еліпса, є величиною сталою (позначимо її 2а).

Нехай F1,F2 -  задані точки -  фокуси еліпса (рис. 2). Вісь Ох 
проведемо через фокуси, а вісь Оу -  через середину відрізка F1F2 

перпендикулярно до осі Ох.

Рис. 16
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Позначимо відстань між заданими точками F , F2 через 2с, 
тоді F  (-  c; 0), F2 (c; 0).

Нехай M  ( х; у ) -  довільна змінна точка еліпса, тоді за озна­
ченням еліпса маємо: FXM  + F2M  = 2а.

Перепишемо цю рівність в координатній формі й одержимо 
-у/(х + c)2 + у 2 + д/(х -  c)2 + у 2 = 2 a .

Перенесемо другий радикал в праву частину, піднесемо 
обидві частини до квадрата і, виконавши тотожні перетворення, 
одержимо:

V(x + c)2 + у 2 = 2a -д /(х  -  c)2 + у 2

х 2 + 2xc + c2 + у 2 = 4a2 + х2 -  2xc + c2 + у 2 -  4a^/(х -  c)2 + у 2

4xc -  4a = - 4a^/(x -  c) + у

a 2 -  xc = a^(x  -  c)2 + у 2 .
Піднесемо знову до квадрата обидві частини рівняння, одер­

жимо:
a4 -  2 a2 xc + х2 c 2 = a 2 (x2 -  2xc + c2 + у 2) 
a 4 -  2 a2 xc + x 2 c 2 = a 2 x 2 -  2 a2 xc + a 2 c 2 + a 2 у 2

4 22 / 2 2 \ 2 . 22a -  a с = (a -  с )x + a у
2(2  2 \ / 2 2 \ 2 .  22a (a -  с )=(a -  с )x + a y .

З трикутника FXMF2 маємо, що 
F M  + F2M  > F  F2, тобто 2a > 2c, a > c .

2 > 2 2 -  2 > 2 -  2
7 2 2 2= -

Останнє рівняння набуває вигляду a 2b2 = b 2x 2 + a 2y 2, поді-
x 2 2

лимо обидві частини на a 2 b2; маємо 1 = —  + ^2  ̂2
2 2

a 2 F

Отримали канонічне рівняння еліпса: —  + —  = 1, яке є рів-
а 2 Ь2

нянням другого степеня відносно х та у.
Дослідимо це рівняння.
1. Змінні х та у входять у рівняння еліпса у парних степенях, 

тому еліпс є фігурою симетричною відносно осей Ох та Оу. Точка 
О(0;0) є центром симетрії еліпса і називається центром еліпса.
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2. Знайдемо вершини еліпса як перетин його з осями коор­
динат:

2X
-  з віссю Ох: у  = 0, —  = 1, х2 = а 2, х = ±а\

а 2
2

-  з віссю Оу: x = 0, —  = 1, у 2 = b2, y  = ± b .
b2

Отже, маємо дві вершини еліпса на осі Ох: Д ( - а ;0), Д (а ;0) 
і дві вершини на осі Оу: B1 (0; b), B2 (0; -  b).

Відрізок Aj A2 = 2a називають великою віссю еліпса, відрі­
зок а -  великою піввіссю еліпса, відрізок Вг B2 = 2b -  мала вісь 
еліпса, відрізок b -  мала піввісь еліпса.

3. Якщо в рівнянні еліпса а = Ь, то одержимо рівняння кола: 
х 2 + у 2 = а 2. Отже, коло -  це частинний випадок еліпса.

4. Подальші дослідження рівняння еліпса показують, що 
еліпс має форму овалу, який вписується у прямокутник зі сторо­
нами 2а і 2b з центром у точці 0(0;0) з двома взаємно перпенди­
кулярними осями симетрії -  осями координат (рис. 17).

Рис. 17

Означення. Ексцентриситетом еліпса називається від­
ношення відстані між фокусами еліпса до довжини його великої

2c cосі, позначають є
A, A 2 а а
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Оскільки с < а, то є < 1. Величина ексцентриситету вказує на 

форму еліпса. Це видно із співвідношення: — =b 4 а a - cc
а a

= 4 1—є

Якщо є = 0, то b = а, тобто маємо коло. Якщо є збільшу­

ється, то дріб — зменшується, що означає все більше розтягнення 
а

еліпса вздовж осі Ох.
Означення. Директрисами еліпса називаються дві прямі, 

перпендикулярні до фокальної осі еліпса (великої осі, на якій ле­
жать фокуси еліпса), які розміщені симетрично відносно центра

еліпса на відстані — від нього.
є

а
Рівняння директрис еліпса: х = ± —.

є

Оскільки є<  1, то а >а,  отже, еліпс розміщується між
є

його директрисами.
Відрізки F M  = r1, F2M  = r2 називаються фокальними раді- 

точки еліпса.
Наведемо без доведення теорему.
Теорема. Відношення фокальних радіусів довільної точ­

ки еліпса до відстані від цієї точки до відповідних директрис є 
величиною сталою і дорівнює ексцентриситету еліпса:

у  = - у  = -  = є  (рис. 18).
а , а 2 а
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При паралельному перенесенні осей координат в новий поча­
ток M  0 (*0; y  0) рівняння еліпса набуває більш загального виглядуо V 0 ’ S о

\2 ґ \ 2
(* -  * 0 У + (y  — у 0 У = j

a 1 b2 '
Приклад. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо:

а) мала вісь еліпса дорівнює 1 2 , а ексцентриситет еліпса 5 ;

б) • • . 100 . .б) відстань між директрисами еліпса - 3—, а відстань між

фокусами еліпса 1 2 .
Розв ’язання

c 4
а) за умовою 2& = 1 2 , звідки b = 6 ; є = — = —.

а 5
Використаємо співвідношення: Ь2 =а2 —с \  звідки с2 = ct -b 2.

c 4
Піднесемо обидві частини рівності — = — до квадрата, зробимо

а 5
заміну с 2 = а 2 — Ь2 = а 2 —36 і одержимо рівняння відносно а\
c 2 16 a 2 — 36 16 і й 2
—  = — , ---------- = — , після перетворень знайдемо а = 1 0 0 .
а 2 25 а 2 25

* 2 у 2Маємо Ь2 = 36, а 2 = 100, ^ к а н е  рівняння еліпса:------1-----= 1.
100 36

0 2а 100 a 50 .б) За умовою —  = ---- , звідки — = — . Відстань між фоку-
є 3 є  З

сами еліпса 2с = 12, звідки c = 6; є = — = —.
а а

1_г. 6 а 50 .
Підставимо значення є = — у рівність — = —  і одержимо рі-

є
а 50 а 2 50 2 6 • 50

вняння відносно а\ -— = — , —  = — .з в ід к и  а = ------ = 1 0 0 .
3 6 3 3

Знайдемо b2 = а  — с2 = 100 — 36 = 64.
X 2 2

Одержимо рівняння еліпса —— V—  = 1.
100 64
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Означення. Гіперболою називається геометричне місце 
точок площини, модуль різниці відстаней яких до двох заданих 
точок, які називаються фокусами гіперболи, є величина стала 
(позначимо її la ).

Нехай Д , F2 -  фокуси гіперболи. Позначимо Д Д  - 1 с , тоді 
F i -  c;0), F  (c ; 0). Нехай M (х; y ) -  довільна точка гіперболи 
(рис. 5).

5.3. Гіпербола

і

У
і

^ 1  M  (х; у) 

rl ^ ^  /
Г2

F  ^ I F 2 ►
-с 0

w
с  х

Рис. 19

Д M  = у і F2M  = r2 -  фокальні радіуси точки М  гіперболи. 
З означення гіперболи випливає, що у -  г2 =1а.

Перепишемо останню рівність в координатній формі, врахо­

вуючи, що у =уІ(х + c)2 + у 2 , r2 =уІ(х -  c)2 + у 2 .

Маємо: ^ ( х  + c)2 + у 2 - ^ ( х  -  c)2 + у 2 = 2 а .
Виконаємо перетворення, аналогічні тим, які використову­

валися для виведення рівняння еліпса, і враховуючи той факт, що 
для гіперболи с > а і можливе позначення Ь2 = с2 -  а 2, одержимо
канонічне рівняння гіперболи:

2 2  
? _ - У_ = ! 
a 2 b2

Знайдемо вершини гіперболи як точки перетину гіперболи з 
осями координат:

-  з віссю Ох: у  = 0, х 2 = а 2, х = ± а ;
-  з віссю Оу: х = 0, у 2 = - Ь 2.
Отже, гіпербола перетинає вісь Ох в двох точках: 

Д (-  а ; 0), А2(а; 0), які називають дійсними вершинами гіперболи,
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а відрізок ДП 2 = 2 а -  дійсною віссю гіперболи. Рівняння у 2 = -Ь 2 
не має дійсних розв’язків, тому вершини Вх (0; b), B2 (0; -  b) нази­
вають уявними, що свідчить про те, що гіпербола не перетинає 
вісь Оу. Відрізок Bj B2 = 2b називають уявною віссю гіперболи.

Проводячи подальші дослідження рівняння гіперболи, 
з’ясовуємо, що:

-  гіпербола складається з двох нескінчених віток, які є си­
метричними відносно осей координат і початку координат;

-  будь-яка змінна точка M  (х; у ) гіперболи при її віддаленні 
у нескінченість необмежено наближається до однієї з двох пря-

b
мих у  = ± — х , які називають асимптотами гіперболи (рис. 6 );

а
-  кожна гіпербола має так звану спряжену гіперболу, рів-

2 2.. х у  . . b .
няння я к о ї  1------= 1 і яка має ті ж самі асимптоти у = ± — х  і2 2а о а
будується на тому ж самому малюнку, що і сама гіпербола 
(рис. 20). Графік спряженої гіперболи -  пунктирна лінія.

-  фокуси гіперболи знаходяться на дійсній осі (яка лежить 
на осі Ох), зовні прямокутника зі сторонами 2а і 2Ь ,  діагоналі 
якого є асимптотами гіперболи (фокуси спряженої гіперболи зна­
ходяться на осі Оу);
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-  якщо a = b, то така гіпербола називається рівнобічною', її 
рівняння має вигляд: х 2 - у 2 = а 2; асимптоти її є бісектрисами І і 
III та II і IV координатних кутів

Означення. Ексцентриситетом гіперболи називається 
відношення відстані між фокусами гіперболи до довжини її дійс- 

2c c
ної осі: є  = —  = —.

2 а а
Оскільки для гіперболи с > а, то є > 1. Аналогічно еліпсу 

ексцентриситет гіперболи вказує на форму кривої. Зі співвідно-
b -Jo2 -  a-

шення — = -----------
а а м

——  1 = лі є 2 -1  випливає, що коли екс-
а

bцентриситет гіперболи зменшується до 1, то відношення — також
а

зменшується. Це свідчить про зменшення кута між асимптотами і 
віссю Ох та про наближення віток гіперболи до осі Ох. Якщо екс­
центриситет гіперболи збільшується, то зростає кут між асимптота­
ми і віссю Ох, вітки гіперболи все більше відхиляються від осі Ох.

(2
Прямі х = ± — називають директрисами гіперболи. Оскіль- 

b

ки є > 1, то — < a . Це свідчить про те, що директриси гіперболи
є

розмішуються між лівою і правою вітками гіперболи і не перети­
нають їх (рис. 21).
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При паралельному перенесенні початку координат у нову 
точку M  0 (х 0 ; у  0 ) рівняння гіперболи набуде більш загального 
вигляду

(х -  Х0 ї  (У -  У0 )2 = 1
a 2 b2 '

Приклад. Скласти канонічне рівняння гіперболи, фокуси 
якої лежать на осі Ох, якщо:

а) рівняння асимптот гіперболи у  =  ±  ^  х , а відстань між

фокусами дорівнює 26;
б) точки M 1 (6; -1), M 2 (- 8; 2л/2) належать гіперболі.
Розв ’язання

а) з означення асимптот гіперболи випливає, що — = — , звід-
а 12

ки b = 12"а ' Згідно умови 2с = 26, c = 13. Використаємо співвід­

ношення для а, b і с гіперболи Ь2 = с 2 -  а 2 . Підставимо в нього
с  (  5 Л 2

— а = 132 -  а 2, 
1 12 )

звідки а 2 =  144, а = 12. Знайдемо b 2 =  169 - 144 =  25 . Маємо рів-
2 2

няння гіперболи —-----—  =  1.
144 25

б) Точки Mj (6;-1), M 2 (- 8;^л/2) задовольняють рівняння гі­
перболи, тому, підставивши ці точки у рівняння гіперболи, одер­
жимо систему двох рівнянь відносно невідомих а та b :

= 1 1 1
. Позначимо —  = и, — = v. Одержимо систему 

і а 2 Ь2

значення b = — а і с = 13 і одержимо рівняння

36 1
a 2 b
64 8

m  2 b2

рівнянь
36и -  v = 1 
64u -  8v = 1

Розв’язавши цю систему, одержимо

36u -  4u = 1,32u = 1, u = — , v = 4 • —  = -
32 32 8
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Перейдемо до заміни: —  = — , звідки а 2 = 32, — = \ , звід-
а 32 Ь2 8

X V
ш і Ь2 = 8. Шукане рівняння гіперболи-----------= 1.

32 8

5.4. Парабола

Означення. Параболою називається геометричне місце 
точок площини, рівновіддалених від даної точки (фокуса парабо­
ли) і даної прямої (директриси параболи).

Нехай F  -  фокус параболи, l -  директриса параболи, а 
M  (х; y ) деяка змінна точка параболи (рис. 22). Тоді за означен­
ням маємо рівняння параболи: MK = MF

Позначимо відстань між фіксованою точкою F  і фіксова­
ною прямою l через p ; p  = F D . Нехай вісь Ох пройде через точ­
ки F  і D , а вісь Оу -  через середину відрізка DF  перпендикуля-

F

pмає вигляд х = -----.

ґ p \
z ;0

v
а рівняння директриси параболи l

=
ховуючи, що

МК =
і

r p v 'и —
V 2  )

+  (y -  y  )2 =  х +  ^ , MF =

ґ p \ 2
х ----

V 2  )

+ y 2 . Маємо

Рх +-----=
2

Рх ----- + У
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Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату і одержи­
мо рівняння у 2 = 2рх,  яке називають канонічним рівнянням пара­
боли.

Це рівняння другого степеня. Дослідимо його.
1. Оскільки у рівнянні у 2 =2рх  змінна у входить у парному 

степені, то парабола є фігурою, симетричною відносно осі Ох.
2. Якщо у  = 0, то х = 0, і навпаки, тобто парабола перети­

нає вісі Ох, Оу в точці 0(0; 0), яка називається вершиною пара­
боли.

3. Оскільки р  >0, 2 р х > 0 , то звідси x > 0, тобто парабола 
розмішується справа від початку координат.

4. Із зростанням х зростає |y |.

2 =
параболи (рис. 9).

Рівняння у 2 =-2рх,  х 2 =-2ру,  х 2 =2ру  також є канонічни­
ми рівняннями параболи, графіки яких зображені на рис. 23-26. 

При паралельному перенесенні початку координат у точку

M  0 (x 0; y  0) рівняння параболи набуває більш загального вигляду

(y  -  y 0)2 = - 2 p (x -  x0), (х -  х0)2 = - 2 Р (y  -  у 0)

(y  -  y 0)2 = 2p (x -  х 0), (х -  х0)2 = 2p (y  -  у0) .

y 2 = 2px(x  > 0) 
Рис. 23

y 2 = -2 px(x < 0) 
Рис. 24
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x 2 = -2 py (у < 0) 
Рис. 25 Рис. 26

Для параболи у 2 = 2рх (рис. 9) так, як для еліпса і гіпербо-
= MF 

звідки є =ли, виконується умова
г
d

=  1
МК отже ексцент­

риситет параболи дорівнює 1. Розміщуючи криві у порядку зрос­
тання ексцентриситету, одержимо таку послідовність:

1. Коло є  = 0 .
2. Еліпс 0 < є  < 1.
3. Парабола є  = 1.
4. Гіпербола є  > 1.
Приклад. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її 

фокус знаходиться в точці перетину прямої 4х — Зу — 4 = 0 з віс­
сю Ох.

Розв ’язання
Спочатку знайдемо точку перетину прямої з віссю Ох. Для 

цього треба в рівняння прямої підставити у  = 0, одержимо
4x -3 • 0 - 4  = 0, звідки x = 1. Отже, F (1; 0) -  фокус параболи.

Оскільки F то — = 1, звідки p  = 2. В рівняння у 2 = 2 px  
2

підставимо p  = 2 і одержимо рівняння параболи у 2 = 4 х .
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Приклад. На параболі у 2 = 8х знайти точку, відстань якої 
від директриси дорівнює 4.

Розв ’язання

З рівняння параболи випливає, що 2p  = 8, p  = 4, — = 2, x = -2  -

рівняння директриси. Згідно умови d = 4, але d = 2 + x , де х -  аб­
сциса шуканої точки параболи. Маємо 4 = 2 + х, х = 2. Підстави­
мо х = 2 в рівняння параболи і одержимо у 2 = 8  2 = 16, звідки 
у  = ±4. Отже, одержали дві шуканих точки М х (2; 4), М, (2; -  4).

5.5. Дослідження рівняння другого порядку

Розглянемо загальне рівняння другого порядку, яке не міс­
тить добутку x • у , а саме: А х2 + Ву2 +Сх + Dy + F  = 0.

Якщо це рівняння є рівнянням деякої кривої другого поряд­
ку і, крім того,

=
2) A • B > 0, тобто коефіцієнти А і В одного знаку, але різні 

за величиною, то це рівняння еліпса;
3) A • B < 0, тобто коефіцієнти А і В мають різні знаки, то 

це рівняння гіперболи;
4) A = 0( або B = 0), то це рівняння параболи.

Завдання для самостійної роботи

1. Знайти центр і радіус кола x 2 + у 2 -1 0 x -  4у  + 25 = 0.
2. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо його велика вісь 

8, а відстань між директрисами 16.
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо рівняння

± 4 ■ ■ 12асимптот у  = ± 3 -х, а відстань між вершинами 1 2 .

якщо абсциса точки М  дорівнює 7.
2 =
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Тема 6. Вступ до математичного аналізу

6.1. Границя числової послідовності та функції

Означення. Якщо кожному натуральному числу п є N  ста­
виться у  відповідність число хп , то множину чисел х19х2,...хп,... 
називають числовою послідовністю і позначають символом
k  }•

Окремі числа х^х^ ...хп,... називають членами числової по­
слідовності: х1 -  перший член, х2 -  другий, хп -  п-й або загаль­
ний член послідовності•

Геометрично послідовність зображується на числовій осі у 
вигляді послідовності точок, координати яких дорівнюють відпо­
відним членам послідовності. Послідовність вважається заданою, 
якщо вказано спосіб знаходження її n-го члена. Найчастіше по­
слідовність задається формулою n-го члена.

Очевидно, що довільна функція y  = f  (п), задана на множині 
натуральних чисел N, визначає деяку числову послідовність {хп}, 

п = 1, 2..., якщо Хп = f  (п).
Останню рівність називають формулою n-го члена числової 

послідовності.
Приклад. Знайти перші три члена послідовності k } , якщо
2п - 1 

х = -------- .
п п

Розв язання• Підставляючи у формулу п-го члена послідов­
ності числа 1, 2, 3, отримаємо:

2 1 -1  , 2 • 2 -1  3 2 • 3 -1  5
х  = --------- = 1, х9 = ---------- = —, х3 = ---------- = - .

1 1 2 2 2 3 3 3
Означення. Послідовність {хп} називається зростаючою 

(неспадною), якщо для будь-якого п виконується нерівність 
хп+і > хп (хп+1 > х )  Послідовність {хп} називається спадною (не- 
зростаючою), якщо для будь-якого п виконується нерівність 
х +1 < хп (хп+1 < хп)• Усі такі послідовності називаються монотон- 
ними•
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Означення. Послідовність {хп} називається обмеженою, 
якщо існують такі числа m та M (m < M ), що для всіх n викону­
ється нерівність т < х п < М .

Означення. Число а називається границею числової послі­
довності {хп}, якщо для будь-якого числа є>  0 (яке б мале воно 
не було), існує номер Щє) такий, що для всіх номерів п > N  вико­
нується нерівність \хп -  a  < є .

Позначають limx = а або х ^  а при п ^  да.

Геометрична інтерпретація границі послідовності
Нерівність хп -  а <є рівносильна нерівності а -є < х п <а+є,

яка показує, що елемент хп знаходиться в є-околі точки а, тому 
означення границі можна сформулювати інакше.

Означення. Число а називається границею послідовності
{хп}, якщо для будь-якого є-околу точки а існує номер N, такий 
що, починаючи з номера п > N , усі члени послідовності потрап­
ляють у  цей окіл (рис. 27).

Xj Х3 Хп+і Хп+2 Чп Х2

а -  є а а + є х
Рис. 27

Послідовність, яка має границю, називають збіжною, а по­
слідовність, що не має границю, називають розбіжною.

Основні властивості границі послідовності
1. Теорема Вейєрштрасса. Якщо послідовність монотонна 

й обмежена, то вона має границю.
2. Якщо послідовність збіжна, то вона має тільки одну 

границю.
3. Якщо послідовність збіжна, то вона обмежена.
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4. Якщо послідовності {хп} i {уп} збіжні, то

М х ± у ) = lim х ± lim y , lim(x • y ) = lim х • lim у ,J п 7 п̂да и п^да̂ п* п̂ даУ п ^ п/ п ̂да п п̂да J п ?
І1ГП X

lim— = у да п, якщо lim у  Ф 0.
п̂ да у limv п̂ даУ п п̂да У п

Приклад. Довести за означенням, що lim ——- = 1.

Доведення. хп -1 2 п - 1
2 п + 2

З
2 п + 2

2 п +1

2 п + 2
. Задамо до­

вільне число є> 0, наприклад є = 0,01. Нерівність хп -1  

конуватиметься, якщо

<є ви-

3 . З
 < є , звідки п > ------ 1. Позначимо за
2п + 2 2є

N  найбільше ціле число, яке не п ер ев и щ у є  1, тобто
2є

N  =
є 2-0,01

-1 = [149] = 149. Тоді для всіх п > N , тобто

при n > 149 матимемо хп -1  <є = 0,01. Це означає, що

lim ̂  = 1.
п̂ да 2п +1

У цьому прикладі за заданим є = 0,01 при п >149 виконуєть­

ся нерівність
-

2п + 2
- <є = 0,01.

6.2. Границя функції

Означення. Нехай функція у  = f  (х) визначена на проміжку 
( -  да; + да). Число А називається границею функції у  = f  (х) при 
х ^ д а , якщо для будь-якого малого є > 0 існує таке додатне чис­
ло M  = M (є)> 0, що для всіх х таких, що х > M , виконується не­

рівність \ f  (х ) - A  <є.

Позначають lim f  (х) = A .

1

1
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Геометричний зміст означення границі функції при х ^ д а
При достатньо великих за модулем значеннях х значення 

функції f (х) мало (менше ніж на є )  відрізняються від числа А 
(рис. 28), тобто відповідні точки графіка функції лежать у смузі, 
обмеженій прямими у  = A + є і у  = A - є .

Означення. Число А називається границею функції
у  = f  (х) в точці х0, якщо для будь-якого малого числа є>  0 існує 
число 5 = А(є) таке, що при всіх х, що задовольняють нерівність 
х -  х0 <5, виконується нерівність \ f  (х) -  A <є.

Позначають lim f  (х )=  A .х̂ х0
Зауваження. Означення границі не вимагає існування функ­

ції в точці х0, тобто х ^  х0, але хФ х0.

Геометричний зміст означення границі функції в точці х0
За заданим є-околом числа А існує 5-окіл числа х0 такий, 

що для всіх х є (х0 - 5 ;  х0 + 5 ) відповідні значення функції 
f  (х) є (A - є ; A + є ) , тобто лежать у смузі шириною 2є (рис. 29).
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Приклад. Довести, що lim(2x + 3) = 5.х r1
є >

|(2х + 3 ) -  5 = |2х -  2| = 2 х - 1 .  Нерівність \ f (х) -  5| <є виконува-

_ л . л є _ єтиметься, ЯКЩО 2 X-1  <є , звідки х -1  <—. Отже, якщо 5 = —, то
2 2

при всіх х таких, що х - і |< 5 ,  виконується нерівність 

|(2х + 3) -  5 < є , а це означає, що lirn(2х + 3) = 5.

Означення. Якщо функція у  = f  (х) має границею число Ах 
при х  r  х0 х < х0, то число Д називають границею функції зліва 

(лівосторонньою границею) і позначають Hm f  (х) = f  (х0 -0 )  = А-

Означення. Якщо число А2 є границею функції у  = f  (х) при

х  r  х0 х  > х 0, то число Д  називають границею функції справа 
(правосторонньою границею) і позначають lim^ х )  = f (х„ + 0) = Д .

Для існування границі А функції у  = f (х) в точці х0 необ­
хідно і достатньо, щоб існували в цій точці границі функції зліва 
та справа і щоб вони були рівні, тобто Д  = Д  -  А.

6.3. Нескінченно малі та нескінченно великі функції

Означення. Функція ^(х) називається нескінченно малою
при х  r  х0 (х r  да), якщо limа (х )=  0 (lim a(х) = 0).
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Приклад
а) Функція у  = sin х є нескінченно малою при х r  nn, n є Z . 

оскільки lim sin х = 0 (рис. 30).

Рис. 30

б) Функція у  =
-

є нескінченно малою при х r  да (тобто

1
при х r  -да і при х r  +да), бо lim = 0 (рис. 31).

х ̂  х -  2

Рис. 3 1

1
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Властивості нескінченно малих функцій
1. Алгебраїчна сума скінченого числа нескінченно малих функ­

цій є нескінченно мала функція.
2. Добуток нескінченно малої функції на сталу величину, 

або на обмежену функцію, чи на іншу нескінченно малу функцію є 
нескінченно малою функцією.

3. Частка від ділення нескінченно малої функції на функцію, 
границя якої не дорівнює нулю, є нескінченно малою функцією.

Означення. Функція f  (х) називається нескінченно вели­
кою при х  —— х0, якщо l im f  (х) = да, тобто для VM > 0 існує

5 = 5(M ) > 0 таке, що для всіх х таких, що 

ється нерівність \ f  (х)| > M .
Приклад

х -  X 0 < 5, викону­

єш
х—2 х  - 2

а) Функція у  

1

1
-

да (рис. 32).

є нескінченно великою при х — 2, бо

Рис. 32

Дійсно, яке б велике число М  > 0 не взяли, для відповідних 
значень х є (2 - 5 ;  2 + 5) точки графіка функції лежать зовні сму­
ги, обмеженої лініями у  = Мта у  = —М.
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Властивості нескінченно великих функцій
1. Сума скінченого числа нескінченно великих функцій є не­

скінченно великою функцією.
2. Добуток нескінченно великої функції на функцію, границя 

якої не дорівнює нулю (стала, обмежена, інша нескінченно велика 
функція) є нескінченно великою функцією.

3. Частка від ділення нескінченно великої функції на функ­
цію, що має границю в точці х0> є нескінченно великою функцією.

З в ’язок між  нескінченно малими  
та нескінченно великими функціями

Теорема. Якщо а(х) -  нескінченно мала функція в точці х0,

то — -  нескінченно велика в точці х0, і навпаки, якщо f  (x) -  
а(х)

нескінченно велика функція в точці х0, то — -  нескінченно ма­
/ W

ла в точці х0.
Доведення. Нехай а ( х) при х ^  х0 є нескінченно малою фу­

нкцією, тоді У є > 0  існує S > 0  таке, що при х - х0 < 6  викону­

ється нерівність: |а (х ) |< є . Звідси випливає, що 1
а(х )

> M  = - ,  
є

тобто функція —І— є нескінченно великою при х ^  х0. Аналогі-
а(х)

чно доводиться обернене твердження.
Приклад
1. Функція y  = sin х є нескінченно малою при х ^  тг, бо

lim sin х = 0, тому функція у  = —-— при х ^  nn , n є N  є нескін- 
х̂ т sinx

ченно великою і limn—-— = да.
х̂ ш sinx

2. Функція у = —!— є нескінченно великою при х ^  2, бо
х - 2

lim—-— = да, тому функція у  = х -  2 при х ^  2 є нескінченно 
х̂ 2 х - 2

малою і lim (х -  2) = 0.
х ^ 2
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Зв ’язок між нескінченно малою функцією та границею функції
Теорема. Функція f  (х) має границю А в точці х0 тоді і 

тільки тоді, коли її можна подати у  вигляді суми числа А і не­
скінченно малої функції а(х) при х  ^  х0, тобто f  (х) = A + а (х ).

Доведення. Нехай f  (х) має границю А в точці х0, звідки ви­

пливає, що для довільного є > 0 при х ^  х0 виконується нерів­

ність І / (х) -  A  < є. Позначимо g (х) = f  (х) -  A , тоді маємо 

g  (х і  < є ,  тобто з означення границі функції маємо, що

lim g(х) = 0, тобто g (х) -  нескінченно мала при х ^  х0.0
З рівності f (х) - A = g (х) отримаємо f (х) = A + g (х), де 

g (х) -  нескінченно мала при х ^  х0. Пряма теорема доведена. 
Доведемо обернене твердження.
Нехай / ( х) = A +а(х), де а(х)  -  нескінченно мала при х ^  х0. 

Доведемо, що А -  границя f  (х) в точці х0.

З рівності f  (х) = A + а(х ) випливає, що а(х) = f  (х )- A .
За означенням нескінченно малої функції маємо, що 

lim(f  (х) -  A) = 0, звідки випливає, що для будь-якого малогоХ̂Х 0
є >  0 при х ^ х 0 виконується нерівність | f  (х) -  A <є ,  тобто що

lim f  (х )= A .х̂ х0
Теорема доведена.

Порівняння нескінченно малих функцій
Означення. Якщо а(х  ) і в ( х ) нескінченно малі функції в

точці х0 і lim О * ) = 1, то функції а(х) і в ( х ) називаються екві­

валентними нескінченно малим функціям і позначаються 
а(х)  ~ в(х)  при х  ^  х0.

Ланцюг еквівалентних нескінченно малих функцій
Якщо х ^  0, то
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х ~ sinх ~ tgх  ~ arcsinx ~ arctg^ ~ —— - ~ ln(l + х) ~ ех -1  ~
1п а

(l + х) - 1 д R 
 -----   , де а  є R.

а
Якщо х ^  х0, то
х  -  х0 ~ sin(x -  х0) ~ tg(х -  х0) ~ arcsin^ -  х0) ~ arctgfa -  х0)

^  - 1 ln(l + (х -  х0)) ~ е"* - 1~ (1 + (х ~ х ) )Х -1:
1п а а

Ланцюг еквівалентних нескінченно малих функцій застосо­
вується при обчисленні границь функцій, про що свідчить теоре­
ма, яку наводимо без доведення.

Теорема. Якщо а (х ) ~ а 1 (х) при х  ^  х0 і в ( х ) ~ Д  (х) при
а (х ) а ( х )х ^  х , то lim — = lim ; ( .

х̂ х0 р(х)  х̂ х° в 2 W  
Таким чином, під знаком границі можна заміняти не­

скінченно малі функції еквівалентними нескінченно малими функ­
ціями.

sin 5 х
х̂0Приклад. Обчислити границі: a) lim

б) lim

tg lx  
arcsin (х -  3)

х̂ 3 х2 -  4х + З 
Розв ’язання
а) оскільки sin 5х ~ 5х, tg2х ~ 2х при х ^  0, то згідно з те-

sin 5 х 5 х 5оремою lim = lim—  = —;
х̂ ° tg lx  х̂ 0 2х 2

б) оскільки arcsin^ -  3) ~ (х -  3) при х ^  3, то згідно з тео­
ремою

,. arcsin^ -  3) ,. х -  3 ,. 1 1lim  ------- = lim 7 Т7 т = lim = —.
х̂ 3 х2 -  4х + 3 х̂ 3 (х -  3)(х -1 ) х̂ 3 х -1  2
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6.4. Основні теореми про границю

Властивості функції, як і мають границі в точці 
Теорема (про єдиність границі функції в точці). Функція 

у  = f { x )  не може мати дві різні границі в одній точці.
Теорема (про граничний перехід у  нерівності). Якщо в де­

якому околі точки Хо, крім, можливо, самої точки х0, виконуєть­
ся нерівність f  (х) < (р(х) і кожна з функцій f  (х) та (р(х) має 
границю в точці х0, то lim f  (х) < lim р (х ).

х ^  х0  х ^ х 0

Наслідок. Якщо в деякому ОКОЛІ ТОЧКИ JC0, крім, можливо, 
самої точки 0̂ виконується нерівність 0 ( р ) > 0 ) ,  то
l im f  (х) < 0 (lim p(х) > 0), у припущенні, що функції f i x )
Х ^  х 0

р 0 
Теорема (про границю проміжної функції). Нехай в деякому

0 0  
вність р(х)  < f { x )  < ір(х).

Якщо функції р(х) та ір(х) мають границю в точці х0, при­
чому limр(х) = limр(х) = A, то функція f { x )  також має грани-

х ^ х 0  х ^  х0

цю в цій точці і lim f  (х) = A.
Х ^  х 0

= 0
тобто lim f  (х) = A, то у  = f ( x )  -  обмежена при х ^  х

х ^  х 0

Властивості границь функцій
Теорема. Якщо f  (х) = с , де с -  довільне дійсне число, то

lim f  (х) = c, тобто границя сталої в довільній точці х0 дорівнює
х ^  х 0

самій цій сталій.
Теорема. Якщо кожна з функцій f { x )  та р(х) має границю

0
f  (х)/(х )± р х ) , f {x) -рх) ,   (Urnр(х)фО) і мають місце формули
р(х) ^

lim (f  (х) ± р( х)) = lim f  (х) ± lim р( х ) ,
х ^ х ^  х ^ х 0  х ^ х 0

lim (f  (х) • р( х)) = lim f  (х) • lim р( х),
х ^  х ^  х ^  х0  х ^  х0
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f  (х) lim f  (х)l i m ^ ^  = -------.
х—х0 р(х) lim р(х)

х — х 0

Наслідки
1. Якщо lim f  (х) існує, то для довільного числа с викону-

х  х 0
ється рівність 1 ітє /(х ) = с lim / ( х ) ,  тобто сталий множник можна

х  х0 х  х0
винести за знак границі.

2. Якщо lim f  (х) існує, то для довільного натурального т
х  х 0

lim (f  (х) )m = (lim f  (х ) \ .
х  х0 х  х0

Приклад. Знайти границі:
2 х

а)1ігп(х2 + 2х + 5); б) И т(3х--------- ).
х—1 х—0 х 2 +1

Розв ’язання
а) 1ігп(х  2 + 2 х + 5) = 8;х—1

" 2 х  $ " 2 х
б) lim І 3х------—  І = 1іт(3х) -  lim

х—0 & х2 +1 # х—0 х—0 х 2+1
= - =

6.5. Розкриття деяких невизначеностей

х х  х—х0
зводиться до підстановки у функцію / ( х )  граничного значення

0
чених випадків.

1. Невизначеність виду [го -го].
3

а) lim(х2 -  3х) = [го -  го] = lim х2 (1 — ) = го • (1 -  0) = го • 1 = го;х—го х—го д.

" 1 4 $б) l im --------------------= [го -  го]=
х—2 & х -  2 х2 -  4 #

0=
тому спочатку виконаємо віднімання дробів, звівши їх до спіль­
ного знаменника. Отримаємо

х - 2  х - 2  1 1
= lim = lim = lun ------- = —.

х—22 х2 - 4  х—2 (х -2 )(х  + 2) х—2 х + 2 4
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Зауваження. Для функцій, які мають границю на нескінчен­
ності, залишаються справедливі всі сформульовані теореми.

го
2. Невизначеність виду — задана відношенням двох много­

го
членів:

а) lim
+ - го

го+ + +
Поділимо чисельник і знаменник дробу на х4, одержимо

lim х4 + 2 х -1

б) lim

Зх + х  +10х + 5

х2 -  х + 1

= lim
і 2 11 +  .

 х3 х4 = 1
3 1 10 5 33 + — + — + —2 3 4X X X

-

го

го

Після ділення чисельника і знаменника на х отримаємо:

х х 2 + х 3 0
= lim -—4— ё -  = -  = 0;

1 + 5 З 1
х х

B)lim х3 + 2 х 2 -  х - 2  
х2 -  3х + 2

го
го

Після ділення чисельника і знаменника на х одержимо:
, 2 1 2
1 +--------

=1іт х х х
1 3 2 1-------2 3X X X

Ґ 1Л
=го

го
Отже, щоб розкрити невизначеність виду —, задану від-

го
ношенням двох многочленів, потрібно чисельник і знаменник по­
ділити на найвищий степінь х цих многочленів.

3. Невизначеність виду —, задана відношенням двох много-
0

членгв.

І ітх—1
х3 + 2 х 2 -  х - 2  

х  + 3х -  4
0
0
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Розкладемо чисельник і знаменник на множники і скороти­
мо дріб на спільний множник (х — 1)\

х3 + 2х2 -  х -  2 (х -  1)(х2 + 3х + 2) х2 + 3х + 2 6lim-------------------= lim- — 1 = lim-------------- = - .
х—1 х2+ З х - 4  х—1 (х -  1)(х + 4) х—1 х + 4 5

Скорочення на (х -  1) можливе тому, що при означенні гра­
ниці lim f (х) = A , хФ х  Тобто при х — 1, х - 1 ^ 0 .х—х0

Множник х - х0 називають критичним множником. От­

же, щоб розкрити невизначеність 0 , задану відношенням двох

многочленів, потрібно чисельник і знаменник скоротити на кри­
тичний множник.

4. Невизначеність виду 0  задана ірраціональними вираза-

,. л/х + 5 -  3 
ми: lim

O'
0х—2 х - 2

Позбудемось від ірраціональності в чисельнику, помножимо 
чисельник і знаменник на спряжений вираз та одержимо:

Ul х 2 + 5 -  3)К/ х' + 5 + 3) х ' + 5 - 9lim- ,  - = lim -х—— 2 (х -  2)(л/х2 + 5 + 3) х—2 (х -  2)(л/х2 + 5 + 3)
(х -  2)( х  + 2) 2

= lim ,  -  .
х—2 (х -  2)(л/х! + 5 + 3) 3

5. Невизначеність го-го задана ірраціональними виразами:
,. , і 2 г ч г і ,. (л/х + 2 х -  х Дл/х + 2 х + х )lim(vx + 2 х - х )  = [го-го] = 1 ітл---------. А ---------------z =
х —го х —го 'X2 + 2х + X^  л/х2 + 2 х +

= lim    = lim .— —  = — = 1.
л /х 2 + 2 х  + х  х—го , 2 , 21 + — + 1

х

6.6. Перша важлива границя

sinx , lim = 1.
х——0
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Доведення
Побудуємо коло одиничного

п
АОВ = х (радіан) 0 < х <  — .

радіуса і кут

Рис. 33

З малюнку видно, що площа SMO B  < St

о 1 - 0  1 -  1S AOB — - s i n x ,  S

<
М О В  ^  "  с е к т о р а  А О В  M O D  ? a j l v -'

М О В
АОВ — х, S..OD — tgx.

^  ■' сект о р а  А О В  ^  “ M O D  ^  О

Отже, маємо нерівність sin x < x < t g x .  
п

При 0 < х < — маємо sinx > 0, тому можна поділити на sinx. 

Одержимо
X 1

1 <  <  .

sin X COS X

Для обернених величин COS X <
sinx

X
< 1, але lim cos х — 1.х—0

sinxОтже, lim — 1.
x—>0

Приклад. Обчислити, використовуючи першу важливу гра­
ницю:

ч sin ax _  sin ах
a) lim ; б) lim—— х — sin^x

tgax 
в) lim-2—

X—0 bx
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Розв ’язання
N sin ах а sin ах sin ах

a) lim — lim----------- — a lim-------- — а;— x — ах —

sin ах 
б) lim— — lim— sin^x —

а sin ах bx

& bax sin bx

ax
a ,,  sin ax bx a

— — lim------------------— —
b X—0 ax sin^x b

ч tgax sin axв) lim-2—  — lim------------ — lim
x — 0 bx X—0 bx cos ax

1

x — 0

a sin ax 1 \

a sin ax — — • lim  lim--------
b X—0 ax X—0 cosax

&
a
b

bax cos ax)

lim 1+ i
X )

Наслідки

6.7. Друга важлива границя

— e або lim(1 + x ) X — e (без доведення).

1. lim( 1 + - ) X —ek.
x ——̂

2. lim(1 + - ) u — ek.
u—вд u

1
3. lim(1 + kx)X — ek.x—0

4. lim(l + ku) “ — ek.u ——0
Число є —2,718... — одна з фундаментальних величин у ма­

тематиці.
Показникова функція типу ет називається експонентою, ло­

гарифм з основою е називається натуральним і позначається In , у
. 2  . 

теорії ймовірностей та статистиці е х є основною функцією.
Друга важлива границя часто використовується для обчис­

лення інших границь.
Приклад. Обчислити, використовуючи другу важливу гра­

ницю:
) і- ln(1 + х) б) і • "X — 1а) lim—  б) hmх—0

, i V х — 4

в) lim

х
2 х +1

& 2 х + 3 )

&х +1,
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Розв ’язання

а) l i m ^ - ^ —  ̂= lim—ln (1 + x) = limln (1 + x )1x =xrO X xrO X xrO

= ln (lirn(1 + x )1x )= ln e = 1;

б) lim
ґ  x  -  1V " x + 1 -  2 = lim

r

x  +1

l im —= e xr« x+l = e
lim —- x r ад , 1

1 +  -

&

= Є

X + l
= lim " 1 + -  2

-2 xx+1 Д x+1
' - 2

&& +

в) lim
2x + 1 
2 x + 3

= lim
2x + 3 -  2 

2 x + 3

lim

&
 x-42 x+3 ̂  2 x+3 \ -2

= lim -
2
+

1 + 1
2x + 3

&

- 1 0 + -

-10x+8 lim----
exr”2x+3 = e

lim -гад 32н—
-

6.8. Неперервність функції в точці

Означення (означення Коші). Функція у  = f ( x ) називається 
неперервною в точці х , якщо lim f  (x) = f  (x0) , тобто якщо ви-xr xo
конуються дві умови:

1) f ( x )  визначена в точці х0 (існує / ( х 0));
2) границя зліва дорівнює границі справа в цій точці і до­

рівнює значенню функції в ній: lim f  (x) = lim f  (x) = f  (x0).xr xo-0 xr xo+0
Наслідок. Під знаком неперервної функції можна переходи­

ти до границі lim /(x ) = /  (Іітх), тобто для неперервної функціїxr xo xr xo
можлива перестановка символів границі і функції.

Приклад. Дослідити неперервність у точці х = 0 функцій:
) 1

*)У = - \X
б) y  =

- <  
х при х > 0

в) y  =
х3 при Хфд  

=
г) y  = 3x2.
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Розе ’язання
1

а) Функція у  = — невизначена в точці х0, отже, функція не є
х

неперервною в точці х = 0 (рис. 34а);
б) lim f  (x) = lim x = 0; lim f  (x) = lim(x -1) = -1 , тобто одно-x̂0+0 x̂ 0 x̂ 0-0 x̂ 0

сторонні границі функції в точці х = 0 існують, але вони різні,
х

х
рівні між собою lim f  (x) = lim x3 = 0 і lim f  (x) = lim x3 = 0,x̂ 0-0 x̂ 0 x̂0+0 x̂ 0

але вони не дорівнюють значенню функції в цій точці, бо
/( 0 )  = 2. Отже, умова неперервності порушена і функція в точці 
х = 0 не є неперервною (рис. 34в);

г) для функції у  = 3х2 в точці х = 0 виконуються обидві 
умови неперервності lim f  (x) = lim f  (x) = 0 і / ( 0) = 0.x̂ 0-0 x̂0+0

= 2 х

(рис. 34г).

Рис. 34
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Сформулюємо ще одне означення неперервності функції. 
Дамо аргументу х o приріст Ах, тоді Лу = / ( xo + А ) - / ( xo) -  
приріст функції в точці х o (рис. 35).

Означення. Функція у  = f ( x )  називається неперервною в 
точці х 0> якщо вона визначена в цій точці, і нескінченно малому 
приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст функ­
ції, тобто Пні Лу = o .

Приклад. Дослідити неперервність функції у = sinх .
Розв ’язання
Надамо аргументу приросту А с. Знайдемо приріст функції

_ . ^  2х + Лх
Лу = sin(x + ^ )  - s i n x  = 2 s i n ~ cos— 2— '

Обчислимо lim Лу = lim2sin —  cos + А  = 2 • sino • cos x = o,Лxr0 Лxr0 2 2

бо функція cosx є обмеженою, тобто соsx < 1. Отже, за означен­

ням, функція у = sinx є неперервною дляхє R, тобто на всій осі 
O x .

Означення. Функція у  = f  (x) називається неперер­
вною справа (зліва) в точці xo, якщо

Jrmof  (x) = f  (xo) (lrr-l f  (x) = f  (xo)) .
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Властивості функцій, неперервних у  точці
1. Якщо функції / ( х )  і ^(х) неперервні в точці Х0, то

f  (x )
їхня сума f  (x) ± g (x), добуток f  (x) • g (x) і частка “ И  ( g (x0 ) * 0)

( )
0

2. Якщо функція y  = / ( x )  є неперервною в точці х0 і 

/ ( х 0) > 0 ( / (х0) < 0), то існує окіл точки х0, в якому

f ( x ) > 0 (f (x) < 0).
3. Якщо функція y  = f (x) є неперервною в точці x0, а

функція и = F(y)  є неперервною в точці у 0 = / ( х0), то їхня ком­

позиція (складена функція) и = F ( / (х)) є неперервною в точці х0.
Доведення. З неперервності функції и = F (y ) випливає за 

означенням, що lim F (f  (x)) = F (lim f  (x )). Через неперервністьx̂x0 x̂x0
функції y  = f  (x ) в точці x 0 маємо, що lim f  (x0) = f  (x0).X̂X 0

Отже,Нгг^ (f  (x)) = F  (lim f (x) )= F  (f  (x0)), що й треба булох ̂40 V̂x0 '
довести.

Приклад. Довести, що функція y  SmX 

в будь-якій точці.
Зх2+2

є неперервною

Доведення. Оскільки функції у  = SmX і у  = x є неперерв-
Зх2 +2

sin x. „  .  ,  .  ОІІІЛ
н и м и  в  д о в іл ь н ій  т о ч ц і  х 0 , т о  с к л а д е н а  ф у н к ц ія  у  = -------------  я к

Зх2 + 2
композиція двох неперервних функцій є також неперервною в 
будь-якій точці.

Означення. Функція у  = f  (x) називається неперервною на 
проміжку (а; b), якщо вона є неперервною в кожній то4ці цього 
проміжку.
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Означення. Функція y  = f  (х) називається неперервною на 
відрізку [а; b], якщо вона є неперервною на проміжку (а; b) і не­
перервна в точці а справа і в точці b зліва.

Теорема. Усі елементарні функції є неперервними на інтер­
валах їх визначеності.

Доведення. В основі доведення лежить той факт, що елемен­
тарною називається така функція, яка може бути задана однією 
функцією, що містить скінчене число арифметичних дій і компо­
зицій основних елементарних функцій. Через те, що основні еле­
ментарні функції неперервні в усіх інтервалах їх визначеності, то 
з властивостей (1-3) випливає ця теорема.

Властивості функцій, неперервних на відрізку
1. Якщо функція y  = f  (х) неперервна на відрізку [а; b], то 

вона обмежена на цьому відрізку (рис. 36), тобто існують такі чи­
сла Л і B  (A < B), що для всіх х є [a; b] виконується нерівність
A < f  (х) < B.

2. Якщо функція y  = f  (х) неперервна на відрізку [а;b], то 
вона досягає на цьому відрізку свого найменшого т і найбільшо­
го М  значення (рис. 37).

3. Якщо функція У = f  (х) неперервна на відрізку [а;b] і 
значення її на кінцях відрізках f  (a) і f  (b) мають протилежні 
знаки, то всередині відрізка [а ; b] існує хоча б одна така точка 
£ є (а;b), що f  (£) = 0 (рис. 38), тобто крива y  = f  (х) перетне 
вісь Ох хоча б одній точці.

Рис. 36 Рис. 37
107



6.9. Точки розриву функції та їх класифікація

Означення. Точка х0 називається точкою розриву функції
У = f (x ) - якщо в цій точці функція не є неперервною.

Розрізняють точки розриву першого та другого роду і точки 
усувного розриву.

Означення. Точка х0 називається точкою розриву першого
роду, якщо в цій точці існують обидві односторонні границі, але 
вони різні, тобто

lim f  (x) ф lim f  (x).
x ^ X n  - 0  + 0  '

У =

Приклад. На рис. 346 зображено графік функції
x - h  х < 0

, яка в точці х = 0 має розрив першого роду, оскі-
х, х  > 0

льки в цій точці існують обидві односторонні границі
lim f  (x) = lim( x -1) = -1 і lim f  (x) = lim x = 0, але вони різні.

x ^ O  x^O+O x ^ O

Величина S = lim f ( x ) -  lim f ( x )  називається стрибкомx—>x 0 -0 x—>x 0 +0
функції в точці x0. У нашому випадку S = -1  -  0 = 1.

Означення. Точка х  0 називається точкою розриву друго­
го роду функції y  = f  (x), якщо в цій точці не існує або дорівнює 
нескінченності хоча б одна з односторонніх границь.
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Невизначеності виду [О0], [да L [14  зводять до невизначе- 

шляхом логарифмування.“0“ да
ності або —

_ 0 _ да

д) l im r ' = [0 ].
x ——0

Позначимо у = Xх, тоді In у  = \ п хх = хіпх

ln X
lim(ln y ) = lim( x ln x) = lim—— = lim , x = lim(-x) = О,
x — 0 x ——О x — 0 1 /  x — О — 1 /  x — О

X X

=x——О
= = =

x  — О x  — О

7.8. Еластичність функції. Задача про податок

Нехай задана функція y  = f  (x), Ac -  приріст аргументу,

Ay -  приріст функції, —  -  відносний приріст функції, —  -  від-
У х

носний приріст аргументу.
Означення. Еластичністю функції y  = f  (x) називають

границю відношення відносного приросту функції до відносного
приросту аргументу

A y /
Ex (y ) = Hm ̂  = l,m  A i  • x  = X y '.

A x — 0 AX / Ax—0  A x  у  у

Еластичність функції показує наближено, на скільки відсот­
ків зміниться функція при зміні аргументу на 1 %.

Якщо |E x (y ^ < 1, то функція називається нееластичною (її 
відносний приріст спадає).

Якщо Ex (y )| > 1, то функція називається еластичною (її від­
носний приріст зростає).

Якщо Ех(у )І = 1, то функція нейтральна (зміна х на 1 % від­
повідає зміні у на 1 %).

Якщо Ex (y  )| = да, функція абсолютно еластична.
Якщо Ex (y ) = 0, функція абсолютно нееластична.
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T _ А-р-т _ A t _ A t

(1 + т)-ра p a~' 1 + t  p i  "Чі + г Г 1 1 + t  

A т _ C- т
Р Г  (1 + тУ (1 + ту

dT C (1 + т)“ - а (1  + т)а- 1 - t  c  (1 + т)а- 1 (1 + т - а т )
 _ б ------------------ 2------------ _ б -----------------2----------5
d T  (1 + t ) (1 + т) 2а

—  < 0, при 1 + т -а т  < 0 функція не зростає. 
dT
Тобто 1 + т(1 - а )  < 0, 
т (а  - 1) > 1 ,

, 1а  - 1  > —. 
т

Отже, при а  > — +1 збільшення ставки ПДВ не приведе до
т

збільшення надходжень до бюджету.
Якщо т _ 0,2, то а  > 1.
Це товари високоеластичні, тобто товари не першого вжит­

ку. Для всіх інших товарів зменшення ставки ПДВ приведе до 
зменшення надходжень і це повинно бути враховано при плану­
ванні бюджету, оскільки зменшення ставки до 19 %, що неодно­
разово пропонувалось при плануванні бюджету на наступний рік, 
приведе до зменшення надходжень.

7.9. Зростання і спадання функції

Означення. Функція y  _ f  (x) називається зростаючою, 
(спадною) в точці х0, якщо існує окіл точки (х0 -  8\ х0 + 8) та­
кий, що для всіх х є (х 0 - 8  х0) виконується нерівність 
f  (x) < f  (Х0) (f  (x) > f  (x0 )) і для всіх хє  (x(, ; Х0 + 8 ) f  (x) > f  (X0)

( f  (x ) < f  (x0)).
Якщо функція є зростаючою (спадною) в кожній внутрішній 

точці проміжку (a; b), то її називають зростаючою (спадною) на 
цьому проміжку.
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Розв’яжемо рівняння /  (х) = 0, тобто 6X2 - 6  = 0, звідки 

Xj _ - 1 ,  х 2 _ 1 — корені рівняння / 7(х) = 0.
Числа х1 _ - 1  / х2 _1 розбивають інтервал (-да; + да) на

три інтервали. Визначимо знаки /  (х) на цих інтервалах. Для
• • 2 * *-

жимо такий розподіл знаків /  (х) (рис. 45):

f(x )

-1

Рис. 45

f  (x) > 0 при х є (-да; -1) ^  (1; + да) — інтервали зростання 
функції.

f  (x) < 0 при х є (-1; 1) — інтервал спадання функції.

7.10. Екстремуми функції

Нехай функція f  (x) визначена на проміжку (a; b) і x0 є (a; b). 
Означення. Функція f  (x) має в точці х0 максимум (міні­

мум), якщо існує окіл цієї точки, в якому для всіх х Ф х0 викону­

ється нерівність f  (x) < f  (x0) ( f  (x) > f  (x0)) •
Означення. Значення f  (x0) називається максимумом (мі­

німумом) або локальним максимумом (локальним мінімумом) 
функції f  (x) в точці х0 і позначається так: ш а х / ( х ) _ / ( х 0)

(min f  (x) _ f  (x0)) •

У

0

y_ Я

a x 1 x2 x3

Рис. 46
x4 b X
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Точка х = 0 є D(у ), а точки х = ±1 £ D(у), отже, точки 
х = ±1 не можуть бути точками перегину графіка функції.

Дослідимо знак f  "(х) на інтервалах ( -да; - 1),(-1; 0), (0; 1), 
(і; + да). Для цього треба розв’язати методом інтервалів нерів­
ність у " < 0, звідки

2х(х2 + 3)(х - 1)3 (х + 1)3 < 0 або х(х - 1)3 (х + 1)3 < 0.
Маємо такі знаки /  (х) в області визначення функції (рис. 50).

f  " (х)

/(*) п ^  0 
Рис. 50

п X

Отже, інтервали опуклості функції: (-да -1).
Інтервали вгнутості функції: (-1; 0 )и  (1; + да) .

7.12. Асимптоти графіка функції

Означення. Пряма, до якої нескінченно близько наближа­
ються точки графіка функції y  = f  (х) при необмеженому відда­
ленні їх від початку координат, називається асимптотою кри­
вої y  = f  (х) (рис. 51).

у
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, -  8 х 3
а) y  — — ~2 ; б) у  — 1 + 5 х.

-
Розв ’язання

—

Приклад. Знайти асимптота кривих:

8х3
до-

4 - х 2
рівнює нулю. 4 -  х2 — 0, х — ±2 -  вертикальні асимптоти кривої. 

Для горизонтальної асимптоти у  — b шукаємо

7 .. -  8 х3b — lim    — ю 9 отже, горизонтальної асимптоти крива не має.
х і ± ю

Для похилої асимптоти у  — кх + Ь
-  8 х 3 -  8 х 3

шукаємо

k — lim  ̂ — lim / ч — lim — — 8
х̂ ±ю х(4- х  ) х і±ю 4х -  х

ґ

Х і ± ю

b — lim (f  (х) -  кх) — lim
x i± < x > x i± < x >

- 8 x J 
4 -  х'“

\
- — lim -^Щ г = 0.

х і ± ю  Д  __ д -

Отже, похила асимптота існує і має рівняння y  — 8х . Це дво­
стороння асимптота, оскільки значення k i b e  обмеженими при 
х і  ±ю .

б) Функція j  — 1 + 5х не визначена в точці х = 0. Знайдемо

односторонні асимптоти в точці: lim
х і 0 - 0

ґ  і  Л

1 + 5 х

& у
— [1 + 5-ю ] — 1 + 0 — 1

1

limх і0+0 — [1 + 5ю ] — 1 + ю — ю.+
& У

Правостороння границя в точці х = 0 є нескінченною, отже, 
пряма х = 0 -  вертикальна асимптота кривої.

Знайдемо горизонтальні асимптоти кривої:
1

b1 — lim f  (х) — lim
І і + ю І і + »

b2 — lim f  (х) — lim
І і - ю J C i- r o

+ х
& у
f  1 Л

1 + 5 х
& У

— 1 + 5° —1 + 1 —2.

— 1 + 5° —1 + 1 —2.
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Тема 8. Функції кількох змінних

8.1. Функції кількох змінних. Основні поняття

Означення 1. Якщо змінна величина и залежить від п неза­
лежних змінних xj, х2 ,...,хп , то її називають функцією кількох 
змінних і позначають:

j 2 п
Означення. Сукупність усіх числових значень, які можуть

j 2 п
u = f ( x l, х2, x j  приймає певні дійсні значення, називають об­
ластю визначення функції.

Областю визначення функції багатьох змінних є деяка об­
ласть простору En.

Якщо функція визначена в деякій області та на її межі, то 
говорять, що функція визначена в замкненій області.

Приклад. Знайти область визначення функції

ординат і радіусом R = 11.
Отже, областю визначення функції є куля з центром у поча-

Означення. Точки, в яких функція кількох змінних не визна­
чена, називають розривами цієї функції.

П пикляї. Знайти розриви функції u = ----------

Розв ’язання
Функція приймає дійсні значення при
121 -  х2 -  y 2 -  z 2 > 0, тобто х2 + y 2 + z 2 < 121.

х2 + у 2 + z 2 = l l 2 -  рівняння сфери з центром у початку ко-
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Функція неперервна в деякій області, якщо вона неперервна 
в кожній точці цієї області.

Якщо функція неперервна в деякій області та на її межі, то 
вона неперервна в замкненій області.

Області визначення та область неперервності функції двох 
змінних співпадають.

8.3. Частинний приріст та частинні похідні

=
приросту Аг, а змінна у залишається незмінною.

Означення. Функція z одержить приріст 
А xz = / ( х  + ^ , у ) - / ( х ; у), який називають частинним прирос­
там па змінній х.

Функція z одержить приріст Ауг = / ( х,у + Аа ) - f ( x ; y ),
який називають частинним приростам па змінній у.

гл ст f  f  (x  + Ax, у) -  f  (x, у)Означення. Якщо існує lim----------------------------- , mo и нази-
Ax—0 Ах

вають настиннаю пахіднаю функції z = f  (x;у) па змінній х  і
dz

позначають — або z .  f ' (x:y),  тобто
ОХ

— = iim f  (x + Ax; у ) -  f  (x; у ) = lim Ає_
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Аналогічно *  = l,m f  (x;у  + Ау) ~ f  (x;у) = H m ^  -  нас-
ду Ау—0 Ay Ау—0 Ay

тинна пахідна па змінній у.
За означенням кожна частинна похідна є похідною функції 

однієї змінної. Тому при обчисленні частинних похідних можна 
користуватись відомими правилами і формулами диференцію­
вання функції однієї змінної.

Приклад. Знайти частинні похідні функції 
z = x 4 + у 4 -  3x2у 2 + 2x -1 .

Розв ’язання
z ’x = 4х3 - б х у 2 + 2 (змінну у  вважаємо сталою),
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Знайдемо частинні похідні та їх значення в точці (х0; у 0). 
Тобто в точці (12;5)

f ’A x  y ) =-j=2==T ; fX  f c  у  о) = ІЗ ;
л/х + у  13

Л '(х; у ) = і /  2 ; Д  (хо; Уо) = 13;
х2 + /  із

12,032 + 4,982 к 13 + —  ■ 0,03 + — (-0,02) = 13,02.
13 13

8.5. Похідна за напрямом. Градієнт

Нехай задана функція z = f  (x;у) і вектор l (lx; ly ), що утво­

рює з віссю ОХ  кут р .

Означення. Похідна функції z у  напрямі вектора l знахо­
диться за формулою:

dz dz dz .
—  = — cos р+ sin р .
dl dx dy

lx ■ lyде cosp = y ;  sinp  =

Означення. Похідна функції u = f  (x, y, z) за напрямом век­

тора l = (lx, ly, lz) знаходиться за формулою:

du du du _ du
—  = — cosaH cosp+--- cosy,
d ~l dx dy dy

l, e ly ly •де cos a  = — \ с os в  = — \ с os y = ——  напрямні косинуси векто­

ра / (косинуси кутів, що утворює вектор І з додатним напрямом
осі Ох).

Приклад. Знайти похідну функції u = ^ x 2 + y 2 + z 2 у на­
прямі вектора

R (1; 2; -2) в точці М(2; 3; 6).
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Розе язання
Знайдемо частинні похідні
ди ди _ 2 _ ди . 2 7 2—  = 14ху, —  = 7x2 -7 v z , —  = 1 4 z — у2,
dx dy dz 2

о

дУ(M0)= 0; d y (m 0) = 7 ; дУ(m 0)= 126
д д д

л/02 + 72 + 1262 к 126,19.gradu(M0)

8.6. Частинні похідні вищих порядків

Означення. Частинну похідну першого порядку по змінній 
xm від частинної похідної першого порядку по змінній xk назива­
ють частинною похідною другого порядку функції по змінній xk 
та xm і позначають

д2и н і  д2и //або ux x при к + т ,  ----— або ux x при к = т.
x  дXm| — -^k̂ m Ґ  ’

Частинні похідні функції z = f  (x; y) — та —  є функціями
д д

тих же змінних, тому вони теж мають похідні по цих змінних.
Приклад. Знайти всі частинні похідні другого порядку фун­

кції = + .
Розв ’язання
Знайдемо спочатку частинні похідні першого порядку

д* = (ln(x2 + y  ))x  = - Л - . 2 x = ,
дх х + у  х + у

?  = ( ln(x2 + y  ))y  = - Л - . 1 = - 2 * - ,  
ду х + у  х + у

а потім -  частинні похідні другого порядку:

2д z = (2 x(x2 + y ) 1)  = 2 • (x2 + y ) 1 + 2x • ( -  1)(x2 + y ) 2 • 2x =. lx
д д

2 4 x

x  + y  ( x  + y )2

2
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^  (x 2 + у)-1);,= - i ( x 2 + у ) -2 . і =Я Я = V  + У /  }y -  ' J >  - t  2 \2
(x 2 + у )X + ^

d z = ((x2 + у ) 1 )  = - і ( x 2 + у ) " 2  • 2x = 2x
fydx v ,x {x2 + y)

Для функції двох змінних г = f  (x; у)

dz d-
d.x dr

g 1 -  d 2z a2- a2-
дх1 а\'сН' dy2

О д2 z d2 z .Означення. ------- та   називають мішаними частин-
дудх дхду

ними похідними.

Теорема. Якщо функція z = f  (x;у) та похідні — , —  непе-
дх ду

рервні в точці (x; у) та в деякому її околі, то в цій точці
д2 z д2 z

дудx дхду

8.7. Поняття екстремуму

Означення. Функція кількох змінних и=/(Щ , Mycv х2, хи) єЕп 
має максимум в точці M 0 (x10, x20, xn0 ), якщо f  (M 0 )>  f  ( м )
для всіх точок М  із досить малого околу точки М0.

Означення. Функція кількох змінних и = f(M )  має мінімум  
у  точці М0, якщо f  (М 0 )) < f { M ) для всіх точок М  із досить ма­
лого околу точки М0.

Означення. Максимум та мінімум функції кількох змінних 
називають екстремумами функції, а точку М0, де функція має 
екстремум, називають точкою екстремуму функції.
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8.12. Поняття про емпіричні формули

При дослідженні різних економічних та соціальних проблем 
часто одержують п значень величини х та відповідні їм значення 
величини у.

Результати спостережень записують у вигляді таблиці:

Xj X2 х3 Хп
уі у2 уз Уп

За даними цієї таблиці необхідно визначити вигляд функці­
ональної залежності між х та у , тобто від табличної форми задан­
ия функціональної залежності необхідно перейти до аналітичної 
форми її запису виду у  = f  (x).

Означення. Формули, які складені на основі досвіду і спо­
стережень, називаються емпіричними.

8.13. Метод найменших квадратів

Розв’язування задачі можна поділити на два етапи.
Перший етап. Використовуючи графічне представлення то­

чок M k(xk;y k) (к = 1, 2, ... n), обирають форму залежності між х
та у  (лінійну, параболічну, гіперболічну, показникову), тобто 
обирають вигляд функції:

У =f  (x)-
У випадку лінійної залежності (точки M k мало відхиляють­

ся від прямої лінії) між х та у  обирають вигляд функціональної 
залежності y  = ax + b .

У випадку параболічної залежності у  = ах2 +Ьх + с .

У випадку гіперболічної залежності у  = — + b .
х

У випадку показникової залежності у  = а + Ь.
На цьому етапі параметри a, b, c -  невідомі.
Нехай у результаті першого етапу розв’язання задачі обрана 

залежність виду у  = f  (x, а 1, а 2, ..., а т ) з невідомими параметра­
ми а ,  а 2 , ..., а т .
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Другий етап. На другому етапі розв’язання задачі будують 
функцію:

S = 2 (ук -  f  (xr, а ,  а 2, а т))2, залежну від m параметрів.k=1
Ця функція дорівнює сумі квадратів відхилень точок 

M k (xk; у к) від обраної лінії рівняння якої у  = f  (x, а ,, а 2, ..., а т ).
Будемо шукати такі значення параметрів а 19 а 2, ..., а т , при 

яких функція S приймає мінімальне значення, тому відхилення 
табличних даних точок M k (xk; у к) від обраної функціональної
залежності (відповідної лінії) буде мінімальним.

Необхідна умова для існування екстремуму функції S -  це
8sрівність нулю всіх частинних похідних —  = 0, і = 1, 2..т- Ця умо-
дх

ва є системою т алгебраїчних рівнянь з т невідомими. Розв’язок 
системи і дає найкращі значення шуканих параметрів.

8.14. Лінійна залежність

У випадку лінійної залежності між х та у  функція S має 

вигляд: S  = 2  (ук -  (axk + b))2,
k=1

де а та b шукані параметри.
Знайдемо частинні похідні:

2  2(у к -  axk -  Ь) • ( -x k),
да к=1
8s  и
■8Ь = 2 2 ( у к - axt - b )• (-1).
д k=1
За необхідною умовою маємо

= о
да
eS = о,
дЬ

а 2  xk + b 2  xk = 2  у к*к
k=\ k=\ k=\

n

a 2 x k +nb = 2 y k
k=\ k=\

Знайдемо основний та допоміжний визначники системи.

А =

п п
. 2

2 - у  2 - у
к =1 

n

2  x

= =
n

к п
к =1

n n

= ^ 2 -у 2 -  2 у
= vk=\ у
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Розв’язок системи:

Складемо систему рівнянь 
1028,69а + 71,59b = 27350,93 

71,59а + 5b = 1907.
а = 10,24, 

b = 236,36.
Маємо у = 10,24л; + 236,36, тобто із збільшенням ціни індекс 

акцій зростає на 10,24 %.

8.15. Квадратична залежність

Якщо розміщення точок у системі координат нагадує пара­
болу у  = ах2 +dx + с , то функція S  має вигляд:

S  = ї  (уі, -  іахк + bxi, + c ))2 .
к=1

Враховуючи необхідні умови екстремуму функції, дістанемо 
систему рівнянь:

n n n n
а ї  x 4t + Ь ї х і  + C £  x 2t = ї  x; y t

к=1 k=1 k =1 k=1
n n n n

о ї х і  + Ь ї х 2к + С їХ к  = їХкУк
= = = =

п

а ї х к + 6 £ х  к + С -п = Ї у  і.
к=1 к=1 к=1

Достатні умови застосувати немає необхідності, бо відпові­
дна функція S має лише мінімум.

Приклад. Методом найменших квадратів знайти формулу 
у  = ах2 +Ьх + с для функції заданої таблицею, де х -  кількість 
електронних рахунків клієнтів, у -  тривалість часу обслуговуван­
ня цих рахунків

х 2 3 4 5 6
у 12 13 14 75 100

п п
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Розв ’язання
Обчислення оформимо у вигляді таблиці

K Xk 2Xk
3

Xk 4Xk yk Xk yk Xk yk
1 2 4 8 16 12 24 48
2 3 9 27 81 13 39 117
3 4 16 64 256 14 56 224
4 5 25 125 625 75 375 1875
5 6 36 216 1296 100 600 3600
Е 20 90 440 2274 214 1094 5904

Складемо систему:
$2274a + 440b + 90c = 5904 

# 440a + 90b + 20c = 1094 
90a + 20b + 5c = 214.

Розв’язок системи: 
a = 7,04;
b = 32,5;
c = 46,05.

y  = 7,04x2 + 32,5x + 46,05 
квадратична залежність між часом обслуговування та кількістю 
електронних рахунків.

Завдання для самостійної роботи

1. Знайти область визначення функцій:

а) z = yl4 -  x2 -  4у 2 ; б) z = — ; в) z = ln(4 -  x2 -  y 2).
2x + y

2. Знайти частинні похідні функцій:

а) z = — + —; б) z = ex +у ; в) z = ^fxy .
X у

3. Знайти лінії рівня функцій:
х і---------

а) z = xy; б) z = - ;  в) z = ^ x 2 + у 2 .
У
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Тема 9. Інтегральне числення

9.1. Первісна та невизначений інтеграл

Із елементарної математики відомі взаємно обернені дії: до­
давання та віднімання, множення та ділення, піднесення до сте­
пеня та добування кореня, логарифмування та потенціювання, 
диференціювання та інтегрування.

Означення. Первісною функцією для заданої функції f  (х) 
називають таку функцію F(x), похідна якої дорівнює / ( х ) ,  або 
диференціал якої дорівнює f{x )d x , тобто

F  '(x) = f (x )
dF(x) = f  (x)dx

Функція f  (x) = 3x2 має первісні F(x) = x3; x3 +1; x3 - 7,...x3 + C.
Теорема. Будь-які дві первісні для заданої функції / ( х )  від­

різняються лише на сталий доданок С.
Доведення
Нехай F1 (x) і F2 (x) -  первісні для функції f  (x ) .
Доведемо, що F1 (x) = F2 (x) + C .
Оскільки F1 (x) і F2 (x) первісні для f  (x ), то за означенням 

первісної маємо F((x) = / ( х )  і F2 (х) = / ( х ) , тому

F1 (x) = F2 (x) = f  (x), а це означає, що F[ (x) -  F[ (x) = 0, оскільки

[ f  (x) -  F ( x ) ]  = 0, (c  ) = 0 , тому
F1 (x) -  F2 (x) = C, тобто F1 (x) = F2 (x) + C , що й треба було 

довести.
Наслідок. Щоб знайти усю нескінченну множину (сукуп­

ність) первісних для заданої функції, достатньо знайти лише 
одну первісну функцію, а усі інші одержати додаванням до неї 
сталої С.

F (x) + C -  сукупність первісних

F(x) -  одна з первісних.
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Якщо продуктивність не змінюється протягом деякого часу, 
то / ( 7 ) -стала функція, а обсяг продукції A U , виробленої за 
проміжок часу A t задається формулою AU = f  (t)A t ■

Розіб’ємо відрізок [0; 7] на проміжки часу точками 
0 = t0 < t. < ...t = T .

0 1 п

Для величини обсягу продукції AU , виробленої за проміжок 
часу A t. = t. - 1.-1, маємо A U . = f  (O a  t , > де t , 1 -  c, -  t . Тоді об-

п п
сяг продукції за проміжок часу [0; 7] C7«IAC7. = I / ( c . ) A 7.

. =1 . =1
Значення буде точніше, якщо перейти до границі, тобто

U = lim I  f  (c )A t, .=

9.10. Означення визначеного інтеграла

=
[a; b] на n частин так, щоб виконувалося співвідношення
а = х0 < х  < ... < х = b .

0 1 п

Означення. У кожному проміжку (xk-1, xk) довжиною 
Ack = xk -  xk-1 оберемо довільну точку ck і обчислимо значення

п
f { c k). Побудуємо суму I / ( ск)&ск, яку називають інтегральною

k=1
сумою функції f  (x) на відрізку [a;b].

Означення. Якщо існує скінчена границя інтегральної суми 
при Ack ^  0 незалежна від способу поділу відрізка [а;Ь] на час­
тини та вибору точок ck, то ця границя називається визначеним  
інтегралом від функції / ( х )  на відрізку [a;b] і позначається
b

j f  (x)dx, тобто

» п
j f  (x)dx = liiri I f  (ck )Axk.Axkr0 k=1 " ' k k

Якщо визначений інтеграл існує, то функція / ( х )  назива­
ється інтегрованою на відрізку [а; Ь\, а і b -  ниж ня та верхня 
межі інтегрування, f  (x) -  підінтегральна функція, х -  змінна 
інтегрування.
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9.11. Основні властивості визначеного інтеграла

1. Сталий множник можна виносити за знак визначеного ін-
b b

теграла j C f (x)dx _ C j f  (x)dx (С _ const).
a a

2. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми скінченої 
кількості функцій дорівнює такій самій алгебраїчній сумі визна­
чених інтегралів від кожного доданку
b b b b

I  ( f 1 (  x  )  ± f  2 ( x  )  ± -  f n ( x  )  ) d x  _ j  f 1 ( x  ) d x  ± j  f 2  (  x  )  d x  ± -  j  f n ( x  )  d x  •
a a a a

3. Якщо змінити межі інтегрування, то визначений інтеграл
b a

змінює свій знак на протилежний j f  (x)dx _ - j  f  (x)dx .
a b

4. Визначений інтеграл з рівними межами дорівнює нулю
a

j f  (x)dx _ 0.
a

5. Якщо f  (x) інтегрована на відрізку [a; b] і с є [a, b], то
b c b

j f  (x)dx _ j f  (x)dx + j f  (x)dx .
a a c

6. Якщо / ( x )  і (p(x) інтегровані на відрізку [a; b], і для
Г -| b b

будь-якого x b], f  (x) > cp(x), to  \ f { x ) dx  > |@{x)dx.
a a

7. Якщо f  (x) інтегрована на \a; b \m  і M — відповідно най­
менше і найбільше значення функції на цьому відрізку, то

b

m(b -  a) < j f  (x)dx < M (b  -  a) .
a

8. Якщо / ( x )  неперервна на відрізку [a; b], то на цьому від-
b

різку існує точка С , для якої j f  (x)dx _ f  (c)(b -  a ) .
a

9.12. Визначений інтеграл із змінною верхньою межею. 
Формула Ньютона-Лейбніца

Означення. Визначений інтеграл з постійною нижньою 
межею та змінною верхньою межею називають інтегралом із

x

змінною верхньою межею  j f  (t)dt -  це функція від х, тобто
a

x

ф( x )_  j f  (t )dt.
a
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За

f  (x  ) = f  (0,4)= e - ,s = 0,85, 
f  (x. ) = f  (0,6) = e-”3‘ = 0,698, 
f  (x4 ) = f  (0,8) = e-064 = 0,527. 

формулою

J e -x dx « 0,2
1 1 + 0,368

трапецій
\

маємо

+ 0,961+0,852+0,698+ 0,527
V

= 0,2^3,722= 0,74.
у

9.14. Визначений інтеграл у економічних задачах

1. Знайти кількість продукції Q, виробленої за 8 годин, якщо 
продуктивність праці змінюється за законом g = - 0,6 1 2 +4,81 + 9.

Розв ’язання
8

Q = J (-0,6/2 + 4,8/ + 9)dt = (-0,2t5 + 2,4t2 + 9 t)0 = 123,8 (одиниць).
0

2. Функція граничних витрат має вигляд V '(x) = 23,5 -  0,01x.  

Знайти зростання загальних витрат, якщо виробництво зростає з 
1 000 до 1 500 одиниць.

Розв ’язання
1500 1500

JV(x)dx  = J (23 ,5 -0,01x)dx = (23,5х-0,01—) “  = 23,5• 1500-
1000 1000 

0,01 • 15002 (23,5 • 1000 -  0,005-10002) = 5500 (у. о.). 
z

3. Коефіцієнт розподілу прибуткового податку.
Ступінь нерівності в розподілі доходів населення ілюструє 

крива Лоренца (рис. 70). Це графік, в якому на осі ОХ  відкладено 
відсоток населення від найбідніших до найбагатших, а по осі О У — 
відсоток одержаного ними доходу.
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9.16. Невласні інтеграли першого роду

Нехай функція f  (x) визначена на проміжку [а; го) й інтег­
рована на довільному відрізку [a; b], де -  го < а < b < го.

b
Означення. Якщо існує скінчена границя l im J /(x )dx, то її

а
називають невласним інтегралом першого роду і позначають

го b
J f  (x)dx = lim J f  (x)dx.
a a
Дослідження невласних інтегралів першого роду проводить­

ся шляхом використання граничного переходу до визначеного ін-
го b

теграла J f  (x)dx = liim J f  (x)dx ,
Ьіго

b
J f {x)dx = 1 im J f  {x)dx,
-го a
го с +го с b
J f  (x)dx = J f  (x)dx + J f  (x)dx = liimJ f  (x)dx + lim J f  (x)dx .

—г о  — г о  с а с
Якщо вказані границі існують, то відповідний інтеграл на­

зивають збіжним, і він дорівнює своїй границі. Функцію / (х )  
при цьому називають інтегрованою на даному проміжку.

Якщо хоча б одна границя не існує або дорівнює нескінчен­
ності, то інтеграл називають розбіж ним , а функцію / ( х )  -  не 
інтегрованою.

Геометричний зміст невласного інтеграла такого типу -  
це площа нескінченної області, обмеженої функцією f  (д ) , віссю 
ОХ  та прямою х = а або х = b.

Приклад. Дослідити невласні інтеграли на збіжність
го /'/■у* 0 //"V* го

a) J— ; б) J 4 г ; в) Je d x  •і х —го4 + х —го
Розв ’язання

^ ^ d x  ,. bdxа) I —  = lim I —  = lim" bіго * y2 bіго1 dv 1 dv
Отже, інтеграл існує, збіжний і дорівнює одиниці.

0 1 п п

Г і \

1 +b = lim = і
V X і b ігоV ь

0 0

б) і  = lim i = lim—arctg—
—го 4 + x2 а І—го а 4 + x2 а І—го 2 2 а 2 2 4
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9.17. Невласні інтеграли другого роду

Нехай функція у  = / ( х )  визначена на проміжку [a; b). Точку 
x = b називають особливою точкою функції y  = f  (x), якщо 
f  (x) ^  да, при x ^  b -  0.

b-i
Означення. Якщо існує скінчена границя lim J / ( x ) dx, то її

а
називають невласним інтегралом другого роду і позначають
b b-є
J f  (x)dx = lim J f  (x)dx.
a a

Якщо функція / ( x )  необмежена на [a; b], то її точки розри­
ву можуть бути на лівому кінці або на правому кінці, або в сере­
дині проміжку інтегрування.

У цих випадках невласні інтеграли визначаються:
b b-є
J f  (x)dx = lim J f  (x)dx ,

i ^ O a 
b

Jf (x)dx  = lim J f  {x)dx,
a a+є
b c-i b
J f  (x)dx = lim J f  (x)dx + lim J f  (x)d x .

i ^ O J i ^Oa c+i
Якщо границі існують, то їх і називають невласним інтегра­

лом другого роду від функції f  (х) на відрізку [a; b].
Якщо границі не існують або є нескінченними, то невласний 

інтеграл розбіжний.
1 dx 1 dxПриклад. Дослідити на збіжність інтеграли: а) J ^ = ;  б) J— .
0 Vx 0 х

Розв ’язання
dx 1 1

X  i

а) \ ^ L  = lim Jx^ dx = liml 2x 2 1  | = lim2(1 - 4 s )  = 2.
/ --  i ^ Q ^ i ^ 0  1 є I i ^Q '  '

b

2 1 3





b b
J |/(x ) |dx збігається, то J f(x )d x  також збігається.
a a

Завдання для самостійної роботи

1. Знайти інтеграли методом безпосереднього інтегрування:
а) Jx  XI — x)2dx;

б) J (x + !)(3x — — )dx ;
x

p x + 4 x — 1 r
в) J    dx;

2 x

г) J (x • ln5 +--- -— )dx ;
x ln 2

. P 4 dx 
Д) J-

=

+ 2

2. Знайти інтеграли методом заміни змінної:
а) J 3 • є 1 5 xd x ; 

г 2 dx
б) J ------------ п ;

sin2 (3x — —)
4

в) Jtg6 xdx;

г) J-fi — sin x cos xdx ;
4 re^dx

д) J —j ^ -d x
3. Знайти інтеграли методом інтегрування частинами:
а) J x ^ —Xd x ;
б) Jarctgxdx;

. Р xdx
в) J— — ;

COS X

г) J (3 — 4 x) • sin 2 xdx ;
д) Jx • arccos xdx ;
е) J cos3x • exdx.
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РОЗДІЛ 2 
ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Тема 10. Основні поняття теорії ймовірностей

Теорія ймовірностей -  математична наука, яка вивчає зако­
номірності, які притаманні масовим випадковим явищам. При 
цьому явища вивчають в абстрактній формі, тобто незалежно від 
їхньої конкретної природи.

Теорія ймовірностей розглядає не самі реальні явища, а їхні 
спрощені схеми -  математичні моделі випадкових явищ.

Предметом теорії ймовірностей є математичні моделі випад­
кових явищ.

Мета теорії ймовірностей -  це здійснення прогнозу в області 
випадкових явищ, вплив на хід цих явищ, їх контроль та обме­
ження дії випадковості.

10.1. Класифікація подій. Операції над подіями

Основні поняття теорії ймовірностей -  це стохастичний екс­
перимент, випадкова подія, простір елементарних подій.

Означення. Експериментом (дослідом, спробою) назива­
ють послідовність операцій, виконувані з дотриманням певного 
комплексу умов.

Означення. Стохастичним експериментом називають 
експеримент, який можна повторювати будь-яку кількість разів, 
але результати якого не можна передбачити завчасно.

Означення. Подією називають наслідок експерименту. По­
дії бувають достовірні, неможливі та випадкові.

Означення. Випадковою подією (подією) називають будь- 
яку сукупність випадкових наслідків. Подія може складатися з
одного наслідку. Події позначають А, В , Аі А2....

Приклад
Дослід Подія
Виготовлення деталей А -  взята якісна деталь
Підкидання монети А -  випав герб
Складання іспиту А -  іспит не склав
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Теорема. Ймовірність сумісної появи двох незалежних по­
дій дорівнює добутку ймовірностей цих подій.

Приклад. В одному ящику 4 білих і 8 чорних куль. У дру­
гому 3 білих і 9 чорних. З кожного ящика беруть по 1 кулі. Знай­
ти ймовірність того, що обидві кулі білі.

Нехай подія А -  взята біла куля з першого ящика, В -  взята
біла куля з другого ящика.

4 З

10.8. Множення ймовірностей незалежних подій

В ')  =
_  1 1 _  1 _ 
“  З" 4 “  12

Узагальнення теореми. Ймовірність сумісної появи неза­
лежних подій у  сукупності дорівнює добутку ймовірностей цих 
подій.

[і.- о

10.9. Множення ймовірностей залежних подій

Теорема. Ймовірність одночасної появи двох випадкових 
подій А і В дорівнює добутку ймовірностей однієї з них на умов­
ну ймовірність іншої обчислену в припущені, що -  перша подія 
відбулася Р ( А т В) = Р(А)- РА(Ю

Приклад. В ящику 12 деталей, з них 8 стандартних. Беруть 
2 деталі. Знайти ймовірність того, що обидві деталі стандартні.

Нехай подія А -  взята перша деталь стандартна, В -  взята
друга деталь ста дарт а.

Р(А) -  3 Р (В) -
1

12 11 22

Узагальнення теореми. Ймовірність одночасної появи кіль­
кох подій дорівнює добутку ймовірності однієї з них на умовні 
ймовірності всіх інших, причому ймовірність кожної наступної 
обчислюється в припущені, що всі попередні події вже з ’явилися.
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Порядок подій може бути довільний.
Приклад. Студент знає 20 з 25 питань програми іспиту з те­

орії ймовірностей. Знайти ймовірність того, що він дасть прави­
льну відповідь на три запитання, які він отримав на іспиті.

Нехай подія -  студент знає відповідь на перше запитання.
Подія ^  -  студент знає відповідь на друге запитання.

Подія -  студент знає відповідь на третє запитання.
Подія В -  студент дасть правильну відповідь на три запитання. 
В — 1 Л.2 '
За теоремою добутку:

10 .10 . Ймовірність появи хоча б однієї події

Нехай є п сумісних випадкових подій А 1 ,А2>... Ап Позначимо 
подію А -  з ’явиться хоча б одна з цих подій, тоді А -  полягає в
тому, що події Л1 ,А2г...Ап не з ’являться, тобто 
А =  Аа Л2- ....- ЛТ!_

Тоді події А та А утворюють повну групу подій, тобто
(") ( ) , ( ) ( ) С ) С 1 2 )■

За цією формулою обчислюють ймовірність появи хоча б 
однієї випадкової події .

Приклад. Ймовірність влучення в мішень першого стрільця 
0,7, другого -  0,8, а третього -  0,9. Знайти ймовірність влучення 
хоча б одного стрільця.

Позначимо події: -  влучив перший стрілець, ^  -  влучив
• jli   • •другий стрілець, -  влучив третій стрілець.

А -  влучив хоча б один.

Події А і, А 2, A s незалежні, тому також неза­
лежні.
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2. Знайти ймовірність того, що:
а) всі k = 8 куль білі;
б) l = 2 кульки білі і s = 6 чорних.
3. У ящику 12 деталей, виготовлених на заводі № 1, 20 дета­

лей -  на заводі № 2 і 18 деталей -  на заводі № 3. Ймовірність того, 
що деталь виготовлена на заводі № 1 відмінної якості дорівнює 
0,9, для деталей виготовлених на заводах № 2 і № 3, ці ймовір­
ності відповідно дорівнюють 0,6 та 0,9. Знайти ймовірність того, 
що взята навмання деталь виявиться відмінної якості.

3. З партії виробів береться виріб вищої якості. Ймовірність 
того, що навмання вилучений виріб вищої якості, дорівнює 0,8 .

Знайти ймовірність того, що з трьох вилучених виробів ви­
явиться:

1) два вищої якості;
2 ) хоча б один вищої якості.
4. Страхова компанія виплачує страхову суму за 20 % дого­

ворів. Знайти найімовірнішу кількість страхових випадків, за 
якими виплатять страхову суму, якщо складено 80 договорів.

5. В інкубатор закладено 750 яєць. Імовірність того, що з 
яйця вилупиться курочка, дорівнює 0,5. Яка ймовірність того, що 
вилупиться рівно 428 курок?

6 . Компанія з реклами пропонує рекламну продукцію про­
мисловим підприємствам. Із попереднього досвіду відомо, що у 
середньому одне із 57 підприємств, які отримали рекламу, при­
дбає запропоновану продукцію. Протягом доби матеріали було 
надіслано 26 підприємствам. Чому дорівнює ймовірність того, що 
принаймні одне з цих підприємств придбає рекламовану продук­
цію?

Тема 11. Випадкові величини

11.1. Одновимірні випадкові величини

При дослідженні багатьох проблем виникають такі випадко­
ві події, наслідком яких є поява деякого числа, заздалегідь неві­
домого. Тому такі числові значення випадкові.
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11.8. Початкові та центральні моменти

Означення. Початковим моментом порядку k випадкової 
величини X  називають математичне сподівання величини ** і по­
значають:

Для дискретної випадкової величини: хі 'Рі.
I’M k . .Для неперервної випадкової величини: f{x)dxm

Означення. Центральним моментом порядку k випадкової 
величини X  називають математичне сподівання величини 
[X -  М (X)]* і позначають ілк = М (X -  М(Х)У> к = 1,2,3 ...ті.

Для дискретної випадкової величини:

Для неперервної випадкової величини:

Початкові і центральні моменти порядку k > 2 дозволяють 
краще врахувати вплив на математичне сподівання M(X) тих мо­
жливих значень випадкової величини Х, які є великими, але ма­
ють малу ймовірність.

Приклад. Дано ряд розподілу, знайти початкові та центральні 
моменти.

Хі 1 3 5 7 9
Рі 0,1 0,4 0,2 0,2 0,1

=
д2 =

04 = 
Рі =
Iі 2 

/' =

Ав =

1- ОД + З- 0,4 + 5- 0,2 + 7 ■ 0,2 + 9 ■ ОД = 4,6 = М(х)

1-0 ,1  +  81- 0 ,4 + 6 2 5 -0 ,2  + 2401 ■ 0,2 + 6561- ОД =  1293,8

4,99"
63х ) , 6

= о,;
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12.3. Геометричний розподіл

Дискретна випадкова величина X = т ,  яка має геометричний 
розподіл, якщо вона приймає значення 1 , 2 ... m (нескінчену, але 
злічену множину значень
Р (х  =  т ) =  p q mf 0 <  р  <  1, q =  1 —  р, т  = 1,2 ...

Ймовірність p утворює геометричну процесію з першим 
членом p і знаменником q.

1 2 3 m
Рі p pq p q 2 p q ™-1

скрет а в адкова вел ч а , яка ає гео етр ч 
розподіл, представляє собою кількість m випробувань, які прове­
дені за схемою Бернуллі з ймовірністю p настання події в кожно­
му випробуванні до першого задовільного результату.

З гвинтівки виконують постріли до першого влучення з 
ймовірністю р. Закон розподілу.

x 1 2 3 k
Pi p qp q2p qn_1p

Знайти:

12.4. Рівномірний розподіл

Означення. Рівномірним розподілом називається розподіл 
таких випадкових величин, усі значення яких лежать на деякому 
відрізку [а, Ь] і мають постійну щільність.
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Якщо Т -  неперервна випадкова величина, що виражає час 
безвідмовної роботи деякого елемента, а Л-інтенсивність відмов 
(середнє число відмов за одиницю часу), то час £ відмовної робо­
ти цього елементу можна вважати випадковою величиною роз­
поділеною за показниковим законом з функцією розподілу 
'F(t) = Р{Т < £) = 1 — е~/Л (Я > 0), яка визначає ймовірність відмо­
ви елемента за час t.

Функція надійності ^ (^визначає ймовірність безвідмовної 
роботи елемента за час £: Я(t) = e~At.

Приклад. Неперервна випадкова величина X  розподілена за 
законом

/ 0 0  j^J * < 0

Знайти ймовірність того, що в результаті випробувань X  по­
паде в інтервал (0,2; 0,5).

Для знаходження е~х -  використовуємо таблицю
Числові характеристики:

М( ) -  1 -  1 -  0 25

Приклад. Час Реформування поїзду t - випадКОва Величина, 
що підлягає показниковому закону розподілу. Нехай Я = 5 -  сере­
дня кількість поїздів розформування за 1 годину. Знайти ймовір­
ність того, що поїзд розформовано менше ніж за 30 хвилин.

Знайти ймовірність, що час розформування від 6 хвилин до 
24 хвилин.

= 0,4712
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v2e "^ S " d t-(TV 2 гт “ - -
ffOO = о

Функція помилок Ф(х) = -£= ■ Ґ
V гг «

1 Ґ ДГ _ t z

12.8. Нормована функція Лапласа

X

Ймовірність попадання в інтервал випадкової величини, яка
підлягає нормальному закону розподілу.

_ fb — т\ fa -  vi
<  х  <  b )  =  0 ,5

сгу2о\ 2

Властивості:

Р( \ х - т\  < £\ -  ф ( ^ )

За допомогою цієї формули знаходять ймовірність попадан­
ня випадкової величини, що відчиняється нормальному закону в 
інтервалах, симетричний відносно точки а.

Випадкова величина розподілення за нормаль­
ним законом. Математичне сподівання.

Р(30<г<80) 0,5[ф(іо̂ _ )  Ф ^ )  0,. + ■

[х < а) = Ф(а) = 0,5 + )
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Приклад. Вважаючи, що зріст чоловіків певної вікової гру­
пи є нормально розподіленою випадковою величиною з парамет­
рами а = 173 см, о 2 = 36см2.

1 ) (х) -  вираз для щільності ймовірності;
2) долю костюмів четвертого зросту (176-182), яку треба 

передбачити в загальному об’ємі виготовлення:
1 (дг-173)2

' = Є~ 2'36

12.9. Правило трьох сигм

Якщо випадкова величина х розподілена нормально, то
— л тобто практично достовірною є подія,

що величина х відхилена від свого середнього значення а (мате­
матичне сподівання) не більше ніж на потроєне середнє квадра­
тичне відхилення На практиці це правило використовують 
так: якщо закон розподілу випадкової величини х невідомий, але 
\х — а \ < 3(7, то можна припускати, що X розподілена нормально.

ОД 9973

Сформулювати правило З іт д л я  неперервної випадкової ве­
личини X, а = 173, а2 = 36 практично достовірно, що зріст чоло­
віків певної вікової групи міститься в межах від

Приклад. Завод виготовляє стальні кульки діаметром d, але 
фактично вони відрізняються від d. Позначимо через х різницю 
між фактичним і проектованим значенням діаметра. Величина х
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у  \

0 2 3

- 1 0,2 0 ,11 0,09
2 0,05 0,05 0,1
5 0,1 0,1 а

Знайти значення параметра а. Обчислили кореляційний 
момент системи випадкових величин, коефіцієнт кореляції та
M(Y /X  = 2).

4  ґґх л _  fQ s i n + у) , е  областіD 
' і 0 , поза областю D

0 < х < 0 < у <2 2
Знайти: а, тх,ту, ах, оу.

Тема 13. Закон великих чисел. Граничні теореми

Під законом великих чисел розуміють сукупність теорем, в 
яких встановлюється зв’язок між середнім значенням досить ве­
ликої кількості випадкових величин та середнім арифметичним 
їхніх математичних сподівань.

Закон великих чисел -  основа практичного використання 
теорії ймовірностей.

13.1. Лема Чебишева

Нехай Х  додатна випадкова величина із скінченним мате­
матичним сподіванням М(Х), тоді Р(Я > 1 ) < М(Х).

Тобто якщо випадкова величина Х набирає лише невід’ємні 
значення, тоді ймовірність того, що при випробуванні вона набе­
ре значення, яке більше від додатного числа а, не переважає дро­
бу, в чисельнику якого М(Х), а значення -  число а.

гул > ■ 1 ї= —---- нерівність МарковаД
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Приклад
У результаті 200 дослідів знайдені значення випадкової ве­

личини x: XlfX2 -*Zt)OJM0O = D(x) = 2. Оцінити знизу ймовірність 
того, що абсолютна величина різниці між середнім арифметич­
ним значенням випадкової величини та математичним сподіван­
ням менше т(0,75).

13.4. Центральна гранична теорема

Нехай задана послідовність незалежних однаково розподі­
лених випадкових величин xlfx 2 ...хп. M(x j  =  0, 0(хЁ) = Ь , і =  1,2. 

Розглянемо випадкову величину уж = ІУ д .- т° т  ^ (Х ) = Г=і = о.
П

При П — ОС функція розподілу
X л

'  —ос

тобто сума буде розподілена за нормальним законом, математич­
не сподівання дорівнює 0 та дисперсія nb.

Наслідок
При п > 3 0 розподіл суми однаково розподілених випадко­

вих величин мало відрізняється від нормального розподілу.

13.5. Теорема Бернуллі

Встановлює зв’язок між частотою події і її ймовірністю при 
постійних умовах випробувань.

Теорема Бернуллі. Нехай ймовірність появи події А в кож­
ному із незалежних повторних випробувань = р, m -  число появ 
події A (частота появи) в n випробуваннях.

П-* CO ( L  Р ) '
При доведенні теореми одержимо:

( Ь
1~Р Е G •* = і - ^т, яка використовується на практиці.> fl£2 Т1£2
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РОЗДІЛ з 
МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА

Тема 14. Основні поняття математичної статистики

14.1. Основні положення вибіркового методу

Математична статистика розробляє методи отримання 
математичного опису й обробки експериментальних даних, які 
надають змогу за результатами випробувань робити ймовірнісні 
висновки про закономірності випадкових масових явищ.

Основні задачі математичної статистики:
1) оцінка невідомої функції розподілу;
2 ) оцінка невідомих параметрів розподілу;
3) статистична перевірка гіпотез;
4) довірчі інтервали.
Означення. Генеральною сукупністю називають усю сукуп­

ність однорідних о б ’єктів, яку вивчають відносно деякої кількіс­
ної або якісної ознаки, що характеризує ці об ’єкти.

Означення. Вибірковою сукупністю (вибіркою) називають
сукупність випадково відібраних о б ’єктів з генеральної сукуп­
ності.

Означення. Повторною називають вибірку, при якій віді­
браний о б ’єкт (перед вибором наступного) повертається в гене­
ральну сукупність.

Означення. Безповторною називають вибірку, при якій ві­
дібраний о б ’єкт у  генеральну сукупність не повертається.

Означення. Репрезентативною називають вибірку, яка 
правильно представляє пропозиції генеральної сукупності.

Означення. Значення ознаки х п у  окремих членів сукупності 
називають варіантами, а числа, які вказують, скільки разів по­
вторюється кожна варіанта, -  частотами

Означення. Об’ємом вибіркової чи генеральної сукупності 
називають кількість о б ’єктів цієї сукупності (п).
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2. Обчислити числові характеристики вибірки.
3. Побудувати полігон частот та відносних частот.
4. Побудувати гістограму, розбивши на чотири інтервали.
N; N+l; N; N+2; N+l; N-l; N+2; N+2; N+3; N-l; N; N; N+1;

N+l; N+2; N+5; N+3; N+1; N+2.

Тема 15. Методи параметричного та 
непараметричного оцінювання параметрів. 

Статистичні гіпотези та статистичні критерії

15.1. Статистичне оцінювання

Означення. Статистичною оцінкою невідомого параме­
тра випадкової величини X генеральної сукупності (теоретично­
го розподілу) називається функція від випадкових величин (ре­
зультатів вибірки), що спостерігаються.

Щоб статистичні оцінки були близькими до істинного зна­
чення числової характеристики генеральної сукупності, вони по­
винні бути незміщеними, спроможними та ефективними.

Означення. Оцінка називається незміщеною, якщо її ма­
тематичне сподівання як випадкової величини вп дорівнює істин­
ному значенню 8  числової характеристики: М(вп) = в.

Означення. Оцінка називається спроможною, якщо вона 
збігається за ймовірністю до істинного значення параметра, 
тобто для будь-якого є > 0 — 6  \ < s} 1 , при п <*>.

Означення. Оцінка називається ефективною, якщо вона 
має мінімальну дисперсію певного класу оцінок.

Означення. Вибіркова середня є незміщеною, спромож­
ною і ефективною оцінкою генеральної сукупності.

Означення. Статистична вибіркова дисперсія ЮБ є спро­
можною, але зміщеною оцінкою M(DB) = ’— ^ - 0 2 . Д л я  отримання

незміщеної оцінки використовують виправлену статистичну ди­
сперсію S2 = ^ £ ї= і ( * ї  -  ^)2-
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П ідставим о вираз р = --------------, одерж им о
Х - ,  + X ? + ' " X t ]

■п ■ а?=±хі-пр ■

О скільки  xt < п, то <  о при р = тобто ця точка іп-£?=1*г
є точкою  м аксим ум у.

15.4. Інтервальні оцінки параметрів розподілу

У  випадку м алих вибірок користую ться інтервальним и оц ін ­
ками, які визначаю ться початком  і кінцем  інтервалу.

Я кщ о Q0 статистична характеристика невідом ого парам етра 

Q, то нерівн ість ІФ — Q° \ < 5(5 > 0 ) ;  Q° — 5 < Q < Q°+ 5.
Т очність і надійність оц інки  Q0 парам етра зображ ується  че­

рез дов ірчи й  інтервал та довірчу  йм овірність.
Означення. Надійністю або довірчою ймовірністю оцінки 

Q0 параметра Q називається ймовірність з виконання нерівності 
\Q — Q°\ < S, тобто P(\Q -  Q&| <  S') = у.

Означення .Д овірчим  називають інтервал (Q0 -  5, Q0 +  S'), 
яким покриває невідомий параметр Q із вказаною надійністю Л

0 Q Q* • • • • • >
qz + s

В и падкови й  інтервал [Q° — S, Q0 + 6] покриває точку Q з 

йм овірн істю  А.
Д овірчий  інтервал м ож е розглядатися як  інтервал значень 

парам етра Q, сум існих з експерим ентальним и  даним и  не суп е­

речних  з ними.
Д овірчий  інтервал для оц інки  м атем атичного сподівання 

норм ального розподілу у  випадку:

1) ВІДОМОГО £7 P \x  — ^L< а < х  + ^=) = 2<P(t) = у.
\  У п  V п /

З надійністю  у ствердж ується, щ о довірчи й  інтервал
Z' - t ff  toX • „

(х — — <  а < х + — J покриває невідом ий  парам етр а -  м атем атичне
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сподівання з точністю = х  + 4=). Число f визначається рівністю

2Ф(0  = у із таблиці функції Лапласа.
Наслідок. За вказаних умов (нормальний закон із парамет­

ром а, точністю S і числом t, яке визначається через у об’єм вибі­

рки задається формулою: п = £2j 2
га ’

2 ) для невідомого о\ р (х < а < х + ^ 0  =<>:довірчий ін­

тервал покриває невідомий параметр а з надійністю у.
Випадкові величини f  та S можуть замінюватись не випад­

ковими х^ та S знайденими за вибіркою.
Приклад. Випадкова величина розподілена нормально, 

а = 2 ;п = 25. Знайти з у =0,95 довірчий інтервал для величини а 
вказаного розподілу.

Розв’язання. Ф(у) = - у = 0,475 за таблицею функції Лапласа
2

• • • G" 2t v = 14,96, тоді точність оцінки 5 = — tv = —  ■ 1,96 = 0,764.
г  V т  '  V 2 5

Довірчий Інтервал (37- 0,734: X — 0,734)
Наприклад, якщо х = 2,3, то з надійністю 95 % інтервал 

(1,5; 3,1) покриває невідомий параметр а, тобто а = 2,3 з точністю 
0,8 і надійністю 95 %.

Приклад. Знайти мінімальний об’єм вибірки, при якому з 
надійністю 0,95 точність оцінки математичного сподівання нор­
мально розподільної генеральної сукупності за вибірковою сере­
дньою рівна 2 і <т = 16.

Розв ’язання. За умовою у = 0,95, з таблиці функції
Ф(Г) = —  = 0,475 знаходимо t = 1,96. Підставимо у формулу

t z (J 2 1 ,9 б г , 1б2 „  , ,

15.5. Статистичні гіпотези та їх види

Означення. Статистичною гіпотезою Н  називають будь- 
яке припущення відносно виду або параметрів розподілу випадко­
вої величини х, яка може бути перевірена за результатами ви­
бірки.
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Означення. Простою називають гіпотезу, що містить 
лише одне припущення. Якщо гіпотеза складається із скінченного
або нескінченного числа простих гіпотез, то вона називається 
складною.

Означення. Основною (умовною) називається гіпотеза і 
позначається Н0. Інші гіпотези (припущення), що суперечать ну­
льовій, називають альтернативними, або конкуруючими, їх по­
значають Н1 гН2 .

15.6. Похибки перевірки гіпотез

Статистична гіпотеза, яка висунута може бути правильною 
або неправильною, тому виникає необхідність її перевірки.

При перевірці статистичної гіпотези за даними випадкової 
вибірки можна зробити хибний висновок. При цьому можуть бу­
ти помилки (похибки). Якщо за висновком відкидається правиль­
на гіпотеза, то це помилка першого роду, якщо за висновком буде 
прийнята неправильна гіпотеза, то це помилка другого роду. 
Ймовірність здійснити помилку першого роду називається рівнем 
значущості і позначається а. Найчастіше рівень значущості при­
ймають 0,05, це означає, що в п’яти випадках із 100 ризикуємо 
одержати похибку першого роду, тобто відкинути правильну гі­
потезу. Ймовірність похибки другого роду позначають р.

При контролі якості продукції ймовірність визнати нестан­
дартними стандартні вироби називається ризиком виробника, а 
ймовірність визнати придатними браковані вироби називається 
ризиком споживача.

Перевірка статистичної гіпотези здійснюється за допомогою 
статистичного критерію. Статистичним критерієм називають ви­
падкову величину &0 0 , яка служить для перевірки нульової гіпо­
тези. Емпіричним (спостереженням) значенням Кспост називають 
значення критерію, що обчислюється за даними вибірки.

Після вибору певного критерію узгодження, множину всіх 
можливих значень поділяють на дві підмножини, що не перети­
наються: одна з них містить значення критерію, при яких основна 
гіпотеза відхиляється, а друга -  при яких вона приймається.
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5. Зробити висновок чи належать значення статистичної ха­
рактеристики до критичної області, при яких На відхиляється, а 
Н1 приймається.

15.8. Критерій узгодження Пірсона

Нехай вибірка має такий розподіл об’ємом п

Варіанти т, Xг * 2

Частоти щ щ п 2

або

Інтервали 1к (;xlfx2) (;х2 ,х2) СXm- 1 ' Xm )
Частоти пк « і п 2

З рівнем значущості а перевірити основну гіпотезу.
М-: генеральна сукупність розподілена нормально. Крите­

рієм перевірки цієї гіпотези беруть випадкову величину х 2 , яка у 
різних випробуваннях приймає різні, насамперед невідомі, зна­
чення.

Критичне значення цієї випадкової величини залежить від 
рівня значущості а та числа ступенів вільності k = s -  1 -  г, де s -  
число груп (інтервалів) вибірки, т -  число параметрів вибірки. 
Для розподілу генеральної сукупності за нормальним законом 
(два параметри а і сг) ступенів вільності k = s -  3.

Хкр. = Г Ч М )
Ці критичні значення знаходять у таблиці.

15.9. Правило Пірсона

Для того щоб при заданому рівні значущості а перевірити 
гіпотезу Н0 -  генеральна сукупність розподілена нормально, пот­
рібно:

1 ) обчислити теоретичні частоти пк для варіант вибірки;
2 ) обчислити спостережне значення критерію х 2 за форму­

лою:

311







д) = 42,8; п = 16,6 = 8 .

3. Знайти мінімальний обсяг вибірки, при якому з надійніс­
тю у точність оцінки математичного сподівання нормально роз­
поділеної генеральної сукупності дорівнюватиме 0,2. Середнє 
квадратичне відхилення генеральної сукупності а = 1,5.

а) у = 0,925;

д) у = 0,999.
4. Статистичні спостереження рівня доходу одного підпри­

ємства подано в таблиці.

N+5 N + 6 N+7 N + 8 N+9 N + 1 0 N + 1 1 N + 1 2 N+13
п £ 1 2 3 20 25 24 15 7 3

а) з надійністю у = 0,95 при значенні а = 3 побудувати інтер­
вал довіри для математичного сподівання;

б) з надійністю у = 0,95 розрахувати інтервал для а. Значен­
ня лу та знайти за статистичними даними.

Тема 16. Елементи дисперсійного, 
кореляційного та регресійного аналізу

16.1. Загальна інформація

Сутність дисперсійного аналізу полягає в тому, що загальну 
дисперсію досліджуваної ознаки розділяють на окремі компонен­
ти, які обумовлені впливом певних конкретних умов. Істотність
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їхнього впливу на цю ознаку здійснюється методом дисперсійно­
го аналізу.

Відповідно до дисперсійного аналізу будь-який його резуль­
тат можна подати у вигляді суми певної кількості компонентів. 
Так, наприклад, якщо досліджується вплив певного чинника на 
результат експерименту, то модель, що описує структуру остан­
нього, можна подати так:

xij = т Ч- a,j + Eij.
При цьому Af (^ij) = 0 І£г;як випадкові величини мають за­

кон розподілу ймовірностей ;V(0 ; t72) i  між собою незалежні

Складнішою моделлю аналізу є вивчення впливу на резуль­
тати експерименту кількох факторів. Зокрема, при аналізі впливу 
двох факторів структура моделі набуває такого вигляду:

= -V -
де xtjk -  значення ознаки X  в z-му експерименті на у'-му рівні 

впливу фактора А і на к-шу рівні впливу фактора В; х -  загальна 
середня величина ознаки X; щ -  ефект впливу фактора А на /-му 
рівні; р£ -  ефект впливу фактора В нау-му рівні; ytj -  ефект одно­

часного впливу факторів А і В\ -  випадкова компонента.
У разі проведення дисперсійного аналізу досліджуваний ма­

сив даних, одержаних під час експерименту, поділяють на певні 
групи, які відрізняються дією на результати експерименту певних 
рівнів факторів.

Вважаємо, що досліджувана ознака має нормальний закон 
розподілу, а дисперсії в кожній окремій групі здобутих значень 
ознак однакові.

16.2. Однофакторний дисперсійний аналіз

Нехай потрібно дослідити вплив на ознаку X  певного одного 
фактора. Результати експерименту ділять на кілька груп, які від­
різняються між собою ступенем дії фактора.
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Для зручності результати експерименту зводять у спеціаль­
ну таблицю:

Ступінь впли­
ву фактора 

(групи)

Спостережуване 
значення ознаки X Г рупові середні Загальна середня

1 Ч і'^гіЛ зі _ £Г=і *гі
rij 2 "^ 2  ■=!

2 :ї 2̂; ̂ 22̂  ^32 *,,ш f -Т̂  2 - 5Т=1 жі2
' ТІД

N

3 ^із'^гз'^зз '"■'-̂ ■п.зі _ £Г=і ;̂з
*3 = п3

р

p ^Тр'-̂ Др'̂ Зр "'■'-ї га,р __ _ІГ=і^ір J -1

Відповідно до моделі однофакторного дисперсійного аналі­
зу необхідно визначити дві дисперсії, міжгрупову (дисперсію 
групових середніх) і внутрішньогрупову.

Загальна дисперсія розглядається як сума квадратів відхи­
лень:

Тоді поділ загальної дисперсії на компоненти здійснюється
так:

r . v 1' ■■ ■■Zji=lzJ/=1l 4 зЛЦ xs ^  j=lAj
Для того щоб мати виправлені дисперсії, необхідно кожну із 

здобутих сум поділити на число ступенів свободи.

^ і = і ^ = і ^ Г ж
Так, для загальної дисперсії v виправленаJV

,n

дисперсія дорівнюватиме J  — Y_ ^

Виправлена дисперсія Si, що характеризує розсіювання все­
редині групи, зумовлене впливом випадкових факторів, обчислю­
ється за формулою:

УП) Ур (х- — х.ї2 A = 1^J=1 V
JV - p=
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де N -  Р  = /Сц є числом ступенів свободи Д Л Я  5*, оскільки при цьо­
му використовується р співвідношень при обчисленні групових 
середніх XjJ = 1 ,р.

Виправлена дисперсія F22, що характеризує розсіювання гру­
пових середніх Xj в і д н о с н о  загальної середньої х , яке викликане
впливом фактора на результат експерименту ознаки X, обчислю­
ється за формулою:

5f = _ хУ, де р -  1 = к 2 -  це число ступенів свободи

Sf, оскільки групові середні варіюють відносно однієї загальної 
середньої X.

Завдання виявлення впливу фактора на наслідки експеримен­
ту полягає порівняно з виправленими дисперсіями Si,Si- І справ­
ді, якщо досліджуваний фактор не впливає на значення ознаки X, 
то цього разу Sf,Si  можна розглядати як незалежні оцінки загаль­
ної дисперсії D. І навпаки, якщо відношення S2 і істотне, то 
цього разу вибірки слід вважати здійсненими з різних сукупнос­
тей, тобто із сукупностей з різним рівнем впливу фактора.

Порівняння двох дисперсій ґрунтується на перевірці прави­
льності нульової гіпотези: H0 :D- = D2 -  про рівність дисперсій 
двох вибірок.

За статистичний критерій вибирається випадкова величина

F = 4 '  —s i  лг-р
За значеннями^,к : = N —р,к2 = р — 1, знаходимо критичну 

точку.
Спостережуване значення критерію обчислюється за фор­

мулою.
Якщо F0 < FKр, то нульова гіпотеза про вплив фактора на ре­

зультати досліджень відхиляється, а коли Fc > F^ , то цим самим
підтверджується вплив фактора на ознаку X.

Результати спостережень та обчислення статистичних оці­
нок зручно подати в упорядкованому вигляді.
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Вид варіацій 
ознаки

Сума квадратів 
відхилення

Число
ступенів
свободи

Статистичні оцінки дис­
персії

Внутрішньо-
групова

пІ V N - p y nj У33 (х -  х-Р г2 £лі=\£-Ч= 1 ^ 4  V
1 N - p

Міжгрупова п
^  V.j (Xj х)2

р - 1 r2 2 ’=1 n , C ^ - i ) 2 

2 v - 1

Загальна пІ V N - 1 y nj y p (x -  x-P 

" jV -  1

Приклад. Оцінка впливу перевірок ДФС на накладання 
штрафів, наведено у таблиці.

Ступінь впливу фактора Кінцевий результат
1 3,2; 3,1; 3,1; 2,8; 3,3; 3,0
2 2,6; 3,1; 3,7; 2,9; 2,7; 2,8
3 2,9; 2,6; 3,0; 3,1; 3,0; 2,8
4 3,7; 3,4; 3,2; 3,3; 3,5; 3,3
5 3,0; 3,4; 3,2; 3,5; 2,9; 3,1

З’ясувати, чи істотно впливає штраф на результат при 
а = 0 ,0 0 1 .

Розв ’язання. Використовуючи табл. 2 і виконавши відповід­
ні обчислення, отримаємо

Ступінь
впливу Кінцевий результат Г рупові середні Загальна

середня
1 3,2; 3,1; 3,1; 2,8; 3,3; 3,0 х ,  =  3,083

2 2,6; 3,1; 3,7; 2,9; 2,7; 2,8 х 2 = 2 , 8

3 2,9; 2,6; 3,0; 3,1; 3,0; 2,8 х э = 2 , 9 х = 3,073

4 3,7; 3,4; 3,2; 3,3; 3,5; 3,3 = 3,4

5 3,0; 3,4; 3,2; 3,5; 2,9 ; 3,1 т Б =  ЗД 8

Види варіа­
цій ознаки

Сума квадратів 
відхилень

Число ступенів 
свободи

Статистичні 
оцінки дис­

персії
Внутрішньо-

групова
пі і

=  0,92-6734
k t  =  N - p  = ЗО - 5  =  2S ■ч2

Міжгрупова Б

(жу -  = 1,3377
к 2 =  р -  1 =  5 -  1 =  4 5І = 0,3344
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^  sf 0.03 707 "9^0 2 0 8 .

Висновок. Оскільки F' > FKp_, то вплив штрафів на кінцевий 
результат є істотним.

16.3. Елементи регресійного та кореляційного аналізу

Означення. Функціональний зв ’язок у  = f(x), якщо кожному 
незалежному значенню змінної х поставити у  відповідність єди­
не конкретне значення залежної змінної у.

Означення. Стохастичною залежністю називають таку 
залежність, за якої зміна однієї з випадкових величин викликає 
певну зміну розподілу іншої.

Означення. Стохастична залежність є кореляційною, як­
що зміна значень однієї величини викликає зміну середнього зна­
чення іншої.

У випадку функціональної залежності, знаючи X, маємо 
можливість знайти величину Y, в разі кореляційної залежності 
встановлено лише тенденцію зміни Y при зміні X.

Кореляційний та регресійний аналіз тісно пов’язані між со­
бою методами обробки статистичних даних, різниця існує між 
метою досліджень та формою встановлення зв’язку. У кореляцій­
ному аналіз виявляється тіснота зв’язку, у регресійному -  форма.

Вкажемо існуючі види регресії та кореляції.
Вивчаючи взаємозв’язок факторних (незалежних) та резуль­

тативних (залежних) ознак, виникають ситуації:
1 ) Х та Y -  випадкові величини;
2 ) X -  детермінована, Y -  стохастична.

Види кореляцій:
-  відносно характеру кореляції: додатна (пряма); від’ємна 

(обернена);
-  відносно кількості змінних: проста або парна; множинна; 

частинна (з її допомогою охоплюється весь причинно-наслідко- 
вий комплекс);
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-  відносно форми зв’язку: лінійна; нелінійна;
-  відносно типу зв’язку явищ: безпосередня кореляція; по­

середня кореляція; хибна (помилкова) кореляція.

Види регресії:
-  відносно числа явищ, що враховуються в регресії: проста 

(парна) регресія; множинна (багатофакторна) регресія;
-  відносно форми залежності: лінійна; нелінійна;
-  відносно характеру регресії (у випадку парної регресії): 

додатна регресія; від’ємна регресія;
-  відносно типу зв’язку явищ: безпосередня регресія (при­

чина безпосередньо діє на наслідок); посередня регресія (Y  та X  
не пов’язані, а визначають загальним впливом на них третього 
фактора); нонсенс-регресія (абсурдна).

Основні задачі кореляційного аналізу:
1 ) вимірювання тісноти зв’язку двох або більше явищ: уточ­

нення відомих зв’язків та виявлення невідомих зв’язків;
2) відбір факторів, що мають суттєвий вплив на 7;
3) виявлення невідомих причинних зв’язків -  безпосередньо 

не визначає їх, але встановлює рівень необхідності цих зв’язків та 
правдивість висновків.

Основні задачі регресійного аналізу:
1) встановлення форми залежності;
2 ) вибір та оцінка функції регресії;
3) перевірка значущості коефіцієнтів регресії та адекват­

ності моделі;
4) інтерполяція та екстраполяція даних.
Кореляційний зв’язок, як правило, характеризується вибір­

ковим коефіцієнтом кореляції, що характеризує ступінь лінійної 
функціональної залежності між Y та X.

Для двох випадкових величин X  та Y коефіцієнт кореляції 
має такі основні властивості:

1 . г < 1 або - 1  < r < 1 .
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2. Якщо г = ±1, то між X  та Y існує функціональний 
зв’язок, що виражається лінійною функцією (рис. 1 ).

3. Якщо r = 0, то X  та Y некорельовані (але це не означає, 
що функціонального зв’язку не існує, залежність може бути ква­
дратичною) (рис. 2 ).

4. Коефіцієнти кореляції X  та Y і Y та X  не співпадають. 
Приклад. Отримано вибіркові дані про ціни на квартири та

загальну їхню площу в деякому місті, січень 2016 р.

Уі 13,8 13,8 14 22,5 24 28 32 20,9 22 21,5 32 35 24 37,9 27,5
33 40 36 60 55 80 95 70 48 53 95 75 63 1 1 2 70

X  -  загальна площа квартири, кв. м; Y -  ринкова ціна квар­
тири, тис. у.о.

Необхідно:
1. Побудувати графік залежності між змінними, за яким не­

обхідно підібрати модель рівняння регресії.
2. Розрахувати параметри рівняння регресії методом най­

менших квадратів.
3. Знайти коефіцієнт еластичності.
4. Оцінити тісноту зв’язку між змінними за допомогою по­

казників кореляції та детермінації.
Розв ’язання
Графік залежності змінних X та Y будується у прямокутній 

системі координат. На осі абсцис відкладаються значення факто­
рної ознаки X, а на осі ординат -  результативної ознаки Y. Вра­
ховуючи невелике число пар значень змінних, по кожній з них 
виділимо 5 інтервалів, використовуючи формулу:

_  " - .У. . •
к 5

де h -  довжина інтервалу;
xmin -  найменше значення ознаки; 
xmax -  найбільше значення ознаки; 
k -  число інтервалів.

Для змінної X: h = п "_ = 15Д Для інтервалу округлюєть­

ся в сторону збільшення для зручного значення, h = 16.
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У результаті отримаємо такі границі інтервалів: 33 + 16 = 49; 
49 + 16 = 65; 65 + 16 = 81; 81 + 16 = 97; 97 + 16 = 113.

А налогічно , для зм ін ної Y: h = ° =  4^82;/г =  5. Границіл
інтервалів становлять: 13; 18; 23; 28; 33; 38.

На графік наносяться точки, координати яких відповідають 
значенням Y та X. Характер розташування точок на графіку пока­
зує, що зв’язок між змінними може виражатися лінійним рівнян­
ням регресії:

У х  =  Ь 0  +  Ь ± Х .

ґ х

у = 2,8192х- 3,6657 
R2 = 0,8509

ж
у = 2,8192х- 3,6657 

R2 = 0,8509

•
А

ж

V J
Рис. 107. Залежність ціни на квартири від загальної її площі

2. Параметри рівняння регресії знаходимо методом най­
менших квадратів шляхом складання та розв’язання системи нор­
мальних рівнянь.

Для проведення усіх розрахунків будується допоміжна таб­
лиця.

У таблиці усі середні знаходяться за формулою середньої 
арифметичної простої: X = —.71

Підставимо отриманні суми в систему рівнянь, враховуючи, 
що n = 15:

{2  6 4 6 6 ,7 =  9 8 5 ^  +  7 2 1 1 1 ^

Розв’язавши систему, отримуємо b0 = 4,7743; b 1 = 0,3018.
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Параметри рівняння регресії також можна знайти за форму­
лами, які отримано шляхом використання правила Крамера 
розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь.

Розрахункова таблиця:
№ з/п X y

2X 2
У xy У у-у (у-у) 2

1 . 33 13,8 1089 190,44 455,4 14,734 -0,934 0,873
2 . 40 13,8 1600 190,44 552 16,847 -3,047 9,283
3. 36 14 1296 196 504 15,640 -1,640 2,688

4. 60 22,5 3600 506,25 1350 22,883 -0,383 0,147
5. 55 24 3025 576 1320 21,374 -2,626 6,896
6 . 80 28 6400 784 2240 28,919 -0,919 0,845
7. 95 32 9025 1024 3040 33,447 -1,447 2,092
8 . 70 20,9 4900 436,81 1463 25,901 -5,001 25,012
9. 48 22 2304 484 1056 19,261 2,739 7,500
1 0 . 53 21,5 2809 462,25 1139,5 20,770 0,730 0,532
1 1 . 95 32 9025 1024 3040 33,447 -1,447 2,092
1 2 . 75 35 5625 1225 2625 27,410 7,590 57,604
13. 63 24 3969 576 1512 23,788 0 ,2 12 0,045
14. 1 1 2 37,9 12544 1436,41 4244,8 38,577 -0,677 0,459
15. 70 27,5 4900 756,25 1925 25,901 1,599 2,556
Усьо­
го

985 368,9 72111 9867,85 26466,7 368,899 - 0,001 118,625

Сере­
днє
зна­
чення

65,667 24,593 4807,4 657,857 1764,447 24,593 7,908

Невеликі розбіжності в результатах розрахунків поясню­
ються заокругленням середніх значень у другому випадку.

Таким чином, рівняння регресії має вигляд 
%  = 4,7743 + 0,301Йт.

Коефіцієнт регресії показує, що при збільшені загальної 
площі квартири на 1 м2 ціна квартири в середньому збільшиться 
на 0,3018 тис. у.о., або на 301,8 у.о.
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1. З ’ясувати, чи істотно впливає фактор F  на ознаку X  при 
заданих рівнях значущості а .

Завдання для самостійної роботи

Варіант, Рівень Спостережувані Варіант, Рівень Спостережувані
а фактора значення X а фактора значення X
1 1 3,4; 4,2; 5,1; 4,3; 2 1 9,4; 8,2; 7,1; 8,3;

а = 0,01 4,6 а = 0, 05 7,6
2 3,8; 3,6; 4,5; 5,2; 

5,1
2 8 ,8 ; 9,6; 7,5; 8,2; 

9,1
3 4,3; 5,6; 5,2; 4,9; 

4,7
3 8,3; 9,6; 8,2; 7,9; 

8,7
4 3,6; 3,9; 4,3; 5,4; 

5,0
4 7,6; 8,9; 9,3; 7,4; 

9,0
3 1 18; 24; 21; 25 4 1 234; 321; 269;

а = 0,05 2 23; 25; 21; 20 а = 0, 01 308
3 19; 17; 22; 21 2 338; 353; 289;
4 18; 22; 24; 23 331
5 23; 21; 24; 26 3

4

5

278; 312; 329; 
358
332; 371; 369; 
328
264; 338; 289; 
352

2. Досліджується два типи цінних паперів, дохідність яких 
дорівнює, відповідно, X  та Y. Мета дослідження виявити взаємо­
залежні коливання курсів цінних паперів.

Необхідно:
1. Побудувати графік залежності між змінними, по якому 

необхідно підібрати модель рівняння регресії.
2. Розрахувати параметри рівняння регресії методом най­

менших квадратів.
3. Знайти коефіцієнт еластичності.
4. Оцінити тісноту зв’язку між змінними за допомогою по­

казників кореляції та детермінації.

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Уі K-1 K-2 K+4 K+3 K+5 K+3 K+10 K+11 K+14 K+12
N+1 N+1 N+5 N+2 N+7 N+4 N+14 N+15 N+22 N+31
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РОЗДІЛ 4 
МАТЕМАТИЧНЕ ПРОГРАМУВАННЯ

Тема 17. Задачі лінійного програмування

17.1. Предмет курсу «Математичне програмування»

В аж ливим  завданням  сучасності є оперування економ ічн и­
м и систем ам и, оптим ізац ія  їхньої структури, траєкторія  розвитку 
й ф орм ування з м етою  досягнен ня м аксим альної економ ічн ої 
еф ективності. Ц і проблем и вивчає наука, яку  називаю ть теорією 
дослідження операцій. В он а охоплю є всі етапи  вивчення систем , 
у  том у числі економ ічних від з ’ясування м ети  (ц ілі) ф ун кціону­
вання й розвитку, побудови  економ іко-м атем атичної м оделі та 
відш укання оптим ального р о зв ’язку  до розробки  плану п ракти ч­
ної реал ізац ії здобутих результатів  дослідж ення та забезпечення 
реал ізац ії цього плану.

М атем атичне програм ування -  один  з осн овни х інструм ен­
тів теор ії дослідж ення операцій . Й ого завдання полягає у  розроб ­
ці м етодів р о зв ’язку  оптим ізац ійни х  задач  та оптим ального 
р о зв ’язку.

Економічну систему можна подати у  вигляді прямокут­
ника:

Ck(k = 1; 2 ... І) -  к ількісн і характеристики  систем и  (наявн ість 

ресурсів).
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Я кщ о йдеться про податкову систем у, то Ск характеризую ть 

норм и податків , проценти  за кредит тощ о.
П арам етри  Ск м ож уть бути  сталим и або залеж ати  від певних 

умов.
Інш і кількісні характеристики є змінними величинами, 

які бувають:
-  незалеж ним и;
-  залеж ним и;
-  дискретним и;
-  неперервним и.
Незалежні змінні бувають двох видів:
-  керовані Xj(j = 1 , 2 ... ті), значення м ож на зм іню вати  в д е­

яком у інтервалі;
-  некеровані Уііі = 1,2 ...т), значення яки х  не залеж ить від 

волі лю дей.
Кожна економічна система має мету (ціль) розвитку та 

функціонування.
Наприклад, отрим ання м аксим ум у чистого прибутку. С ту­

пінь досягнення м ети має кількісну характеристику, тобто мож е 
бути описаний  м атем атично.

F — обрана м ета (ц іль) вим ірю ється незалеж н им и  зм ін ним и  

та парам етрам и.
F =  f ( x !  д 2 у 1, у 2 ...ут ,С±,С г ... Св)

Означення. Функцію F -  називають цільовою функцією 
(функцією мети).

Задача математичного програмування формулюється
так:

Знайти такі значення керованих змінних щоб цільова
функція набула екстремального значення (максимального чи мі­
німального).

Г  = тах(ті7і) f ( x 1 ...хп,у± ...ут, ...c±...Cj)
М ож ливості вибору Xj завж ди  обм еж ені зовн іш нім и  у м ова­

ми. Ц і процеси  записую ть за  допом огою  систем и м атем атичних 
р івностей  та нерівностей.
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qr(xlt ...xnfy1; Уі ...ym,Ci,C2 -% )  K > } 0
Ці системи називають системою обмежень, або системою 

умов задач.
Для економічних систем Xj мають бути невід’ємними.

Вказані вирази є економіко-математичною моделлю цієї 
економічної задачі.

Розробляючи модель, потрібно керуватися такими правилами:
1. Модель має адекватно описувати реальні технологічні та 

економічні процеси.
2. У моделі потрібно враховувати все істотне, суттєве в дос­

ліджуваному явищі чи процесі, нехтуючи всім другорядним, не­
істотним. Математичне моделювання -  це вузька межа між пере- 
спрощенням і переускладненням. Прості моделі не забезпечують 
точність, а переускладнені важко реалізувати.

3. Модель повинна бути зрозумілою для користувача, зруч­
ною для реалізації на ЕОМ.

4. Потрібно забезпечити, щоб множина наборів Xj була не­
порожньою. Якщо система обмежень має єдиний розв’язок, то не 
існує задачі вибору оптимального плану.

Означення. Будь-який набір змінних xlfx2 ...хп, що задоволь­
няє умови задачі, називають допустимим планом, або планом.

Означення. Кожний допустимий план є стратегією еко­
номічної системи, програмою дій. Сукупність усіх розв ’язків си­
стеми обмежень, тобто множина усіх допустимих планів, ста­
новить область існування планів.

Означення. План, за якого цільова функція набуває екстре­
мального значення, називається оптимальним.

Оптимальний план є розв’язком задачі математичного про­
грамування. Задача математичного програмування передбачає 
одну цільову функцію.
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Задачі математичного програмування поділяються на два 
великі класи:

-  лінійні;
-  нелінійні.
Якщо цільова функція та система обмеження є лінійними 

функціями, тобто МІСТЯТЬ ЗМІННІ X j ,  у першому степені маємо лі­
нійну задачу, а в усіх інших -  нелінійні.

Важливою перевагою лінійних задач є те, що для їхнього 
розв’язку розроблено універсальний метод (симплексний метод), 
теоретично кожну задачу лінійного програмування можна розв’я­
зувати цим методом.

Економічні та технологічні процеси є нелінійними, стохас- 
тичними, розвиваються в умовах нестабільності, тому доводиться 
будувати нелінійні, стохастичні моделі.

Розв’язувати нелінійні моделі складніше тому, що немає 
універсального методу. Часто нелінійні залежності апроксимують 
(наближають) лінійними. Такий підхід на практиці є ефективним.

У нелінійному програмуванні виділяють:
-  опукле програмування -  область допустимих планів є 

опуклою множиною, а цільова функція є опуклою функцією;
-  квадратичне програмування -  цільова функція квадра­

тична.

Задачі математичного програмування поділяються на:
-  дискретні (задачі, в яких одна, кілька або всі змінні набу­

вають дискретних значень);
-  цілочисельне програмування (в яких одна або кілька 

змінних набувають цілочисельних значень);
-  неперервні (якщо всі змінні можуть набувати будь-якого 

значення).
Задачі математичного моделювання поділяються на де­

терміновані та стохастичні.
Детерміновані задачі не містять випадкових змінних і па­

раметрів.
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Стохастичні задачі містять випадкові величини (вивча­
ють стохастичне програмування).

Економічні процеси розвиваються в часі, тому відповідні 
моделі повинні відображати динаміку. Це означає, що для знахо­
дження оптимального плану потрібно застосовувати класи задач 
математичного програмування (статичні) одно крокові, (дина­
мічні) багатокрокові.

Однокрокові задачі характеризуються тим, що всі компо­
ненти оптимального плану задачі визначаються одночасно на 
останній ітерацій (кроці) алгоритму.

Окремо виділяють:
-  дробово-лінійне програмування (обмеження лінійне, а ці­

льова функція дробово-лінійна);
-  теорія ігор (застосовується в ринковій економіці).

17.3. Задача про використання сировини

Підприємство випускає продукцію n-видів ГЦГЦ...ГЦ, для 
виготовлення якої треба використовувати сировину S±,S2 

Припустимо, що запаси сировини кожного виду blrb2 ...bm умов­
них одиниць. Кількість сировини, яка необхідна для виготовлен­
ня одиниці продукції кожного з видів П задасться таблицею:

Види
сировини

Кількість одиниць сировини
Запаси

Пі П2 ГЦ
■SV «11 «12 «пі К

ь.

ŜТТІ атп 1 «m2 «птл К

а,■ означає кількість одиниць сировина 5: , яка необхідна для 
виготовлення продукції ГЕ.

Відомо, що від реалізації одиниці продукції П, підприємство 
одержує прибуток с. Потрібно скласти такий план випуску про­
дукції, при якому прибуток підприємства від реалізації всієї про­
дукції був би максимальним.
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П рипустим о, ЩО підприєм ство випускає Xj одиниць п родук­

ц ії П; , тоді прибуток п ідприєм ства вираж ається за ф орм у­

лою: /  =  С1Х1 + С2Х2 Н Спхп.
Загальна кількість сировини  S-., щ о використовується при ви ­

готовлен і продукц ії всіх  видів: а г1х: +  аі2х2 + ■■■аіпхп
В она не м ож е перевищ увати  всього запасу: bt отж е, повинна 

виконувати  нерівність: аігхг + аі2х2 ч— аіпхп <  bt {і = 1-2 ...т).
О чевидно х,- > 0.

М атем атичну задачу м ож на сф орм улю вати  так:
Д ано систем у л ін ій них  нерівностей:
ґ П іЛ 4 и 12і 2 + - а іяї ІІ < К 

а2 ̂ 4 -  а22Х2 + - а іпхп < Ь2

і а гтЛх 1 +  а т2х 2 +  " • а тях п  < Ьт

і л ін ійну ф ункцію

/  = С1 Х 1 + С2Х 2 + "■ СпХп
Треба серед р о зв ’язк ів  систем и  нерівностей  обрати  такий, 

при  яком у л ін ійна ф ункція f(pcv ...х«) набуває найбільш ого зн а­

чення, або знайти  м аксим ум  л ін ій н о ї ф ункції в області доп усти ­
м их р о зв ’язків.

17.4. Задача про раціональне харчування

П ри правильном у харчуванн і калорійність харчових  п роду­
ктів повинна повністю  відш кодувати  затрати  ен ергії лю дини, при 
цьому потреба окрем их рослинн их  та тваринних ж ирів, білків і 
вуглеводів не повинна перевищ увати  норму.

Н ехай  п р ізних продуктів  з калорійністю  а1р щ о дорівню є

кількості калорій  в одиниці маси.
В одиниці м аси  /-то  продукту м іститься:

a2j -  ж ирів, а 3̂  -  б ілків, -  вуглеводів.

П отреба орган ізм у в ен ергії Ь±, ж и рах  Ь2, білках  Ь2, вуглево­

дах  Ь4. Т оді при  правильном у харчуванн і повинні виконуватися 

такі нерівності:
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Ш41*1 + G'42X2 + ■" ^ 4̂
% i >  0 -  кількість і-го продукту.
Критерій оптимальності -  економія витрат продуктів:

і

F = Cj Xj —> шіп; j  = 1; 2; 3; 4;

с. -  вартість одиниці кожного продукту.

17.5. Графічний метод розв’язку задач 
лінійного програмування

Для розв’язку задач з двома змінними, а також деяких три­
вимірних задач застосовують графічний метод, що ґрунтується на 
геометричній інтерпретації та аналітичних властивостях задач лі­
нійного програмування.

Задача
Знайти екстремум функції. 
z = сгх̂  + с2х2 тах(шіп)

за умов:
' а 11х1 + а 12х 2{< , = ,>}Ь1 
\ а 21хг + а 22х 2{< , =, >}Ь2 
І 1 + а.т2 х2{<, = , >}Ьт

> 0 ,  Хп  >  0

Припустимо, що система сумісна і многокутник розв’язків 
обмежений.

За геометричною інтерпретацією задачі лінійного програму­
вання, кожне i-те обмеження -  нерівність півплощини з гранич­
ною ПрЯМОЮ Q j — Dj .

Системою обмежень описується спільна частина або переріз 
усіх зазначених півплощин, тобто множина точок, координати 
яких задовольняють усі обмеження задачі.

Таку множину називають многокутником розв’язків або об­
ластю допустимих планів (розв’язків) задачі лінійного програму­
вання.
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Умова невід’ємних змінних означає, що область допустимих 
розв’язків задачі належить першому квадрату системи координат 
двовимірного простору. Цільова функція задачі лінійного про­
грамування інтерпретується як сім’я паралельних прямих 
с±х± + с2х 2 = const.

Властивості задачі лінійного програмування, 
що застосовують під час графічного розв’язку

1. Якщо задача лінійного програмування має оптимальний 
розв’язок, то екстремального значення цільова функція набуває в 
одній із вершин многокутника розв’язків.

2. Якщо цільова функція досягає екстремального значення 
більш ніж в одній вершині многокутника, то вона досягає його і в 
будь-якій точці, що є лінійною комбінацією цих вершин.

Отже, розв’язати задачу лінійного програмування графічно 
означає знайти таку вершину многокутника розв’язків, у резуль­
таті підставлення координат якої в лінійну цільову функцію на­
буває найбільшого (найменшого) значення.

Алгоритм графічного методу розв ’язку задач 
лінійного програмування

1. Будуємо прямі лінії, рівняння яких отримуємо заміною в 
обмеженнях задачі знаків нерівності на знак рівності.

2. Визначаємо півплощини, що відповідають кожному об­
меженню задачі.

3. Знаходимо многокутник розв’язків задачі лінійного про­
грамування.

4. Будуємо вектор N = grad z = Н1 ; ^—) = (сг,с2), що задає
\ 0 Х  0 Х ^  /

напрям зростання значень цільової функції.
5. Будуємо пряму с1х1 + с2х2 = const, перпендикулярну до 

вектора N.
6. Переміщуючи пряму с1 х 1 + с2х2 = const в напрямі вектора 

Л (для задачі максимізації) і в протилежному напрямі (для задачі 
мінімізації), знаходимо вершину многокутника розв’язків, де ці­
льова функція досягає екстремального значення.
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7. Визначаємо координати точки, в якій цільова функція на­
буває максимального (мінімального) значення, й обчислюємо ек­
стремальне значення цільової функції в цій точці.

Мож ливі випадки:
• цільова функція набуває максимального значення в єди­

ній точці (вершині многокутника розв’язків) (рис. 108);

Рис. 108 Рис. 109

якій точці відрізка АВ (рис. 109);

нів -  цільова функція необмежена (рис. 110);

Рис. 110

ті (рис. 112-114).
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х 2

z mm

Рис. 112 Рис. 113

Приклад
Знайти \ maXz = -3  + 2 x 1 + x2 L min 1 z

x± + x 2 < 7  
2x± + 3x2 > -4 .

x2 > 1 
лу >  о

1. Побудуємо многокутник:
И + x 2

при

будуємо прямі х 2 = 1 
= 0
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Рис. 115
Х л Х п

+ У ^
-4

— + —- 
-4 -4

х ± х 2

2. Градієнт N = (2; 1).
3. Знаходимо оптимальну точку 

x 1 +  х 2 = 7

*2 = 2,*! = 5 

B(5; 2) .
4. max z = -3

x :1 =  0

X-2 = 1
min z= -2. 
Приклад.

A:

= 9

4

*1.2 тд I .\д 4
4

1

1
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3. Xj = О
4. x -7 = О

Рис. 116

Необмежена область і ї= (1 ;2 )  
z min = 4 в усіх точках відрізка А А2. 

Приклад

вказує, що шах не існує

(X, -
L'-t +  Х2 

<  4

% -  
х.

Т + ^  = 1  4 - 1

Ні max, ні min функція не має.
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17.6. Задачі з п змінними

М ож на р о зв ’язати  граф ічним  м етодом , якщ о:
„ Г п — кількість змінних 

п — т <: 2, . .
L m — кількість оомежень

Приклад. Р о зв ’язати  граф ічно
max z = хг + х2 Ч- 2 х3 — х4

(
х1 — х2 + х2 -  х4 + хБ = А 

х-2 4- %3 + 4- х5 = З

-  * 4 -  2

1. В иділим о базисні зм інні.Х 1 Х-2 Х 3 х4 *5 B
1 -1 1 -1 1 4
0 О 1 1 1 3
0 0 1 -1 -1 2

1 0 2 0 2 7
0 1 1 1 1 3
0 0 -1 -1 2

1 0 0 2 4 3
0 1 0 2 2 1

0 0 1 -1 -1 2

(Х1 = 3 — 2 х4 - 4 х 5 Гхг + 2х4 + Ах5 = 3
ц = 1  -  2 х4 — 2 х 5 \ х 2 + 2 х 4 + 2хв = 1

= 2 + х4 + х 5 ( х2 - х 4 - х 5 =  2

У сі невідом і додатні, том у віднім ем о зм інні, одерж им о:
ґ 2  х 4 +  4 х 5 <  З 
1 2 х4 +  2 х5 <  1 

І - х 4 -  х5 < 2

І  х4 хБ >  0 .

П ідставим о у  ц ільову функцію :
х =  (3 — 2г4 — АхБ) +  (1 — 2 х 4 — 2 х б) + 2(2 + х4 Ч- х 5) — х4 

z = В — Зх4 — 4 х 5 -  нова функція.

j - х 4 -  х5 = 2

І  х4 ;х5 =  0
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z max(0; 4) = -12; z min(6; 8)= -36

17.7. Форми запису задач лінійного програмування 

Загальна форма запису задачі лінійного програмування
п

" ^  " 
при обмеженнях:

X а‘Л  - ь.

J-1п

;=іП

X  “ ‘Л  =
J-1

І  Xj  >  0
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Симетрична або стандартна форма запису:
т а x z  = ± CjXj min z = t CjXj

Z"= і ^  t * = 2 7=1 ^ ^  > bi [ І = Ід
Xj > 0, [/ = 1 ,ri) Xj > Q,U= 1/

Канонічна або основна форма запису:
т  ах z = 2™_i CjXj

I  =: = ^- : = 1 :-n ■ .v > 0-; = 1

Усі три форми задач еквівалентно, тобто від однієї форми 
можна перейти до іншої.

1. Задачу мінімізації можна звести до задачі максимізації і 
навпаки:

2. Нерівність < множенням на (-1) зводять до нерівності 
> і навпаки.

3. Обмеження нерівності + аі2х 2 ч- ■■■ + аіпхп < bt зво­
дяться до обмежень -  рівностей додаванням до лівої частини до­
даткових невід’ємних змінних + аі2х 2 ч Ь аіпхп +%n+1 = bt.

Обмеження atlx± + аі2х2 + ■■■ + аіпхп > bt зводяться до обме­
жень -  рівностей відніманням від лівої частини додаткових не­
від’ємних ЗМІННИХ аі1 х 1 +  а і2х 2 4 f  а іпхп ~  хп+ 1  =  h'

4. У випадку необхідності обмеження -  рівність можна за­
писати у вигляді системи нерівностей:

(аі±хг + аі2х2 н— аіпх.п < bt 

+ аі2х2 н— ctinx„ >

5. Якщо в задачі лінійного програмування деяка змінна хк не 
підлягає умові невід’ємності, її замінюють різницею двох інших 
невід’ємних змінних х'к > 0, хЦ > 0.

Xk = Xk ~ Хк
Приклади
Знайти початкові опорні плани задач лінійного програму­

вання.
1.  m a x z  =  2 х ± — х2 +  З х 4  — х 5
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f  x

I

i2 + x2 -  2xA = I t

xj > 0 J  = 1,5

Базисні змінні: х г, x 2, x5. 
Вільні змінні: x2, x4. 
Опорний план (4; 0; 16; 0; 6).
2. max z= x« -  3%, + 6 xA + 2x=

X ,

X, Xc: =  8

Xj >  0 j  =  1,5 

Базисні змінні: x l t x 2f x5. 
Вільні змінні: x2> x4.
Опорний план(4; 0; 24; 0; 8). 
3. max z= - x 1 + 6 x 2 + 2x+ — x 

- x A -X c  + x , = 9

Базисні: x 2 rx 5 rx 6.
Вільні: x ±,x 2f x4.
Опорний план(0; 0; 4; 0; 3; 3).

17.8. Алгоритм розв’язування задач лінійного 
програмування симплексним методом

1. Визначення початкового опорного плану задачі лінійного 
програмування.

2. Побудова симплексної таблиці.
3. Перевірка опорного плану на оптимальність за допомогою

О Ц ІН О К  Zj -  Cj.

Якщо всі оцінки задовольняють умову оптимальності, то ви­
значений опорний план є оптимальним планом задачі.
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Якщо хоча б одна з оцінок не задовольняє умови оптималь- 
ності, то переходять до нового опорного плану або встановлю­
ють, що оптимального плану не існує.

4. Перехід до нового опорного плану виконується визна­
ченням розв’язувального елемента та розрахунком нової симп­
лексної таблиці.

5. Повторення п. 3.

17.9. Визначення початкового опорного плану

1. Записати задачу в канонічній формі:
-  всі обмеження рівняння з невід’ємними правими частинами;
-  у цільову функцію додаткові змінні записують з коефіці­

єнтом нуль.
Для того щоб можна було знайти опорний план, необхідно, 

щоб вільні члени стояли в правій частині рівняння і були не­
від ’ємні, а в системі обмежень були виділені базисні змінні.

Приклад
Знайти початковий опорний план задачі.
min Z= -S x 2 + 6 х3

Clx2 — 2 х3 + х4 = 2

\  Xj > 0 J  = ІД

Базисні зміні: х4г х2.
Вільні зміні: x lf x3 = 0;

= (0 ;3 ;0 ; 2); а (х0) =  0.

Вільним змінним надають значення 0, а базисні -  дорівню­
ють вільним членам.

/ випадок
Нехай у системі обмежень маємо одиничний невід’ємний 

базис.
Наприклад, вона має вигляд:

-  I  = . . . _ L  = ■■. і.:. >'■■:= 1 :-з
Говорять, що обмеження має зручний вигляд, якщо при не­

від’ємній правій частині ліва частина містить змінну, що входить 
з коефіцієнтом = 1, а в решту обмежень з коефіцієнтом = 0.
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Якщо кожне обмеження канонічної задачі ЛП має зручний 
вигляд, тобто система обмежень зведена до одиничного невід’ємно­
го базису, то початковий опорний план будується досить просто. 

Зручні змінні вибираються за базис, а решта -  вільні змінні. 
Вільні змінні = 0, а базисні -  вільним членам.
II випадок
Якщо система обмежень має вигляд:
І  =- Г. .Y її! і- щ.
Зведемо задану систему до канонічного виду, ввівши додат­

кові змінні:
хп+і >  0, і =  1 , т.

Отримаємо систему обмежень:
І '■=: _ ■'■ ■■-. = - ■■.>:■: = П У
Звідси опорний план: 
х0 = (0,0 . . . 0 , b l f b 2 ...bm ).

У цільову функцію змінні вводяться із коефіцієнтом = 0. 
Приклад
Знайти початковий опорний план.
m in z = 1 0 Tj -  7 х 2 -  Sx2

Xj >  0 J  =  1,3 j

ї1 -Ьх4 +  x5 + x6

Зведемо до канонічного виду:

x 1 +  Qx 2 н- 2 x2 + = 4
I Xj > 0 J  = 1,6

17.10. Симплексні таблиці

У першому стовпчику записують Б3 опорного плану в тій 
послідовності, в якій вони розміщені у системі обмежень.

Другий стовпчик -  С3аз-  коефіцієнти при базисних змінних у 
цільовій функції.
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Третій стовпчик -  план -  значення базисних змінних в опор­
ному плані Ас..

Решта стовпчиків -  коефіцієнти кожного обмеження. 
Приклад
max z = хг + 2 х2

( х1 + х 2 < 6 
%2 < 4 

2 х 1 + х2 <10

х} > 0
Б3 ^баз Ао хЛ *2 *3 *4 *5

1 2 0 0 0

*3 0 6 1 1 1 0 0

хА 0 4 0 1 0 1 0

*5 0 10 2 1 0 0 1

z- — с ■j 0 - 1 - 2 0 0 0

Запишемо в канонічній формі.
f xL + х 2 + х3 = 6 

+ хл = 4 
] 2х± + х 2 + х5 = 1 0  

, Xj > о,; = і,5

Оцінки
Aq =  0 ■ 6 + 0 ' 4 + 0 , 1 і 0 =  0 
Д;1= 0 -1  + 0 0 + 0-2 -  1 = -1  
Д2= 0 - 1 +  0- 1 + 0 - 1 - 2  = -2  
Д3 =  0 , Д 4 =  0.

Занести задачу в симплексну таблицю і знайти опорний
план:

m in z = —6х1 +  8х2 -  х2 +  2 х 4 

( — 2х1 +  х2 + х2 = S

( X j >  0 J  = 1 ,4

Базисні змінні: х3,х4.
Вільні змінні: х1,х2.
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Б3 Ао х і Х1 *3 л:4

- 6 8 - 1 2

*3 - 1 8 - 2 1 1 0

хА 2 48 3 - 8 0 1

7. — С• 68 14 -25 0 0

До Ді Дз д 4

A q —

Лі =
Д,=
Дз
V:

- 1  - 8 4- 2 ■ 48 =68 

_1 . 1 _ : . . . _ .3 =-25

— і ■ ! — — 1-=0
- і  і -  :=0

17.11. Перевірка опорного плану на оптимальність

Теорема (ознака оптимальності опорного плану)
Опорний план є оптимальним, якщо для всіх j (j = 1, гі) вико­

нується умова:
Zj — Cj >  0 (m a x ) ;

Zj — Cj < 0(min).
Значення оцінок визначають за формулою:
Д; = г} -  cj = 2£=lciaij ~ сі І = Хп.
Можливі такі випадки:
-  усі Д, задовольняють умовам оптимальності і тоді визна­

чений опорний план є оптимальним.
-  не всі оцінки задовольняють умовам оптимальності, тоді 

виконують перехід до іншого опорного плану.

Перехід до іншого опорного плану
Задача на max
Якщо існують Д, < 0,то план не оптимальний і переходять до

іншого опорного плану.
Серед від’ємних оцінок знаходять максимальну за абсолют­

ною величиною.
шахД.< 0|Aj|= Aj тоді j-стовпчик -  розв язувальнии.
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Задача на min
Розв’язувальний стовпчик обирається за умови:

шахД, > 0 = Д. .
}

Змінну xjc вводять у базис.
Для визначення змінної, яку виводять з базиса знаходять 

симплексне відношення:

Серед симплексних відношень визначають найменше:

вказує на рядок, в яком у м істить зм інна, яку  виводить з ба­
* і 5 ^зиса х іо, тоді рядок  і0 -  розв язувальнии.

Елемент на перетині і0 -  рядка та /„ стовпця -  
розв ’язувальний.

Складають таблицю нового опорного плану за правилами:
1) елементи і0-рядка дорівнюють відповідним елементам 

розв язувального рядка, поділені на розв язувальнии елемент;
2 ) усі елем ен ти  /0-рядка дорівню ю ть 0 , крім  aiQj =  1 ;

3) усі інш і елем енти  (враховую чи індексний рядок) нової 
таблиці отрим ую ть так: від в ідповідного елем ента попередньої 
таблиці відняти добуток елементів р о зв ’язувального рядка і стовп­
ця, поділивш и на р о зв ’язувальний  елемент.

Для контролю індексів рядка користуються формулами:
^0 =  ^баз ' Aj Cj.

Приклад
Розв’язати симплексним методом.
max z =х1 + 2 х2

а». > 0.

1. Зведемо задачу до канонічного виду:
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2. О порний  р о зв ’язок  х = (0 ;0 ;6 ;4 )

3 . С кладаєм о сим плексну таблицю

Б3 ^баз Ао *2 *3 х 4

1 2 0 0

*3 0 6 2 4 1 0

х4 0 4 1 [4] 0 1

Z' — С'L І 0 - 1 - 2 0 0

Знаходим о сим плексні віднош ення:

Qi = 6 : 4  = ^; Q2 = 4 : 4 = 1 .z

Є в ід ’ємні оцінки, тобто знайдений  р о зв ’язок  не оптим аль­
ний.

У  базис потрібно ввести  нову зм інну, серед в ід ’єм них оц і­
нок оберем о найбільш у за  м одулем  - 2 , отж е, базисні зм інні -  х2

Д ля визначення зм інної, яку  виводять із базису, порахуєм о 
сим плексні віднош ення: А0: Х г .

Із знайдених  в іднош ень виберем о найм енш е - 1 , щ о в ідпові­
дає зм ін н ій  х4. Зам ість х4 вводим о х2.

Б3 Qaa Ао хл *2 *3 х4

1 2 0 0

*3 0 2 [ 1 ] 0 1 - 1

* 2 2 1 % 1 0 7+
2і -  Сі 2 1

~2

0 0 Уг

Знаходим о сим плексне віднош ення: 
2 : 1 = 2; 1 : І Д  = 4 менш е.

Б3 ^баз ^0 хл *2 *3 х4

1 2 0 0

* і 1 2 1 0 1 - 1

* 2
2 С<і

т=Н

0 1 1

_  4
1

2

z • — С •ij 1 3 0 0 1

2

0
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Т ' ъ  '  ?  * r \  W  W  5 ________________ ___Від ємних оцінок немає. Знайдений розв язок оптимальний

1 2 2 З 4 5
Приклад
rninz = хг — 2х2 + Зх 3

J 2х1 + Зх2 4- 4х 3 <  1 
{ Xj> 0 J  = ЇД
rninz = х1 — 2х2 + Зх3 + 0х4 + Ох- 
f — 2х1 + х2 4- Зх 3 4- х4 = 2 
J 2х1 + Зх2 4- 4 %3 4- %5 =  1 
(  Xj > O j = 1,5

Б3 Сг ^0 *2 *3 х4 *5
1 -2 3 0 0

х4 0 2 -2 1 3 1 0

*5 0 1 1 [3] 4 0 1

zf 0 -1 2 -3 0 0

Симплексне відношення:
2:1 = 2; 1:3 =5 З
Задача на min є додатні оцінки. Переходимо до наступної 

таблиці:

Б3 Сбаз А° * 2 *3 х 4 *5
1 -2 3 0 0

хА 0 5 3 0 5 1 1

3 3 3 3
х2 - 2 1 1 1 4 0 1

3 3 3 3
Z; -  Сі 2 7 0 І 1 "-

і

0 3
3 3 3 3

Додатних оцінок немає, тобто план є оптимальним:

17.12. М-задача

Нехай система обмежень має вигляд
2"= : а чх} > b { bt >  0(1 =  І д и ) .
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Перейдемо до канонічної форми шляхом введення додатко­
вих змінних.

Система обмежень не має зручного вигляду.
■: > : • :  = 1 :-3

У цьому випадку вводять штучний базис шляхом переходу 
до М-задачі.

т а x(m ir i)z  = £"=1 Cj Xj — .

!  -  ■■■ ■.-. -  ■: = 1 ■-
хі > 0 , ( /  = 1 ,гі) wt >0(і = 1  ,т).

У цільовій функції знак «—» відноситься до задачі максимі-
зації.

Якщо деякі з рівнянь вихідної системи мають зручний ви­
гляд, то в них не вводять штучні змінні.

Початковий опорний план М-задачі має вигляд:
х0 = (0,0,0 ...0,blfb2f
Між оптимальними планами початкової задачі і М-задачі є 

зв’язок: якщо в оптимальному плані М-задачі всі штучні змінні 
w? = 0, то значення координат, що залишилися, дадуть оптималь­
ний план початкової задачі.

Приклад
Знайти початковий опорний план задачі.
m inz = — Sx1 + 4 х 2 + Зх3 + 6 х4

ґ  х1 +  2 1 х 2 +  х3 +  2  х 4  <  З  

— х 1 — 1 4 х 2 —  2 х 2 +  З х 4  >  2

 ̂ —х 1 — 6х2 +  х 3 — х4 >  1

, Xj > 0 ,0  = ЇД)
Введемо допоміжні змінні х5іх6>х- та штучні змінні wlfw2.

Перейдемо до задачі в канонічному вигляді та до М- задачі.
m in z  =  — S x x +  4 х 2 +  З х 2 +  6 х 4 +  0 х 5 +  0 г б +  0 х 7 +  M w 1 +  M w 2

 ̂ —х ± — 6х2 + х3 — х4 — х- + w2 =1
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Початковий опорний план (0; 0; 0; 0; 3; 0; 0; 2; 1)
Занести умову задачі в симплексну таблицю і записати по­

чатковий опорний план:
т а xz = 9х1 +  вх2 — Зх3 

/ —х 1 +  х2 + х 3 =  4-
х 1 + х2 < 1 0  +  : 4

J Зхг + х 2 > 9 — хБ + щ
—х 2 + Зх2 > 3 — х 6 + w2

Uj- > о , о  = 1,3)
Зведемо задачі до канонічного виду, а потім до М-задачі. 

ґ - х г +  х 2 Hbz3 = 4

-Х і + Зхг -  +  со2 = 3
>0, 0 '  = 06) wl ± 0 / J = V 2 )

М-задача має зручний вигляд, занесемо її в симплексну таб­
лицю.

Б3 г
^0 * 1 x 3 x 4 X5 X6 w x w2

9 6 -3 0 0 0 -M -M
*3 -3 4 -1 1 1 0 0 0 0 0

хА 0 10 1 1 0 1 0 0 0 0

Wi -M 9 3 1 0 0 -1 0 1 0

w2 -M 3 -1 3 0 0 0 -1 0 1

Zj - c t - 1 2 -6 -9 0 0 0 0 0 0

-12M -2M -4M 0 0 M M 0 0

Початковий опорний план має вигляд:
Щ = ( x l ,xz ,x3 x^,x5,x6, w l , w z ) =  (0 ,0 ,4 ,1 0 ,0 ,0 ,9 ,  3)

Індексний рядок розбивають на два:
I -  вільні члени А0= С3аз ■ Л(,;Д;= С3аз ■ Aj -  с/,

II -  коефіцієнти, що містять М.
Розв’язати задачу, використовуючи штучний метод.
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(  +  З х 2 +  2 х 2 +  х 4 =  6

[6 %! 4- 4х 2 И- Зх 3 — х5 + w =  12

Б3 Сбаз Ao * 1 * 2 x + w
2 -3 -4 0 0 M

х4 0 6 6 3 [2 ] 1 0 0

W M 12 6 4 3 0 -1 1

zj -  Cj 0 -2 3 4 0 0 0

12M 6M 4M 3M 0 -M 0

*3 -4 3 3 3

2
1 1

2
0 0

W M 3 -3 1
2

0 3

2
-1 1

Z- — С' J J - 1 2 -14 -3 0 -2 0 0

3M -3M
2

0
2

-M 0

Усі оцінки не додатні. За ознакою оптимальності опорний 
план (0; 0; 3; 0; 0; 3) оптимальний, але в оптимальному плані 
штучна зміна 4= 0, то система обмежень цієї задачі не сумісна. За­
дача розв’язку не має.

Альтернативний оптіум
Якщо в індексному рядку останньої симплексної таблиці 

(що містить оптимальний план) є хоча б одна нульова оцінка, що 
відповідає вільній змінній, то ЗЛП має нескінчену множину оп­
тимальних планів).

Ознака необмеженості цільової функції
Якщо в розв’язувальному стовпці немає жодного додатного 

елемента, то функція мети на множині допустимих планів не об­
межена.

Ознака несумісності системи обмежень
Якщо в оптимальному плані М-задачі не всі штучні змінні 

дорівнюють 0, то система обмежень цієї задачі не сумісна.
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17.13. Поняття двоїстості

Кожній задачі лінійного програмування відповідає двоїста, 
що формується за допомогою певних правил безпосередньо за 
умови прямої задачі.

Якщо задача лінійного програмування має вигляд:
1А1 ■ -л-i

( ал лхл + ал-уХ-у Ч-U A i  1 ^ 1 2 - ^ 2  1 " а і п Х п  —  ^ 1

a2Lx± + а22х2 4- а2пхп < Ь2 

а т1%і + ат2х 2 + ---аТ71пхп < Ьт
У Xj > 0,(J = 1,7l)

то двоїста задача запишеться так: 
min F = Ьгуі + Ь2у2 + ■■■ bmym
(  а±іУ± +  а 2іУ2 + У ™  >  є  -і

«12 Уі +  '■■«22 У2 +  ■ « т я У™ >
«ІтУї + «2тУ2 + П У

І

Пряма задача Двоїста задача
ті

т а х 2  =  с,- ■ Xj

71

■ Xj  < b. (і  =  l , m ) , (J =  1, ті)

Xj >  0  ( j  =  1 , n )

m

min F  = bt ■ y i

m

у і >  о O' =  i -Ю

Приклад
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Правила побудови двоїстих задач
1. Кожному обмеженню прямої задачі відповідає змінна дво­

їстої задачі.
Кількість невідомих двоїстої задачі дорівнює кількості об­

межень прямої задачі.
2. Кожній змінній прямої задачі відповідає обмеження дво­

їстої задачі, причому кількість обмежень дорівнює кількості неві­
домих прямої задачі.

3. Якщо цільова функція прямої задачі на шах, то цільова 
функція двоїстої задачі -  на min і навпаки.

4. Коефіцієнти при змінних у цільовій функції двоїстої зада­
чі є вільні члени системи обмежень прямої задачі.

5. Правими частинами системи обмежень двоїстої задачі є 
коефіцієнти при змінних у цільової функції прямої задачі.

6. Матриця

що складається з коефіцієнтів при змінних у системі обмежень 
прямої задачі, і матриця коефіцієнтів у системі обмежень двоїстої 
задачі

утворюється одна з однієї транспонуванням.
7. Якщо на зміну прямої задачі накладено умову невід’єм­

ності, то відповідне обмеження двоїстої задачі записують як об­
меження нерівності, якщо ні, то як обмеження рівності.

8. Якщо будь-яке обмеження прямої задачі записано як рів­
ність, то на відповідну змінну двоїстої задачі умова невід’ємності 
не накладається.

Приклад
Пряма задача лінійного програмування

353



■- -X,
Зх4 = -5: + х2 -

х г , х 4 > 0  

х 2д 3 — д о в і л ь н і

Уі

У і

Уз
У4
Уя

Двоїста задача:

У із Уз і У4 ^  0

У 5 >  -1 1

*1
У2

х3не в ід є мне
хл

Двоїсті пари задач бувають симетричні -  обмеження прямої 
та двоїстої задачі є нерівностями, а змінні обох задач можуть на­
бувати лише невід’ємних значень.

Несиметричні -  обмеження прямої задачі можуть бути за­
писані як рівняння, а двоїстої лише як нерівності. У цьому випад­
ку у відповідні змінні двоїстої задачі набувають будь-якого зна­
чення необмеженого знаком.
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Перша теорема двоїстості
Якщо одна з пари двоїстих задач має оптимальний план, то 

інша задача також має розв ’язок, причому значення цільових 
функцій для оптимальних планів дорівнюють одне одному, тоб­
то m axz — min F і навпаки.

Якщо ж цільова функція однієї з пари двоїстих задач необ­
межена, то друга задача взагалі не має розв’язків.

Якщо пряма задача лінійного програмування має оптималь-
о . VJнии план % , визначений симплексним методом, то оптимальний 

план двоїстої задачі у * визначається із співвідношення:
v* = Т Г  ■ о*У и  5

де С3аз -  вектор -  рядок, що складається з коефіцієнтів ці­
льової функції прямої задачі при змінних, які є базисними в оп­
тимальному плані, D-1 -  матриця обернена до матриці D, складе­
ної з базису оптимального плану, компоненти яких взято з почат­
кового опорного плану задачі. Обернена матриця D- ■‘завжди міс­
титься в останній симплексній таблиці в тих стовпчиках, де в пер­
шій таблиці містилася одинична матриця.

За допомогою зазначеного співвідношення під час визна­
чення оптимального плану однієї з пари двоїстих задач ЛП зна­
ходять розв’язок іншої задачі.
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Друга теорема двоїстості 
Якщо в результаті підстановки оптимального плану прямої 

задачі в систему обмежень цієї задачі i-те обмеження виконується 
як строга нерівність, то відповідний і-ий компонент оптимально­
го плану двоїстої задачі дорівнює нулю.

Якщо і-ий компонент оптимального плану двоїстої задачі 
додатній, то відповідне i-те обмеження прямої задачі виконується 
для оптимального плану як рівняння.

Двоїста оцінка характеризує приріст цільової функції, який 
зумовлений малими змінами вільного члена відповідного обме­
ження. Економічний зміст третьої теореми двоїстості полягає в 
тому, що відповідна додатна оцінка показує зростання значення 
цільової функції прямої задачі, якщо запас відповідного дефіцит­
ного ресурсу збільшується на одну одиницю.

Третя теорема двоїстості

Завдання для самостійної роботи

1. Розв’язати графічно:
= : - -  : (max, min)

V Л-2 ■— U

min z = x 1 -  3x2 +
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max z л3
<

У
min z = -x1 + 2x7 + x2 — x4 

rx1 + 3x2 + x3 = 6

J x L -\- x2 < 5

2. Розв’язати симплексним методом:

x1 + x2 < 12 

x2 <  8

ЛД >0, x2 > 0 

%i 4 x2 — = 4

ґ xy + x2 > 4

|ii > 0, t2 > 0
I " "

3. Побудувати двоїсті задачі до ЗЛП у симетричній формі:
1) maxz - Зх± + х2

:Xj + Х2 ZL 4 
х;1,х2 > 0

2) minz = — 10xj +х2

| — 5xj + х2 > —5 
[ ха,хг > 0
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( x1 + х2 = 5  
х 1;х 2 >  О

4. Побудувати двоїсті задачі в несиметричній формі:
1) minz = 2,5*} + 2х2 ■+ Зх3 
ґ х1 + х2 + х 3 <  6

2х± -  х2 +  Зх3 >  9 
і Зх : + х 2 +  2 х3 > 1 1

xlsx3 >  0 

к х2 — V

2) maxz = 6хх + Qx2 

г 2х± + х 2 +  х3 = 6

х : + Зх2 +  х4 = 1 0  

J х : +  х5 = 5 
3%! + 2 х3 +  х& = 1 2  

w Xj >  Од' =  1^6

3)  m i n z  =  Хц +  2 х 2 — х 3 +  х 4

-  2 х 2 +  х 2— х4 > 6 
< — х3 < S

Ті >  0,х2 >  0 

Х 4  —  V

Тема 18. Транспортна задача

18.1. Постановка транспортної задачі

^ х С поживачі

Поста­
чальники

В і
. . . Потреби

Лі Ні//С ц
* 3 2 // с12 1-і

ч 
UТ—

І

XI

«1

л 2 «1

Запаси Ь і Ь2 ї̂!

358



Хц -  кількість продукції, що перевозиться з i-того пункту 
постачання (Лі) в j -тий пункт споживання (Bj).

Нехай маємо m пунктів виробництва (постачальника) 
ї = 1,т. У кожному пункті At зосереджено відповідний товар

Нехай цей товар необхідно перевезти в п пунктів споживан­
ня (В/ = 1,п).

Потреби КОЖНОГО пункту Bj  д о р ів н ю ю т ь  bj.

Cij -  вартість перевезення одиниці продукції з i-того пункту
виробництва в j -ий пункт споживання.

Вважаємо, що виконується баланс, тобто загальна кількість 
виробленого товару у пунктах виробництва збігається із загаль­
ною кількістю одиниць товару, що потребує споживач.

Поставимо задачу так:
1) щоб весь товар з пунктів виробництва був вивезений;
2) потреби кожного пункту споживання були задоволені;
3) загальна вартість усіх перевезень з пунктів виробництва 

у пункти споживання була мінімальною.
Кількість товару, перевезеного з 1 , 2  ...т пунктів, задоволь­

няють умовам:
х 12 Н~ ■■■ = ctj

' " х 2п = а 2 —по запасах

*іп =£7=1*4 = = 1,1*1.

! /= :* :: = ■-.- =
Кількість товару, що перевозиться в 1,2... п пункт, задоволь­

няють умовам:
' *11 + * 1 2  +  "-Кіп =  Ь 1

х гі + х 22  + ' --х2а = Ь 2

\ х  +  г + ...Г  =  Ь -п о п о т р е о а х

U ij > 0 J  = 1 , т , і = 1 ,т

*1 ]  + Х і і  + -*mj = = b j , j  =  1 ,П.
i ; =. x. ,  =

Загальна вартість усіх перевезень:
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z _  С11^11 +  C12^12 +  Cl71̂ l71 +
^ n l '■ml "I- ^m2 ̂ m2 "b 11' ^шп-^тті +  "'

Математична модель:
m inz = Е™1-2"=1сгЄ|  ■ жг/, 

при умовах:
= а гД = l.m

ZT=- -У = ЇТГТ.
X i j  >  0

Задача закритого типу, тобто:
Z E i « i = z ; ^  •
Якщо запаси дорівнюють потребам.

m ті

Розв’язок транспортної задачі проводять за алгоритмом:
1) визначення опорного плану;
2) оцінка цього плану;
3) перехід від одного плану до іншого шляхом заміни однієї 

із базисних змінних на вільну.
Особливості системи транспортної задачі:
-  коефіцієнти при невідомих в усіх рівняннях дорівнюють 

одиниці;
-  кожна змінна зустрічається лише в двох рівняннях;
-  система рівнянь ТЗ симетрична відносно всіх змінних хг-
-  матриця, складена з коефіцієнтів при невідомих 

x tj  (і =  1, т ,  j  =  1, п ) складається з одиниць та нулів, кожен стовп­
чик матриці містить два елементи рівних 1, а решту -  нулі. При 
розв’язку транспортної задачі важливе місце займає теорема про 
ранг матриці. Ранг матриці транспортної задачі на одиницю мен­
ший кількості рівнянь, тобто г  = т + п -  1, де m — кількість по­
стачальників; п -  кількість споживачів.

Кожний опорний розв’язок системи обмежень транспортної 
задачі повинен мати: п — r = mn — (п + п — 1 ) = (п — l) (m — 1) віль­
них змінних, рівних нулю і г  = т  + їі — 1 — базисних.
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Якщо кількість зайнятих клітинок задовольняє умові 
m + л -  1, то план перевезень називають невиродженим, а якщо 
кількість зайнятих клітинок не задовольняє цій умові, то план пе­
ревезень називають виродженим.

Побудова опорного розв’язку транспортної задачі 
• метод північно-західного кута

^хС п ож и вач і

Поста­
чальники

* 1 В і *3 F 4 Запаси

Лі 4 3 2 6 50

а 2 2 4 5 1 70

Аз 3 6 7 5 100

Потреби 40 60 50 70

Споживачі

Поста­
чальники

В і В2 В 3 в4 Запаси

А і

/ 
° 

/

/

3
10

50

а 2 4
50

5
20

70

Аз 7
30

5
70

100

Потреби 40 60 50 70

У клітинку (1; 1) запишемо min(50; 40) = 40 і перший стовп­
чик не розглядаємо.

У клітинку (1; 2) запишемо min(50-40; 60) = 10 і перший ря­
док не розглядаємо.

У клітинку (2; 2) запишемо min(70; 60-10) = 50 і другий сто­
впчик не розглядаємо.

У клітинку (2; 3) запишемо min(70-50; 50) = 20, другий ря­
док заповнено.
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У клітинку (3; 3) запишемо min(100; 50-20) = 30.
Вихідний опорний план перевезень:

.0 0 30 70J
Відповідна функція мети:

• Правило «мінімального елемента»
Заповнювати таблицю починаємо з клітинки, якій відповідає 

найменша вартість (це клітинка (2; 4) с24 = 1).
У клітинку (2; 4) запишемо min(70; 70) = 70 і викреслюємо 

другий рядок та четвертий стовпчик.

Споживачі

Поста­
чальники

В! в2 в3 в4 Запаси

А і \ \
50

50 —

а2 1

70
70 —

Аз 3
40

6

60
100

Потреби 40 60 50 70

Із залишених вартостей найменше: -2 в клітинки (1; 3) за­
пишемо min(50; 50) = 50, перший рядок і третій стовпчик не роз­
глядаємо.

Найменша вартість клітинки (3; 1) min(100; 40) = 40, в клі­
тинки (3; 2) запишемо min(100-40; 60) = 60.

Опорний розв’язок матиме вигляд:

0 0 70

Функція мети /  = 2 50 + 1- 70 + 3 
Для цього опорного плану:

— 1 = = 5.
х2 -  вироджений план.
2. Знайти відповідні функції мети.
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За таким опорним планом, у якого кількість зайнятих кліти­
нок т + п —1 , надається кожному постачальнику і споживачу чис­
ло, що називається потенціалом. Потенціали вибирають так, щоб 
їхня сума для кожної завантаженої клітини дорівнювала тарифу 
перевезень одиниці вантажу.

Якщо клітинка (і; к) базисна (зайнята), то Ut + Vk = Сік;
Ut -  потенціал і-го постачальника;
Ук -  потенціал k-го споживача;
Сік -  тариф базисної клітини.
Розв’яжемо систему т + п —1 рівнянь виду [/. +Vk = Сік.
Далі рахують оцінки вільних клітинок за формулою: 

s ij = Q; _ (Ц- + kj-).
Якщо для вільних клітин усі оцінки Stj > 0,то одержаний

опорний план перевезень оптимальний. Якщо хоча б одна оцінка 
StJ < 0,то число базисних клітин вводять клітинку, для якої S:J
найменша.

Для такої клітинки будується цикл і проводять переміщення 
вантажу так, щоб баланс циклу зберігався.

Наприклад
Якщо цикл має вигляд:

20
i;j

18.2. Метод потенціалів

Вільній клітині умовно надаємо знак «+», тоді слідкуючій 
клітині за рухом годинникової стрілки «—» тощо. Знаки чергу­
ються.

У від’ємних вершинах обираємо найменшу min(20; ЗО) = 20 од.
Кількість вантажу 20 одиниць, додаємо до постачальників у 

клітинах із знаком «+» і віднімаємо в клітинах із знаком «-».
У результаті такого переміщення баланс вантажу не пору­

шується, хоча змінюється завантаження клітин.

—  і .  t i

г-М
ЗО
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20 (і; к)

10  (r; k)

(і? j)

70 (r; j)

При розв’язку задач може бути, що найменше постачання 
однакове у кількох вершинах ланцюгів перерахунку, тоді після 
перерахунку в кількох базисних клітинах постачання дорівнює 0.

У цьому випадку будь-яка одна нульова базисна клітинка 
приймається за вільну.

Може бути, що найменше постачання у від’ємних вершинах 
дорівнює 0, в цьому випадку зміна дорівнює 0.

Нульова базисна переходить у вільну, а відповідна вільна у 
базисну.

Такі кроки повторюються до тих пір, доки всі характеристи­
ки вільних клітин будуть невід’ємні.

Наприклад
Нехай модель транспортної задачі виглядає так:

Споживачі
Постачальники Ві В2 В3 В4 Запаси

Аі Є
о

3 ©
ЗО

4 "

а2 3 ©
зо

5 ©
10

ч "

Аз 4
© 9 2 б 20

Потреби 20 Ж 90
- - - -

Заповнимо таблицю методом мінімального елемента.
Заповнені 4 клітинки, а повинно бути заповнено 4 + 3 -  1 = 6.
Оберемо дві клітинки, у яких поставимо постачання рівні 

нулю;
тл

Базисним буде план у тому випадку, якщо обрані т + п — 1  

клітинок утворюють викреслювану комбінацію.
Комбінація клітинок називається викреслюваною, якщо всі 

рядки і стовпці матриці можна викреслити.
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Розглянемо всі рядки і викреслимо ті, у яких по одній базис­
ній клітинці.

Розглянемо всі стовпці і викреслимо ті, у яких по одній ба­
зисній клітинці.

Знову переходимо до рядків тощо, доки не викреслимо всю 
таблицю.

Комбінація викреслювана, отже, план опорний.
Перевіримо оптимальність плану:

Знайдемо потенціали завантажених клітин: 
Uj + 17! = 2 Нехай И1 = 0, тоді:
U3 + V 1 =  4
U2 + V2 = 2 

U2 + V 2 = 3  
U± + V 3 =  2
U2 + V4 = 1

Pi = 2

U2 = 2 

V2 = l 
V3 = 2 
U, = 1

v4 = 0

Знаходимо характеристики вільних клітин:

5 14 = 4 - 0  = 4  

£34 = б -  2 = 4

План не оптимальний, оскільки є від’ємна характеристика -2.
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Будуємо ланцюг перерахунку.
Для побудови ланцюгів перерахунку:
1) ланцюг є замкнутим многокутником;
2) вершини є клітинки таблиці, причому одна з вершин -  

вільна клітинка, а решта -  базисні;
3) усі кути прямі, а кожен відрізок обмежений двома верши­

нами, що належать одному стовпцю чи одному рядку;
4) кількість вершин парна;
5) відрізки можуть проходити через базисні клітини, що не є 

вершинами.
Вершини, в яких поставки при перерахунку збільшуються 

позначимо +, їх називають додатними, а в яких зменшуються по­
значимо - , їх називають від’ємними.

У ланцюжку однакова кількість від’ємних і додатних вер­
шин, що строго чергуються.

Будуємо ланцюг перерахунку.
Тепер ця клітина стане базисною. Значення поставки -  най­

менше значення у від’ємних вершинах min(20; ЗО) = 20.
Отримаємо новий план:

(3 20
0

3 а ) 10
6

і
0

2
3 О ЗО

4 5 10
-1

2
4 GJ 0 3) 20

8
6

0
2 3 2 _2

Для цього плану знаходимо потенціали і характеристики ві­
льних клітин.

U1 + V1 = 2U1 = 0, V± = 2
U± + V3 = 2 U2 = 2

U2 + V2 = 2 U2 = - 1

и2 + V4 = 1

СЧ
І1II

U3 +V2 = 2

гоII

и2 +Уъ = 2

ОIIго
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I характеристики:
S12 = з — з =  о

3̂4 = 6 — (0 — 2) = 8
Усі характеристики додатні, тому план оптимальний:

і і ■ і.? = і го грн.
За цим планом постачальник:
А і  повинен везти 20 одиниць вантажу в Bt.
А± повинен везти 10 одиниць вантажу в В3.
А2 повинен везти 30 одиниць вантажу в В2 по 2 грн.
А2 повинен везти 10 одиниць вантажу в В4 по 1 грн.
А 3 повинен везти 20 одиниць вантажу в В3 по 2 грн.

Задача відкритого типу
Якщо

або

Якщо перша нерівність, то вводиться фіктивний постачаль­
ник, вводиться додатковий рядок, в якому: 

ат+1 = І%  i b j - Z ^ a i .
Усі тарифи сі7П+1 =0.
Наприклад
Знайти оптимальний план.

^ ^ ^ С п о ж и в а ч і
П оста-""^^^
чальники

Bz Вз в 4 Запаси

А, 4 10 5 3 60

а 2 6 7 2 8 100

Аз 8 9 12 11 70

Потреби 50 55 70 45 ^ ^ 2 3 0
220
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5 0 5 5 7 0 4 5 1 0 Ut
6 0 ©

1 5

5  1 0 5 5 ©
4 5

2 0 0

1 0 0 - © 0  7 © 3 8 © 2

2 0  Г 7 0 іо !і-

7 0 1® © 8 1 2 4 11 _2 І 0J J 4

1 5 5 5 —

Ч 4 5 0 3 _2

min(10; 15) = 10. 
Після переміщення:

5 0 5 5 7 0 4 5 1 0 Vi
6 0

0 5 1 0 5 5
© 4 0 0

1 5 4 5

1 0 0 © 0 7
©

3 8 2 0 2

ЗО 7 0

7 0 ©
5 5 5

( S ) 8 1 2 4 11

1 0
© 4

VJ 4 5 0 3 - 4

Усі оцінки додатні -  план оптимальний.

Завдання для самостійної роботи

Побудувати опорні плани:
• метод північно-західного кута
•

1 3 2 50
4 5 7 100

6 2 4 130
70 100 11 0 280

4 7 2 3 30
3 1 0 4 190
5 6 3 7 250

70 120 150 130 470
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5
6

4
2

230

~Г~
6

5
300

~т~
4
1

3
850

300
200
500
700

420 650 400 1700

200
450
500

400 200 100 150 1150

1780
2000
1530
2860

1870 1950 1670 1000 830 8170
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