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LIST OF TERMS AND NOTATIONS

H G: normal closure o f  a subgroup Я  in a group G, that is the normal 

subgroup generated by all conjugations o f  Я  in G.

f ( G ) : center o f  a group G.

(G ) : a  -th term o f  upper central series o f  a group G.

ya (G ) : a -th  term o f  lower central series o f  a group G.

[G, G ]: derived subgroup o f  a group G.

Aut (G ) : group o f  automorphisms o f  a group G.

CH (M ) = (x  є  H  | xa = ax V a є  M } : centralizer o f  a subset M  in subgroup 

Я . I f  Я  is a normal subgroup o f  G  and L is a subgroup containing Я , then by 

CG (L / H ) we denote the full preimage o f  subgroup CGIH (L  /  H ) in G.

We will say that G  is the sem idirect product o f  A and B, G = A  X В , i f  A 

is normal in G, A n  B = (l)  and G = A B .

We will say that G  is a Dedekind group  i f  all subgroups o f  G  are normal.

We will say that G  satisfies the maximal condition (respectively, minimal 

condition) i f  G  does not have infinite ascending (respectively, descending) series 

o f  subgroup.

A  group G  is called a Chernikov group, i f  G includes a normal subgroup 

D  o f  finite index, which is a direct product o f  finitely many quasicyclic 

subgroups. A  subgroup D  is called a divisible p a rt o f  Chernikov group G. We 

will denote it d  (G ) .

A  group G  is called polycyclic  i f  it has a finite normal series o f  subgroups

(l) = G0 < G 1< ...< G „  = G , 

whose factors G .+1 / G . are cyclic, 0 < j  < n - 1 .

A  group G  is called minimax i f  it has a finite series o f  normal subgroups, 

whose factors satisfies the minimal condition or the maximal condition for all 

subgroups.
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

If G  is minimax and almost solvable, then it has a finite series o f  normal 

subgroups, whose factors are either Chernikov or almost polycyclic.

A  group G  is called hypercentral i f  it has an upper central series 

terminating in G  itself (that is, G coincides with the last term o f  the upper central 

series).

For an arbitrary element g  є  G  we denote by g G a subset o f  all elements 

that are conjugate to g, that is g G = (x~'gx | x є  G } .

F C (G ) = (g  є  G  | class g G is finite}.

Obviously, FC (G ) is a characteristic subgroup o f  G. We will say that 

F C (G ) is the FC-center o f  G. If G = F C (G ) , then G  is called FC-group.

Let X be a class o f  groups. We write X  = SX  i f  each subgroup o f  any X  - 

group belongs to X . We write X = QX  i f  each factor-group o f  any X -group 

belongs to X . We write X = N 0X  i f  each group, which is the product o f  a finite 

set o f  normal X -subgroups, belongs to X .

If G  is a group and к  is a set o f  primes, then by On (G ) we denote the 

largest normal к  -subgroup o f  G. If p  is a prime, then by p  we denote the set o f  

all primes distinct from p. Thus, O , (G ) is the largest normal subgroup o f  G,

which does not contains the p-elements.

Let X be a class o f  groups, G  be a group. We will say that G  is almost X  - 

group i f  G  contains a normal subgroup Я  such that G / H  is finite and H  є  X . 

In particular, the almost abelian  (respectively, almost solvable) group is a group 

containing an abelian (respectively, solvable) subgroup o f  finite index.

Let A be an abelian group, p  is a prime, P  is a Sylowp-subgroup o f  A. For 

each п є  N we put Сїп(Р ) = { х є Р \ \ х \ <  p n} . Obviously, Q„(P) is the 

characteristic subgroup o f  A. We have

Ц (Р )  < П2(Р)  < ... < Q „(P) < <An+l(P ) < ...

and P  = ( J Q b(P ).
72ЄІЧ
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List of terms and notations

A  group is called locally finite  i f  each its finite subset generates a finite 

subgroup.

A  group is called bounded  i f  there exists a finite upper bound for the 

orders o f  its elements.

A  group is called residually finite  i f  for each non-trivial element there 

exists (normal) subgroup o f  finite index that does not contain this element.

Let K  be a locally finite field and в  is an automorphism o f  K  satisfying 

the condition в 2 (a ) = a2 for each a є  K . The linear group S z(K ) is a subgroup 

o f  SL4 (K ) generated by:

(i) a subgroup Q  o f  all matrices o f  the following form

' 1 0 0 0  ̂

a  1 0  0

(1 + e)(a)  + b e (a)  1 0 ,

v (2 + e)(a)  + ab + в(Ь) b a 1 y

where a, b є  K ;

(ii) a subgroup D  o f  all diagonal matrices, whose main diagonal have the 

following form

((1 + в~1)(а ),в~ 1(а ), -в ~ 1(а ) ,( -1  -  в~1)(а ))

where a є U  (K );

(iii) matrix

'0  0 0 1 ̂

0 0 1 0  

0 1 0  0 .

4 1  0 0 0 ,

Let p  be a prime. We will say that a group G  has finite section p-rank  

rp (G ) = r  i f  each elementary abelian p-section U  / V o f  G  is finite o f  order at

most p r and there is an elementary abelian p-section A / B o f  G  such that

| A / B |= p r .

9



Groups with restrictions on non-normal subgroups

We will say that a group G  has finite section rank i f  it has finite section p ­

rank for each prime p.

We will say that G  has finite special rank r(G) = r  i f  each finitely

generated subgroup o f  G  can be generated by r elements and r is the least 

positive integer with this property.

A  group G  is called generalized radical i f  it has an ascending series o f  

normal subgroups, whose factors are either locally nilpotent or locally finite.

Recall some basic concepts o f  module theory. Let R be a commutative 

ring and A be a module over R. Put

TorR (A) = {a  є  A | AnnR (a) Ф {0) }■

If R has no zero divisors, then the subset TorR(A) is a submodule o f  A. In this 

case we say that TorR(A) is a R-periodic p a rt o f  A. A  module A is called R- 

periodic  i f  it coincides with its R-periodic part. We will say that A is R-torsion- 

free  i f  its R-periodic part is trivial.

Let D  be a Dedekind domain. Put

Spec(D ) = {P  | P  is a maximal ideal o f  D } .

If I  is an ideal o f  D , then put

Aj = { < 2  є  A I al" = (O) for some n є  N j .

It is not hard to see that a subset A  is a D-submodule o f  A. A  submodule A  is 

called the I-component o f  A. If A coincides with its I-component, then we will 

say that A is an I-module over D.

Put

n,n(A) = {a є A\aJ" = (0)}.

It is not hard to check that the subset Q7 n(A)  is a D-submodule and 

Q7 n(A) < Q7 и+1(A) for each positive integer n. Therefore І К „ О 0  = Л -

Denote by AssD (A) a subset o f  all maximal ideals o f  D , for which the 

corresponding P-component Ap is non-trivial.

10



List of terms and notations

Then TorD (A) = ®Р<ЕЖ A , where к  = AssD (A) (see, for example, [1, 

corollary 3.8]).

Let D  be a Dedekind domain, C  be a simple D-module. Then C  is 

isomorphic to D  / P  for some maximal ideal P  o f  D. Denote the D-injective 

envelope o f  C  by C  „ . A  module C  „ is called the Prüfer P-module. A  module

С is an injective limit o f  the system o f  / > modules {D  / P n \ n є  N} :

С = lim inj{D  / P n I n є  N}

(see, for example, [1, corollary 5.21]). By construction, a Prüfer module C  „ is a

P-module, O p k(Cp„) = D  / P k and

O w (Cpa) / О рл(Cp. ) = (D / P k+1) /  (P  / P k+1) = D  / P

for each positive integer k. Thus, if  E  is a proper D-submodule o f  C  „ , then

there is a positive integer k such that E  = O p k (C  „) . Indeed, i f  the element b

belongs to O p k(Cp x) , but not contained in О рл_ x(Cp x) ,  then E  = b D . Note that

the Prüfer P-module C  „ is monolithic and its monolith coincides with its lowerp

layer °p , 1 (Cp„) .

Let R be a commutative ring without zero divisors, x is a non-zero 

element o f  R and A is a module over R. We say that A is x-divisible i f  for each 

element a o f  A there is an element c such that cx = a . In other words, Ax = A .

A  module A is called R-divisible, i f  it is x-divisible  for each non-zero 

element x o f  R.

Let D  be a Dedekind domain, A be a module over ring and x is an element 

o f  D. A  submodule B o f  A is called x-pure, i f  Bx = B  n  A x .

I f  L is an ideal o f  D , submodule B is x-pure in A for each element x є  L , 

then B is called L-pure.

Finally, B is called a pure submodule i f  B is D-pure.
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

Let G be an abelian group, Я  be a subgroup o f  G  and A be a ZG -module.

Put

(А) = { а ^ А \ а х  = а їох  every x є  Я } .

It is easy to check that the subset £ Ш(А)  is a ZG-submodule o f  А. СШ(А)  is 

called the H-center o f  A. Starting with H-center, we can define the upper 

H-central series o f  A

(0) = C0 < C  < ...Ca < Ca+1 < ...Cy

by the following rule: ( \  = £ 7/f(A) ,  Ca+l! C a = ^ m ( A I C a) for all ordinals

a < y ,  and СШ( А / С г ) = (0 ). The last term Cy o f  this series is called the upper

H-hypercentre o f  A.

Let G be an abelian group, Я  be a subgroup o f  G and A be a ZG -module. 

Let В, С  are ZG -submodules o f  A such that B < C . The factor G I B  is called 

H-central (respectively, H-eccentric) i f  C^ (C  / B) = H  (respectively,

Q  (C  / B) Ф H ).

A  ZG-submodule С is called H-hypereccentric, i f  С has an ascending 

series o f  ZG -submodules

{0 ) = c  < C 1 < . . .єа < Ca+1 < ...Cy = c  ,

such that

(1) Ca+J Ca is a simple ZG -module,

(2) Ca+1 / Ca is H-eccentric for each ordinal a  < y .

12



INTRODUCTION

For more than a hundred years, an intensive study o f  the influence o f  the 

system o f  normal subgroups on the structure o f  the whole group has been carried 

out. I f  G  is a group, then by Cnorm(G ) (respectively, Ciioii_iiorJ G ) ) we denote the 

system o f  all normal subgroups o f  G  (respectively, the system o f  all non-normal 

subgroups o f  G). The presence o f  a large system o f  normal and close to normal 

subgroups have a very strong influence on the group structure. I f  all subgroups 

o f  a group are normal then its structure was described long ago. For the finite 

groups R. Dedekind obtained such description, and later R. Baer extended it to 

arbitrary groups. Groups, whose all subgroups are normal, were later called 

Dedekind . The natural next step was the study o f  groups G , in which the system  

Cnon_norm{G) satisfies some (often very strong) restrictions. This topic begins 

intensively develop by SM . Chernikov and his school, as well as many other 

well-known algebraists, in particular R. Baer, B. Neumann, F.M. Lyman, 

M.F. Sesekin, D. Robinson, L.A. Kurdachenko, M.F. Kuzennyi, M.M. Semko, 

A. Rhemtulla, S. Franciosi, F. de Giovanni, H. Lenstra.

G.M. Romalis and M.F. Sesekin began to study groups in which the 

system Cnon_norm{G ) consists only o f  abelian subgroups. They called such groups 

metahamiltonian. The natural continuation o f  these studies is the consideration 

o f  the situation when subgroups o f  the system Cnon_norm(G) belong to the class o f  

groups, which is a natural extension o f  the class o f  abelian groups. For example, 

L.A. Kurdachenko, J. Otal, A. Russo and G. Vincenci studied the groups, in 

which the subgroups o f  the system Cnon_norm(G) have a finite derived subgroup 

or FC-groups. This dissertation work continues research in this direction. Since 

the natural generalization o f  finite groups are Chernikov groups, the groups with 

the Chernikov derived subgroup is the natural generalization o f  groups with 

finite derived subgroup. In this monograph, we study the groups, whose 

subgroup are either normal or have Chernikov derived subgroup.

As we have noted above, groups with large systems o f  normal subgroups 

are a rather long-standing research object in group theory. Normal subgroups 

have a strong influence on the group structure. Therefore, when the system o f

13



Groups with restrictions on non-normal subgroups

normal subgroups is quite large, the structure o f  the group can be studied in 

detail. Figuratively speaking, i f  group has many normal subgroups, then this 

group is very close to abelian. For example, i f  all subgroups o f  a group are 

normal (that is, the system Cnorm{G ) contains all subgroups o f  a group and 

respectively the system Cnon_norm{G) is empty), then it is either abelian, or is a 

direct product o f  quaternion group, elementary abelian 2-group and periodic 

group without elements o f  order 2.

This result was obtained for finite groups in the paper o f  R. Dedekind [2], 

and then it was extended to arbitrary groups in the paper o f  R. Baer [3]. The 

natural next step was the study o f  groups G, in which the system Cnon_norm{G) 

satisfies some (often very strong) restrictions. The first such papers were papers 

o f  O.Yu. Schmidt [4, 5], which have already become classical ones. In them 

O.Yu. Schmidt studied finite groups, in which all subgroups o f  the system  

Znon-norSG) are conjugate or system Cnon_norm{G) consists o f  two classes o f  

conjugate subgroups. However, the systematic study o f  groups, in which the 

system o f  non-normal subgroups satisfies some rather strong condition, begins 

with papers o f  S.M. Chernikov [6, 7]. As we have already mentioned, many 

well-known algebraists participated in the development o f  this topic, which 

enriched it with many deep and interesting results. One o f  the interesting area o f  

this topic was the study o f  groups, whose non-normal subgroups are abelian. 

Such groups were called metahamiltonian. Their study began with the papers o f  

M.F. Sesekin and G.M. Romalis [8-10]. V.T. Nagrebetsky [11] and 

A.A. Makhnev [12] studied finite metahamiltonian groups. M.F. Kuzennyi and 

M.M. Semko [13-19] obtained a full description o f  metahamiltonian groups.

The class o f  abelian groups has many natural generalizations. One o f  them  

is a class o f  groups with a finite derived subgroup and more wider class o f  FC- 

groups. In the papers o f  L.A. Kurdachenko, J. Otal, A. Russo and G. Vincenci 

[20, 21] the authors studied the groups, in which the subgroups o f  the system  

Cnon_norm(G) either have finite derived subgroup or are FC-groups. Since the 

natural generalization o f  finite groups are Chernikov groups, the groups with the 

Chernikov derived subgroup are natural generalization o f  groups with finite 

derived subgroup. This monograph is devoted to the investigation o f  groups, 

whose subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup.
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CHAPTER 1

LITERATURE REVIEW  AND PRELIM INARY TH EO RETICAL  

INFO RM ATIO N

This section gives an overview o f  literature on research related to the 

results o f  this work. Here is a brief account o f  the well-known results that are 

used in the future.

1.1. Literature review

If G  is a group, then by Cnorm(G) (respectively, Cnon_norm(G ))  we denote 

the system o f  all normal subgroups o f  G  (respectively, the system o f  all non­

normal subgroups o f  G). Groups with large systems o f  normal subgroups are a 

rather long-standing research object in group theory. Normal subgroups have a 

strong influence on the group structure. Therefore, when the system Cnorm{G ) is 

quite large (respectively, the system Cnon_norm(G ) is quite small), very often the 

structure o f  the group can be studied in detail. For example, i f  all subgroups o f  a 

group are normal (that is, the system Cnorm(G) contains all subgroups o f  a group 

and respectively the system Cnon_norm{G) is empty), then it is either abelian, or is 

a direct product o f  quaternion group, elementary abelian 2-group and periodic 

group without elements o f  order 2. This result was obtained for finite groups in 

the paper o f  R. Dedekind [2], and then it was extended to arbitrary groups in the 

paper o f  R. Baer [3]. The natural next step was the study o f  groups G, in which 

the system Cnon_norm(G) satisfies some (often very strong) restrictions. The first 

such papers were papers o f  O.Yu. Schmidt [4, 5], which have already become 

classical ones. In them O.Yu. Schmidt studied finite groups, in which all 

subgroups o f  the system Cnon_norm(G) are conjugate or system Cnon_norm{G) 

consists o f  two classes o f  conjugate subgroups. It is interesting to note that 

R. Brandl [22] were repeated much later the results o f  O.Yu. Schmidt from [4].
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

Moreover, H. Mousavi [23] was repeated much later the results o f  

O.Yu. Schmidt from [5]. However, the systematic study o f  groups, in which the 

system o f  non-normal subgroups satisfies some rather strong condition, begins 

with papers o f  S.M. Chernikov. He wrote a series o f  papers that demonstrated 

the effectiveness o f  this approach. In the first paper [6] o f  this series, he 

considered the infinite groups, in which the system Cnon_norm(G) consists only o f  

finite subgroups. In [7] he considered the infinite groups, in which the system  

„„„„(G) satisfies the minimal condition. In this connection, it should benon—norm  v 7 5

noted that in 1990 N. Hekster and H. Lenstra published a paper [24], in which 

they considered the groups, in which the system Cnon_norm(G) is finite. The 

results o f  this work are a simple corollary o f  the results o f  paper [7]. In [25-30] 

S.M. Chernikov considered some generalizations o f  the results o f  the first two 

papers. In the paper o f  L.A. Kurdachenko, M.F. Kuzennyi and M.M. Semko 

[31] and in the paper o f  G. Cutolo [32] considered infinite groups, in which the 

system £. ,„,,„,(G) satisfies the maximal condition. These results wereJ  non—norm  V 7

generalized in the paper o f  L.A. Kurdachenko and V.E. Goretsky [33].

In well-known papers o f  R. Baer and D.I. Zaitsev were introduced very 

interesting new conditions o f  finiteness namely weak maximal and minimal 

conditions for different types o f  subgroups. These conditions and related results 

were so interesting and fruitful that they gave rise to a large series o f  papers in 

which these conditions were considered for different types o f  subgroups. We 

will not consider here all aspects o f  research related to the above conditions and 

note one result related with our subject.

Let M  be a some system o f  subgroups o f  a group G. We say that M  

satisfies the weak minimal condition (or maximal), or that G  satisfies the weak 

minimal condition for M -subgroups or shorter Min - ю -  M  (respectively, to 

maximal condition for M -subgroups or shorter Max - ю -  M ) if  G  does not 

have infinite descending (respectively, ascending) series {H n n є  N) o f  

subgroups o f  system M  such that the indexes | H n : H n+l | (respectively,

16



Chapter 1. Literature review and preliminary theoretical information

І Ни+] \H n I) are infinite for each n є  N . I f  Ш  is the set o f  all non-normal 

subgroups, we obtain the groups with weak minimal condition (respectively, 

maximal) for non-normal subgroups. L.A. Kurdachenko and V.E. Goretsky [33] 

studied these groups.

F.M. Lyman [34, 35] considered groups in which the system Cnon_norm{G) 

consists only o f  cyclic subgroups. If all cyclic subgroups o f  a group are normal, 

then all subgroups are normal. Therefore, the question arises about the structure 

o f  groups, whose all non-cyclic subgroups are normal, that is, the system o f  all 

non-normal subgroups consists only o f  cyclic subgroups. S.M. Chernikov [26] 

posed this question. The above papers was devoted to solving this problem. I f  all 

finitely generated subgroups o f  a group are normal, then all subgroups are 

normal. Naturally, the question arises about the opposite situation: what we can 

say about groups, whose all non-finitely generated subgroups are normal. 

Groups o f  such type were considered by L.A. Kurdachenko, V.V. Pylayev [36] 

and G. Cutolo, L.A. Kurdachenko [37]. Note a series o f  papers M.F. Kuzennyi, 

M.M. Semko [38-67], M.M. Semko, O.A. Yarova [68-74], where groups with 

other natural restrictions on the system Cnorm{G) were considered.

The natural continuation o f  papers o f  O.Yu. Schmidt [4, 5] was the paper 

o f  R. la Yaye and A. Rhemtulla [75], where groups (both finite and infinite), in 

which the system Cnon_norm{G) splits into a rather small number o f  conjugacy 

classes, were considered. In the paper o f  M. de Falco, F. de Giovanni and 

C. Musella [76] infinite groups, in which the set Cnon_norm{G) is a union o f  finite 

number o f  conjugacy classes, were considered.

G.M. Romalis and M.F. Sesekin [8-10] began to study the groups, in 

which the system Cnon_norm{G ) consists only o f  abelian subgroups. Such groups 

were called metahamiltonian. The study o f  finite metahamiltonian groups was 

continued in the papers o f  V.T. Nagrebetsky [11] and A.A. Makhnev [12]. The 

full description o f  metahamiltonian groups was obtained in the series o f  papers 

o f  M.F. Kuzennyi and M.M. Semko [13-19].
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

The class o f  abelian groups has many natural generalizations. One o f  them  

is a class o f  groups with a finite derived subgroup and more wider class o f  FC- 

groups. In the papers o f  L.A. Kurdachenko, J. Otal, A. Russo and G. Vincenci 

[20, 21] the authors studied the groups, in which the subgroups o f  the system  

Cnon_norm{G) either have finite derived subgroup or are FC-groups. Since the 

natural generalization o f  finite groups are Chernikov groups, the groups with the 

Chernikov derived subgroup are natural generalization o f  groups with finite 

derived subgroup. This monograph is devoted to the investigation o f  groups, 

whose subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup.

1.2. Prelim inary theoretical information

The following results that will be needed, relate to the theory o f  FC- 

groups. The first result that we will use is the classical Ditzman lemma (see, for 

example, [77, Lemma II. 1.1]).

1.2.1. Lemma. Let G be a group, M  be a finite subset o f  G. Suppose that 

each element o f  M  has fin ite order and finite number o f  conjugations. Then 

normal subgroup generated by M  is finite.

The next important result o f  this theory is the classical theorem o f  I. Schur 

(see, for example, [77, Theorem II. 1.4]).

1.2.2. Theorem. Let G be a group, whose center has a fin ite index c. Then 

the derived subgroup [G, G ] is also finite, moreover [G, G ]c = ( 1 .

This theorem has the following generalization, which we will also need 

(see, for example, [78, Theorem 3.9]).

1.2.3. Theorem. Let G be a group. Suppose that the central factor-group  

is Chernikov. Then the derived subgroup [G, G ] is also Chernikov.

We also need some results from the theory o f  abelian groups. The first 

one is the next (see, for example, [79, Theorem 14.4]).

1.2.4. Theorem. Let G be an abelian group containing a subgroup H  and  

G / H  is a free  abelian group. Then G  = H  x K  fo r  some subgroup K  o f  G.
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Chapter 1. Literature review and preliminary theoretical information

1.2.5. Proposition [80]. Let G be a hypercentral group, A be a normal 

abelian p-subgroup fo r  some prim e p. I f  the factor-group G / CG (A) does not 

have proper subgroups o f  index p, then the center o f  G contains a subgroup A.

The following result is one o f  the first important results o f  the theory o f  

finite groups (see, for example, [81, Theorem A.10.7]).

1.2.6. Proposition. Let G be a fin ite group. I f  every subgroup o f  G is 

abelian, then G is solvable.

Let G  be a group. A  system S  o f  its subgroups is called the Kurosh- 

Chernikov system  i f  it satisfies the following conditions:

(i) S  is linearly ordered by inclusion;

(ii) G,( l )  є  S ;

(iii) S  is closed under intersections and unions o f  its subgroups; in 

particular, with every subgroups H  ф G  it contains the intersection H л o f  all 

subgroups o f  system S  that contains H  and do not coincide with H; with each o f  

its the non-trivial subgroup K  contains the union K V o f  those subgroups o f  the 

system S  that contains K  and do not coincide with K;

(iv) i f  H  є  S  and H  ф G , then H  is normal in H л.

The factor-groups H л / H  are called the factors  o f  system S . A  system  

S  is called normal i f  each o f  its members is a normal subgroup o f  G.

1.2.7. Theorem [82, § 58]. Let G be a locally solvable group. Then G has 

a normal Kurosh-Chernikov system, whose factors are abelian.

Some results o f  the theory o f  locally finite groups will also be needed. 

The first result, which has already become classic, is the following.

1.2.8. Theorem [83]. I f  every abelian subgroup o f  locally fin ite group G  

satisfies the minimal condition, then G is Chernikov. In particular, locally fin ite  

group with minimal condition is Chernikov.

The next result follows from theorem 4.8 o f  the book [84] and the 

existence o f a classification o f  finite simple groups.
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

1.2.9. Theorem. Let G be a locally finite simple group. Suppose that 

Sylow p-subgroups o f  G are solvable fo r  each prim e p. Then G can not be finite  

dimensional linear group.

1.2.10. Theorem [85]. Let G be an infinite locally fin ite simple group. 

Suppose that Sylow p-subgroups o f  G are solvable fo r  each prim e p. I f  G is not a 

finite dimensional linear group, then it contains a subgroup Y such that the 

central factor-group Y / £ ( Y ) is isomorphic to PSL2 (K ) or S z (K ) fo r  some 

infinite locally finite f ie ld  K.

1.2.11. Theorem [86]. Let G be a group, whose proper subgroups are 

Chernikov-by-nilpotent. Then G can not be isomorphic to PSL2 (K ) or S z (K ) 

fo r  any infinite locally fin ite f ie ld  K.

The next classic result is well-known.

1.2.12. Theorem. Let G be a fin itely generated group. Then every 

subgroup o f  G offinite index is also finitely generated.

1.2.13. Theorem (see, for example, [87, Chapter 1, Theorem 1]). Let G be 

an almost polycyclic group. Then G is residually finite.

1.2.14. Theorem (see, for example, [88, Theorem 3]). Let G be a finitely  

generated metabelian group. Then G satisfies the maximal condition fo r  normal 

subgroups.

1.2.15. Theorem [2, 3]. Let G be a group, whose all subgroups are 

normal. I f  G is non-abelian, then G is a direct product o f  quaternion group, 

elementary abelian 2-group and periodic abelian group without elements o f  

order 2.

1.2.16. Theorem (see, for example, [89, Theorem 7.4]). Let G be a union 

o f  a finite set o f  abelian subgroups. Then its center has a fin ite index.

1.2.17. Theorem (see, for example, [89, Theorem 1.6]). Let G be a FC- 

group. I f  G is torsion-free, then G is abelian.

1.2.18. Theorem (see, for example, [89, Theorem 1.6]). Let G be a FC- 

group. A set o f  all elements o f  G o f  finite order is a characteristic subgroup o f  

G.
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1.2.19. Theorem (see, for example, [78, Corollary 5.12]). Let G be a

finite group, A b e  a  ZG -module and В be a  ZG -submodule o f  A. I f  the additive 

group o f  A is fin itely generated, then there exists a  ZG -submodule E such that 

B n  E  and A / (B n  E ) are finite.

1.2.20. Theorem (see, for example, [78, Corollary 5.15]). Let G be a 

finite group, F  be a f ie ld  and A be an FG-module. Suppose that char(F ) = 0 or 

char(F ) does not divide the order o f  G. Then A is a semisimple FG-module.

1.2.21. Theorem (see, for example, [1, proposition 7.11]). Let D  be a 

Dedekind domain, P  be a maximal ideal o f  D  and A be a P-module over D. A 

module A is artinian i f  and only i f  the lower layer Qp j( A) is artinian.

1.2.22. Theorem (see, for example, [1, Proposition 7.11]). Let D  be a

Dedekind domain and A be a module over D. A module A is artinian i f  and only

if

A = axD ® ... ® anD © C  © ••• © C , 

where C . is a Prüfer P  -submodule, P  є  S pec(D ), 1 < j  < k , and

AnnD (Qj) = P™j , Pj є  S pec(D ), 1 < j  < n .

1.2.23. Theorem (see, for example, [1, Theorem 5.26]). Let D  be a 

Dedekind domain and A be a module over D. I f  A is periodic and divisible, then 

A is a direct sum o f  Prüfer submodules.

1.2.24. Theorem (see, for example, [1, Corollary 6.5]). Let D  be a 

Dedekind domain and A be a module over D. I f  AnnD (A) is non-zero, then A is 

a direct sum o f  cyclic submodules.

1.2.25. Theorem (see, for example, [1, Theorem 9.15]). Let D  be a 

Dedekind domain and A be a P-module over D  fo r  some maximum ideal P. Then 

A contains a D-pure submodule B such that B is a direct sum o f  cyclic 

submodules and factor-m odule A / B is D-divisible.

1.2.26. Theorem (see, for example, [1, Theorem 8.11]). Let D  be a 

Dedekind domain and A be a module over D. I f  B is a pure D-submodule A and  

AnnD (A) is non-zero, then A = B  ©  C  fo r  some D-submodule C.
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

1.2.27. Theorem [80, Lemma 1]. Let G be a group and a be an element o f  

G with fin itely many conjugations. Then the normal closure Q G either finite or

finite-by-(torsion-free finitely generated abelian).

1.2.28. Theorem (see, for example, [79, Theorem 23.1]). Let G be a 

periodic divisible abelian group. Then G is a direct product o f  quasicyclic 

subgroups.

1.2.29. Theorem [90]. Let G be a locally finite group. Suppose that Sylow 

p-subgroups o f  G are Chernikov fo r  each prim e p. Then G is almost locally 

solvable.

1.2.30. Theorem [91]. Let G be a periodic locally solvable group. 

Suppose that Sylow p-subgroups o f  G are Chernikov fo r  some prim e p. Then 

G / Op, (G) is a Chernikov group.

1.2.31. Corollary. Let G be a periodic almost locally solvable group. 

Suppose that Sylow p-subgroups o f  G are Chernikov fo r  some prim e p. Then 

G / Op, (G) is a Chernikov group.

1.2.32. Theorem (see, for example, [92, Theorem 2.4.5]). Let G be a 

locally finite group, C  be a normal Chernikov subgroup o f  G. I f  

П (С) n n ( G  /  C) = 0 , then C has a complement in G and all this complements 

are conjugate in G.

1.2.33. Theorem (see, for example, [78, Proposition 5.19]). Let G be a 

finite group, A be a  ZG -module and additive group o f  A is periodic. I f

П (A) n  n (G ) = 0 ,  then A  = C  (G) © [A, G ] .
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CHAPTER 2

GROUPS, W H OSE PRO PER SUBGROUPS HAVE CH ERNIK O V

DERIVED SUBGROUP

Let G  be a group and Cnon_norm{G) consists o f  subgroups with Chernikov 

derived subgroup. Here two diametrically opposite situations are possible: a) the 

system Cnon_norm{G ) is empty; b) the system Cnon_noJ G )  consists o f  all proper 

subgroups o f  G. In the first case, all subgroups o f  a group G  are normal, and the 

structure o f  such group well-known. In the second case, all proper subgroups o f  

G  have Chernikov derived subgroup, and this case requires a special study. This 

is an important first step in the study o f  groups, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup.

2.1. Prelim inary results

We will start with the following slight generalization o f  Ditzman lemma.

2.1.1. Lemma. Let G be a group, F  be a finite subgroup o f  G. I f  the set o f  

subgroups that conjugate to F  is finite, then the normal closure F G o f  F  is 

finite.

Proof. Since F  has a finite set o f  conjugated subgroups, the normalizer 

N q (F ) has finite index in G. Then F  is a finite normal subgroup o f  H  = N g (F ) . 

This means that the centralizer CH (x) has finite index in H  for any element 

x є  F . Since | G : H  | is finite, then | G : CG (x) | is also finite for any element x o f

F. Applying Lem ma 1.2.1, we obtain that the normal closure (^x'f is finite for 

each element x є  F . Since F  is finite, then its normal closure generated by a 

finite set o f  subgroups (x ) ° . Note that every subgroup {x)°  is finite. This means 

that F g is also finite. □
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Groups with restrictions on non-normal subgroups

2.1.2. Proposition. Let G be a group and H  be a subgroup o f  G. Suppose 

that X  is a class o f  groups satisfying the follow ing conditions:

(a) X  = S X ,

(b) X = N 0 X ,

(c) every X -by-finite group belongs to X .

I f  H  belongs to X  and the set o f  subgroups that conjugate to H  is finite, 

then the normal closure H G o f  H  also belongs to X .

Proof. Since H  has a finite set o f  conjugated subgroups, the normalizer 

N g (H ) has finite index in G. Let [Щ  = H ,H x, . . , H n} be a set o f  all subgroups 

that conjugate to H  in G. Then each normalizer L. = N g (H .) has finite index in 

G, 0 < j  < n .

Note that i f  H  = x ~ l H x , then

L  = N g (Hj  ) = N g ( H x) = N g ( H ) x, 0 < j  < n , 

and we obtain that L ,L ,...,Ln} is a class o f  conjugated subgroups. Since 

| G : Lj | are finite for every 0 < j  < n , we obtain that the intersection K  = П
0< j < n

has finite index in G. Note that in this case K  is a normal subgroup o f  G. Since 

K  < N g (H j ) , we obtain the following equality HJ = H 7 for every element y  o f  

K  and every 0 < j  < n . Put Tj = H y n  K . Then

TJ = (Hj  n  K )y = H y n  K y = Hj  n  K  = Tj 

for every element y  o f  K  and every 0 < j  < n . In other words, T is normal in K  

for every 0 < j  < n . From the condition X = S X  we obtain that т, є  X , 

0 < j  < n . Since X = N 0X , the product T •... • Ти belongs to X . Clearly, a subset 

{ T , T , . . . , T } is a class o f  conjugated subgroups. This means that the product 

T = T •... • T  is a normal subgroup o f  G.

We have the following isomorphism H T  / T  = H  / (H  n  T ) . Since 

T  = H  n  K  < H  and T  < T , then T  < H  n  T . From the fact that K  is a normal
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Chapter 2. Groups, whose proper subgroups have chernikov derived subgroup

subgroup o f  a group G  we obtain that the intersection H  n  K  is normal in H. 

Isomorphism H  / ( H  n  K ) = H K  / K  together with finiteness o f  the factor-group 

G / K  demonstrates that the intersection H  n  K  has finite index in H. Since 

H  n  K  is contained in H  n  T , the intersection H  n  T  has finite index in H. 

Since H T / T  = H  / ( H  n  T ) , H T  / T  is finite. Therefore, H T  / T  is a finite 

subgroup o f  G / T , which has a finite set o f  conjugated subgroups. By  

Lem ma 2.1.1 the normal closure (H T / T )GIT = H GT / T  is a finite subgroup. 

Note that a subgroup T is contained in H G, so that H GT = H G. Finally, from 

finiteness o f  H G / T and inclusion T є  X  together with the conditions o f  this 

statement we obtain that the normal closure H G belongs to X . □

2.1.3. Corollary. Let G be a group and H  be a Chernikov subgroup o f  G. 

I f  the set o f  subgroups that conjugated to H  is finite, then the normal closure 

H G is a Chernikov subgroup.

Obviously, the class o f  Chernikov groups satisfies all conditions o f  the 

Proposition 2.1.2.

2.1.4. Lemma. Let G be a solvable group. I f  G contains proper subgroups 

o f  finite index and every proper subgroup o f  G has Chernikov derived subgroup, 

then [G, G ] is a Chernikov subgroup.

Proof. Since G  is solvable, G  contains a normal subgroup L such that the 

factor-group G / L is a finite cyclic p-group for some prime p. Denote the 

generator o f  this factor-group by gL, that is G / L = (gL ) . Suppose at first, that g

has finite order. By our conditions, G / L is a p-group, so we can assume that g  

is a p-element. From the choice o f  L we obtain that the derived subgroup [L, L] 

is Chernikov. We must show now that the derived subgroup o f  G /[L,  L] is 

Chernikov. Since

[ G / [ L , L ] , G  / [L,L]] = [G,G][L,L= / [L,L= = [G,G] /  [L,L= , 

we obtain that [G, G] is a Chernikov subgroup. To be short we can assume that 

L has a trivial derived subgroup, that is L is abelian. As we shall see below, this
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will not contradicts with the generality o f  our considerations. From the fact that 

L is abelian follows that the intersection S  = ( g )  n  L is a normal subgroup o f  G.

Since it is finite, it will be sufficient to prove that the derived subgroup o f  G / S  

is a Chernikov subgroup. As above, we can assume that S  is trivial. Suppose that 

L contains proper subgroups o f  finite index. From the fact that the factor-group 

G / L is finite, we obtain that L contains proper G-invariant subgroup K. I f  we 

suppose that G  coincides with the product o f  K  and ( g ) , we obtain the equality

L = K  (L n  (g )) = K , which contradicts with the choice o f  K. This contradiction 

shows that the product E  = K ( g )  is a proper subgroup o f  G. This means that the 

derived subgroup D  o f  K (g )  is a Chernikov subgroup. Since G / L is abelian, L 

contains [G, G ], so that D  < [G, G] < L . From the fact that the factor-group 

E  / D  is abelian we obtain the equality (l) = [gD, K D  / D ] . On the other hand, L 

is also abelian and we obtain that [L / D,  K D  / D]  is trivial. Taking into account 

the fact that G  is a product o f  subgroups (g )  and L, we obtain the inclusion 

K D  / D  < C ( G  / D ) . From the finiteness o f  G / L and L / K  we obtain the 

finiteness o f  the factor-group (G / D ) /  (KD / D ) . In other words, the center o f  

the factor-group G / D  has a finite index. In this case U  / D  = [G / D,  G  / D]  is a 

finite subgroup by classical theorem o f  I. Schur (Theorem 1.2.2). But in this 

case a subgroup U  is Chernikov, and hence the derived subgroup [G, G] is also 

Chernikov.

N ow  we must to consider the case when L does not contains proper 

subgroups o f  finite index. Since L is abelian, we choose free abelian subgroup Y 

such that the factor-group L / Y is periodic. I f  L is periodic, we can say that Y is 

trivial. By Theorem 1.2.28 L / Y is a direct product o f  quasicyclic subgroups. 

This means that L contains a subgroup V such that L / V is a quasicyclic p-group 

for some prime p. From the finiteness o f  the factor-group G / L we obtain the 

finiteness o f  the set {Vx | x є  G } .
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Put

{ V ' \ x e G )  = {Vt = V ,V 2,...,V J  and W = |") P).
1 < j < n

For an arbitrary element x o f  G we have an isomorphism

L / Vx = Lx / Vx = L / V , 

which shows that the factor-group L / V х is also a quasicyclic p-group. 

Applying Remak's theorem we obtain the following embedding

L I W ^ L I V l x . . . x L I V n, 

which shows that L / W  is Chernikov. Note that W  is G-invariant, and the 

product W { g j  is a proper subgroup o f  G. This means that the derived subgroup

Y o f  W g  is a Chernikov subgroup. By above arguments, we can prove that 

WY / Y < C ( G  / Y ). From the finiteness o f  G / L and the fact that L / W  is 

Chernikov we obtain that the factor-group (G / Y) /  £ ( G  / Y ) is Chernikov. In 

this case, the derived subgroup Z  / Y = [G / Y , G / Y ] is Chernikov by 

Theorem 1.2.3. Since Z  is Chernikov, the derived subgroup [G, G ] is also 

Chernikov.

Suppose now that g  has an infinite order. As above, we can assume that L 

is abelian. This means that the intersection S  = ( g )  n  L is a normal subgroup o f

G. In the factor-group G / S  the image gS  o f  g  has finite order, and it follows 

that the derived subgroup o f  G / S  is Chernikov. Denote the periodic part o f  

abelian subgroup L by T. Note that T is G-invariant. Consider the factor-group

G / T .

Let T ф bT  be an arbitrary element o f  L / T , and put 

B / T = (bT)G T = ( b T f gT . If (g T ,B / T) is a proper subgroup o f  G / T , then its 

derived subgroup is Chernikov. On the other hand, the derived subgroup o f  

{ g T ,B / T) is contained in B / T , and therefore it is torsion-free. This means that

the derived subgroup o f  ( g T ,B / T) is trivial, that is the elements gT  and bT  

commute. Put G / T = { g T , B  / T ). Then (B / T ) (L / T n  № )  ) = l  /  t  .
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Obviously, that L / T  n ( g T ) < CBIT (g T ) , which shows that CBIT (g T ) is non­

trivial. I f  B / T  = CB/T(g T ) , we again obtain that the elements gT  and bT  

commute. Therefore, it remains to consider the case when 

B / T  ф CB/T (g T ) = C  / T . Since the extraction o f  a root in a torsion-free abelian 

group is uniquely defined, C / T is a pure subgroup o f  B / T . From the fact that 

the factor-group G / L is finite, it follows that B / T is a finitely generated 

abelian subgroup, and therefore B / C  is a free abelian group o f  finite rank. But 

in this case B / T  = C  / T  x R  / T  for some subgroup R / T (see Theorem  1.2.4). 

We have ( gT)  n  R / T = ( l ) , in particular ( g T ,R / T) is a proper subgroup o f

G / T . As we have seen above, in this case (g T ,R / T) is abelian, and therefore 

we have R / T  < CBIT (g T ) = C  / T . This contradiction shows that 

B / T  = CB/T (g T ). Thus, in every case the factor-group G / T is abelian.

Since T is periodic, the intersection T n  S  is trivial. Applying Remak's 

theorem, we obtain that G  is isomorphic to some subgroup o f  the product 

G / T  x G  / S . From the fact that the factor-group G / T is abelian and derived 

subgroup o f  G / S  is Chernikov we obtain that derived subgroup o f  G  is also

Chernikov. □

2.1.5. Lemma. Let G be a solvable group. Suppose that G does not 

contains proper subgroups o f  fin ite index. I f  every proper subgroup o f  G has 

Chernikov derived subgroup, then [G, G ] is Chernikov.

Proof. Since G  is solvable, G  contains a normal subgroup B such that 

G / B  is abelian. Note that abelian group which has no proper subgroups o f  

finite index is divisible. Thus, G / B  is a divisible abelian group. Note also that 

every divisible abelian group has a quasicyclic factor-group. Thus, G  includes a 

normal subgroup L such that G / L is a quasicyclic p-group for some prime p. In 

this case, there is an ascending series o f  subgroups

L = La < L l < . . < L , < L ^ < . . . G  = \ j L „ ,
weN

where Ln+l / L0 is a cyclic group o f  order p n, n > 0. Put Ln+1/ L0 = (g n+1L0) ,
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n > 0 . Since L is a proper subgroup, [L, L ] is Chernikov. We must show that the 

factor-group G / [ L,L]  has Chernikov derived subgroup. As above, we can 

assume that [L ,L ] is trivial. In other words, we can assume that L is abelian. 

Since G / L is abelian, for every element x o f  G [x, A] is a normal subgroup o f

G. Indeed, i f  y  is an arbitrary element o f  G, then xy = xb for some element b o f  

L. Taking into account that L is abelian, for an arbitrary element a є  L 

[x, a]y = [xy, ay ] = [xb, ay ] = [x, a y ̂ [b, ay ] = [x, a y ].

Since L  is a proper subgroup, the derived subgroup o f  L  is Chernikov. 

In particular, [g n, L] is a Chernikov subgroup for every n > 0 . Let 

x, y  є  G , a є  L . Since L is abelian,

[xy, a] = [x, a]y [y ,  a] = [x, a y ] [y ,  a] є  [x, A] [y ,  A ] .

In particular, [xk, A] є  [x, A ] , and therefore [ ( x ) , A ] = [x, A ] . This means that

[g„,L] = [ ( g„ ) ,L ]  < [ ( gn.Д  L]  = [g n-^ L ] .

Thus, we obtain the following ascending series

[g ^ L] < [g2,L] < ■■■ < [g n,L] < [g n+^L] < ■■■ 

o f  G-invariant Chernikov subgroups o f  L. If F  is a finite G-invariant subgroup o f  

L, then the factor-group G / CG (F ) is finite. By our conditions, G  has no proper 

subgroups o f  finite index, and therefore G = CG (F ) which shows that F  < £ ( G ). 

Let C  be a Chernikov G-invariant subgroup o f  L . Since C  is abelian, C  is a 

union o f  its finite G-invariant subgroups. From the above, we obtain the 

following inclusion C < C ( G ). In particular, C(G)  includes [g n, L ] for every

« > 0 .  Put К  = then К  < £ ( G )  and by the choice o f  С  the factor­

group Ln /  К  is abelian for every n > 0 . Since G  = [J  Ln, we obtain that G I L  is

abelian. Thus, G  is a nilpotent group and its class o f  nilpotency no more than 2. 

Suppose that G  is a periodic group. Then G = Drp Û{G)Gp, where G is a

Sylow p-subgroup o f  G. If n (G ) contains at least two primes, then G  is a direct
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product o f  two proper subgroups, and therefore the derived subgroup o f  G  is 

Chernikov. Suppose now that n (G ) = {p }  for some prime p. By  

Proposition 1.2.5 L < £ ( G ) . Taking into account that G / L is locally cyclic, we 

obtain that G  is abelian.

It remains to consider the case when G  is non-periodic. Since G  is 

nilpotent, the set T o f  all its elements o f  finite order is a characteristic subgroup. 

Then G / T is torsion-free, and therefore G  includes a normal subgroup S  such 

that G / S  is a torsion-free divisible abelian group. This means that there exists a 

normal subgroup R such that G / R  = U  / R  x V / R , where U  / R  and V / R are 

quasicyclic groups. In particular, G  is a product o f  two proper normal subgroups 

U  and V, and their intersection is R. From the fact that U  and V are proper 

subgroups follows that their derived subgroups are Chernikov. Put 

D  = [U,U][V,V ] . In this case G / D  is a product o f  two normal abelian 

subgroups UD / D  and VD / D . Therefore, the center o f  G / D  includes their 

intersection E  / D . Since RD  /  D  < E  /  D , the factor-group (G / D ) /  £ (G  / D)  is 

Chernikov. Hence, by Theorem 1.2.3 the derived subgroup [G / D , G  / D]  is 

Chernikov. Since D  is a product o f  two normal Chernikov subgroups, then D  is 

Chernikov. Therefore, the derived subgroup [G, G] is also Chernikov. □

From Lem mas 2.1.4 and 2.1.5 directly follows

2.1.6. Corollary. Let G be a solvable group. I f  every proper subgroup o f  

G has Chernikov derived subgroup, then the derived subgroup o f  G is also 

Chernikov.

2.1.7. Proposition. Let G be an almost solvable group. I f  every proper  

subgroup o f  G has Chernikov derived subgroup, then the derived subgroup o f  G  

is also Chernikov.

Proof. Since G  is almost solvable, G  includes the largest normal solvable 

subgroup S  (solvable radical o f  G). If S  = G , then by Corollary 2.1.6 the 

derived subgroup o f  G  is Chernikov. Therefore, suppose that S  is a proper 

subgroup o f  G. Let L / S  be an arbitrary proper subgroup o f  G / S . Then L is a
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proper subgroup o f  G, and therefore [L ,L ] is a Chernikov subgroup. Since the 

index | G : L | is finite and [L, L] is normal in L, the index | G : N G ([L,L])  | is also 

finite. In other words, [L,L]  has a finite set o f  conjugations in G.

By Lem m a 2.1.3 the normal closure [L, L]G is a Chernikov subgroup. 

Denote the system o f  all proper subgroups o f  G / S  by M . Since G / S  is finite, 

this system is finite. In this case, the system D  = {[L ,L^ L > S ,L / S  є  M } is

also finite. Put C = ([L,L]G | [L,L] є  . As proven above, the normal closure o f

every subgroup o f  D  is Chernikov. Since D  is finite, C  is a Chernikov 

subgroup. Thus, [S , S ] є  D.  Therefore [S , S ] < C  and [S , S ] < S  n  C . Since 

SC / C  = S / (S n  C ) , SC / C  is abelian. In particular, i f  G = C S , then all is 

proved. Therefore, suppose that CS is a proper subgroup o f  G. I f  L / SC  is a 

proper subgroup o f  G / S C , then L / S  is a proper subgroup o f  G / S . This 

means that [L, L] < C , which shows that L / SC  is an abelian subgroup o f  

G / S C . Thus, every proper subgroup o f  G / SC  is abelian. Therefore, G / SC  is 

solvable (see Proposition 1.2.6). In turn, G / C  is a solvable group. Appling 

Proposition 2.1.6, we obtain that the derived subgroup K  / C  o f  G / C  is 

Chernikov. Since C  is Chernikov, K  is also Chernikov. From inclusion

[G, G] < K  we obtain that [G, G] is a Chernikov subgroup. □

2.1.8. Proposition. Let G be a locally solvable group. I f  every proper  

subgroup o f  G has Chernikov derived subgroup, then the derived subgroup o f  G 

is also Chernikov.

Proof. By Theorem 1.2.7 G  has a normal Kurosh-Chernikov system, 

whose factors are abelian. If G  includes a proper subgroup o f  finite index, then 

G  includes a proper normal subgroup o f  finite index. Since the derived subgroup 

o f  every proper subgroups is Chernikov, G  is solvable, and therefore we can 

apply Corollary 2.1.6. Hence, we suppose that G  has no proper subgroups o f  

finite index. If F  is a finite normal subgroup o f  G , then the factor-group 

G / CG (F ) is also finite. Our assumption shows that G = CG (F ) ,  which means
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that the center £ (G)  includes F. Let C  be a Chernikov normal subgroup o f  G. 

Denote its divisible part by D. Since D  is abelian, D  is a union o f  its finite G- 

invariant subgroups, and we obtain that D  < £ (G ) . In the factor-group G / £ (G )  

a subgroup C £ ( G ) /  £ (G)  is finite and normal, and using again the above 

arguments, we obtain that C £ ( G ) /  £ (G ) < £ ( G  / £ ( G ) ) . In other words, the 

second hypercenter £ 2 (G)  includes every normal Chernikov subgroup. Denote 

by K  the union o f  all proper subgroups o f  system S . Since S  is linearly 

ordered, K  is a normal subgroup o f  G. If K  ф G , then from the properties o f  the 

system S  we obtain that the factor-group G / K  is abelian. Taking into account 

that [K , K ] is a Chernikov subgroup, we obtain that G  is solvable, and then it 

remains to use Corollary 2.1.6. Therefore, suppose that K  = G . Since U  < V , 

[U,U] < [V,V] , and therefore the system

M  = { [U , U  ]| U  є  S  , U  ф G} 

is also linearly ordered by the usual inclusion. This means that the union M  o f  all 

subgroups o f  the system M  is a normal subgroup o f  G . For every subgroup U  

from M  its derived subgroup [U , U] is Chernikov. From the above, we obtain 

that [U,U] < £ 2( G ) . In other words, for every subgroup U  from M  the factor­

group U£ 2 ( G ) /  £ 2(G) is. This means that the factor-group G / £ 2(G) is a union 

o f  a linearly ordered system consisting o f  abelian subgroups. Therefore, 

G / £ 2 (G) abelian. Thus, G  is nilpotent and we can use Corollary 2.1.6. □

2.2. The structure o f groups, w hose all proper subgroups have 

Chernikov derived subgroup

Our main goal here is to find the structure o f  groups from the rather wide 

class o f  groups, whose proper subgroups have Chernikov derived subgroup.

2.2.1. Definition. A  group G  is say to be locally graded  i f  each finitely 

generated subgroup o f  G  includes a subgroup o f  finite index.
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The class o f  locally graded groups is very wide, it includes the classes o f  

all locally finite groups, locally almost solvable groups, locally residually finite 

groups.

The following assertion is well-known, but we could not find the proper 

reference, so we give it with a proof

2.2.2. Proposition. Let G be a locally graded group. I f  G satisfies the 

minimal condition, then G is a Chernikov group.

Proof. Note at first that every group satisfying the minimal condition is 

periodic. Thus, G  is periodic. Denote by F  an arbitrary finitely generated 

subgroup o f  G. Suppose that F  can be infinite. Since F  is finitely generated, it 

includes a proper subgroup f  o f  finite index. The finiteness o f  the index 

^ : Fi | implies that F is also finitely generated. Therefore, F includes a proper 

subgroup F o f  finite index. Thus, we will obtain the strictly descending series 

o f  subgroups, which contradicts to our condition. This contradiction shows that 

F  must be finite. Thus, G  is locally finite. Well-known that locally finite group 

satisfying the minimal condition is Chernikov (see Theorem 1.2.8). □

2.2.3. Lemma. Let G be a locally graded group, whose proper subgroups 

have Chernikov derived subgroup. I f  [G, G] is not Chernikov, then G is 

countable.

Proof. Suppose that [G, G] is not Chernikov. By Proposition 2.2.2 it does 

not satisfy the minimal condition. Then the derived subgroup [G, G] has a 

strictly descending system o f  subgroups

H  > H  > ... > H  >... .1 2  n

Choose an elements x  є  H  \ H 2,x2 є  H 2 \ H 3,...,xn є  Н и \ H n_x,. . . . Put

X n = { Xj \ J ^ n) ’

These subgroups also construct a strictly descending system

X  > X  >... > X  > ....1 2  n

This means that a subgroup X  = X x can not be Chernikov. Since each element
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x} belongs to the derived subgroup [G, G ] , there is a finite subset M  such that 

x. e  [ / , , / , ] , where Ту = ( м ^ ,  j e  N . Put 7’ = (^M/ \ j  e  . Then / ’ is a 

countable subgroup and x. є [Т  ,T  ] for every positive integer j .  In other words,

the derived subgroup [T,T] includes X. Hence, [T,T] can not be a Chernikov 

subgroup. In turn, this means that T can not be a proper subgroup. Thus, T = G  

and this shows that G  is countable. □

2.2.4. Lemma. Let G be an infinite group, whose all subgroups have 

Chernikov derived subgroup. Suppose that G has a system o f  proper subgroups

<1 } = G0 <G 1< ...< G „ < G „+1<...

such that Gn = G .  Then [G, G] is a Chernikov subgroup.
neN

Proof. Denote the derived subgroup [Gn, Gn ] by D n for each positive 

integer n . Since D  is Chernikov, D  has a maximum normal divisible 

Chernikov subgroup K n, n e N .  From inclusion Gn < G n+l we obtain that 

K n < K n+l for every positive integer n. In turn, this means that the union 

|̂ J K n = К  is a subgroup o f  G. Obviously, this subgroup is periodic abelian and
пєІЧ

divisible. If G = K , then G  is abelian, and all is proved. Therefore, suppose that 

K  is a proper subgroup. Then K  is divisible and Chernikov. To be short we can 

suppose that K  is trivial. This will not affect to the generality o f  our 

investigation.

By our assumptions, a subgroup D  is finite for every positive integer n . 

Since G  < G„+i, D  < D+i for each positive integer n. In turn, this means that 

[ j D n = D  is a subgroup o f  G. Obviously, last subgroup is locally finite. If
neN

G ф D , then D  is a normal Chernikov subgroup, and factor-group modulo D  is 

abelian, so all is proved. Therefore, suppose that G = D . In other words, the 

group G  is countable and locally finite. If G  includes a subgroup o f  a finite 

index, then our assertion follows from Proposition 2.1.7.
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Let G  be a simple group, p  be a prime and P  be a Sylow p-subgroup o f  G. 

If P  = G , then G  is a locally finite p-group. In particular, G  is locally solvable. 

Then by Proposition 2.1.8 G  has a Chernikov derived subgroup. Thus, we can 

suppose that G  is not a p -group. In this case, every Sylow p -subgroup is proper 

and hence has Chernikov derived subgroup. In particular, it is solvable. By  

Theorem 1.2.9 a group G  can not be linear. In this case, by Theorem 1.2.10 G 

includes a subgroup Y such that Y / £ ( Y ) is isomorphic to PSL2 (K ) or S z(K ) 

for some infinite locally finite field K . However, this contradicts to 

Theorem 1.2.11. This contradiction shows that G  can not be simple.

Thus, G  includes a non-trivial normal subgroup A . A  factor-group G / A1 

is again infinite and non-simple, and therefore includes a proper non-trivial 

normal subgroup A  / A , etc. Repeating the same arguments, we obtain that G  

has an ascending series o f  normal subgroups

( 0  < A  < A2 < ■■■ < Aa <  Aa+l < - A  = G  > 

where у is a countable limit ordinal. The derived subgroup Da o f  every normal 

subgroup A is Chernikov. Denote by K  the divisible part o f  Chernikov 

subgroup D  . Note that in a group without proper subgroups o f  finite index 

every finite normal subgroup is contained in its center. Since K  is generated by 

finite G-invariant subgroups and G  has no proper subgroups o f  finite index, 

Ka < f ( G ) for every ordinal a  < у . The factor group D  / K a is finite and then 

D a / K a < C ( G / K a) for each a < y .  This means that the second term o f  the 

upper central series o f  G  includes [G, G ] . In particular, G  is nilpotent. It remains 

to apply Corollary 1.2.6. □

N ow  we can proof the main result o f  this section.

2.2.5. Theorem. Let G be a group, whose all subgroups have Chernikov 

derived subgroup. I f  G has a normal Kurosh-Chernikov system, whose factors 

are locally graded, then [G, G] is a Chernikov subgroup.
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Proof. Suppose that G  includes a proper normal subgroup H  such that the 

factor-group K  = G / H  is locally graded. I f  K  is finitely generated, then it 

includes a proper subgroup W  o f  finite index. In this case, W  has a Chernikov 

derived subgroup, and hence K  is almost solvable, and we can apply 

Proposition 2.1.7. If K  has no finite system o f  generators, then it is union o f  

countable ascending series o f  its proper subgroups, and we can apply 

Lem m a 2.2.4. In these cases, G / H  has a Chernikov derived subgroup. In 

particular, G / H  is almost solvable. Since H  is a proper subgroup, it also has a 

Chernikov derived subgroup, and therefore it is almost solvable. This means that 

the whole group is almost solvable, and we can apply Proposition 2.1.7. Thus, 

G  has a Chernikov derived subgroup.

Suppose now that G  has no proper normal subgroups such that the factor­

groups by them are locally graded. In particular, G  has no proper subgroups o f  

finite index. Let S  be a normal Kurosh-Chernikov system o f  G, whose factors 

are locally graded. From the above, we obtain that S  has no maximal elements. 

In other words, for an arbitrary subgroup L o f  S  there exists a subgroup R from 

S  such that L is a proper subgroup o f  R. Since L is a proper subgroup o f  G, it 

has a Chernikov derived subgroup [L, L ] . From the fact that L is contained in R 

we obtain that [L, L] < [R, R ]. Therefore, the system o f  subgroups 

{ [R ,R ] |R e 6 }  like the system 6  is linearly ordered. Since G = [ j L ,
Le &

Q =  |̂ J [/., /.] is a normal subgroup, which contains the derived subgroup o f  G.
Le &

Denote by d([L,  L]) a divisible part o f  Chernikov subgroup [L, L ] . Since L is a 

subgroup o f  R, d([L,  L]) < d ([R, R ]). Therefore, the system o f  subgroups 

{d([L,  L])| L  e S )  like the system S  is linearly ordered. This mean that the 

union D =  б/([A,/.]) is a subgroup o f  G. Note that the center o f  G  includes
Le &

every finite normal subgroup. Indeed, G  has no proper subgroups o f  finite index, 

and therefore the centralizer o f  every finite normal subgroup is equal to whole 

group. Since a divisible Chernikov subgroup d([L,  L])  is a union o f  its finite
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G-invariant subgroups, the center C(G)  contains d([L,  L])  for every subgroup 

L e  S . Thus, D  < C ( G ) . Note that D  is a periodic abelian divisible subgroup. In 

the factor-group G  / D  consider the system S л = {LD / D  | L  e  S ) . From 

d([L,  L]) < D  we obtain an isomorphism [L, L] /  ([L, L] n  D)  = [L, L]D / D , 

which shows, in particular, that the factor-group [L,L]D / D  is finite. Since G  

has no proper subgroups o f  finite index, [L, L]D / D  < ^ ( G  / D)  for each 

subgroup belonging to S . Hence, the second hypercenter o f  G  includes Q. It has 

already been proved that Q  contains a derived subgroup [G, G ] . Thus, G  is

nilpotent. Applying Corollary 2.1.6 we obtain our result. □

2.2.6. Corollary. Let G be a group, whose all subgroups have Chernikov 

derived subgroup. I f  G has an ascending series o f  normal subgroups, whose 

factors are locally graded, then [G, G] is a Chernikov subgroup.

2.2.7. Corollary. Let G be a group, whose all subgroups have Chernikov 

derived subgroup. I f  G has a descending series o f  normal subgroups, whose 

factors are locally graded, then [G, G] is a Chernikov subgroup.

2.2.8. Corollary [93]. Let G be a locally graded group, whose all

subgroups have Chernikov derived subgroup. Then [G, G] is a Chernikov

subgroup.

2.2.9. Corollary. Let G be a locally generalized radical group, whose all 

subgroups have Chernikov derived subgroup. Then [G, G] is a Chernikov

subgroup.

2.2.10. Corollary. Let G be a locally almost solvable group, whose all 

subgroups have Chernikov derived subgroup. Then [G, G] is a Chernikov

subgroup.

O. Yu. Ol'shanskii constructed a series o f  exotic examples o f  infinite 

simple groups, whose all proper subgroups are abelian (see [84, §28]). These 

examples shows that the Theorem 2.2.5 can not be generalized to arbitrary 

groups, whose all subgroups have Chernikov derived subgroup.
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GROUPS, W H OSE ALL SUBGROUPS ARE EITH ER NORM AL  

O R HAVE CH ERNIK O V DERIVED SUBGROUP

Let G  be a group, whose system Cnon_norm(G) consists o f  subgroups with 

Chernikov derived subgroup. Denote by S  the system o f  all subgroups, whose 

derived subgroup is not Chernikov. Then every o f  these subgroups is normal and 

defines the Dedekind factor-group. Recall that a Dedekind group is nilpotent, 

and its class o f  nilpotency no more than 2. Let H  be the intersection o f  all 

subgroups from S . Then the factor-group G / H  is nilpotent, and its class o f  

nilpotency no more than 2. If K  is a proper subgroup o f  H , then from the choice 

o f  H  we obtain that K  € S , so its derived subgroup is Chernikov. As was proved 

in the previous section, under some general conditions, a subgroup H  also has 

Chernikov derived subgroup. This means that G  is almost solvable (under the 

additional conditions considered in section 2). This shows that the case o f  

almost solvable group is fundamental in the study o f  groups, in which the 

system Cnon_norm(G ) consists o f  subgroups with Chernikov derived subgroup.

3.1. Prelim inary results

We start with the following almost obvious result.

3.1.1. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Then

(i) i f  H  is an arbitrary subgroup o f  G, then each subgroup o f  H  is either 

normal or has Chernikov derived subgroup;

(ii) i f  L is an arbitrary normal subgroup o f  G, then each subgroup o f  the 

factor-group G / L is either normal or has a Chernikov derived subgroup;

(iii) i f  S  is an arbitrary subgroup o f  G and [S , S ] is not Chernikov, then 

the factor-group G / S  is Dedekind.
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3.1.2. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is a torsion-free abelian 

subgroup o f  G. I f  N g (A) contains an element g  o f  finite order, then g  e  CG (A ) .

Proof. Suppose the contrary. Assume that CG (A) has no an element g. Let 

m be an arbitrary positive integer. Put H m = ^Am, g ^ . A  subgroup A m is 

characteristic in A, and therefore A m is (g )  -invariant. Then ( Am, g )  is a 

semidirect product o f  Am and (g ) :  (A m,g'j = AT X ( g ) . It follows that 

[Hm, H m] < Am. Suppose that ( Am, g^ is abelian. Then

(ag )m = (am)g = am

for each element a o f  A. As a corollary we obtain that (aga~l)m = 1. Since A is 

torsion-free, a ga _1 = 1, and hence a g = a . It proves the inclusion g  e  CG (A ) , 

and we obtain a contradiction with our assumption. This contradiction shows 

that [A m, g^ can not be abelian for any positive integer m. But in this case its 

derived subgroup [Hm, H m] is non-trivial for any positive integer m. Inclusion 

[Hm, H m] < Am shows that [Hm, H m] is torsion-free. In particular, it can not be 

Chernikov. This means that Âm, ĝ J is normal for any positive integer m, and 

hence the intersection П  ( x  ,g )  = (g )  is also normal. Since g  has finite order,

(g )  П A = ( 1 ,  which means that g  e  CG (A ) , which proves our result. □

3.1.3. Lemma. Let G be a fin itely generated group. I f  G includes a 

subgroup L o f  finite index, whose derived subgroup [L, L] is Chernikov, then G  

is almost abelian.

Proof. Denote the derived subgroup o f  L by K. The finiteness o f  the index 

| G : L | shows that L is also finitely generated (Theorem 1.2.12). Denote by D  

the divisible part o f  Chernikov subgroup K. Then the factor-group L / D  

includes a normal finite subgroup K  / D  such that L /  K  is abelian and finitely
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generated. In particular, the factor-group L  /  D  is almost polycyclic. This means 

that L / D  is residually finite (Theorem 1.2.13). Then L / D  includes a normal 

subgroup F  / D  o f  finite index such that (F  /  D ) п  (K  /  D ) = ( l ) . This shows 

that a subgroup F  / D  is abelian. The fact that its index | G : F  | is finite together 

with Theorem 1.2.12 shows that F  is finitely generated. Since it is metabelian, it 

satisfies the minimal condition for normal subgroups (Theorem 1.2.14). On the 

other hand, if  D  is non-trivial, then it has an infinite ascending series o f  finite G- 

invariant subgroups. This contradiction shows that D  = ( l ) , and hence L = L / D

is almost abelian. Since | G : L | is finite, G  is almost abelian. □

3.1.4. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that the derived subgroup o f  every 

subgroup o f  finite index is not Chernikov. Let R be the intersection o f  all 

subgroups o f  finite index. Then G / R  is either abelian or G includes a normal 

subgroup V containing R such that G  / V is a quaternion group and V / R is 

abelian.

Proof. Since the derived subgroup o f  every subgroup o f  finite index is not 

Chernikov, then every subgroup H  o f  finite index is normal in G. By  

Lem m a 3.1.1 the factor-group G / H  is Dedekind. Put

Ш  = { X  | X  is a subgroup o f  finite index in G }, R = п Ж .

By the classical Remak's theorem the factor-group G  /  R  is isomorphic to some 

subgroup o f  the product DrH m̂G  /  H . Suppose that G  /  R  is non-abelian. Then 

G  includes a normal subgroup U  o f  finite index such that G  /  U  is a non-abelian 

Dedekind group. In this case G  /  U  = Q  /  U  x V  /  U , where Q  / U  is a quaternion 

group and V  /  U  is a direct product o f  an elementary abelian 2-subgroup and 

periodic abelian subgroup without elements o f  order 2 (Theorem  1.2.15). Let W  

be a subgroup o f  V, which has finite index in V. Then W  has finite index in G , 

and then W  is normal in G. This means that G  /  W  is a Dedekind and non- 

abelian group. If V / W  is non-abelian, then V includes a D-invariant subgroup Y 

such that the factor-group V / Y is a quaternion group. Then G  / Y is (quaternion
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group)-by-(quaternion group). On the other hand, Y has finite index in G, and 

therefore by Lem ma 3.1.1 G / Y is a Dedekind group. This contradiction shows 

that V / W  is abelian. Put

S  = [X  | X  is a subgroup o f  finite index in V}, T = n S .

Obviously, S  is a subset o f  M , so that T > R . Applying Remak's theorem, we 

obtain that V / T  is isomorphic to some subgroup o f  the product DrwesV / W . 

Since the last group is abelian, V / T  is also abelian. Let X  e  M , then X  n  V 

has finite index in V, which shows that X  n  V e  S . This means that 

S  = [ X n V | X e M }. Then

ґ  \
R = R n  V: p |  X  n V =  PI ( X n V )  = T.

\ . Х є Ж  J Х є Ж

Thus, V / R  is abelian. □

3.1.5. Corollary. Let G be a fin itely generated group, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G is almost solvable, 

then G is almost abelian.

Proof. I f  G  includes a subgroup L o f  finite index with Chernikov derived 

subgroup, then by Lem ma 3.1.3 G  is almost abelian.

Thus, suppose that the derived subgroup o f  every subgroup, which has 

finite index in G, is not Chernikov. Denote by R the intersection o f  all subgroups 

o f  finite index. Applying Lem m a 3.1.4 we obtain that the factor-group G / R  is 

either abelian or G  includes a normal subgroup V such that V > R , G / V  is a 

quaternion group and V / R  is abelian. The fact that the factor-group G / V  is 

finite together with Theorem 1.2.12 shows that V is finitely generated. Since it 

is almost abelian, V includes proper subgroups o f  finite index. This means that 

R ф V . Since the factor-group V / R  is abelian, its derived subgroup [V,V] = K  

can not coincides with V. Let S  be the largest normal solvable subgroup o f  K . 

Obviously, a subgroup S  is G-invariant. Suppose that K  ф S . Then K  / S  is 

finite and non-solvable. A  factor-group V / S  is finite-by-abelian. Since it is 

finitely generated, V / S  is almost polycyclic. By Theorem 1.2.13 the factor-
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group V / S  is residually finite. In this case V / S  includes a normal subgroup 

E / S  o f  finite index such that (E / S) n  (K  / S)  = ( l ) . In particular, E  has finite

index in G, and therefore E  is normal in G. From

X  / S  = (X  / S  ) / ( ( E  / S ) n  (X  / S )) = (X  / S )(E  / S  ) / ( E  / S ) < ( G / S ) / ( E  / S )

and G / E  = (G  / S ) /  ( E / S ) we obtain that G / E  includes a finite non-solvable 

subgroup. On the other hand, we noted above that each finite factor-group o f  G  

is Dedekind, in particular, it is solvable. This contradiction shows that K  = S . In 

other words, K  is solvable. Suppose that K  is non-trivial. In this case 

U  = [ K , K ] ф K , V / U  is non-abelian, but metabelian. Since it is finitely 

generated, it is residually finite by Theorem 1.2.14. It follows that U  is the 

intersection o f  some subgroups o f  finite index. On the other hand, R is the 

intersection o f  all subgroups o f  finite index in V. Therefore, R is contained in U. 

This contradiction proves the equality K  = ( l ) , which shows that V is abelian.

Since G / V  is finite, G  is almost abelian. □

3.1.6. Lemma. Let G be a finitely generated group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G is torsion­

free  and G includes a normal abelian subgroup A such that G  / A is a finite  

cyclic group. Then G is abelian.

Proof. Let x be an element o f  G  having the following property 

G / A  = (x A j . By our conditions G / A is finite, and therefore xm e  A for some

positive integer m. Since G  is torsion-free, 1 ф xm. In particular, C = CA(x) is a 

non-trivial subgroup. It is easy to check that C  is a pure subgroup o f  A. I f  C  = A , 

then G  is abelian, and all is proved. Therefore, suppose that C  is a proper 

subgroup o f  A. Obviously, C  is (x) -invariant. Note that xC  has finite order in 

G / C . Applying Lem m a 3.1.2 we obtain that xC e  CG/c (A / C ) . But in this case 

the factor-group G / C  is abelian. Since A is abelian, from the choice o f  C  we 

obtain that C < f ( G ) . In particular, it shows that G  is nilpotent. Since G  is

torsion-free and almost abelian, G  abelian. □
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3.1.7. Corollary. Let G be a fin itely generated group, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G is 

torsion-free and almost solvable. Then G is Abelian .

Proof. By Corollary 3.1.5 G  includes a normal abelian subgroup A such 

that the factor-group G / A  is finite. Thus, G  = |̂ J A y for some elements
і <j<k

Xj,...,xa o f  G. Lem m a 3.1.6 shows that ^A,x7) is abelian for every 1 < j  < к . 

Since G =  ( А , х ^ ,  the center o f  G  has finite index (Theorem 1.2.16), In
і <j<k

particular, G  is an FC -group. Since a torsion-free FC -group is abelian 

(Theorem 1.2.17), we obtain our result. □

3.1.8. Corollary. Let G be a locally almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that 

G is torsion-free. Then G is abelian.

3.1.9. Lemma. Let G be a locally almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Then the set

o f  all elements o f  G offinite order is a (characteristic) subgroup o f  G.

Proof. Let x and y  are arbitrary elements o f  finite order. Denote by F  a 

subgroup, which generated by x and y. Suppose that F  is infinite. By  

Corollary 3.1.5 F  includes a normal abelian subgroup A o f  finite index. 

Applying Theorem 1.2.12 we obtain that A is finitely generated. In this case, we 

can find a positive integer k such that K  = Ak is a non-trivial torsion-free 

subgroup. Moreover, the factor-group A / A k is finite, and then F  /  K  is also 

finite. Lem m a 3.1.2 shows that [K , x ] = (1) = [K , y ] . Since x and y  are generators

o f  F , the center o f  F  includes a subgroup K . On the other hand, since the center 

o f  F  has finite index, F  is an FC-group. However, the set o f  all elements o f  FC- 

group having finite order is a subgroup (Theorem  1.2.18). In particular, (x, y )

is finite, which proves our result. □
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3.1.10. Corollary. Let G be a locally almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Then every 

fin itely generated subgroup o f  G is central-by-finite. In particular, G is a locally 

FC-group.

Proof. Let F  be an arbitrary finitely generated subgroup o f  G. Denote by T 

the subset o f  all elements o f  F, which have finite order. By Lem m a 3.1.9 T is a 

characteristic subgroup o f  F. From Corollary 3.1.8 we obtain that the factor­

group F  / T  is abelian. In turn, this implies the finiteness o f  [F , F ] . This means 

that F  is an FC -group. It remains only to note that a finitely generated FC -group 

has center o f  finite index. □

3.1.11. Corollary. Let G be a locally almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Then the 

derived subgroup o f  G is periodic.

Proof. Denote by T the subset o f  all elements o f  G  o f  finite order. By 

Lem m a 3.1.9 T is a characteristic subgroup o f  G. A  factor-group G / T  is 

torsion-free. By Corollary 3.1.8 G / T  is abelian. Thus, [G, G] < T . □

Collected the above results, we obtain the following

3.1.12. Theorem. Let G be a locally almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Then

(i) every fin itely generated subgroup o f  G is central-by-finite; in 

particular, G is a locally FC-group;

(ii) the derived subgroup o f  G is a periodic (and therefore locally finite) 

subgroup; in particular, i f  G is torsion-free, then G is abelian.

We can generalize this theorem in the following way.

3.1.13. Theorem. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. I f  G has a normal Kurosh-Chernikov 

system, whose factors are locally graded, then G is almost solvable. In 

particular, [G, G] is locally finite. Thus, i f  G is torsion-free, then G is abelian.
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Proof. If G  includes a subgroup o f  finite index with Chernikov derived 

subgroup, then G  is almost solvable and we can apply Theorem  3.1.12. Thus, 

suppose that the derived subgroup o f  every subgroup o f  finite index is not 

Chernikov. Put

M  = [X  | X  is a subgroup with non - Chernikov derived subgroup}, R = n M . 

Thus, i f  H  belongs to the system M , then H  is normal in G  and the factor-group 

G / H  is Dedekind by Lem m a 3.1.1. By the classical Remak's theorem G / R  is 

isomorphic to some subgroup o f  the product Drx m̂G / X . Since every Dedekind 

group is either abelian or nilpotent o f  class 2 (Theorem 1.2.15), G / R  is either 

abelian or nilpotent o f  class 2 (note that the equality G = R  is possible). I f  H  is a 

proper subgroup o f  R, then by construction o f  R a subgroup [H , H ] is 

Chernikov. Theorem 2.2.5 shows that the derived subgroup o f  R is also 

Chernikov. Since G / R  is nilpotent, G  is almost solvable. □

3.1.14. Corollary. Let G be a periodic group, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G has a normal Kurosh- 

Chernikov system, whose factors are locally graded, then G is locally finite.

3.1.15. Corollary. Let G be a fin itely generated group, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G has a normal 

Kurosh-Chernikov system, whose factors are locally graded, then its center has 

finite index. In particular, G is almost abelian.

Proof. Indeed, by Theorem  3.1.13 G  is almost solvable. Thus, we can 

apply Theorem 3.1.12. □

3.1.16. Corollary. Let G be a locally graded group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Then G is almost solvable. 

In particular, [G, G] is locally finite. Thus, i f  G is torsion-free, G is abelian.
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3.2. On some classes o f groups, w hose all subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup

In the first section o f  this chapter we obtained some general description o f  

groups, whose subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. 

The following sections are devoted to a more detailed study o f  the structure o f  

such groups. In this section, we consider the case when such group includes a 

subgroup o f  finite index, which has Chernikov derived subgroup.

3.2.1. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian torsion-free 

subgroup o f  G. I f  N g (A) contains an element g  o f  infinite order such that

g k є  A fo r  some positive integer k, then g  є  CG (A ).

Proof. Suppose the contrary, that is g  € CG(A ) . Since g  has infinite order, 

g k ф 1, which means that g k є  A and then C  = CA (g ) is non-trivial. Recall that 

the extraction o f  a root in torsion-free abelian group is uniquely defined, which 

implies that C  is pure in A. By above assumption C  ф A . Thus, a subgroup A

contains an element b, which does not belong to C. Put B = (b ) ^ . Then 

Z  = B п  C  ф B , which shows that Z  is (g )  -invariant. Since 

B  /  Z  = B  /  (B n  C) = BC  / C , the factor-group B  / Z is a torsion-free finitely 

generated abelian group. In other words, B  / Z is a free abelian group o f  finite 

rank. In this case B = Z  x R  for some subgroup R (Theorem  1.2.4). Applying 

Theorem  1.2.19, we obtain that B includes a (g )  -invariant subgroup E  such that

Z n  E  = ( 1  and B  /  ZE  is finite. In particular, this means that E  is non-trivial. 

On the other hand, in (gC , A / C) an element gC  has finite order, then by 

Lem m a 3.1.2 (gC , A / C) is abelian. This means that C  includes [g , E ] . Since E  

is (g )  -invariant, [g ,E ] < E . Thus, [g , E] < C  n  E , which means that [g ,E ] = (1) 

and therefore E  < CA (g ) = C . This contradiction shows that A = CA (g ). □
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3.2.2. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian torsion-free 

subgroup o f  G. Then N G (A) / CG (A) is also torsion-free.

3.2.3. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Let g  be an element o f  G. Suppose that G 

includes a subgroup A such that A = DrnmAn, where An is a non-trivial ( g ) -  

invariant subgroup, п є  N . Then there exists a positive integer к such that

[An, g ] = ( 0  fo r  all n > к .

Proof. Suppose first that (g )  is normal and denote by (x) the intersection 

(g )  n  A . Then there is a positive integer k  such that (x) n  Drn >k An  = ( l ) . From 

normality o f  (g )  we obtain that for every element y  o f  G  [ ( g ) ,y ]  < (g ) . On the 

other hand, choose a positive integer n such that n > к and let a be an arbitrary 

element o f  A . Since A  is (g)-invariant, [g , a ] e  A , and hence

[g,  a] e  A  n ( g )  = ( l ) . Thus, in this case we have to the equality [ A , g ] = ( l)  for

all positive integers n > к .

Suppose now that [A , g ] are non-trivial subgroups for infinite set o f

positive integers n. We can assume that [ A , g ] ф ( l)  for all n > к . There are two

infinite subsets A and I , which have the following properties 

A ^  E = [n | n > к} and A n  I  = 0 .  Put

A(A) = Dr„eAAn and A(E) = DrneI An .

Note that the intersection A (A) n  A ( I )  is trivial. We have

Dr„eA[g , A ] < [< g ) A ( A ) , ( g ) A ( A ) ]

and

Dr, [ g , A  ] < [{  g)A(E) , {  g )A(Z)  ] .

These inclusions shows that the derived subgroups [ ( ^ A (A )^ ^ A (A )]  and 

[ ( g )A (D ),(^ A (E )]  can not be Chernikov. This means that both subgroups
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(g )A ( A) and (g)A (Z ) are normal. Hence, their intersection

(g)A (A ) n (g )A (Z )  is also normal. From the construction o f  subgroups A(A) 

and A(Z) we obtain the equality (g)A (A ) n ( g ) A ( £ )  = (g ) . Thus, (g )  is 

normal and this case has already been considered earlier. □

3.2.4. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian р -subgroup o f  G  

fo r  some prim e p. I f  gCG(A) is a q-element o f  N g(A ) /C G(A ), where q is a 

prim e different from  p, then [ A, g  ] is a Chernikov subgroup.

Proof. Note first that the centralizer C  = CA (g ) is a (g )  -invariant 

subgroup o f  A. If aC  is an element o f  A / C  such that [g ,a] = c є  C , then 

g~lag = ac and therefore g~ka g k = ack for any positive integer k. In particular, 

i f  | gC G(A) |= t , then c  = 1. On the other hand, t and p  are coprime and c is a p- 

element, which implies that c = 1. Thus, Ca/c ( g  ) = (1). Denote B  /  C  the lower 

layer o f  A /  C . Since | gCG (A)| and р  are coprime, B  / C  = Dr^AA  / C  , where 

Ая / C  is a minimal finite (g)-invariant subgroup for every index А є Л  

(Theorem  1.2.20). Applying Lem mas 3.1.1 and 3.2.3 and taking into account 

the equality Ca/c ( g  ) = (1), we obtain the finiteness o f  Л . In turn, this means that

B  /  C  is finite. The finiteness o f  the lower layer o f  abelian p-group A /  C  shows 

that this p-group is Chernikov.

Consider now a mapping ф : a ^  [a ,g ], a є  A . Since A is abelian, ф& is

an endomorphism o f  A. Then A / C ( g )  = A /  K e r ^ =  Im ^  = [A ,g ]. Since 

A /  CA (g ) is Chernikov, [ A, g  ] is also Chernikov. □

3.2.5. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian р -subgroup o f  G  

fo r  some prim e p. I f  gCG (A) is a p-elem ent o f  N g (A )/ CG (A ), then [ A, g  ] is a 

Chernikov subgroup.
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Proof. I f  [a, g ] = l for every element a o f  A, then [A, g ] = ( l ) , and all is 

proved. Therefore, suppose that A has an element b  such that [bx, g ] ф l .  Put

B  = ( .  A  subgroup B  is finite and (g )  -invariant. Among all subgroups o f  

А having trivial intersection with B  we choose the maximal subgroup and 

denote it by M . Then the lower layer o f  the factor-group A / M x is finite and 

this means that this factor-group is Chernikov. Since the order | gCG (A)|  is

finite, the system o f  subgroups |M x | x  e  (g ) } is also finite. Let

{ м ;  І * є  (g )}  = {£/„.

Then the intersection Q  = P  Щ  = P | A, is obviously (g )  -invariant, and
x e { g )  \ < j < m

applying Remak's theorem, we obtain the following embedding

A / C l ^ D r l<j, nA / U J.

For every element x o f  (g )  there is an isomorphism A / M x = A / M x , which 

implies that the factor-group A / Uj  is Chernikov for every l < j  < m . This 

means that the factor-group A / Q  is Chernikov.

Suppose that C  has an element b2 such that [b2, g  ] ф l . Put B2 = (  b2f g . 

Note that B2 is a finite -invariant subgroup and the intersection B  n  В  is 

trivial. Among all subgroups o f  A having trivial intersection with B B  choose 

the maximal subgroup and denote it by M  . Then the lower layer o f  the factor­

group A / M 2 is finite, and this means that this factor-group is Chernikov. Using 

the above arguments, we construct a (g )  -invariant subgroup C2 such that the 

factor-group A / C  is Chernikov and the intersection B B  n  C2 is trivial. If  

[C2, g ] is non-trivial, we will continue the process started above. If we assume 

that this process is not finite, then we construct an infinite system {Вп \ п є  N} o f  

finite (g )  -invariant subgroups such that [B , g ] are non-trivial for every positive
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integer n and (Bn « є  N) = І)гпє[ Ип . However, this contradicts to Lem m a 3.2.3, 

This means that our process can not be infinite. This shows that A includes a 

(g )  -invariant subgroup E  such that the factor-group A /  E  is Chernikov and

[ E , g  ] is trivial. In this case we can show that [ E , g  ] is Chernikov. □

3.2.6. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian periodic  

subgroup o f  G. I f  gCG (A) is a р -element o f  N g (A) /  CG (A ), where p  is a prime, 

then [ A, g ] is a Chernikov subgroup.

Proof. Indeed, we have a standard direct decomposition A = DrqєU(A)Aq , 

where A  is a Sylow q-subgroup o f  A, q є П ( A ). Applying Lem ma 3.2.3, we 

obtain the existence o f  finite subset я ^ П ( A) such that [A , g ] is trivial for all 

primes q from the subset П (A) \ n . If q є  я  and q ф p , then Lem ma 3.2.4 

shows that [A ,g ] is a Chernikov subgroup. If p є я ,  then by Lem ma 3.2.5

[A , g ] is Chernikov. Since a subset я  is finite, [A, g ] is Chernikov. □

3.2.7. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian periodic  

subgroup o f  G. I f  gCG(A) is an element o f  N g(A ) /C G(A) offin ite order, then 

[ A, g ] is a Chernikov subgroup.

Proof. Since gCG(A) has finite order, gCG(A) = g 1CG(A )•...• gmCG(A ) , 

where g jC G (A) is a p  . -element for some prime p  . , 1 < j  < m . By 

Corollary 3.2.6 [A, g  ] is a Chernikov subgroup for each j ,  1 < j  < m . An 

inclusion [A, g ] < [ A, g  ] •... • [ A, g m ] shows that [A, g] is also Chernikov. □

3.2.8. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian periodic  

subgroup o f  G. I f  F  /  CG (A) is a fin ite subgroup o f  the factor-group  

N g (A) / CG (A ), then [ A, F ] is a Chernikov subgroup.
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Proof. Let { g ,...,g m} is a transversal to F  in CG(A ). Corollary 3.2.7  

shows that [A, g  ] is a Chernikov subgroup for every j ,  1 < j  < m . From

[ A, F  ] < [ A, g  ] •... • [ A, g m ] we obtain that [ A, F  ] is also Chernikov. □

3.2.9. Corollary. Let G be an almost abelian group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G is periodic, then its 

derived subgroup is Chernikov.

Proof. Denote by А an abelian subgroup o f  G  o f  finite index. By 

Corollary 3.2.8 [ A, G  ] is a Chernikov subgroup. A  factor group G  / [  A, G] has 

center o f  finite index, and therefore by Theorem 1.2.2 its derived subgroup is 

finite. In this case the derived subgroup o f  G  is also Chernikov. □

3.2.10. Theorem. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. I f  G includes a subgroup o f  finite index 

with Chernikov derived subgroup, then the derived subgroup o f  G is also 

Chernikov.

Proof. Since G  includes a subgroup o f  finite index with Chernikov 

derived subgroup, it also contains a normal subgroup H  with this property. Put 

K  = [H , H ], then the factor-group H  /  K  is abelian, and therefore the set T  /  K  

o f  all its elements o f  finite order is a characteristic subgroup. A  factor-group 

H  / T  is torsion-free and by Corollary 3.2.2 H  / T < C ( G  /  T ). Applying 

Theorem 1.2.2, we obtain that the derived subgroup D  /  T = [G /  T , G  /  T ] is 

finite. In this case, the set P  /  D  o f  all elements o f  G  / D  o f  finite order is a 

characteristic subgroup, and factor-group by it is abelian and torsion-free. From 

the choice o f  P  /  D , P  /  K  is periodic and G-invariant. Suppose that T is a 

proper subgroup o f  H. This means that H  /  K  contains an element xK  o f

infinite order. Denote the normal closure ( x ^ ^  K by X 1 / K , then X 1 / K  is a 

finitely generated abelian G-invariant subgroup. Therefore, there is a positive 

integer n such that Y  / K  = (X 1 / K )n is torsion-free, in particular it is free
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abelian and G-invariant. If the factor-group H  / Y is non-periodic, then we find 

in H  / Y a G-invariant free abelian subgroup Y / Y , etc. Thus, we will find in 

H  / K  a subgroup U  / K , which has an ascending series o f  G-invariant 

subgroups, whose factors are free and abelian, and H  /  U  is periodic. 

Obviously, U  is G-invariant and torsion-free. Since H  /  U  is periodic, G  /  U  is a 

periodic almost abelian group. By Lem m as 3.1.1 and 3.2.9 the derived subgroup 

o f  G  /  U  is Chernikov. Since P  / K  is periodic and U  /  K  is torsion-free, 

P г л і ї  = K . By Remak's theorem G / K * + G / P x G / U . Since G / P  is abelian,

[G / K , G  /  K  ] is Chernikov. Since K  is Chernikov, then so [G, G ]. □

3.3. Som e technical results

In this section we continue the investigation o f  groups, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. In the previous sections 

we showed that the main stage in investigation o f  such groups is the 

consideration the case o f  almost solvable groups. In the studying o f  solvable 

groups the first natural step is the study o f  their local structure, that is the study 

o f  the structure o f  their subgroups o f  the form ( g , A ) , where A is an abelian 

subgroup and g  є  N g (A ) . The main goal o f  this section and the next section is 

to study o f  such subgroups o f  groups, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. This section contains some technical results 

that we need in the future.

3.3.1. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that G contains an element g  and  

subgroups A and B such that

(1) [ A, B] = 1 ;

(2) A, B are (g )  -invariant;

(3) ( A , B ) n ( g )  = (1 );
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(4) A n  B = ( l ) ;

(5) Ca (g ) ф A .

Then the derived subgroup o f  {B, g )  is Chernikov.

Proof. Since C  (g ) ф A , a subgroup A has an element a such that

[ g , a] = d  ф l . In this case a lga  = g d  ф g . I f  g d  e  B ( g ) , then g d  = g mb for

some integer m and some element b e  B . This implies that g ml = db ~l . By

condition (3) db_l = l ,  and then by (4) d  = b = l . This contradiction shows that 

g d  £ B ( g } . In turn, this means that B(^g) can not be normal. Thus, it has a

Chernikov derived subgroup. □

3.3.2. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian p-subgroup o f  

G, where p  is a prime, and let g  be an element o f  G, which does not belong to 

the centralizer CG(A ). I f  A = Drx K̂Ax, where A  is a  (g )  -invariant subgroup, 

then A  includes a finite subset M  such that A  < C  (g ) fo r  every Ä e A  \ M .

Proof. I f  the set A is finite, then all is proved. Therefore, suppose that A  

is infinite. Obviously, that A includes a subset A such that the difference A \ A 

is finite and Drx&!GAAx contains an intersection (g )  n  A . I f  CA (g ) includes A  

for every Ä e A ,  then again all is proved. Thus, suppose that there is an index 

Ä e A  such that the centralizer CA(g ) has no AÄ. Put В = DrMeA\[Ä} АЦ . B y

Lem ma 3.3.1 the derived subgroup o f  B ( ^  is Chernikov. In this case the lower 

layer ц ( [  B ( g ) , B ( g )  ] )  o f  this derived subgroup is finite. This means that we 

can find a subset S c A  such that ц ( [ B ( g ) , B ( ^ ] ) n DrMB̂ z AM = ( l ) ,  which 

shows that the intersection [ B ( g ) ,B ( g ) ] n  D r^ Ai:A  ̂ is also trivial. Since 

D r^ ^ A ^  is (g )  -invariant, CA ( (g ) ) includes DrßB/A:LAß , and we obtain our 

result. □
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3.3.3. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an elementary abelian p -  

subgroup o f  G, where p  is a prim e and let g  be an element o f  G o f  infinite order. 

Suppose also that A is (g )  -invariant and  (g )  n  CG(A) = . Then Fp ( g ) -

module А is periodic.

Proof. Denote the ring F  (g )  by J. Suppose the contrary. Then A has an

element c such that Annd(c) is trivial. In this case we have the following

isomorphism C  = cJ  = J . Put x  = g 2, then

J = Fr (x ) ® (  f A x ) )  g  >

and therefore C = Q  Ф C g , where Q  = cFp (x) . Note that the both subgroups Q  

and C2 = Cg are (x )-invariant. By Lem m a 3.3.1 the derived subgroup o f  C2(x ) 

is Chernikov. Since C2 is elementary abelian, [ C2(x ) , C2(x) ]  is finite. In 

particular, C2 (x ) is an FC-group. Then there exists a positive integer m such 

that xm є  CG ( Q ). However, this contradicts to the fact that C2 is torsion-free. 

This contradiction shows that F  ( g )  -module A is periodic. □

3.3.4. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian p-subgroup o f  

G, where p  is a prim e and let g  be an element o f  G o f  infinite order. Suppose 

also that А is ( g )-invariant and  ( g ) n C G(A) = ( 1 .  I f  Fp (g}-module

Al = Qj04) is periodic, then -module С  = = ( c f gS> is fin ite fo r  every

element c o f  A.

Proof. Denote the ring F  (g )  by J  and Z (g )  by R. Since A is a p -

subgroup, the order o f  c is equal to p k for some positive integer k. I f  к = 1, then 

C  = cJ = J  / 1 , where I  = Апщ  (c) is a non-zero ideal. Note that every non-zero 

ideal o f  J  has finite index, and therefore C  is finite.
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We use induction by k. Suppose that к > l .  Obviously, the mapping

ф\ u ^  p u , u e  C ,

is an R-endomorphism o f  C  and Ітф = p C , КєгФ = ^ х(C ) . Moreover, since 

p C  = (p c )R , р С  is a cyclic R-submodule and | p c  |= p k - l . By induction 

hypothesis, a submodule р С  is finite. Moreover,

p C  = Ітф = C  / К єгФ = C  /  Ц  (C ) , 

which shows that C / Ц  (C ) is finite. Since R is noetherian, every finitely 

generated R-module is noetherian. This means that submodule Ц  (C ) is finitely 

generated. Since every cyclic J-submodule Ц  (A) is finite, Ц  (C ) is also finite. 

Thus, C  is finite. □

3.3.5. Lemma. Let G be a group. Suppose that G includes a periodic  

abelian normal subgroup A such that the factor-group G  / A is abelian. I f  

( g , A  is locally nilpotent fo r  every element g  e  G , then G is locally nilpotent.

Proof. Let p  be a prime number and denote by P  the Sylow p-subgroup o f  

A. Denote by B the lower layer o f  P, that is B = Ц (P ) . If g  is an element o f  G,

which not belongs to A, then B is a module over group ring ( x ) , where (x) is

an infinite cyclic group, and the action o f  x on A is defined by the rule ax = a g 

for every element a o f  B. Then J  = Fp (x) is a principal ideal domain. If B is not

J-periodic, then B has an element a  such that А т А (c) = (0) (note that this is 

possible in the case when g  has infinite order). However, in this case the 

subgroup (a , A  is isomorphic to the wreath product ( a ) w r ( g } , which is non­

nilpotent. This contradiction shows that B  is a J-periodic module. I f  b e  B , than

{ b ) ^  = bJ  = J  / Annj (b) ф (0).

Each non-zero ideal o f  J  has finite index, which implies that (b )^  is finite. I f  M  

is a minimal J-submodule o f  bJ, then Q = AnnA (M )  is a maximal ideal o f  J. 

Since ( g ,M ) is nilpotent, (l) = [g , M ]  = M ( x - 1). It follows that Q  is coincide
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with (x - 1)J . The last equality is true for arbitrary simple J-submodule, which 

shows that A ssj (B) = {(x - 1 ) J }. It follows that B has an ascending series o f  

( A  -invariant subgroups

(1) = C0 <C, <... < C„ < C,1+1 <...Q = U С„ = в ,
we N

where C  = C  (g ), Cw+1 /  Cn = CB/c (g ) for every positive integer n. Since G / A 

is abelian, C  is G -invariant for every positive integer n .

Put B  = B, B  = ^n(P)  for every positive integer n. Obviously, that the 

mapping

ф: b ^  p b , b e  B ,

is a ( A  -endomorphism. Since Ітф< B , К е ф  = B , the factor-group В  / B  is 

isomorphic to some -invariant subgroup o f  B . This means that В  / B  is 

( A  -hypercentral. By induction, we can show that Bn+l / B  is ( A  -hypercentral 

for every positive integer n, which implies that P  is also (g )  -hypercentral. 

Moreover, the length o f  the upper (g )  -central series o f  P  no more than the first 

infinite ordinal со. Indeed, by Lem m a 3.3.4. for any element u e  P  a subgroup

( u ) ^  is finite. Since the center o f  (g )  -hypercentral group has non-trivial 

intersection with every non-trivial (g )  -invariant subgroup, some term o f  the

upper (g )  -central series with finite index includes ( u ) ^ .

Since this is true for every Sylow /^-subgroup o f  A,  Z (g)-m odule A is 

also (g )  -hypercentral with (g )  -central length at most с . Let

(1) = A  < В  < ■■■ < Z  < Z +1 < ...Z = A\ / 0 1 n nAl с

be an upper (g )  -central series o f  A.

We choose in G  another arbitrary element y . Applying the above 

arguments, we can show that Z (g)-m odule Z, is ( v)-hypercentral. Let
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be an upper (y ) -central series o f  Z . By the choice o f  Z  this series is also 

( g , y )  -hypercentral.

Since the factor-group G  /  A is abelian, the mapping

4 : Z ^  Z(g  -  1), Z є  Z2

is a G-endomorphism and Im<  ̂< Z , Ker% = Z . Thus, Z2 / Z  is isomorphic to 

some G-invariant subgroup o f  Z , in particular Z2 / Z  is ( g , y )  -hypercentral. By 

induction, Zw+1 / Zn is ( g , y )  -hypercentral for every positive integer n. It follows 

that A is ( g ,y )  -hypercentral. In other words, a subgroup (A ,g , y )  is 

hypercentral. Similarly, we can prove that ( A ,g ,...,g m) is hypercentral for 

every finite subset { g ,..., g m} o f  elements o f  G. □

3.3.6. Lemma. Let G be a group, A be an elementary abelian p-subgroup  

o f  G, where p  is a prime, and let g  be an element o f  G o f  infinite order. Suppose 

that A is (g )  -invariant and  (g )  n  CG(A) = d . I f  F  ^g} -module A is periodic

and includes a non-zero divisible Fp (g )  -submodule, then (g )  has an element x

and A includes an (x) -invariant subgroup U such that U ( x } is non-normal and

CX  (U ) = 0 ) .

Proof. Denote the group ring F  (g )  by J. Let D  be a J-divisible part o f  A. 

By Theorem 1.2.23 D  = © ЯєЛD , where DÄ is a Prüfer PÄ -submodule for some 

maximal ideal PÄ, Я є Л . Suppose that Л has at least two different elements Л 

and jU. Since DÄ, D  are divisible, Annd (Dx) = (0) = Annx (D  ). In particular, 

C(g s(Dx) = d . Applying the same arguments as in Lem ma 3.3.1, we can prove

that D  (g )  can not be normal, and we can assume that U  = D p , x = g .

Let D  be a Prüfer P-submodule for some maximal ideal P. Put 

L = QP j(D ) ,  then L is isomorphic to J-module J  / P . Since every non-zero

ideal o f  J  has finite index, L is finite. Put (z) = C ^  (L ) . We choose a non-zero
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element a  in L, then a  (z  - 1 )  = 0. Since D  is a J-divisible module, there exists 

an element a2 such that a2 (z - 1) = a . Similarly, we can choose a set o f  

elements {an | n > 3}, which satisfies the following conditions: 

an+](z - l )  = an, n > 3 .  In other words, Q  = (cin / i e N )  is a Prüfer Z-submodule, 

where Z = (z -V)Fp ( z } . Put x = z p , then a2( x - 1) = 0 . Let щ = ax,Vj = a2. 

Applying the above arguments, we can choose a subsets {un \ n є  N} and 

{ v J w e N } , which satisfies the following conditions: w1( x - l )  = 0 = v1( x - l ) ,  

u„+l(X ~ 1) = Un-> Vn+l(x _  1) = Vn > f°r ° f  positive integers n. Put U  = (ип \ пє Щ) ,  

V = (уи I n є  N ). Both subgroups U  and V are (x)  -invariant and 

Cw (U ) = Cb) (V ) = ( l ) . Applying the same arguments as in Lem ma 3.3.1, we

can prove that U ( x j  is non-normal. □

3.3.7. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an elementary abelian p -  

subgroup o f  G, where p  is a prime, and let g  be an element o f  G, which does not 

belong to the centralizer CG (A ). Suppose also that A is (g )  -invariant. Then the

maximal (g )  -hypereccentric F  ( A  -submodule A is finite.

Proof. Suppose first that the element g  has infinite order and (g )  n  A is 

trivial. Denote the group ring F  (g )  by J. By Lem m a 3.3.3 a J-module A is 

periodic. Let P  be a maximal ideal o f  J  and P  ф (g  - 1 )  J . Denote the P- 

component o f  J-module A by B. Put C  = QP j(B ). For submodule C  we have a 

direct decomposition C = © ЯєЛ Cx , where Cx is a simple J-submodule such that 

P  = Annj ( C ).  In particular, the centralizer Ca ( (A ) does not contains Cx for

every Ä e A .  By Lem m a 3.3.2 the set o f  indices A is finite. This means that 

B  = ©яел , where E  is either a cyclic J-submodule or Prüfer P-submodule 

(see Proposition 1.2.21 and Theorem 1.2.22).
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Suppose that A  is a Prüfer P-submodule. By Lem m a 3.3.6 (g )  has an 

element x and A includes an (x) -invariant subgroup U  such that U ( x ) can not 

be normal and C ^ (U ) = (1). Then the derived subgroup o f  U ( x ) is Chernikov.

Since U  is elementary abelian, the derived subgroup [ U { x ) ,U (x ) ]  is finite. In

particular, U ( x ) is an FC-subgroup, and therefore we can find a positive integer

m such that xm є  C ^  ( U ). This contradiction shows that A  can not be Prüfer P-

submodule. In other words, A  is a cyclic submodule, in particular, A  is finite 

for every Л є Л .  From the finiteness o f  Л we obtain that B is also finite.

Since A is a J-periodic module, we obtain a standard primary 

decomposition A = © Рєя. A , where n  = Ass j (A) and A  is a P- component o f  A. 

If P  ф (g  - 1) J , then C  = j( A ) = ©яєл Q , where Q  is a simple J-submodule 

satisfying the condition Ann j ( Q ) = P . In particular, for every Л є Л  

Cc (g ) n  Q  = (0 ). This means that Q  (g ) n  A  = ( 0  for every maximal ideal 

P  *  (g  - 1) J . Put 2  = n  \ { ( g  - 1) J }. If the set 2  contains only ideal P, then by 

proved above A  is finite. Thus, suppose that 2  ф {P} and put 

A = 2  \{P } , L  = © ßeA A . Since the order o f  g  is infinite, (g )  n  A = ( 1 .  By 

Lem ma 3.3.1 the derived subgroup o f  (L, g )  is Chernikov. Since L is an 

elementary abelian p-subgroup, its derived subgroup [ ( L, g ) ,(L, g ) ]  is finite, 

which shows that (L, g )  is an FC-subgroup. This means that the index 

| L : Q (g )| is finite. Taking into account the equality (0) = Q (g ) , we obtain 

that L is finite, which implies the finiteness o f  © PeS A . Note that © PeS A  is a 

maximal (g )  -hypereccentric F  ( g)  -submodule o f  A.

It remains to consider the case when g  has finite order or | g  | is infinite, 

but g k є  CG(A) for some positive integer k. Put J  = Fp ( y , where (y ) is an 

infinite cyclic group, and the action o f  y  on A is defined by the rule ay = a g  for

59



Groups with restrictions on non-normal subgroups

every element a є  A . In this case J  is a principal ideal domain, but 

Annj  (A) = I  ф (0 ). In particular, A is a J-periodic module, which implies that 

A = © Рєя. Ар , where A  is a P-component o f  A and the set n = Ass j  (A) is finite. 

Put B = A . Then by Theorem 1.2.24 we have a direct decomposition 

B  = © ЯєЛA , where B  is a cyclic J-submodule for every А є Л .  Applying the 

above arguments, we can prove that the lower layer Qp j(A ) is finite, and 

therefore a set o f  indices Л is also finite. In turn, this means that A  is also 

finite. Since 2  = n  \ { ( y  - 1 ) J } is finite, the direct sum © Pe2 A  is also finite. But 

©pez A  is a maximal (g )  -hypereccentric F  (g )  -submodule o f  A. □

3.3.8. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that A is an abelian p-subgroup o f  

G, where p  is a prime, and let g  be an element o f  G, which does not belong to 

the centralizer CG (A ). Suppose also that A is (g )  -invariant. Then the maximal

{§ )  -hypereccentric Ц ё ) -submodule A is Chernikov.

Proof. Indeed, let E  be a maximal (g)-hypereccentric Z(g)-subm odule  

o f  A. By Lem m a 3.3.7 Ц (E) is finite. This means that E  is Chernikov. □

3.3.9. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian periodic subgroup o f  G  

and let g  be an element o f  G, which does not belong to the centralizer CG (A ).

Suppose also that A is (g )  -invariant. Then the maximal (g )  -hypereccentric

Z (g )  -submodule A is Chernikov.

Proof. Indeed, let E  be a maximal (g)-hypereccentric Z(g)-subm odule  

o f  A. Then we have a standard direct decomposition E  = DrpBn(E)Ep, where E  

is a Sylow p-subgroup. By Corollary 3.3.8 E is a Chernikov subgroup. 

Applying Lem ma 3.3.1, we can prove that the set П ( E ) is finite. This means 

that E  is a Chernikov subgroup. □
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3.3.10. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Let A be an elementary abelian p-subgroup  

o f  G, where p  is a prime, and let g  be an element o f  G, which does not belong to 

the centralizer CG(A ). Suppose also that A is (g )  -invariant. I f  C is an upper

Fp ( g)  -hypercenter o f  A, then [C , g  ] is a finite subgroup.

Proof. Suppose first that g  has infinite order and (g )  n  A is trivial. We

will consider А as a module over group ring F  ( g ) . As above, put J  = Fp ( g ) .

By the choice o f  C  we obtain that C  is coincides with the Z-component o f  A, 

where Z = (g - 1)J  (obviously, this ideal is maximal). By Theorem 1.2.25 C  

includes a submodule B satisfying the following conditions: B is a J -pure 

submodule, B  = © ЯєЛ В , where B  is a cyclic J-submodule for every index 

Ä e A  and C  / B  is J-divisible.

Suppose that B ф  Cb (g ) . Then A has index v such that C5 (g ) does not 

contains B . Put E  = © ^ v В . Applying again Lem ma 3.3.1, we obtain that the 

derived subgroup o f  {E , g )  is Chernikov. Since E  is elementary abelian, the 

derived subgroup [ ( E, g ) ,(E, g ) ]  is finite, in particular, (E , g )  is an FC-group 

and in this case | E : CE(g )| is finite. Therefore, the index | B : CB (g ) | is also 

finite, which shows that Ann3 (B) ф (0 ). By Theorem  1.2.26 we obtain the

following direct decomposition C  = B  ©  D . Since D  is isomorphic to the factor- 

module C  / B , D  is a J-divisible submodule, and then by Theorem 1.2.23 D  is a 

direct sum o f  Prüfer submodules. As in the proof o f  Lem m a 3.3.7, we can show  

that D  must be trivial, that is C  is coincides with B . In particular, the index 

| C : Cc (g ) | is finite.

It remains only to consider the case when element g  is o f  finite order or 

| g  | is infinite, but g k e  CG (A) for some positive integer k. Denote by J  the 

group algebra o f  the infinite cyclic group (y ) over simple field Fp ( y)  and

define the action o f  y  on A by the following rule ay = a g for every element
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a є  A . This action naturally can be extended to the action o f  J  on A, that is A 

becomes a module over J . Note that J  is a principal ideal domain, but 

Ann j  (A) = I  ф (0 ). In particular, Ann j  (C) ф (0). Then by Theorem  1.2.24 we 

have a direct decomposition C = © ЯєЛ Вя, where B  is a cyclic J-submodule for 

every А є Л .  Using the above arguments, we can prove that the index 

| C : Q  (g )| is finite. □

3.3.11. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian p-subgroup o f  G, 

where p  is a prime, and let g  be an element o f  G, which does not belong to the 

centralizer Cg(A).  Suppose also that A is (y )  -invariant. I f  С  is an upper Z (g ) -  

hypercenter o f  A, then [C, g  ] is a Chernikov subgroup.

Proof. If g  has infinite order, then the intersection A n ( g )  is trivial. If  

order o f  g  is finite, then the intersection S = A  n ( g )  is also finite. Obviously, 

that S  is a (g )  -invariant subgroup. Therefore, in this case instead o f  subgroup A 

we will consider its factor group A / S . Also we can assume that in every case 

the intersection A n  (g )  is trivial.

If [g , C ] = (1), then all is proved is proved. Therefore, we can assume that

C  contains an element c such that [g , c] ф 1. Denote the normal closure (c )^  by 

Q , then Q  is finite and [g ,Q ] is non-trivial. Consider the lower layer 

L  = Q j  (C) o f  C. Put J  = Fp ( y ) , where (y ) is an infinite cyclic group and the

action o f  y  on A is defined by the following ay = a g for every element a є  A . 

Note that J  is a principal ideal domain. By Lem m a 3.3.7 Annd (C ) is non-zero. 

Applying Theorem 1.2.24, we obtain a direct decomposition C = © АєЛ Ba , 

where В  is a cyclic J-submodule. Lem m a 3.3.10 shows that there is a finite 

subset Ф с Л  such that Вя(y - 1) = (0) for every А belonging to Л \ Ф . In other 

words, [g ,Вя] = ( 1  for every А є Л \ Ф . Since Q  is finite, the intersection
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L n C  is also finite. Then there exists a subset ^ c A  such that the direct sum 

©яєч* B  contains the intersection L n  C . Put Д = Ф , Q = ©ÄeдBÄ, which 

shows that Q  is finite. Choose a (g )  -invariant subgroup E  in C  such that E  is 

maximal by the following properties: © ЯєМAB  -  E  and Q n  E  = ( l ) . Put 

R / E  = Qj (C / E ) . By Lem m a 3.3.10 the index | R / E : CR/E (g ) | is finite. By the 

choice o f  E  we obtain that R / E  is finite, which follows that the factor-group 

C  / E  is Chernikov. Applying again Lem ma 3.3.1, we obtain that the index 

| E : CE (g ) | is finite. This means that C / Cc (g ) is Chernikov.

The mapping ф: c ^  [g,c] ,  c e  C  is a (g )  -endomorphism o f  A. Then

Ітф = [g , C ] , К єгФ = Cc(g )  are (g )  -invariant in A. Since [g ,C] = C  / Cc (g ) ,

[g , C ] is a Chernikov subgroup. □

3.3.12. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian periodic subgroup o f  

G and let g  be an element o f  G, which does not belong to the centralizer CG (A ) .

Suppose also that A is (y )  -invariant. I f  С  is an upper Z (g )  -hypercenter o f  A, 

then [C , g ] is a Chernikov subgroup.

Proof. As in the proof o f  the last result we can assume that g  has infinite 

order and the intersection A n (  g )  is trivial. We have a standard primary direct 

decomposition C = D r C  , where n  = n (C ) and C is a Sylow p-subgroup o f  

В  p  e n . I f  [g , Cp] = (l) for every prime p, then [g , C ] is trivial, and all is

proved. Therefore, it remains to consider the case when there is a prime q such 

that [g , C  ] ф  ( l ) . By Corollary 3.1.11 [g , C ] is a Chernikov subgroup. Put

L = D rp* C P. Applying Lem ma 3.3.1, we obtain that the index | L :C  ( g ) |  is 

finite. In turn, this means that [g ,L] is finite. Taking into account the existence 

o f  direct decomposition [g , C ] = [g,  Cq ] x [g , L ] , we obtain that [g , C ] is a

Chernikov subgroup. □
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3.3.13. Lemma. Let G be an abelian group, A b e  a L G  -module such that 

Cq (A) = (l).  Suppose that В is a  ZG -submodule o f  A satisfying the follow ing

conditions:

(1) В and A I В are simple ZG -modules;

(2) B is a G-central submodule and the factor-m odule A / B is G- 

eccentric.

Then there exists a  ZG -submodule С  such that A = B ® C .

Proof. Choose in G  an arbitrary non-trivial element z . Since G  is abelian, 

the mapping

f  : a ^  a (z  - 1), a e  A 

is a ZG-endomorphism o f  A. In particular, І т ф  and Кегф2 are Z G -  

submodules o f  A. By the choice o f  this mapping K e r f  contains B. I f  we 

suppose that K e r f  does not coincides with B, then from our conditions we 

obtain the equality K e r f  = A , which follows that z e  Cq  ( A) = ( l ) , and we 

obtain a contradiction. Thus, K e r f  = B . Then

A / K e r f  = I m f  = C , 

which means that С is a ZG -submodule o f  A , for which CG(C) ф  G . Moreover, 

С is a simple ZG -submodule. Therefore, since С ф  В , the intersection Сел В  is 

trivial. Since the factor-module А ! В  is a simple ZG-module, C  + B = A , and 

therefore we have a direct decomposition A = B  © C . □

3.3.14. Lemma. Let G be an abelian group, A b e  a  ZG -module such that 

Cq (A) = (1). Suppose that В is a  ZG -submodule o f  A satisfying the follow ing

conditions:

(1) В and A I В are simple 'LG -modules;

(2) B is a G-eccentric submodule and the factor-m odule A / B is G- 

central.

Then there exists a L G  -submodule С  such that A = B ® C .
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Proof. Choose in G  an arbitrary non-trivial element z. Since G  is abelian, 

the mapping

фф: a ^  a (z  - 1), a є  A 

is a ZG-endomorphism o f  A. In particular, Imф2 and Кегф2 are Z G -  

submodules o f  A. Since Q (A /  B) = G , Imфz < В . If we assume that Гтаф = (0 ) ,  

then z є  Q  (A) = ( 1 ,  and we obtain a contradiction. Thus, I m f  is a non-zero 

submodule. Since ß  is a simple ZG-submodule, Im ф2 = В . ZG-factor 

A( z -1 )  /  B( z -1 )  is a ZG -homomorphic image o f  the factor-module А ! В . 

Since Q  (A / B) = G , then Q  (A(z -1 )  / B (z -1 ) )  = G . From the fact that B is a 

simple ZG-submodule and equalities A ( z - \ )  = \плфі = В and Cg( B ) ^ G  we 

obtain that A(z -1 )  = B (z - 1 ) .  In other words, for every element a  o f  A in B 

there exists an element b such that a (z  -1 )  = b(z  - 1). This means that 

(a  -  b)(z -1 )  = 0 , and therefore a -  b є  CA (z ) . Since a  is an arbitrary element o f  

A , A = В + CA( z ) . Note that CA(z)  = Кегфг , and then CA(z)  is a Z G -  

submodule. Since В is a simple ZG-submodule, we obtain that either 

intersection B n  CA (z) is trivial or CA (z ) contains B. In the last case we obtain

that A = CA (z ) , which means that z є  Q  (A) = (1), and we obtain a contradiction 

with the choice o f  element z. Thus, (0) = B n  CA (z ) , which implies the equality

A = B  © C , where C  = CA (z ) . □

3.3.15. Corollary. Let G be an abelian group, A be a  ZG -module such 

that Cg(A) = ( l) . Suppose that A has a fin ite  ZG -composition series. Then

(1) A = C  © E , where C  is an upper G-hypercenter o f  A and E is a 

maximal G-hypercentral 7X1 -submodule o f  A;

(2) E includes every G-hyper eccentric ZG -submodule o f  A, in particular, 

the above direct decomposition is unique.

Proof. The first statement follows directly from Lem m as 3.3.13 and

3.3.14, Let ß  be a G-hypereccentric ZG-submodule o f  A. If the factor
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{В  + E) /  E  is non-zero, then it contains a non-zero ZG -submodule D I E .  

From isomorphism (B + E ) /  E  = B / (B n  E) we obtain D  / E  is G-isomorphic 

to some simple ZG -factor o f  B. Hence, 1) I E  is G-eccentric. On the other hand, 

the relations (B + E ) /  E  < A / E  = C  shows that CG ( D / E)  = Q . This

contradiction shows that E  contains a submodule B. □

3.3.16. Corollary. Let G be an abelian group, A be a  ZG -module such 

that CG (A) = ( l ) . Suppose that every fin itely generated submodule o f  A has finite

ZG -composition series. Then

(1) A = C  © E , where C is an upper G-hypercenter o f  A and E is a 

maximal G-hypercentral ZG -submodule o f  A;

(2) E includes every G-hypereccentric ZG -submodule o f  A, in particular, 

the above direct decomposition is unique.

Proof. ZG-module A has a local system o f  finitely generated Z G - 

submodules {Ал \ Л є  A } . Since Ax has a finite composition ZG -series, by 

Corollary 3.3.15 there exists a direct decomposition A  = C  © E , where Cx is 

an upper ZG -hypercenter o f  Ax (in other words, Cx = C n A x ) and Ex is a 

maximal G-hypereccentric ZG -submodule o f  Ax for every Ä є  Л . If  submodule 

A  contains a submodule A , then from

Ал / ( А ^ Е м) = АхЕм/ Е м< А м/ Е м = С м 

we obtain that Ах слЕц is a maximal G-hypereccentric ZG-submodule o f  Ax, 

that is Ах слЕц = Ex. Put E = [ j E x . Then E is a G-invariant subgroup o f  A,
ЛєА

which has the property E n A  = E  for every Ä e A .  By the construction o f  E, 

it is a G-hypereccentric ZG-submodule o f  A  Then, since

Aä = Cä x Eä = (C n  Aä) x (e  n  Aä) , 

we obtain the direct decomposition A = C  x E . In particular, E  is a maximal G- 

hypereccentric ZG-submodule o f  A. The proof o f  the second statement is the 

same to proof o f  the corresponding statement from Corollary 3.3.15. □
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3.3.17. Corollary. Let G be a group, A be a normal abelian p-subgroup o f  

G, where p  is a prime. Let g  be an element o f  G such that 

CG (А) ф gCG (А) є  < (̂G / CG (A )). I f  F  (g }  -module Qj (A) is periodic, then A

includes the G-invariant subgroups C and E such that A = C  x E , where C is an 

upper Z (g ) -hypercenter o f  A and E is a maximal (g )  -hypereccentric Z (g ) -  

submodule o f  A.

Proof. If g  has infinite order and intersection (g )  n  Q  (A) is trivial, then 

by Lem m a 3.3.4 the normal closure (a )^  is finite for every element a o f  A. If  

there exists a positive integer m such that g m є  CG (A ) , then we can show that

( a f 8"' is finite. This means that every finitely generated Z(g)-subm odule A has 

finite composition series. Therefore, we can apply Corollary 3.3.16. From the 

fact that gCG(A ) belongs to the centre o f  G / CG(A) follows that С is a Z (g ) -

module o f  A. By Corollary 3.3.16 each (g)-hypereccentric Z(g)-subm odule o f  

A is contained in E , which shows that E  is G-invariant. □

3.3.18. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian periodic subgroup o f  

G and let g  be an element o f  G, which does not belong to the centralizer CG (A ).

Suppose also that A is (g )  -invariant. Then [ A , g ]  is a Chernikov subgroup.

Proof. I f  there exists a positive integer n such that g n  є  Cg  ( A )  (in 

particular, this is possible if  g  has finite order), then ^A,g n  ̂ is the central 

extension o f  subgroup A by cyclic group. In this case ^A,g n ĵ is abelian and 

(A, g )  is almost abelian. By Theorem 3.2.10 (A, g )  is a Chernikov subgroup, 

in particular [ g , A] is also Chernikov.

Thus, we can assume that the intersection (g )  n  Q  (A) is trivial. By 

Lem ma 3.3.3 and Corollary 3.3.17 A includes the (g )  -invariant subgroups C
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and E  such that A = C x E , where С  is an upper Z(g)-hypercenter o f  A and E  is

a maximal (g )  -hypereccentric Z(g)-subm odule o f  A  By Corollary 3.3.9 E  is a

Chernikov subgroup. By Corollary 3.3.12 [g , C ] is also Chernikov. Hence, it

follows that [g , A] is a Chernikov subgroup. □

3.3.19. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian subgroup o f  G and let g  

be an element o f  G, which does not belong to the centralizer CG (A ) . Suppose

also that A is (g )  -invariant and [T, g  ] = ( 1 ,  where T is the periodic p a rt o f  A.

Then [A, g ] is a Chernikov subgroup.

Proof. If there exists a positive integer n such that g ” e  CQ  (A) (in

particular, this is possible i f  g  has finite order), then ( a , g ”  ̂ is the central

extension o f  A by cyclic group. In this case Â , g ”  ̂ is abelian and (A, g )  is

almost abelian. By Theorem  3.2.10 the derived subgroup o f  (A, g )  is 

Chernikov, in particular [g , A] is also Chernikov.

Thus, we can assume that the intersection (g )  n  CG (A) is trivial, in 

particular (g )  n  A is also trivial. If A = T , then the statement is trivially 

executed. Therefore, we can assume that A is non-periodic. The factor-group 

( A, g )  / T  is an extension o f  torsion-free abelian subgroup A / T  by infinite 

cyclic group. Therefore, it is also torsion-free. By Theorem 3.1.12 the factor­

group (A , g )  / T  is abelian. This means that for every element a  o f  A we have

a g = ax for some element x e T . Since x has finite order, g k e  CG( a ) , where 

k =| x | . In other words, every element o f  A has in H  = (A, g )  only finite set o f  

conjugations. By Theorem  1.2.27 together with the fact that l̂ A, g )  / T is

abelian we obtain that the normal closure {a )  is a finite-by-(infinite cyclic) 

subgroup. In particular, there exists a positive integer t such that is normal
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in H. Suppose that element a  o f  A has infinite order and let tx be a positive

integer such that B  = (  a^  is normal in H. If the factor-group A / B  has an

element a2B  o f  infinite order, then we find again a positive integer t2 such that

B  / B  = { a-2 В )  is normal in H  / B . Applying the same arguments and

transfinite induction, we construct in subgroup A an H-invariant free abelian 

subgroup B such that the factor-group A / B  is periodic. By Corollary 3.3.18  

the derived subgroup o f  H  / B  is Chernikov. Since B is torsion-free, B n  T = (1).

Applying the Remak's theorem, we obtain the embedding o f  H  to the direct 

product H  /  B x H  /  T  = L . We have already noted that the factor-group H  / T  is 

abelian and the derived subgroup o f  H  / B  is Chernikov. Hence, it follows that 

the derived subgroup [L, L] is also Chernikov. In this case [H , H ] and hence

[ A, g  ] is a Chernikov subgroup. □

3.3.20. Theorem. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian subgroup o f  G and  

g  є  N g (A) \ CG (A ). Then [ A, g ] is a Chernikov subgroup.

Proof. Denote the periodic part o f  A by T. Applying Corollary 3.3.18, we 

obtain that B = [g ,T ] is a Chernikov subgroup. In the factor group A / B  we 

have the inclusion T  /  B < CAIB (g B ) . By Lem m a 3.3.19 [gB, A / B] is a

Chernikov subgroup. Since B is Chernikov, [A, g ] is also Chernikov. □

3.4. On the structure o f some groups, w hose all subgroups are 

either norm al or have Chernikov derived subgroup

In this section, we will continue the studying o f  groups, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. We will find here the 

description o f  the structure o f  some classes o f  almost solvable groups that have 

this property. We start with the following result.
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3.4.1. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Let A be an abelian subgroup o f  G. I f  B is a 

subgroup o f  N g (A) such that B > A and B / A is a fin itely generated abelian 

group, then the derived subgroup o f  B is Chernikov.

Proof. Since B / A is abelian and finitely generated, it includes a torsion­

free subgroup C  / A  o f  finite index. We will prove that the derived subgroup o f  

C  is Chernikov. Then by Theorem  3.2.10 the derived subgroup o f  B is 

Chernikov.

Since C  / A is a torsion-free finitely generated abelian group, C  / A  is a 

torsion-free abelian group o f  finite rank, that is

C  / A = ( glA  x ■■■ x ( g„A ) .

By Theorem 3.3.20 [g  , A] are Chernikov subgroups for every j ,  1 < j  < n .

Then their product D  = [g ,A ] ■...■ [g n, A] is also Chernikov. In this case we can 

assume that D  is trivial. This means that [B,A]  is also trivial. Denote the 

periodic part o f  A by T. Since A / T  and B / A are torsion-free, B / T  is also 

torsion-free. By Theorem 3.1.12 it is abelian. In turn, it follows that [g j ,B]  are

periodic subgroups for every j ,  1 < j  < n . Since B is nilpotent and its class o f  

nilpotency at most 2, we obtain the following isomorphism

[ g j , B] = B / CB (g j )

for every j ,  1 < j  < n . Obviously, B is contained in every centralizer Cs (g  .) , 

which shows that the factor-group B / CB (g .) is periodic. Since it is abelian and 

finitely generated, B / CB (g .) is finite for every j ,  1 < j  < n . Taking into account

\ В
Theorem 1.2.27, we obtain that the normal closure ( g ,...,g w) is finite-by-(free

abelian group o f  finite rank). Note that the factor group B / P  is a product o f  its 

central subgroup A / P  and torsion-free abelian subgroup. Therefore, B / P  is 

abelian, which implies that P  includes [B, B ] , and we obtain our result. □
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3.4.2. Theorem. Let G be a locally graded group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a 

normal abelian subgroup A such that the factor group G  /  A is finitely  

generated. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. Since the factor-group G  /  A is finitely generated, G  includes a 

finitely generated subgroup F  such that G = F A . By Corollary 3.1.15 F  is 

almost abelian, and by Theorem 3.1.12 the derived subgroup o f  F  is finite. The 

isomorphism

G  /  A = FA /  A = F / ( F  n  A) 

shows that the factor-group G  /  A has finite derived subgroup. In this case, 

G  / A includes a finitely generated abelian subgroup L / A o f  finite index. We 

can assume that L is normal in G. By Lem ma 3.4.1 the derived subgroup [L, L] 

is Chernikov. Applying Theorem 3.2.10, we obtain that the derived subgroup o f  

G  is also Chernikov. □

3.4.3. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal abelian 

subgroup A such that the factor-group G  /  A is abelian and has no proper  

subgroups o f  finite index. Then the center o f  G contains its derived subgroup.

Proof. Let L = {Lx | А є Л }  be a system o f  subgroups o f  G, each o f  which 

contains A, such that {Lx /  A | Я є Л )  is a local system o f  all finitely generated 

subgroups o f  the factor-group G  /  A . By Theorem  3.2.10 the derived subgroup 

D  o f  L  is Chernikov for every А є Л .  Since L  / A is abelian, A includes D , 

in particular DÄ, is abelian. Then /Т has a system {!)- | n є  N} o f  its finite G- 

invariant subgroups such that D  is generated by elements o f  this system. The 

centralizer o f  every subgroup D  has finite index in G. On the other hand,

every such centralizer contains a subgroup A. Since the factor-group G  /  A has 

no proper subgroups o f  finite index, this centralizer must coincides with G . In 

other words, the center o f  G  includes a subgroup D  for every positive integer
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n . Since the subgroups D  generate D  , then the center o f  G  includes a 

subgroup D  for every Ä e A .  If L  < L^, then obviously D  < D p . Since the 

system {Lx | Ä e  Л} is local, the system [DÄ | Ä e A )  is also local. Therefore, the 

union D = \ ^ j D Ä is a subgroup o f  G. As we have shown above, the center o f  G
ЛєА

includes a subgroup D. Since G  is generated by L , Ä e A , the derived subgroup

[G, G]  coincides with D. This means that G / £ ( G)  is abelian. □

3.4.4. Lemma. Let G be a periodic group, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal 

abelian subgroup A such that the factor-group G  / A is abelian and has no 

proper subgroups o f  finite index. Then G is abelian.

Proof. By Lem m a 3.4.3 G  is nilpotent and its class o f  nilpotency at most

2. Since it is periodic, we have a standard direct decomposition G = DrpeU g  Sp,

where S is a Sylow p-subgroup o f  G, p  e n ( G ) . Each subgroup S is an

extension o f  its normal abelian subgroup S n  A by abelian group

S  ̂ /  (Sp n  A) = SpA / A . Put Q = D r^pSq, then S  ̂= G / Q , which shows that

SpA / A = G  / QA = (G  / A) /  (QA / A ) .

Thus, S  / (S n  A) is isomorphic to some subgroup o f  G / A . This means

that the factor-group S / (S  n  A) has no proper subgroups o f  finite index.

Since this factor-group is abelian, it is divisible. By Proposition 1.2.5 the center 

o f  S contains a subgroup S n  A = Ap . Since S  / Ap is divisible and abelian,

by Theorem  1.2.28 it is a direct product o f  quasicyclic subgroups, and then S

has an ascending series o f  subgroups

Ap = Po < P  < ...Pa < Pa+l < ...Pr = Sp,

whose factors are quasicyclic. Consider a subgroup P  . Since A its central 

subgroup and P  / Ap is quasicyclic, P  is abelian. From the fact that Sp / Ap is 

abelian we obtain that P  is normal in S / Ap . From the above, P  is a central
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subgroup o f  S . Using the above arguments, we can show that p  is abelian. 

Applying now a transfinite induction, we obtain that S is abelian. Since this is 

true for every prime p  from n ( G ) , G  is Abelian. □

3.4.5. Corollary. Let G be a periodic metabelian group, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G has no 

proper subgroups o f  finite index. Then it is abelian.

3.4.6. Corollary. Let G be a periodic solvable group, whose subgroups 

are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G has no 

proper subgroups o f  finite index. Then it is abelian.

Proof. Suppose that G  is non-abelian. Put D  = [G, G] and K  = [D , D ] . 

Then G ф D  and D  ф K . The factor-group G  / K  is abelian. By Corollary 3.4.5 

it is abelian. In this case, the subgroup K  contains D , and we obtain that D  = K . 

This contradiction shows that G  is abelian. □

3.4.7. Corollary. Let G be a periodic almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that 

G has no proper subgroups o f  finite index. Then it is abelian.

Proof. Indeed, since G  has no proper subgroups o f  finite index, it is 

solvable, and we can apply Corollary 3.4.6. □

3.4.8. Theorem. Let G be a periodic group, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G has a normal 

Kurosh-Chernikov system, whose factors are locally graded. I f  G has no proper  

subgroups o f  finite index, G is abelian.

Proof. Indeed, by Theorem 3.1.13 G  is almost solvable, and we can apply 

Corollary 3.4.7. □

3.4.8. Corollary. Let G be a periodic locally graded group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G has no 

proper subgroups o f  finite index, G is abelian.
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3.4.9. Corollary. Let G be a locally finite group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. I f  G has no proper  

subgroups o f  finite index, G is abelian.

3.4.10. Corollary. Let G be a periodic almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that 

G includes a normal abelian subgroup A such that the factor-group G  /  A has 

no proper subgroups o f  finite index. Then G is abelian.

Proof. By Corollary 3.4.7 the factor-group G  /  A is abelian, and we can 

apply Corollary 3.4.4. □

3.4.11. Theorem. Let G be a periodic almost solvable group, whose 

subgroups are either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that 

G includes a normal subgroup A such that the factor group G  / A has no proper  

subgroups o f  finite index. I f  the derived subgroup o f  A is Chernikov, then the 

derived subgroup o f  G is also Chernikov.

Proof. Put K  = [A, A ], then K  is Chernikov. By Corollary 3.4.10 G  /  K  is

abelian. This means that K  is a derived subgroup o f  the whole group G. □

3.4.12. Corollary. Let G be a periodic group, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G contains a normal 

subgroup A such that the factor-group G  /  A is Chernikov. I f  the derived  

subgroup o f  A is Chernikov, then the derived subgroup o f  G is also Chernikov.

Proof. Indeed, denote by D  /  A the divisible part o f  Chernikov factor­

group G  / A and put K  = [D ,D ] . By Theorem  3.4.11 K  is a Chernikov 

subgroup. Since D  has finite index in G, by Theorem  3.2.10 the derived 

subgroup o f  G  is Chernikov. □

Consider the following generalization o f  residually finite groups. Let X  

be a class o f  groups. We will say that a group G  is residually- X  -group i f  for 

each non-trivial elements g  there exists a normal subgroup H  that does not

contain this element and G  / H g belongs to X .
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If  X is a class o f  Chernikov group, then we will say about residually 

Chernikov groups.

3.4.13. Theorem. Let G be a periodic group, whose subgroups are either 

normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G is a residually 

Chernikov group. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. Since G  is a residually Chernikov group, it has a system o f  normal 

subgroups {H x IÄ є  A}, having the following properties: P | H y = (l) and factor-
ЛєА

group G / H x is Chernikov for every Ä e A .

If  there exists an index j u e A ,  for which the derived subgroup [ H ,Н ц]

is Chernikov, then by Corollary 3.4.12 the derived subgroup o f  the whole group 

G  is Chernikov. Thus, we can assume that every derived subgroup [H x, H x ] is 

not Chernikov for any Ä e A .  By Lem m a 3.1.1 the factor-group G / H x is a 

Dedekind group for every Ä e A .

Suppose that G  includes a normal subgroup U  such that the factor-group 

G / U  is a non-abelian Dedekind group. In this case G / U  = Q / U  x V / U , 

where Q / U  is a quaternion group and V / U  is a direct product o f  an 

elementary abelian 2-subgroup and periodic abelian subgroup without elements 

o f  order 2 (Theorem 1.2.15). Consider a system o f  normal subgroups 

V  = V n  H x | Ä e A } . Since V has finite index in G, the factor-group G / Vx 

(respectively V / VÄ) is Chernikov for every Ä e A .  Suppose that there exists an 

index v e A  such that the factor-group V / Vv is non-abelian. Then V includes a 

normal subgroup Y such that the factor-group V / Y is quaternion group. Note 

that Y has a finite index in G. If the derived subgroup [Y,Y] is Chernikov, then 

by Theorem 3.2.10 the derived subgroup [G, G] is also Chernikov, and all is 

proved. Therefore, suppose that that [Y,Y] is not Chernikov. Then Y is normal 

in G  and by Lem m a 3.1.1 the factor-group G / Y is Dedekind. On the other 

hand, the factors G / V  and V / Y are isomorphic to quaternion group, and 

therefore G / Y can not be Dedekind. This contradiction shows that the factor-
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group V / Vx is abelian for every А є Л .  From the equality
ЛєА

obtain that = ( l ) . By Remak's theorem we obtain that V is isomorphic to
ЛєА

some subgroup o f  the product Drw &̂V  /  V . Since each groups V / Vx is abelian, 

the product Drw &̂V  /  Vx is an abelian group, and therefore its subgroup V is also 

abelian. By the choice o f  V it has finite index in G, and again applying 

Theorem  3.2.10, we obtain that the derived subgroup [G, G] is Chernikov. □

3.4.14. Corollary. Let G be a locally finite group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that the Sylow p -  

subgroups o f  G are Chernikov fo r  every prim e p. Then the derived subgroup o f  

G is Chernikov.

Proof. By Theorem 1.2.29 G  is an almost locally solvable group. By 

Corollary 1.2.31 the factor-group G  / O ' (G) is a Chernikov group for every

prime p. Clearly, the intersection o f  all normal subgroups o f  O ' (G) is trivial

(that is the intersection by all primes p). This means that G  is residually

Chernikov. By Theorem  3.4.13 the derived subgroup o f  G  is Chernikov. □

3.4.15. Corollary. Let G be a locally finite group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G has a finite  

section rank. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. Indeed, by Theorem 1.2.32 for every prime p  the Sylow p- 

subgroups o f  G  are Chernikov, and we can apply Corollary 3.4.14. □

3.4.16. Corollary. Let G be a locally finite group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G has a finite  

special rank. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

3.4.17. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal abelian 

subgroup A such that G  /  A is a quasicyclic p-group. I f  g  is an element o f  G o f  

infinite order, then [g , G] is either a quasicyclic p-group or trivial.
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Proof. By Lem ma 3.4.3 the derived subgroup o f  G  is contained in its 

center. It follows that the mapping 6  : x ^  [g , x ] , x  e  G  is an endomorphism o f

G. Moreover, Ker6g = CG(g ) ,lm 6 g = [g ,G ] . Obviously, the centralizer CG(g )

contains a subgroup A. Since G / A  is either a quasicyclic p-group or trivial, 

from isomorphism G / Ker6g = G  / CG(g ) = l m6 g = [g ,G]  we obtain that [g , G]

is either a quasicyclic p-group or trivial. □

3.4.18. Corollary. Let G be a group, whose subgroups are either normal 

or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal abelian 

subgroup A such that the factor-group G  / A is a divisible Chernikov group. I f  g  

is an element o f  G o f  infinite order, then [ g , G] is a Chernikov group.

Proof. Since the factor-group G / A is a divisible Chernikov group, G  has 

a finite series o f  subgroups

A = A0 < A1 <... < An = G , 

whose factors A .+1 / A . are quasicyclic, 0 < j  < n - 1 . We use induction by n. If

n = 1, then the assertion follows from Lem ma 3.4.17 (note that the trivial group 

is Chernikov). Suppose that n > 1 , and let it be already proven that [g , is 

Chernikov. Consider the factor-group G / [ g,  . We must show that

[g [ g , A - J , G  / [ g , A -J ]  is a Chernikov subgroup. Since

[ g , G] / [  g , An-1 ] = [ g[ g , An -1 ], G  / [  g,  An -1 ]] 

and [g , A _J is a Chernikov subgroup, [g , G]  is also Chernikov. In this case we 

can assume that [ g , Аи_ J  is trivial. In other words, we suppose that the center o f  

A -і contains an element g. By Lem ma 3.4.3 the derived subgroup o f  G  is 

contained in its center. This means that the mapping 6  : x ^  [g , x ] , x  e  G  is an 

endomorphism o f  G. By induction hypothesis the centralizer CG (g ) contains a 

subgroup A . From the isomorphism G /  Ker6 g  = G  / Cg (g ) = lm 6g = [ g , G]

we obtain that that [g , G] is either a quasicyclic p-group or trivial. □
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3.4.19. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal periodic  

abelian subgroup A such that the factor-group G  /  A is abelian and minimax. 

Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. Since G  /  A is abelian and minimax, it contains a torsion-free 

finitely generated subgroup C  /  A such that G  /  C  is Chernikov. Denote the 

divisible part o f  G  /  C  by D  /  C . We must show that the derived subgroup 

[D ,D ] is Chernikov. By Theorem  3.2.10 the derived subgroup G  is Chernikov. 

Therefore, we can assume that G  /  C  is a divisible Chernikov group.

By Theorem 3.4.2 the derived subgroup [C, C  ] is Chernikov. In this case 

we can assume that [C, C ] is trivial. In other words, suppose that C  is abelian. 

Then A is a periodic part o f  C. By Theorem 1.2.4 C  = A x K  for some subgroup 

K. Note that from the isomorphism C  /  A = K  we obtain that K  is a torsion-free 

finitely generated subgroup, which shows that it is free abelian. Thus, K  has a 

direct decomposition

K  = ( g i ) x -  x ( g n) ,

where g  . has infinite orders, i < j  < n . By Lem m a 3.4.3 the centre o f  G  

contains its derived subgroup. Lem ma 3.4.18 shows that [ g ., G] is a Chernikov 

group for every j ,  i < j  < n . Put L = [g ,G] •... • [g n,G ]. Then L is a normal 

Chernikov subgroup o f  G. The factor-group KL  / L  is contained in the center o f  

G  / L , in particular it is normal. The factor-group (G / L) /  (KL  /  L) = G  /  KL  is 

an extension o f  its periodic abelian subgroup (CL / L) / (KL  / L) by divisible 

Chernikov group G  /  C L , and then it is periodic. Applying Lem ma 3.4.4, we 

obtain that (G / L) / (KL  / L) is abelian. The factor-group G  / L is an extension 

o f  its periodic normal subgroup AL  /  L  by abelian group G  /  A L . Denote the 

periodic part o f  G  /  AL by T  /  A L . Then T  / L is a normal periodic subgroup 

and the factor-group (G / L) / (T / L) = G  /  T  is an abelian torsion-free group. 

Since KL  / L = K  is torsion-free, the intersection (T / L) n  (KL  /  L) is trivial.
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Applying the Remak's theorem, we obtain the embedding o f  G / L in the direct 

product (G  / L ) /  (KL / L) x (G  / L) /  (T  / L ) . As we have seen above, both direct 

multipliers o f  this product are abelian groups. It follows that G / L is also 

abelian. In turn, this means the derived subgroup o f  G  is contained in L, and 

therefore coincides with L . Since L is Chernikov, all is proved. □

3.4.20. Lemma. Let G be a group, whose subgroups are either normal or 

have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a normal periodic  

abelian subgroup A such that the factor-group G  / A is almost solvable and  

minimax. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. By Theorem 3.1.12 the set T o f  all elements o f  finite order o f  G  is 

a characteristic subgroup and the factor-group G / T  is torsion-free and abelian. 

Since A is periodic, it contained in T. Note that the periodic almost solvable 

minimax group is Chernikov, and therefore T / A  is Chernikov. By 

Corollary 3.4.12 the derived subgroup [T,T]  is Chernikov. By Lem ma 3.4.19 

the derived subgroup o f  G / [ T , T ] is Chernikov. Finally, from

[G, G] /  [T, T  ] = [G / [T , T  ], G  / [T , T  ]]

we obtain that the derived subgroup o f  G  is Chernikov. □

3.4.21. Theorem. Let G be a locally graded group, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a 

normal periodic abelian subgroup A such that the factor-group G / A is 

minimax. Then the derived subgroup o f  G is Chernikov.

Proof. By Corollary 3.1.16 G  is almost solvable, and therefore we can 

apply Lem m a 3.4.20. □

Finally, consider one o f  the possible partial situations.

3.4.22. Theorem. Let G be a periodic subgroup, whose subgroups are 

either normal or have Chernikov derived subgroup. Suppose that G includes a 

normal abelian subgroup A such that the factor-group G  / A is also abelian. I f  

П (A) n  n (G  /  A) = 0 ,  then the derived subgroup o f  G is Chernikov.
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Proof. If the center o f  G  contains a subgroup A , the G  is nilpotent. In this 

case, it is a direct product o f  its Sylow П (A)-subgroup and Sylow n (G  / A) - 

subgroups. In particular, it is abelian, and all is proved. Therefore, suppose that 

A is non-central. Then there exists an element a  є  A and g  є  G  \ A such that

[ a , g i] ф 1. We can assume that П ((g ) ) n n ( G / A) = 0 .  Put Q  = CA( g ).

Since the factor-group G  /  A is abelian, the mapping

6 :  a  ^  [g j,a ] ,a є  A , 

is a G-endomorphism o f  A. This means that Ker6x = CA (g ) and Im 6  = [ g , A] 

are G-invariant subgroups o f  A. Since A has finite index in ( A , g ) , 

Theorem 3.2.10 shows that the derived subgroup o f  (A, g )  is Chernikov. In 

particular, [ g , A] is also Chernikov. From the isomorphism

A / KerOi = A / Ca (g i) = Im 61 = [ gi, A] 

we obtain that the factor-group A / C  (g ) is Chernikov. Suppose that the centre 

o f  G  contains a subgroup Cx. Consider the factor-group G  / C . By  

Theorem  1.2.32 A ! C x has a complement, that is G / Cx = A / Q  X L / Q . Since 

П (A) n  n (G  / A) = 0  and A / Cx is an abelian Chernikov subgroup, the 

centralizer E  / Cx o f  A / C  has finite index in G  / C . Note that 

E  /  C  = A /  C  x K  /  C . In particular, E  / C  is abelian. Since Cx < £ ( G ) , E  is 

nilpotent, and hence abelian. N ow  it remains to apply Theorem  3.2.10.

Suppose that the center o f  G  has no C  . Then there exists an element

a2 є  C  and є  G  \ A such that [a2, x2 ] ф i . By Theorem  1.2.32 ( g , x2, A) has 

a semidirect decomposition (g 1,x2,yl) = y lX S , , and all complements to A are 

conjugate. In particular, we can assume that S  contains an element g . We have 

x2 = g 2b , where g 2 є  S', b є  A . Then [a2, x2 ] = [a2, g  ]. Note that S  is abelian, and 

therefore S  = ( g , g 2) . Note that S is a direct product o f  two cyclic subgroups, 

and therefore we can assume that S  = ( g )  x (  g ) . By Theorem 1.2.33 we obtain 

a direct decomposition
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A = C a  A A  A  A  A  ]  = C A )  ©A A,{  A  ]  = С, + [  A,(  A  ] .

Since a2 є  С , , ( g , ,a,) A g i , ai )  =  A )• Put С  = Сл A g ,,g 2)). Repeating the 

above arguments, we obtain that the factor-group A / C2 is Chernikov. If the 

center o f  G  contains a subgroup C  , then we can prove that the derived 

subgroup o f  G  is Chernikov. Therefore, we can assume that C2 is non-central. 

Then again we can find the elements g 3, a3, etc. Applying the above arguments, 

we find the elements g ,...,g n, a ,„ ..,an such that

(1) ( е ^ .^  g „ )= < A x ••• x ( g - ) ;

(2) Щ  g ,,..., g„) ) п П (  A) = 0 ;

(3) a,,...,an є  A ;

(4) [aj , g j ] *  U  < j  < n ;

(5) (g„ a,,..., gj.„ j )  n( gj, j =A);

(6) [g j , ak] = h k < j ,X < k < n .

If this process is finite, then as above we can prove that the derived 

subgroup o f  G  is Chernikov. Therefore, we assume that this process is infinite. 

Consider an arbitrary element g .. The set o f  positive integers {n | n > j }  split

into two infinite subsets Л and M  having trivial intersection Let 

U  = ( g t,a  11 є Л ) , V = ( g t,a  11 є  M ) . Both subgroups U  and V are ^g7 ^- 

invariant, U n V  = , derived subgroups [ U, U] , [ V, V] are not Chernikov and

( g j )  n  UV = d . Then the derived subgroups o f  subgroups i ß ^ U  and { ß ^ V  

are not Chernikov, and then these subgroups are normal. In this case their 

intersection ( ß ^  = {g j ^U  n ^ g ^ V  is normal. This means that [ay,g ] є ^ g ^ .

On the other hand, since А is also normal, [ay, g  ] є  A , which means that

[a,j, g j ] є ^ g ^  n  A = d . But this contradicts to the choice o f  elements ay., g j ,

and we obtain our result. □
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П ЕРЕЛІК ТЕРМ ІНІВ ТА УМ ОВН И Х П ОЗН АЧЕН Ь

H G -  нормальне замикання підгрупи Н  у групі G, тобто нормальна 

підгрупа, породжена всіма спряженими з H  підгрупами у групі G.

f  (G) -  центр групи G.

(G) -  член верхнього центрального ряду  групи G, що має 

порядковий номер а .

уа (G) -  член нижнього центрального ряду  групи G, що має 

порядковий номер а  .

[G, G] -  комутант групи G.

Aut(G ) -  група автоморфізмів групи G.

Сн (M ) = {х є  H  | xa = ax V a є  M }  -  централізатор підмножини M  у 

підгрупі H. Якщо H  -  нормальна підгрупа групи G, L -  підгрупа, що 

містить H, то через Cg (L / H ) позначимо повний прообраз в G  підгрупи

Cg / h (L / H ) .

Група G  називається напівпрямим добутком  своїх підгруп A і B, це 

буде позначатись G = А Х  В , якщо підгрупа А є нормальною в G, 

A n  B = d  та G = A B .

Група G  називається дедекіндовою, якщо кожна її підгрупа є 

нормальною.

Будемо говорити, що група G  задовольняє ум ову максимальності 

(відповідно, мінімальності), якщо G  не має нескінчених зростаючих 

(відповідно, спадаючих) ланцюжків підгруп.

Група G  називається черніковською, коли вона містить у собі 

нормальну підгрупу D  скінченного індексу, що розкладається у прямий 

добуток скінченної множини квазіциклічних підгруп. Цю підгрупу D  ми 

будемо називати подільною частиною черніковської групи G  і позначати 

через d  (G ) .
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Групи з обмеженнями на підгрупи, що не є нормальними

Група G  називається поліциклічною, якщо вона має скінченний 

нормальний ряд підгруп

(1) = G0 <G1<...<G„ = G,

фактори G .+1 / Gj якого будуть циклічними групами, 0 < j  < n - 1.

Група G  називається мінімаксною, якщо вона має скінченний ряд 

нормальних підгруп, кожен фактор якого задовольняє умову мінімальності 

або умову максимальності для всіх підгруп.

Якщо група G  буде мінімаксною та майже розв'язною, то вона має 

скінченний ряд нормальних підгруп, кожен фактор якого буде або 

черніковською групою або майже поліциклічною групою.

Група G  називається гіперцентральною, якщо вона має верхній 

центральний ряд, що закінчується групою G  (тобто група G  співпадає з 

останнім членом верхнього центрального ряду).

Для довільного елемента g  є  G  позначимо через g G  підмножину 

всіх елементів, які спряжені з g, тобто g G = [x~lgx | x є  G } .

F C (G ) = {g  є  G  | клас g G -  скінченний}.

Очевидно, FC  (G) -  характеристична підгрупа групи G, її називають 

FC-центром групи G. Якщо G = F C (G ), то G  називають FC-групою.

Нехай X -  клас груп. Будемо писати X = S X  у випадку, коли кожна 

підгрупа у будь-якій X -групі сама належить до класу X . Будемо писати 

X = Q X  у випадку, коли кожна фактор-група будь-якої X -групи сама 

належить до класу X . Будемо писати X = N 0X  у випадку, коли кожна 

група, що є добутком скінченної множини нормальних X -підгруп, сама 

належить до класу X .

Якщо G  -  група, п  -  деяка множина простих чисел, то через О  (G ) 

будемо позначати найбільшу нормальну п  -підгрупу з G. Якщо р  -  просте, 

то через р  позначатимемо множину простих чисел, відмінних від р. Отже, 

О , (G) -  це найбільша нормальна підгрупа з G, яка не містить р-елементів.
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Нехай X -  клас груп та G  -  група. Будемо говорити, що G  є майже 

X -групою, якщо група G  містить таку нормальну підгрупу H, що G / H  є 

скінченною, а H  є  X . Зокрема, майже абелева (відповідно, майже 

розв'язна) група -  це група, яка містить у собі абелеву (відповідно, 

розв'язну) підгрупу скінченного індексу.

Нехай A -  абелева група, р  -  просте число, P  -  силовська р-підгрупа 

А. Для кожного « e N  покладемо Сіп(Р)  = {х <е Р \ \ х \ < р п) . Очевидно, 

(P)  -  характеристична підгрупа A. Маємо

Щ Р )  < п 2(Р ) <... < а  „(Р) < п , м (Р)  <...

і р = и п - л л

Група називається локально скінченною, якщо кожна її скінченна 

підмножина породжує скінченну підгрупу.

Група називається обмеж еною , якщо порядки її елементів обмежені 

у сукупності.

Група називається резидуально скінченною, якщо для кожного її 

неодиничного елемента існує (нормальна) підгрупа скінченного індексу, 

що не містить цього елементу.

Нехай K  -  локально скінченне поле та в  -  автоморфізм K, що 

задовольняє умову в 2 (a ) = a 2 для кожного a є  K . Лінійна група S z ( K ) -  це 

підгрупа SL4 (K ) , що породжується:

(i) підгрупою Q  всіх матриць, що мають наступний вигляд

1 0 0 0Л 

a  1 0  0

(1 + e)(a)  + b e(a)  1 0

(2 + e)(a)  + ab + в(Ь) b a 1

(ii) підгрупою D  всіх діагональних матриць, головна діагональ яких 

має наступний вигляд

((1 + в~ 1) (а ) ,в ~ \а ) ,- в ~  1(а ) , ( - 1  -  в~ 1) ( а ) ) , де а  є  U ( K ) ;

де a, b є  K ;

V
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(iii) матрицею

'0  0 0 1 ̂

0 0 1 0  

0 1 0  0 .

Ч1 0 0 0 ,

Нехай p  -  просте число. Будемо говорити, що група G  має скінченний 

секційний р-ранг rp (G) = r , якщо кожна елементарна абелева p -секція

U  /  V  групи G  буде скінченною і має порядок, що не перевищує p r , та 

існує елементарна абелева p -секція A / B  групи G, порядок якої точно
rдорівнює числу р  .

Будемо говорити, що група G  має скінченний секційний ран г , якщо 

вона має скінченний секційний р -ранг для кожного простого числа p .

Будемо говорити, що група G  має скінченний спеціальний ранг  

r (G) = r , якщо кожна скінченно породжена підгрупа групи G  може бути 

породжена не більше ніж r елементами і r  -  це найменше натуральне 

число, що має дану властивість.

Група G  називається узагальнено радикальною, якщо вона має 

зростаючий ряд нормальних підгруп, кожен фактор якого є або локально 

нільпотентною, або локально скінченною групою.

Нагадаємо тепер деякі необхідні поняття з теорії модулів. Нехай R -  

комутативне кільце та A -  модуль над кільцем R. Покладемо

TorR (A) = {а є  A  | AnnR (а) ф  <°>}.

Якщо кільце R не має дільників нуля, то підмножина TorR (A) буде 

підмодулем в A. У цьому випадку підмодуль TorR (A) будемо називати R- 

періодичною частиною модуля A. Модуль A називається R-періодичним, 

якщо він співпадає зі своєю R-періодичною частиною. Будемо говорити, 

що модуль А є вільним від R-скруту, якщо його R-періодична частина буде 

нульовою.
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Нехай D  -  дедекіндова область. Покладемо

Spec(D ) = {P  | P  -  максимальний ідеал D } .

Якщо I -  ідеал D , то нехай

Аг = |< 2  є  А І а Г  = (О) для деякого п є  N j .

Неважко побачити, що підмножина A  буде D -підмодулем A. Підмодуль 

A  будемо називати I-компонентою A. Якщо А співпадає зі своєю I- 

компонентою, то будемо говорити, що А -  це I-модуль над кільцем D.

Далі, нехай

П,п  (A) = {а є  A a l"  =  <0)} .

Неважко упевнитись у тому, що підмножина Q7 и(A) також буде D- 

підмодулем, та що має місце включення Q7 п(A ) < Q 7w+1(A ) для кожного 

натурального n, так що U Ц .„(Л ) = 4 .
пєЩ

Позначимо тепер через AssD (A) підмножину тих максимальних 

ідеалів кільця D , для яких відповідна P -компонента Ap є ненульовою. Тоді

TorD  (A) = ® Рп  AP , де п  = AssD (A)

(див., наприклад, [1, наслідок 3.8]).

Нехай D  -  дедекіндова область, C  -  простий D -модуль, тоді C  є 

ізоморфним до D  /  P  для деякого максимального ідеалу P  кільця D. 

Позначимо D -ін'єктивну оболонку C  через C  . Модуль C  будемо

називати прюферовим P -модулем. Модуль C  буде ін'єктивною границею

системи D -модулів {D  / Р п І п є  N } :

С = lim inj{D  / Р п І п є  N}

(див., наприклад, [1, наслідок 5.21]). За своєю побудовою, прюферовий 

модуль C  „ буде P -модулем, причому Qp k(C  х) = D  / P k та мають місце

ізоморфізми

Qp,k+1(Cp. ) / Qp,k (Cp. ) = (D  / P k+1) /  (P  / P k+1) = D  / P
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для кожного натурального числа к. Таким чином, якщо E  буде власним D- 

підмодулем C  „, то знайдеться таке натуральне число к, що E  = k(C  „).

Дійсно, якщо елемент b належить до Qpk( C „), але не міститься в

ПРк_і(С „ ), то E  = b D . Відмітимо, що прюферовий P -модуль C  „ є

монолітичним і його моноліт співпадає з його нижнім шаром Qp j(C ).

Нехай R -  комутативне кільце без дільників нуля, х -  його 

ненульовий елемент та A -  модуль над кільцем R. Будемо говорити, що 

модуль А є х-подільним, якщо для кожного елемента а  модуля А існує 

елемент с, що має властивість cx = a . Інакше кажучи, Ax = A .

Модуль А називається R-подільним, якщо він є х-подільним для 

кожного ненульового елемента х кільця R .

Нехай D  -  дедекіндова область та A -  модуль над кільцем, x -  

елемент D. Підмодуль B модуля A будемо називати x-сервантним, якщо 

має місце рівність Bx = B  n  A x .

Якщо L -  ідеал D  та підмодуль B буде x-сервантним в A для кожного 

елемента x є  L , то B називається L-сервантним підмодулем.

Нарешті, B будемо називати сервантним підмодулем, якщо В буде D- 

сервантним.

Нехай G -  абелева група, Н  -  її підгрупа та А -  Z G -модуль. 

Покладемо

(^ ) = {а ^  А \ ах = а  для кожного х  є  Н ) .

Неважко упевнитись в тому, що підмножина £,ш  (А) буде Z G  -підмодулем 

А. £ Ш(А) називається Н-центром А. Починаючи з //-центру, ми можемо 

побудувати верхній H -центральний ряд A

(0) = c„ < C  < ...Ca ü Ca+t < ...C, 

за наступним правилом: С1=<^Ш(А ), Ca+l /  Са = £ Ш(А / Са) для всіх 

порядкових чисел а < у , та £ Ш( А / С ) = (О). Останній член Су цього ряду 

називається верхнім H-гіперцентром A.
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Перелік термінів та умовних позначень

Нехай G -  абелева група, Н  -  її підгрупа та A -  JjG  -модуль. Нехай 

далі В, С  Z G -підмодулі А, причому В < С .  Фактор С І В  називається Н- 

центральним (відповідно, H-екцентральним), якщо CH (C  /  B) = H

(відповідно, Q f (C / B) ф  H ).

ZG -підмодуль С  будемо називати Н-гіперекцентральнгш , якщо С  

має зростаючий ряд ZG -підмодулів

(0) = о ,  < C, < ...Ca < Ca+1 < ...Cr = c  ,

що задовольняють наступні умови:

(1) Са+1 / Са -  простий Z G -модуль;

(2) Ca+1 / Q, -  H-екцентральний фактор для кожного порядкового 

числа а < у .
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ВСТУП
Вже більше ста років здійснюється інтенсивне дослідження впливу 

системи нормальних підгруп на будову всієї групи. Якщо G  -  група, то 

через Cnorm{G ) (відповідно, через Cnon_norm{G ))  будемо позначати систему 

усіх нормальних підгруп групи G  (відповідно, систему всіх підгруп, що не 

є нормальними). Наявність великої кількості нормальних підгруп і 

близьких до них типів підгруп дуже сильно впливає на структуру групи. 

Якщо всі підгрупи групи є нормальними, то її будова була описана досить 

давно. Цей опис був отриманий для скінченних груп ще Р. Дедекіндом, а 

трохи згодом був розширений на довільні групи Р. Бером. Групи, всі 

підгрупи яких є нормальними, були пізніше названі дедекіндовими. 

Природним наступним етапом стало вивчення груп G , у яких система 

Cn_ { G )  задовольняє деякому (часто досить сильному) обмеженню. Ця 

тематика починає інтенсивно розвиватися С.М. Черніковим та його 

школою, а також багатьма іншими відомими алгебраїстами, зокрема, 

Р. Бером, Б. Нейманом, Ф.М. Лиманом, М.Ф. Сесєкіним, Д. Робінсоном, 

Л.А. Курдаченком, М.Ф. Кузенним, М.М. Семком, А. Ремтуллою,

С. Франціозі, Ф. де Жиованні, Х. Ленстрою.

Г.М. Ромаліс та М.Ф. Сесєкін почали вивчати групи, в яких система 

Cn_ { G )  складається тільки з абелевих підгруп. Такі групи були названі 

ними метагамільтоновими. Природним продовженням цих досліджень є 

розгляд ситуації, коли підгрупи системи C,non_norm{G) належать до класу 

груп, що є природним розширенням класу абелевих груп. Так Л.А. 

Курдаченко, Х. Оталом, А. Руссо та Д. Вінченці вивчалися групи, у яких 

підгрупи системи Cnon_norm{G) мають скінченний комутант або будуть FC- 

групами. Дана дисертаційна робота продовжує дослідження у цьому 

напрямку. Оскільки природним узагальненням скінченних груп є 

черніковські групи, то природним розширенням груп зі скінченним 

комутантом будуть групи з черніковським комутантом. В даній роботі і 

проводиться вивчення груп, у яких кожна підгрупа є або нормальною, або 

має черніковський комутант.

Як ми зазначали вище, групи з великими системами нормальних 

підгруп є досить давнім об'єктом дослідження у теорії груп. Нормальні 

підгрупи мають досить великий вплив на будову групи, тому у багатьох
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Вступ

випадках, коли їх досить багато, структура групи може бути детально 

вивчена. Образно кажучи, чим більше має група нормальних підгруп, тим 

ближче група до абелевої. Наприклад, якщо всі підгрупи групи є 

нормальними (тобто система Ciiorm{G) містить усі підгрупи групи і 

відповідно система Cnon_norm(G ) є пустою), то вона або абелева, або є 

прямим добутком групи кватерніонів, елементарної абелевої 2-групи та 

періодичної групи без елементів порядку 2. Цей результат був отриманий 

для скінченних груп ще в роботі Р. Дедекінда [2], а потім був розширений 

на довільні групи у роботі Р. Бера [3]. Природним наступним етапом стало 

вивчення груп G, у яких система Cnon_norm(G ) задовольняє деякому (часто 

досить сильному) обмеженню. Першими такими роботами були роботи

О.Ю. Шмідта [4,5], що вже стали класичними. В них О.Ю. Шмідт вивчав 

скінченні групи, у яких усі підгрупи системи Cnon_norm(G ) є спряженими або 

система підгруп Cnon_norm(G ) складається з двох класів спряжених підгруп. 

Але систематичне вивчення груп, у яких система підгруп, що не є 

нормальними, задовольняє деяку досить сильну умову, починається зі 

статей С.М. Чернікова [6,7]. Як ми вже зазначали вище, в розвитку цієї 

тематики брало участь багато відомих алгебраїстів, які збагатили її 

багатьма глибокими і цікавими результатами. Однією з цікавих ділянок 

цієї тематики було вивчення груп, у яких кожна підгрупа, що не є 

нормальною, буде абелевою. Такі групи були названі 

метагамільтоновими. Їх вивчення почалося в роботах М.Ф. Сесєкіна та 

Г.М. Ромаліса [8-10]. Скінченні метагамільтонові групи вивчалися в 

роботах В.Т. Нагребецького [11] та А.А. Махньова [12]. Повний опис 

метагамільтонових груп було отримано у серії робіт М.Ф. Кузенного та 

М.М. Семка [13-19]. Клас абелевих груп має багато природних розширень. 

Одними з них є клас груп зі скінченним комутантом та більш широкий 

клас FC-груп. У статтях Л.А. Курдаченко, Х. Отала, А. Руссо та 

Д. Вінченці [20,21] вивчалися групи, у яких підгрупи системи Cnon_norm(G ) 

мають скінченний комутант або будуть FC-групами. Оскільки природним 

узагальненням скінченних груп є черніковські групи, то природним 

розширенням груп зі скінченним комутантом будуть групи з 

черніковським комутантом. Дана робота присвячена розгляду груп, у яких 

кожна підгрупа є або нормальною, або має черніковський комутант.
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РОЗДІЛ 1 

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ ТА ПОПЕРЕДНІ 

ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

У цьому розділі дається огляд літератури, присвяченої 

дослідженням, що пов'язані з результатами даної роботи. Наведемо 

короткий виклад відомих результатів, які використовуються в 

подальшому.

1.1. Огляд літератури

Якщо G -  група, то через CnoJ G ) (відповідно, через Cnon_noJ G ) ) 

будемо позначати систему усіх нормальних підгруп групи G  (відповідно, 

систему всіх підгруп, що не є нормальними). Г рупи з великими системами 

нормальних підгруп є досить давнім об'єктом дослідження у теорії груп. 

Нормальні підгрупи мають досить великий вплив на будову групи, тому 

коли система Ĵ norm{G) є достатньо великою (відповідно, система 

Cn0n_„orm(G) є досить малою) досить часто структура групи може бути 

детально вивчена. Наприклад, якщо всі підгрупи групи є нормальними 

(тобто система Cnorm{G) містить усі підгрупи групи і відповідно система 

Cn_ ( G )  є пустою), то вона або абелева, або є прямим добутком групи 

кватерніонів, елементарної абелевої 2-групи та періодичної групи без 

елементів порядку 2. Цей результат був отриманий для скінченних груп ще 

в роботі Р. Дедекінда [2], а потім був розширений на довільні групи у 

роботі Р. Бера [3]. Природним наступним етапом стало вивчення груп G, у 

яких система C,non_norm{G) задовольняє деякому (часто досить сильному) 

обмеженню. Першими такими роботами були роботи О.Ю. Шмідта [4,5], 

що вже стали класичними. В них О.Ю. Шмідт вивчав скінченні групи, у 

яких усі підгрупи системи Cnon_norm(G ) є спряженими або система підгруп
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Розділ 1. Огляд літератури та попередні теоретичні відомості

A _ ( G )  складається з двох класів спряжених підгруп. Цікаво 

відмітити, що результати роботи О.Ю. Шмідта [4] були повторені значно 

пізніше Р. Брандлем [22], а результати роботи О.Ю. Шмідта [5] були 

повторені значно пізніше Х. Моусаві [23]. Але систематичне вивчення 

груп, у яких система підгруп, що не є нормальними, задовольняє деяку 

досить сильну умову, починається С.М. Черніковим. Він написав серію  

статей, у яких продемонстрував ефективність цього підходу. У першій 

роботі [6] цієї серії він розглянув нескінченні групи, у яких множина 

Cn_ ( G )  складається лише зі скінченних підгруп. У роботі [7] він 

розглянув нескінченні групи, у яких множина Cnon_norm(G ) задовольняє 

умову мінімальності. У цьому зв'язку слід відмітити, що в 1990 р.

Н. Хекстер та Х. Ленстра опублікували роботу [24], де розглянули групи, у 

яких множина Cnon_norm(G ) є скінченною. Результати цієї роботи є простим 

наслідком результатів роботи [7]. У роботах [25-30] С.М. Черніковим були 

розглянуті деякі узагальнення результатів перших двох робіт. У роботі 

Л.А. Курдаченка, М.Ф. Кузенного та М.М. Семка [31] та у роботі 

Д. Кутоло [32] було розглянуто нескінченні групи, у яких множина 

Cn_ ( G )  задовольняє умову максимальность Ці результати були 

узагальнені у роботі Л.А. Курдаченка та В.Е. Г орецького [33].

У відомих роботах Р. Бера та Д.І. Зайцева були введені дуже цікаві 

нові умови скінченності -  слабкі умови максимальності та мінімальності 

для різних типів підгруп. Ці умови та пов'язані з ними результати 

виявились настільки цікавими та плідними, що породили велику серію  

робіт, у яких ці умови розглядались для різних типів підгруп. Ми не 

будемо розглядати тут всі аспекти досліджень, пов'язаних зі слабкими 

умовами максимальності і мінімальності для різних типів підгруп, а 

відмітимо один результат, пов'язаний з нашою тематикою.

Нехай M  -  деяка система підгруп групи G. Будемо говорити, що M  

задовольняє слабку ум ову мінімальності (відповідно, максимальності) або
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Групи з обмеженнями на підгрупи, що не є нормальними

група G  задовольняє слабку умову мінімальності для M  -підгруп чи 

коротше M i n - ю —M  (відповідно, максимальності для M -підгруп чи 

коротше M a x - ю - M ), якщо G  не має таких нескінченних спадаючих 

(відповідно, зростаючих) рядів {Н п п є  N] підгруп з системи Ш , що 

індекси І Н п : H n+l І (відповідно, | Н п+1 \Н п |) нескінченні для кожного п є  N . 

Якщо M  -  множина всіх ненормальних підгруп, то маємо групи зі слабкою 

умовою мінімальності (відповідно, максимальності) для ненормальних 

підгруп. Вони вивчалися Л.А. Курдаченком та В.Е. Горецьким [33].

Ф.М. Лиман [34,35] розглянув групи, у яких множина Cnon_norm(G ) 

складається лише з циклічних підгруп. Якщо в групі всі циклічні підгрупи 

нормальні, то і всі її підгрупи нормальні. Тому виникає питання про 

будову груп, всі нециклічні підгрупи яких нормальні, тобто система всіх 

ненормальних підгруп складається тільки з циклічних підгруп. Це питання 

було поставлено С.М. Черніковим [26]. Вказані вище роботи і були 

присвячені розв'язанню цього питання. Якщо в групі всі скінченно 

породжені підгрупи нормальні, то і всі її підгрупи нормальні. Природно 

виникає питання про протилежну ситуацію: що можна сказати про групи, 

всі підгрупи яких, що не мають скінченної системи породжуючих 

елементів, нормальні. Групи такого роду розглядались у роботах 

Л.А. Курдаченка та В.В. Пилаєва [36] та Д. Кутоло і Л.А. Курдаченка [37]. 

Слід також відмітити серію статей М.Ф. Кузенного, М.М. Семка [38-67], 

М.М. Семка, О.А. Ярової [68-74], де були розглянуті групи з іншими 

природними обмеженнями на систему Спогт((ї).

Природним продовженням робіт О.Ю. Шмідта [4,5] стала робота 

Р. ла Хайє та А. Ремтулли [75], де розглядались групи (як скінченні, так і 

нескінченні), у яких множина Cnon_norm(G ) розпадається у досить малу 

кількість класів спряженості. У роботі М. де Фалько, Ф. де Жиованні та 

К. Мюзелли [76] були розглянуті нескінченні групи, у яких множина 

Cn_ { G )  є об'єднанням скінченного числа класів спряженості.
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Розділ 1. Огляд літератури та попередні теоретичні відомості

Г.М. Ромаліс та М.Ф. Сесєкін [8-10] почали вивчати групи, у яких 

система Cnon_norm(G ) складається тільки з абелевих підгруп. Такі групи 

були названі ними метагамільтоновими. Вивчення скінченних 

метагамільтонових груп було продовжено у роботах В.Т. Нагребецького

[11] та А.А. Махньова [12]. Та повний опис метагамільтонових груп був 

отриманий у серії робіт М.Ф. Кузенного та М.М. Семка [13-19].

Зазначимо, що клас абелевих груп має багато природних розширень. 

Одними з них є клас груп зі скінченним комутантом та більш широкий 

клас FC-груп. У статтях Л.А. Курдаченка, Х. Отала, А. Руссо та 

Д. Вінченці [20,21] вивчалися групи, у яких підгрупи, що не є 

нормальними, мають скінченний комутант або будуть FC-групами. 

Оскільки природним узагальненням скінченних груп є черніковські групи, 

то природним розширенням груп зі скінченним комутантом будуть групи з 

черніковським комутантом. Дана дисертаційна робота присвячена 

розгляду груп, у яких кожна підгрупа є або нормальною, або має 

черніковський комутант.

1.2. П опередні теоретичні відомості

Наступні результати, що будуть потрібні, відносяться до теорії FC - 

груп. Перший результат, який ми будемо використовувати -  це класична 

лема Діцмана (див., наприклад, [77, лема II. 1.1]).

1.2.1. Лема. Нехай G -  група, M  -  скінченна підмножина її 

елементів. Припустимо, що кожний елемент множини М  м ає скінченний 

порядок і скінченну кількість спряжених. Тоді нормальна підгрупа, 

породж ена підмножиною М , буде скінченною.

Наступний важливий результат цієї теорії -  класична теорема

І. Шура (див., наприклад, [77, теорема II. 1.4]).

1.2.2. Теорема. Нехай G -  група, центр якої м ає скінченний індекс с. 

Тоді комутант [G, G] також  скінченний, більш того [G, G ]с = (1).
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Ця теорема має наступне узагальнення, яке також буде нам потрібне 

(див., наприклад, [78, теорема 3.9]).

1.2.3. Теорема. Нехай G -  група і припустимо, що її фактор-група по 

центру є  черніковською. Тоді комутант [G, G] також  буде черніковською  

підгрупою.

Нам також будуть потрібні деякі результати теорії абелевих груп. 

Перший з них -  наступний (див., наприклад, [79, теорема 14.4]).

1.2.4. Теорема. Нехай G -  абелева група, що містить у  собі підгрупу 

Н, для якої фактор-група G  /  H  є вільною абелевою. Тоді підгрупа H  

виділяється у  групі G прямим множником, тобто G = H  х K  для деякої 

підгрупи K.

1.2.5. Пропозиція [80]. Нехай G -  гіперцентральна група та нехай 

А -  нормальна абелева р-підгрупа для деякого простого числа р. Якщо 

фактор-група G  /  Q  (A) не м ає власних підгруп індексу р, то центр групи 

G містить у  собі підгрупу А.

Наступний результат є одним з перших важливих результатів теорії 

скінченних груп (див., наприклад, [81, теорема A.10.7]).

1.2.6. П ропозиція. Нехай G -  скінченна група. Якщо кожна власна її 

підгрупа буде абелевою, то група G є  розв'язною.

Нехай G  -  група. Система 6  її підгруп називається системою 

Куроша-Чернікова, якщо вона задовольняє наступні умови:

(i) впорядкована за включенням множина 6  лінійно впорядкована;

(ii) G,<1) є  6 ;

(iii) 6  є замкненою відносно перетинів та об'єднань своїх підгруп, 

зокрема разом з кожною своєю підгрупою H  ф G  вона містить перетин H Л 

усіх тих підгруп системи 6  , які містять Н  та не співпадають з Н , а також 

разом з кожною своєю неодиничною підгрупою K  вона містить об'єднання 

K V тих підгруп системи 6 ,  які містяться в K  та не співпадають з K;

(iv) якщо H  є  6  та H  ф G , то H  є нормальною в H Л.
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Фактор-групи H Л / H  називаються факторами системи 6 .  Система 

6  називається нормальною, якщо кожен її член є нормальною підгрупою  

усієї групи G .

1.2.7. Теорема [82, § 58]. Якщо G -  локально розв'язна група, то вона 

м ає нормальну систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть 

абелевими.

Також потрібними будуть деякі результати теорії локально 

скінченних груп. Перший результат, що вже став класичним, це наступна

1.2.8. Теорема [83]. Якщо кожна абелева підгрупа локально 

скінченної групи G задовольняє ум ову мінімальності, то G черніковська. 

Зокрема, локально скінченна група з умовою мінімальності є  

черніковською.

З теореми 4.8 книги [84] та існування класифікації скінченних 

простих груп випливає наступне твердження.

1.2.9. Теорема. Нехай G -  локально скінченна проста група. 

Припустимо, що силовські р-підгрупи G розв'язні для кожного простого 

числа р. Тоді G не мож е бути скінченновимірною лінійною групою.

1.2.10. Теорема [85]. Нехай G -  нескінченна локально скінченна 

проста група. Припустимо, що силовські р-підгрупи G будуть розв'язними 

для кожного простого числа р. Якщо G не є  скінченновимірною лінійною 

групою, то вона містить у  собі таку підгрупу Y, що центральна фактор- 

група Y / < (̂Y) є  ізоморфною або до PSL2 (K ), або до S z (K ) для деякого  

нескінченного локально скінченного поля K.

1.2.11. Теорема [86]. Нехай G -  група, кожна власна підгрупа якої є  

розширенням черніковської підгрупи за допомогою нільпотентної групи. 

Тоді група G не мож е бути ізоморфною до груп PSL2 (K ) або S z (K ) для 

будь-якого нескінченного локально скінченного поля K.

Наступний класичний результат є відомим.

1.2.12. Теорема. Якщо G -  скінченно породж ена група, то кожна її 

підгрупа, що м ає скінченний індекс, також  буде скінченно породженою.
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1.2.13. Теорема (див, наприклад, [87, глава 1, теорема 1]). Якщо G -  

майж е поліциклічна група, то вона буде резидуально скінченною.

1.2.14. Теорема (див, наприклад, [88, теорема 3]). Якщо G -  

скінченно породж ена метабелева група, то вона задовольняє ум ову  

максимальності для нормальних підгруп.

1.2.15. Теорема [2, 3]. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої 

нормальна. Якщо вона не є  абелевою, то G буде прямим добутком групи 

кватерніонів, елементарної абелевої 2-групи та періодичної абелевої групи 

без елементів порядку 2.

1.2.16. Теорема (див, наприклад, [89, теорема 7.4]). Нехай група G є  

об'єднанням скінченної множини абелевих підгруп. Тоді її центр м ає  

скінченний індекс.

1.2.17. Теорема (див, наприклад, [89, теорема 1.6]). Нехай G -  FC- 

група. Якщо вона є  вільною від скруту, то вона буде абелевою.

1.2.18. Теорема (див, наприклад, [89, теорема 1.6]). Нехай G -  FC- 

група. Множина всіх її елементів, що мають скінченний порядок, є  її 

характеристичною підгрупою.

1.2.19. Теорема (див, наприклад, [78, наслідок 5.12]). Нехай G -  

скінченна група. Припустимо, що А -  ZG -модуль та В -  його Z G -  

підмодуль. Якщо адитивна група модуля A є  скінченно породженою, то 

існує такий ZG -підмодуль Е, що перетин В с л Е  та фактор-група 

A /  (B n  E) будуть скінченними.

1.2.20. Теорема (див, наприклад, [78, наслідок 5.15]). Нехай G -  

скінченна група, F  -  поле та A -  FG-модуль. Припустимо, що або 

char(F ) = 0, або char(F ) не ділить порядок групи G. Тоді A буде 

напівпростим FG-модулем.

1.2.21. Теорема (див, наприклад, [1, пропозиція 7.11]). Нехай D  -  

дедекіндова область, P  -  максимальний ідеал кільця D  та A -  P -модуль над

D. Модуль A буде артиновим тоді й тільки тоді, коли артиновим буде 

його нижній шар j(A ).
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1.2.22. Теорема (див, наприклад, [1, пропозиція 7.11]). Нехай D  -  

дедекіндова область та A -  модуль над D. Модуль A буде артиновим тоді 

й тільки тоді, коли

A = a D ® ... ® anD © C  © ••• © C , 

де C  -  прюферовий P -підмодуль, P  є  S pec(D ), 1 < j  < k , та

AnnD (a ) = p m , P  є  S pec(D ), 1 < j  < n .

1.2.23. Теорема (див, наприклад, [1, теорема 5.26]). Нехай D  -  

дедекіндова область та A -  модуль над D. Якщо A є  періодичним та 

подільним, то А буде розкладатися у  пряму суму прюферових підмодулів.

1.2.24. Теорема (див, наприклад, [1, наслідок 6.5]). Нехай D  -  

дедекіндова область та A -  модуль над D. Якщо AnnD (A) є  ненульовим, 

то А буде розкладатися у  пряму суму циклічних підмодулів.

1.2.25. Теорема (див, наприклад, [1, теорема 9.15]). Нехай D  -  

дедекіндова область та A -  P -модуль над D  для деякого максимального 

ідеалу P. Тоді A містить у  собі такий D -сервантний підмодуль B, що B 

розкладається у  пряму суму циклічних підмодулів, а фактор-модуль A / B 

буде D -подільним.

1.2.26. Теорема (див, наприклад, [1, теорема 8.11]). Нехай D  -  

дедекіндова область та A -  модуль над D. Якщо В -  сервантний D- 

підмодуль А, для якого AnnD (A) є  ненульовим, то А буде розкладатися у  

пряму суму A = B  © C  для деякого D -підмодуля C.

1.2.27. Теорема [80, лема 1]. Нехай G -  група, а -  її елемент, що м ає

скінченну множину спряжених. Тоді нормальне замикання {OjG буде або

скінченним, або розширенням скінченної підгрупи за допомогою вільної від 

скруту скінченно породж еної абелевої групи.

1.2.28. Теорема (див., наприклад, [79, теорема 23.1]). Нехай G -  

періодична подільна абелева група. Тоді вона розкладається у  прямий 

добуток квазіциклічних підгруп.
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1.2.29. Теорема [90]. Нехай G -  локально скінченна група. 

Припустимо, що силовські р-підгрупи G є  черніковськими для кожного 

простого числар. Тоді група G буде майж е локально розв'язною.

1.2.30. Теорема [91]. Нехай G -  періодична локально розв'язна група. 

Припустимо, що силовські р-підгрупи G є  черніковськими для деякого 

простого числа р. Тоді фактор-група G / O , (G) буде черніковською

групою.

1.2.31. Наслідок. Нехай G -  періодична майж е локально розв'язна  

група. Припустимо, що силовські р-підгрупи G є  черніковськими для 

деякого простого числа р. Тоді фактор-група G / O , (G) буде

черніковською групою.

1.2.32. Теорема (див., наприклад, [92, теорема 2.4.5]). Нехай G -  

локально скінченна група та С -  її нормальна черніковська підгрупа. Якщо 

n (C ) n n ( G  /  C ) = 0 , то підгрупа С м ає доповнення і всі ці доповнення 

спряжені у  групі G.

1.2.33. Теорема (див, наприклад, [78, пропозиція 5.19]). Нехай G -  

скінченна група, А -  ЪС -модуль, адитивна група якого є  періодичною. 

Припустимо, що П (A) n n ( G )  = 0 .  Тоді A = C  (G) © [A, G ] .
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РОЗДІЛ 2 

ГРУПИ, ВЛАСНІ ПІДГРУПИ ЯКИХ МАЮТЬ 

ЧЕРНІКОВСЬКИЙ КОМУТАНТ

Нехай G -  група, у якої система Cnon_norm{G) складається з підгруп, 

що мають черніковський комутант. Тут можливі дві крайні діаметрально 

протилежні ситуації: (а) система Cnon_norm(G ) є пустою; та (б) система 

Cn_ ( G )  складається з усіх власних підгруп групи G. У першому 

випадку всі підгрупи групи G  є нормальними, і структура такої групи 

давно відома. У другому випадку всі власні підгрупи групи G  мають 

черніковські комутанти, і цей випадок потребує спеціального дослідження. 

Це важливий перший етап у дослідженні груп, всі підгрупи яких або 

нормальні, або мають черніковський комутант.

2.1. П опередні результати

Ми почнемо з наступного невеликого узагальнення леми Діцмана.

2.1.1. Лема. Нехай G -  група та F  -  її скінченна підгрупа. Якщо 

множина підгруп, спряжених з F, є  скінченною, то нормальне замикання 

F g підгрупи F  також  буде скінченним.

Д оведення. Оскільки F  має скінченну множину спряжених підгруп, 

то її нормалізатор N G (F ) має скінченний індекс у групі G. Тоді F  буде 

нормальною скінченною підгрупою в H  = N G (F ). Звідси випливає, що 

централізатор Сн (x ) має в підгрупі H  скінченний індекс для будь-якого 

елемента x є  F . Оскільки індекс | G : H  | є скінченним, то таким же 

скінченним буде і індекс | G : CG (x) | для будь-якого елемента x підгрупи F. 

Застосувавши лему 1.2.1, отримаємо той факт, що нормальне замикання 

{х)°  буде скінченним для кожного елемента x є  F . Оскільки F  є
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скінченною, то її нормальне замикання породжується скінченною

множиною підгруп (x )G, кожна з яких є скінченною. Звідси і випливає

скінченність F g . □

2.1.2. П ропозиція. Нехай G -  група та Н  -  її підгрупа. Далі, нехай 

X -  клас груп, що задовольняє наступні умови:

(а) X = S X ,

(б) X = N  X ,

(в) кожне розширення довільної X -групи за допомогою скінченної 

групи належить до класу X .

Якщо Н  належить до класу X та множина підгруп, спряжених з Н, 

є  скінченною, то нормальне замикання H G підгрупи Н  також  належить 

до класу X .

Д оведення. Оскільки H  має скінченну множину спряжених підгруп, 

то її нормалізатор N G (H ) має скінченний індекс у групі G. Нехай 

{ H  = H , H ,..., Н п} -  множина всіх підгруп, спряжених з H  у групі G. Тоді і 

кожний нормалізатор L. = N G (H j ) буде мати в групі G  скінченний індекс,

0 < j  < n . Слід відмітити, що якщо Hj  = x~xH x , то і

Lj = N g (Hj  ) = N g ( H ) = N g ( H )x, 0 < j  < n , 

так що множина {L0, L ,..., L } буде точно класом спряжених підгруп. З того 

факту, що індекси | G : L І є скінченними, 0 < j  < n , отримаємо, що і

перетин К  = Р | Lj мусить мати в групі G  скінченний індекс. Також слід
0< j < n

зазначити, що підгрупа K  уже буде нормальною в групі G. Включення 

K  < N g  (H j ) забезпечує рівність HJ = H  для кожного елемента у  з 

підгрупи K  та кожного 0 < j  < n . Покладемо Tj = H . n  K , тоді будемо мати

TJ = {Hj  n  K )y = H y n  K y = H j  n  K  = Tj 

для кожного елемента у  з K  та кожного 0 < j  < n . Інакше кажучи, підгрупа
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T. буде нормальною в K  при кожному 0 < j  < n . З рівності X = SX  

отримаємо включення T  є  X , 0 < j  < n . За нашими умовами X = N 0X , а це 

тягне за собою той факт, що добуток T •... • Ти повинен належати до класу 

X . Є очевидним той факт, що підмножина {TQ, T , . . . , T } утворює клас 

спряжених підгруп. А  це означає, що їх добуток T = T •... • T  буде 

нормальною в G  підгрупою.

Маємо тепер ізоморфізм H T  / T  = H  / ( H  n  T ) . Далі маємо також

включення T  = H  n  K  < H  та T0 < T , так що T0 < H  n  T . З того факту, що 

K  -  нормальна в G  підгрупа, отримаємо що перетин H  n  K  буде 

нормальною в H  підгрупою. Ізоморфізм H  / ( H  n  K ) = H K  / K  разом зі 

скінченністю фактор-групи G / K  показує, що перетин H  n  K  має 

скінченний індекс в H. Оскільки H  n  K  міститься в H  n  T , то перетин 

H  n  T  має скінченний індекс в H, а оскільки H T  / T = H  / ( H  n  T ) ,  то це 

доводить скінченність H T  / T . Таким чином, H T  / T  є скінченною 

підгрупою фактор-групи G  / T , яка має скінченну множину спряжених 

підгруп. З леми 2.1.1 отримаємо, що її нормальне замикання 

(H T / T  )GIT = H GT / T  буде скінченною підгрупою. Зазначимо той 

очевидний факт, що підгрупа T міститься в H G, так що отримаємо рівність 

H GT = H G. Нарешті, скінченність H G / T  та включення T є  X разом з 

умовами цього твердження показують, що H G належить до класу X . □

2.1.3. Н аслідок. Нехай G -  група та Н  -  її черніковська підгрупа. 

Якщо множина підгруп, спряжених з Н, є  скінченною, то її нормальне 

замикання H G також буде черніковською підгрупою.

Очевидно, що клас черніковських груп задовольняє всім умовам 

пропозиції 2.1.2.

2.1.4. Лема. Нехай G -  розв'язна група. Якщо G містить у  собі власні 

підгрупи скінченного індексу і кожна власна підгрупа групи G м ає  

черніковський комутант, то [G, G] буде черніковською підгрупою.
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Д оведення . Оскільки G  є розв'язною, то вона містить у собі таку 

нормальну підгрупу L, що фактор-група G  / L буде скінченною циклічною 

р -групою для деякого простого числа р . Позначимо через gL породжуючий 

елемент цієї фактор-групи, тобто G  / L = ( gL ) . Припустимо спочатку, що

елемент g  має скінченний порядок. За нашими умовами G  / L буде p- 

групою, тому ми можемо вважати, що g  є p -елементом. З вибору L 

випливає, що її комутант [L,L] буде черніковською підгрупою. Нашою 

найближчою метою буде показати, що комутант фактор-групи G  /  [ L, L] 

буде черніковською підгрупою. Застосувавши рівності

[G / [L, L], G  /  [ L, L]] = [G, G] [ L, L] / [ L, L] = [G, G] / [L, L ] , 

отримаємо тоді, що і [G, G] є черніковською підгрупою. Оскільки всі 

наступні аргументи будуть застосовуватись до фактор-групи G  / [ L , L ] , то, 

щоб не робити позначень дуже громіздкими, простіше припустити, що 

підгрупа L має одиничний комутант, тобто є абелевою. Як ми побачимо з 

подальшого, це не обмежить загальності наших міркувань. З того факту, 

що L є абелевою зразу випливає, що перетин S  = (g )  n  L буде нормальною

підгрупою усієї групи G. Оскільки вона є скінченною, то буде достатнім 

довести, що комутант фактор-групи G  / S  буде черніковською підгрупою. 

Як це було раніше, щоб не ускладнювати позначень, можемо вважати 

підгрупу S одиничною. Припустимо, що L містить у собі власні підгрупи 

скінченного індексу. З того факту, що фактор-група G  / L є скінченною, 

отримаємо тоді, що L містить у собі власну G-інваріантну підгрупу K. 

Якщо припустити тепер, що G  співпадає з добутком підгруп K  та ( g ) , то

отримаємо рівність L = K (L n  (g ) ) = K , яка приводить до протиріччя з 

вибором підгрупи K. Отримане протиріччя показує, що добуток E = K^g }  

буде власною підгрупою в G . Це вже тягне за собою той факт, що комутант 

D  підгрупи K ( g }  буде черніковською підгрупою. Оскільки фактор-група 

G  / L є абелевою, то підгрупа L містить у собі комутант [G, G ], а значить
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отримуємо включення D  < [G, G] < L . Той факт, що фактор-група E  / D  

буде абелевою, тягне за собою рівність ( 1  = [gD,  K D  / D ] . З іншого боку, 

підгрупа. L також є абелевою, так що взаємний комутант [L / D,  K D  / D]  

буде одиничним. Прийнявши до уваги той факт, що група G  є добутком 

підгруп (g )  та L, отримаємо включення K D  / D  < £ ( G  / D ) . Скінченність

фактор-груп G / L  та L / K  тягне за собою скінченність фактор-групи 

(G / D)  /  (K D  / D ) . Інакше кажучи, центр фактор-групи G / D  має 

скінченний індекс. У цьому випадку її комутант U  / D  = [G / D , G / D]  буде 

скінченною підгрупою за класичною теоремою І. Шура (теорема 1.2.2). 

Але тоді підгрупа U  буде черніковською, а отже, і комутант [G, G] також 

буде черніковською підгрупою.

Тепер необхідно розглянути випадок, коли підгрупа L не містить у 

собі власних підгруп, що мають в ній скінченний індекс. Оскільки L є 

абелевою, то вибираємо в ній таку вільну абелеву підгрупу Y, що фактор- 

група L / Y уже буде періодичною, а у випадку, коли L є періодичною, 

будемо вважати підгрупу Y одиничною. З теореми 1.2.28 отримуємо, що 

L / Y буде прямим добутком квазіциклічних підгруп. Звідси отримуємо, 

що L містить у собі таку підгрупу V, що L / V -  квазіциклічна р-група для 

деякого простого числа р. Скінченність фактор-групи G / L тягне за собою  

скінченність множини {Vx І x є  G } . Покладемо

{V-' I x e G }  = {V,= V,V2,...,V J  та W = f |  Д  .
1<7<и

Для довільного елемента .х групи G  будемо мати ізоморфізм 

L / V х = Lx / Vх = L / V , який показує, що фактор-група L / Vх також буде 

квазіциклічною р-групою. Застосувавши теорему Ремака, отримаємо 

наступне вкладання

L / W ^ L / V l x . . . x L / Vn, 

яке, у свою чергу, свідчить про те, що фактор-група L / W  буде 

черніковською. Слід зазначити, що підгрупа W  є G-інваріантною, а
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добуток W ( g)  буде власною підгрупою G. Це тягне за собою той факт, що 

комутант Y підгрупи W ( g)  буде черніковською підгрупою. Застосувавши

наведені вище аргументи, ми можемо довести, що має місце включення 

WY  /  Y < C G  /  Y ). Скінченність фактор-групи G  / L і той факт, що L  /  W  є 

черніковською, дає можливість тепер довести, що фактор-група 

(G / Y ) /  C(G  /  Y ) буде черніковською. У цьому випадку комутант 

Z  /  Y = [G /  Y, G  /  Y] буде черніковською підгрупою за теоремою 1.2.3. 

Згадаємо, що підгрупа Z  є черніковською, а значить і комутант [G, G] 

також буде черніковською підгрупою.

Припустимо тепер, що елемент g  має нескінченний порядок. Як це 

вже було раніше, ми можемо припустити, що підгрупа L є абелевою. Це 

припущення тягне за собою той факт, що перетин S  = ( g )  n  L буде вже

підгрупою, що нормальна в усій групі G. В фактор-групі G  / S  образ gS  

елемента g  вже має скінченний порядок, і з розглянутого вище випливає, 

що комутант G  / S  буде черніковською підгрупою. Позначимо через Т 

періодичну частину абелевої підгрупи L. Зазначимо, що T буде G- 

інваріантною підгрупою. Розглянемо фактор-групу G  / T .

Нехай T ф bT  -  довільний елемент L / T , і покладемо

B  / T = (bT)GT = (bT ){gT). Якщо ( g T ,B  / T) -  власна підгрупа G  / T , то її 

комутант буде черніковською підгрупою. З іншого боку, комутант 

підгрупи ( g T , B  / T) міститься в B  / T , а тому буде вільною від скруту

підгрупою. Звідси випливає, що комутант підгрупи ( g T , B  / T) буде 

одиничним, тобто елементи gT  та bT  будуть переставними. Припустимо 

тепер, що G  /  T  = ( g T , B  / T ) . Тоді має місце рівність

(B  /  T ) (L  / T  n (  g ^  ) = L  /  T . Очевидним є включення

L  /  T  n (  g ^  < CBIT (g T ) , яке свідчить про те, що СВІТ (g T ) є неодиничною  

підгрупою. Якщо B  /  T = Св/Т (g T ) , то знову отримуємо, що елементи gT  та
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bT  будуть переставними. Тому залишилось розглянути випадок, коли 

B  /  T  ф Сбіт (g T ) = С  /  T . Оскільки взяття кореня у вільній від скруту 

абелевій групі є однозначним, то С  / T  буде сервантною підгрупою B  / T . 

З того факту, що фактор-група G  / L є скінченною, випливає, що B  / T 

буде скінченно породженою абелевою підгрупою, а тому B  / С  є вільною 

абелевою групою скінченного рангу. Але тоді підгрупа С  / T  виділяється 

прямим множником, тобто має місце прямий розклад B  /  T  = С  /  T  х R  /  T  

для деякої підгрупи R  / T  (див. теорему 1.2.4). Маємо тепер 

[ gT)  n  R  / T = ( l ) , зокрема, (g T , R  / T) буде власною підгрупою фактор- 

групи G  / T . Як ми вже бачили раніше, у цьому випадку підгрупа 

[ g T , R  / T) є абелевою, а тому має місце включення R  /  T  < СВІТ (g T ) = С  / T . 

Отримана суперечність показує, що B  / T = СБІТ (g T ). Таким чином, у

кожному з випадків фактор-група G  / T  буде абелевою.

Оскільки підгрупа T є періодичною, то перетин T n  S  буде 

одиничним. Застосувавши тепер теорему Ремака, отримаємо, що група G 

буде ізоморфною до деякої підгрупи декартового добутку G / T  х G  / S . З 

того факту, що фактор-група G  / T  є абелевою, а комутант фактор-групи 

G  / S  є черніковською підгрупою, отримаємо тепер, що і комутант групи G

буде черніковською підгрупою. □

2.1.5. Лема. Нехай G -  розв'язна група і припустимо, що вона не 

містить у  собі власних підгруп скінченного індексу. Якщо кожна власна 

підгрупа групи G м ає черніковський комутант, то [G, G] буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Оскільки група G  є розв'язною, то вона містить у собі 

таку нормальну підгрупу В, що відповідна фактор-група G  / B  буде 

абелевою. Слід відмітити тепер, що абелева група, яка не має власних 

підгруп скінченного індексу, буде подільною. Таким чином, фактор-група 

G  / B  буде подільною абелевою. Далі зазначимо, що кожна подільна 

абелева група має квазіциклічну фактор-групу. Таким чином, G  містить у
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собі таку нормальну підгрупу L, що фактор-група G / L буде 

квазіциклічною р -групою для деякого простого числа р . У цьому випадку 

існує такий зростаючий ланцюжок підгруп

що кожний фактор Lw+1 / L0 буде циклічною групою порядку р п при п > 0. 

Нехай L +1 /  L  = { g n+Lo) , п > 0 . З того факту, що L є власною підгрупою  

випливає, що її комутант [L,L]  буде черніковською підгрупою. Покажемо, 

що фактор-група G / [ L,  L] має черніковський комутант. Як це було при 

доведенні попередньої леми, не обмежуючи загальності наших міркувань, 

можна припустити, що підгрупа [L,L]  буде одиничною. Інакше кажучи, ми 

можемо вважати підгрупу L абелевою. Оскільки і фактор-група G / L є 

абелевою, то для будь-якого елемента х групи G  взаємний комутант [x, A] 

буде підгрупою, нормальною в усій групі G. Дійсно, якщо у  -  довільний 

елемент групи G, то має місце рівність x-v = xb для деякого елемента b з 

підгрупи L. Врахувавши той факт, що L є абелевою підгрупою, для 

довільного елемента а є  L будемо мати рівність

З того факту, що L  є власною підгрупою, випливає, що її комутант буде 

черніковською підгрупою. Зокрема, взаємний комутант [g n,L] буде 

черніковською підгрупою для будь-якого п > 0 . Виберемо довільні 

елементи x, у  є  G , а є  L . Знову з урахуванням того, що L -  абелева 

підгрупа, маємо

[ x, а]у = [ xy , ау ] = [ xb, а у ] = [ x, ау ]b [b, ау ] = [ x, а у ].

[уу, а] = [x, а]у [у ,  а] = [x, а у ] [у ,  а] є  [x, A] [у ,  A ] .

Зокрема, [xk, A] є  [x, A ] , а тому Звідси випливають

наступні співвідношення

[gn,L] = [ ( gn) ,L] < [<gn+l^L]  = [gn+̂ L ] .

Таким чином, отримуємо наступну зростаючу послідовність
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[g ^ L] < [g2,L] < ••• < [g„,L] < [g„+l,L] < •••

G-інваріантних черніковських підгруп L. Якщо F  є скінченною G- 

інваріантною підгрупою L, то фактор-група G  /  С0 (F ) буде скінченною. За 

нашими умовами G  не містить у собі власних підгруп, що мають 

скінченний індекс, і це приводить нас до рівності G = С  (F ) ,  яка показує, 

що F  < ^ ( G ) . Нехай тепер C  -  черніковська G-інваріантна підгрупа L. 

Оскільки С  є абелевою, то вона буде об'єднанням своїх скінченних G- 

інваріантних підгруп. З доведеного вище випливає наступне включення 

С < C ( G ). Зокрема, центр £ (G)  містить у собі [g n, L] для кожного n > 0.

Покладемо К  = тоді К  < £ ( G )  і завдячуючи вибору підгрупи К ,

фактор-група Lw / K  буде абелевою групою для кожного n > 0.

G  / L буде абелевою. Таким чином, група G  є нільпотентною і її клас 

нільпотентності не перевищує 2.

Припустимо спочатку, що G  буде періодичною групою. Тоді маємо 

стандартний прямий розклад G = Drp Û{G)Gp , де G  -  силовська р-підгрупа

G. Якщо припустити, що множина n (G ) містить не менш ніж два простих 

числа, то група G  буде прямим добутком двох своїх власних підгруп, а в 

цьому випадку її комутант буде черніковською підгрупою. Припустимо 

тепер, що n (G ) = {p }  для деякого простого числа p. Застосувавши 

пропозицію 1.2.5, отримаємо включення L < £ ( G ). Прийнявши тепер до 

уваги той факт, що G  / L -  локально циклічна група, отримаємо, що група 

G  буде абелевою.

Залишилось розглянути випадок, коли група G  не буде періодичною. 

Оскільки вона є нільпотентною, то множина Т всіх її елементів, що мають 

скінченний порядок, буде характеристичною підгрупою. Фактор-група 

G  / T  вже є вільною від скруту, а тому група G  має таку нормальну

Враховуючи тепер рівність отримаємо, що і вся фактор-група
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підгрупу S, що G / S  буде вільною від скруту подільною абелевою групою. 

У свою чергу, це приводить до існування такої нормальної підгрупи R, що 

G  / R  = U  / R  х V  / R , де U  / R  та V / R  є квазіциклічними групами. Зокрема, 

група G  буде добутком двох своїх власних нормальних підгруп U, V, 

перетин яких дорівнює підгрупі R. З того факту, що U, V -  власні підгрупи, 

випливає що їх комутанти будуть черніковськими підгрупами. Покладемо 

D  = \U ,U ]\V ,V ] . Тепер вже фактор-група G / D  буде добутком двох своїх 

нормальних абелевих підгруп UD / D  та VD / D . Тому центр групи G / D  

містить їх перетин E  / D , а оскільки є очевидним включення 

RD  /  D  < E  /  D , то фактор-група (G  / D ) /  g (G  / D )  є черніковською. Але 

тоді комутант [G  / D ,G  / D ]  буде черніковською підгрупою за  

теоремою 1.2.3. Оскільки D  є добутком двох нормальних черніковських 

підгруп, то підгрупа D  є черніковською, а отже, і комутант [G, G] також

буде черніковською підгрупою. □

З лем 2.1.4 та 2.1.5 безпосередньо випливає

2.1.6. Наслідок. Нехай G -  розв'язна група. Якщо кожна власна 

підгрупа групи G м ає черніковський комутант, то комутант у с іє ї групи G  

буде черніковською підгрупою.

2.1.7. П ропозиція. Нехай G -  майж е розв'язна група. Якщо кожна 

власна підгрупа групи G м ає черніковський комутант, то комутант ус іє ї  

групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Оскільки G  -  майже розв'язна, то вона має найбільшу 

нормальну розв'язну підгрупу S  (розв'язний радикал групи G). Якщо має 

місце рівність S = G , то з наслідку 2.1.6 отримаємо, що комутант групи G  

буде черніковською підгрупою. Тому припустимо, що S  буде власною 

підгрупою в G. Нехай L / S  -  довільна власна підгрупа фактор-групи G / S . 

Тоді L буде власною підгрупою G, а тому її комутант [L, L] буде 

черніковською підгрупою. Скінченність індексу | G : L | і той факт, що 

комутант [L, L] є нормальною підгрупою в L, випливає, що індекс
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I G : N g ([L,L])| буде скінченним. Інакше кажучи, підгрупа [L,L]  має в 

групі G  скінченну множину спряжених. З наслідку 2.1.3 отримаємо, що 

нормальне замкнення [L, L]G буде черніковською підгрупою. Позначимо 

через M  систему усіх власних підгруп фактор-групи G / S . Оскільки G / S  

є скінченною, то ця система також буде скінченною. У цьому випадку 

скінченною буде і система D  = {[ L, L]I L > S , L / S  є  Ш }. Покладемо

C = [̂ L, L]g I[L, L] є  D . З доведеного вище випливає, що нормальне

замикання кожної підгрупи з системи D  є черніковською підгрупою, тому 

з того факту, що система D  є скінченною, отримаємо, що підгрупа С  буде 

черніковською. Далі, [S , S ] є  D , тому [S, S ] < C , а значить, [S , S ] < S  n  C . 

Врахувавши ізоморфізм SC / C  = S  / (S n  C ) , отримаємо тепер, що SC / C  є 

абелевою. Зокрема, якщо G = C S , то все доведено. Тому припустимо, що 

CS є власною підгрупою групи G. Якщо L / SC  -  власна підгрупа фактор- 

групи G / S C , то L / S  буде власною підгрупою в G / S . Звідси випливає 

включення [L, L] < C , яке показує зокрема, що L / SC  -  абелева підгрупа 

G / SC  . Таким чином, кожна власна підгрупа G  / SC  буде абелевою. Але 

тоді фактор-група G / SC  буле розв'язною (див. пропозицію 1.2.6). Отже, 

G / C  буде розв'язною групою. Знову використавши наслідок 2.1.6, 

будемо мати, що комутант K  / C  фактор-групи G / C  буде черніковською 

підгрупою. З того факту, що C  -  черніковська підгрупа, випливає, що і 

підгрупа K  буде черніковською. З очевидного включення [G, G] < K

отримаємо, що [G, G]  буде черніковською підгрупою. □

2.1.8. Пропозиція. Нехай G -  локально розв'язна група. Якщо кожна 

власна підгрупа групи G м ає черніковський комутант, то комутант у с іє ї  

групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Теорема 1.2.7 показує, що група G  має нормальну 

систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть абелевими. Якщо група G  

містить у собі власну підгрупу скінченного індексу, то вона містить у собі

119



Групи з обмеженнями на підгрупи, що не є нормальними

власну нормальну підгрупу скінченного індексу. Оскільки комутант будь- 

якої власної підгрупи є черніковською підгрупою, то група G  є розв'язною, 

і тому можна використати наслідок 2.1.6. Тому будемо вважати, що група 

G  не містить у собі власних підгруп скінченного індексу. Якщо F  є 

скінченною нормальною підгрупою G, то фактор-група G  /  С0 (F ) буде 

також скінченною. Наше припущення приводить тепер до рівності 

G = Са (F ) ,  яке означає, що центр £ (G)  містить у собі підгрупу F. Нехай 

тепер C  -  черніковська нормальна підгрупа G . Позначимо через D  її 

подільну частину. Оскільки D  є абелевою, то вона буде об'єднанням своїх 

скінченних G-інваріантних підгруп, і з доведеного вище випливає 

включення D  < C ( G ). В фактор-групі G  /  <^(G) підгрупа С ^ (О )/ £ (G)  буде 

вже скінченною та нормальною, і знову застосувавши наведені вище 

аргументи, отримаємо включення С ^ ( 0 ) /  £ (G)  < £ ( G  /  £ ( G ) ) . Інакше 

кажучи, другий гіперцентр (G) групи G  містить у собі кожну нормальну 

черніковську підгрупу. Позначимо тепер через K  об'єднання усіх власних 

підгруп з системи S . Оскільки S  є лінійно впорядкованою, то K  буде 

нормальною підгрупою групи G. Якщо K  ф G , то із властивостей системи 

S  випливає, що фактор-група G  /  K  буде абелевою. Тепер, прийнявши до 

уваги ту обставину, що [K , K  ] є черніковською підгрупою, отримаємо, що 

група G  буде розв'язною, а тоді залишається використати наслідок 2.1.6. 

Тому припустимо, що K  = G . Очевидно, включення U  < V  тягне за собою  

включення [U, U] < [V, V  ] , а тому система

M  = {[U ,U ]| U є  S , U ф G}  

також буде лінійно впорядкованою за теоретико-множинним включенням. 

Звідси випливає, що об'єднання М  всіх підгруп системи M  буде 

нормальною підгрупою групи G. Для кожної підгрупи U, що належить до 

системи M , її комутант [U ,U ] буде черніковською підгрупою. З 

доведеного вище отримаємо включення [U  ,U  ] < <̂2 (G ) . Інакше кажучи, для 

кожної підгрупи U, що належить до системи M , фактор-група
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U^2 ( G ) /  <̂2 (G)  буде абелевою. Але тоді фактор-група G / C i(G ) буде 

об'єднанням лінійно впорядкованої системи, що складається з абелевих 

підгруп. Тому G / <̂2 (G) буде абелевою. Це доводить той факт, що група G  

є нільпотентною. Знову нам залишилось використати наслідок 2.1.6.

2.2. Структура груп, всі власні підгрупи яких мають  

черніковські комутанти

Наша мета тут -  з'ясувати будову груп, що належать до досить 

широкого класу груп і мають власні підгрупи з черніковським комутантом.

2.2.1. Означення. Група G називається локально ступінчатою, якщо 

кожна її скінченно породж ена підгрупа м ає власну підгрупу скінченного 

індексу.

Клас локально ступінчатих груп є дуже широким, він містить у собі 

класи всіх локально скінченних груп, локально майже розв'язних груп, 

локально резидуально скінченних груп.

Наступний результат є відомим, але, оскільки ми не змогли знайти 

відповідного посилання, то наведемо його тут з доведенням.

2.2.2. Пропозиція. Нехай G -  локально ступінчата група. Якщо G  

задовольняє умову мінімальності, то G є  черніковською групою.

Д оведення. Слід зазначити спочатку, що кожна група, яка 

задовольняє умову мінімальності, буде періодичною. Таким чином, група 

G  є періодичною. Позначимо через F  довільну скінченно породжену 

підгрупу групи G. Припустимо, що вона може бути нескінченною. 

Оскільки F  є скінченно породженою, то вона містить у собі власну 

підгрупу F  скінченного індексу. Скінченність індексу | F : F  I тягне за 

собою той факт, що підгрупа F  також буде скінченно породженою. Тому, 

у свою чергу, F містить у собі власну підгрупу F скінченного індексу. 

Розмірковуючи подібним чином, ми побудуємо строго спадаючий
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ланцюжок підгруп, що суперечить нашій умові. Отримане протиріччя 

доводить той факт, що підгрупа F  мусить бути скінченною. Таким чином, 

G  локально скінченна. Нарешті, локально скінченна група, що задовольняє 

умову мінімальності, буде черніковською (див. теорему 1.2.8). □

2.2.3. Лема. Нехай G -  локально ступінчата група, всі власні 

підгрупи якої мають черніковські комутанти. Якщо її комутант [G, G] не 

буде черніковською групою, то група G є  зчисленною.

Д оведення. Припустимо, що [G, G] не є черніковською підгрупою. З 

пропозиції 2.2.2 отримуємо, що вона не задовольняє умову мінімальності. 

Але тоді комутант [G, G] має строго спадаючу систему підгруп

Н  > Н  >... > H  >... .1 2  n

Виберемо елементи ^  є H  \ Н 2,х2 є H 2 \ H ,...,хп є Н п \ Н и_х,.... Покладемо 

тепер X n = (xj \ j  > n j , п є  N . Ці підгрупи також утворять строго спадаючу

систему X  > X  > ... > X  > ..• Це означає, що підгрупа X  = Х х не може 

бути черніковською. Оскільки кожний елемент х належить до комутанта 

[ G,G ], то знайдеться така скінченна підмножина M . , що х. є [ 1 1 ,Т  ] , де 

Tj = i^Mj ̂ , y e N .  Покладемо Т = ( м у \ j  Тоді Т буде зчисленною  

підгрупою та х є [ Т , Т ] для кожного натурального номеру j .  Інакше

кажучи, комутант [Т,Т] містить у собі підгрупу Х. Звідси випливає, що 

[Т,Т] не може бути черніковською підгрупою. Це означає, що Т не може

бути власною підгрупою. Отже, Т = G , а тому G  буде зчисленною. □

2.2.4. Лема. Нехай G -  нескінченна група, всі власні підгрупи якої 

мають черніковські комутанти. Припустимо, що G м ає таку систему 

власних підгруп

(1 ) = G0<G,<...<G„<G, 

що (J  Gn = G .  Тоді [(і. Сі] -  черніковська підгрупа.
п є  N
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Д оведення. Позначимо комутант [Gn, Gn ] через Dn для кожного 

натурального номера n . Оскільки D  є черніковською підгрупою, то D  

має максимальну нормальну подільну черніковську підгрупу К п, п є  N . З 

включення G  < G„+i отримуємо, очевидно, включення K  < K +1, що має 

місце для кожного натурального номера n. У свою чергу, це тягне за собою  

той факт, що об'єднання (J  К п = К  буде підгрупою групи G. Очевидно, ця
иє N

підгрупа буде періодичною абелевою, а також вона буде подільною. Якщо 

G = K , то G  абелева, і все доведено. Тому припустимо, що K  буде власною 

підгрупою. У цьому випадку вона буде подільною та черніковською. Всі 

наступні міркування ми будемо проводити у фактор-групі G  /  K . Тому, 

щоб не вводити нових позначень, будемо вважати підгрупу K  одиничною. 

Як це буде видно з наступного доведення, це не вплине на загальність 

наших міркувань.

Наше припущення тягне за собою той факт, що підгрупа D  буде 

скінченною для кожного натурального числа n. З включення Gn < Gn+l 

випливає, очевидно, що має місце включення Dn < Dn+l для кожного 

натурального числа n . У свою чергу, це тягне за собою той факт, що 

[J  D n = D  буде підгрупою групи G. Очевидно ця підгрупа є локально
neN

скінченною. Якщо G ф D , то D  буде черніковською нормальною 

підгрупою, фактор-група за якою буде абелевою, і все доведено. Тому 

припустимо, що G = D . Інакше кажучи, група G  буде зчисленною та 

локально скінченною. Якщо G  містить у собі власну підгрупу скінченного 

індексу, то наше твердження випливає з пропозиції 2.1.7.

Припустимо, що G  -  проста група. Нехай р  -  просте число та Р  -  

силовська р-підгрупа G. Якщо P  = G , то G  -  локально скінченна p -група. 

Зокрема, група G  буде локально розв'язною. Тоді з пропозиції 2.1.8  

випливає, що група G  має черніковський комутант. Отже, ми можемо 

припустити, що G  не є р -групою. У цьому випадку кожна силовська р -
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підгрупа буде власною, а тому має черніковський комутант. Зокрема, вона 

розв'язна. З теореми 1.2.9 випливає тоді, що група G  не може бути 

лінійною. У цьому випадку теорема 1.2.10 показує, що група G  містить у 

собі таку підгрупу Y, що її центральна фактор-група Y / £ (У ) є ізоморфною  

до PSL2 (K ) або до Sz( K ) для деякого нескінченного локально скінченного 

поля K. Однак, це суперечить теоремі 1.2.11. Отримана суперечність 

показує, що група G  не може бути простою.

Отже, G  містить у собі власну неодиничну нормальну підгрупу Д . 

Фактор-група G  / Д  знову буде нескінченною і не простою, а тому містить 

у собі власну неодиничну нормальну підгрупу Д  / Д , і т.д. Повторюючи ті 

ж самі аргументи, отримаємо, що група G  має зростаючий ряд нормальних 

підгруп

(1) < Д  < Д  < ... < Д <  Д +1 < ...Д  = G , 

де у  -  це зчисленне граничне порядкове число. Комутант Da кожної з 

нормальних підгруп Д є черніковською підгрупою. Позначимо через K  

подільну частину черніковської підгрупи Da . Слід зазначити, що в групі, 

яка не має власних підгруп скінченного індексу, кожна скінченна 

нормальна підгрупа міститься в її центрі. Оскільки підгрупа K  

породжується, очевидно, скінченними G-інваріантними підгрупами, а 

група G  не має власних підгруп скінченного індексу, то для кожного 

порядкового числа а < у  має місце включення Д ,  < £ ( G ) . Фактор-група 

D  / Ka буде скінченною, тому знову маємо Da /  Ka < £ ( G  /  K a) для 

кожного а < у . Це свідчить про той факт, що другий член верхнього 

центрального ряду групи G  містить у собі комутант [G, G ]. Зокрема, група 

G  буде нільпотентною. Нарешті, Залишається тепер застосувати 

наслідок 1.2.6. □

Тепер ми вже можемо отримати основний результат цього розділу.
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2.2.5. Теорема. Нехай G -  група, всі власні підгрупи якої мають 

черніковські комутанти. Якщо G м ає нормальну систему Куроша- 

Чернікова, фактори якої будуть локально ступінчатими, тоді її 

комутант [G, G] є  черніковською підгрупою.

Д оведення. Припустимо, що G  містить у собі таку власну нормальну 

підгрупу H, що фактор-група K  = G  /  H  буде локально ступінчатою 

групою. Якщо K  є скінченно породженою, то вона містить у собі власну 

підгрупу W  скінченного індексу. У цьому випадку W  має черніковський 

комутант, а тому група K  буде майже розв'язною, так що ми можемо 

використати пропозицію 2.1.7. Якщо ж K  не має скінченної системи 

породжуючих елементів, то вона буде об'єднанням зчисленної зростаючої 

послідовності своїх власних підгруп, і ми можемо використати лему 2.2.4. 

В цих випадках G  /  H  має черніковський комутант. Зокрема, фактор-група 

G  /  H  буде майже розв'язною. Оскільки Н  -  власна підгрупа, то вона також 

має черніковський комутант, і отже буде майже розв'язною. Звідси 

випливає, що і вся група буде майже розв'язною, так що можна знову 

застосувати пропозицію 2.1.7 і отримати, що G  має черніковський 

комутант.

Припустимо тепер, що G  не містить у собі власних нормальних 

підгруп, що фактор-групи за якими будуть локально ступінчатими. 

Зокрема, група G  не містить у собі власних підгруп, що мають скінченний 

індекс. Нехай S  -  нормальна система Куроша-Чернікова групи G, фактори 

якої є локально ступінчаті. З доведеного вище отримуємо, що система S  

не має максимальних елементів. Інакше кажучи, для довільної підгрупи L 

системи S  у цій ж системі S  існує така підгрупа R, що L буде власною 

підгрупою в R . Оскільки L є власною підгрупою в G , то вона має 

черніковський комутант [L, L ]. З того факту, що підгрупа L міститься в R, 

випливає відповідне включення для їх комутантів: [L, L] < [Д  ̂ ] . Тому 

система підгруп {[ L, L]| L  e S ) , як і система S , буде лінійно

125
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впорядкованою. Рівність G  = L тягне за собою той факт, що об'єднання
Le &

Q = \ J [ L , L ]  буде нормальною підгрупою, яка містить у собі комутант
Le &

групи G. Позначимо через d ([L, L]) подільну частину черніковської 

підгрупи [L, L ]. Оскільки L є підгрупою в R, то для подільних частин 

d  ([L, L]) та d  ([ R, R]) будемо мати наступне включення 

d ([L, L]) < d ([R, R ]). Тому система підгруп {d([L, L])| L  e S )  як і система 

S  , буде лінійно впорядкованою. Це тягне за собою той факт, що 

об'єднання D  = [J  d (\L ,L \)  буде підгрупою G. Слід зазначити той факт, що
Le &

центр групи G  містить у собі кожну скінченну нормальну підгрупу. 

Дійсно, група G  не містить у собі власних підгруп скінченного індексу, а 

тому централізатор кожної скінченної нормальної підгрупи повинен 

співпадати з усією групою. Оскільки подільна черніковська підгрупа 

d ([L,L]) буде об'єднанням своїх скінченних G-інваріантних підгруп, то 

центр C(G)  містить у собі d ([L, L]) для кожної підгрупи L є  S . Звідси 

випливає включення D  < £ ( G ) . Зазначимо, що D  буде періодичною  

абелевою подільною підгрупою. В фактор-групі G  /  D  розглянемо систему 

S Л = {LD  /  D  | L є  S ) . З включення d ([L, L]) < D  отримаємо ізоморфізм

[ L, L] / ([ L, L] n  D ) = [L, L]D / D , 

який показує, зокрема, що фактор-група [L, L]D / D  буде скінченною. 

Знову ми можемо використати той факт, що група G  не має власних 

підгруп скінченного індексу і отримати включення [L, L]D / D  < £ ( G  /  D ) 

для кожної підгрупи, що належить до системи S . Звідси випливає, що 

другий гіперцентр групи G  містить у собі підгрупу Q. Раніше вже було 

доведено, що Q  містить у собі комутант [G, G ]. А  це вказує на той факт, що 

група G  мусить бути нільпотентною. Тепер застосування наслідку 2.1.6 

доводить теорему. □
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Розділ 2. Г рупи, власні підгрупи яких мають черніковський комутант

2.2.6. Н аслідок. Нехай G -  група, всі власні підгрупи якої мають 

черніковські комутанти. Якщо G м ає зростаючий ряд нормальних підгруп, 

фактори якого будуть локально ступінчатими, то її комутант [G, G] є  

черніковською підгрупою.

2.2.7. Н аслідок. Нехай G -  група, всі власні підгрупи якої мають 

черніковські комутанти. Якщо G м ає спадаючий ряд нормальних підгруп, 

фактори якого будуть локально ступінчатими, то її комутант [G, G] є  

черніковською підгрупою.

2.2.8. Н аслідок [93]. Нехай G -  локально ступінчата група, всі власні 

підгрупи якої мають черніковські комутанти. Тоді і комутант у с іє ї групи 

G буде черніковською підгрупою.

2.2.9. Н аслідок. Нехай G -  локально узагальнено радикальна група, 

всі власні підгрупи якої мають черніковські комутанти. Тоді і комутант 

ус іє ї групи G буде черніковською підгрупою.

2.2.10. Наслідок. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, всі 

власні підгрупи якої мають черніковські комутанти. Тоді і комутант ус іє ї  

групи G буде черніковською підгрупою.

О.Ю. Ольшанський побудував серію екзотичних прикладів 

нескінченних простих груп, всі власні підгрупи яких будуть абелевими 

(див. [84, § 28]). Ці приклади доводять, що твердження теореми 2.2.5 не 

може бути розширено на довільні групи, всі власні підгрупи яких мають 

черніковські комутанти.
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РОЗДІЛ 3 

ГРУПИ, ВСІ ПІДГРУПИ ЯКИХ АБО НОРМАЛЬНІ, АБО 

МАЮТЬ ЧЕРНІКОВСЬКИЙ КОМУТАНТ

Нехай G -  група, у якої система Cnon_norm{G) складається з підгруп, 

що мають черніковський комутант. Позначимо через S  систему всіх тих 

підгруп, комутант яких не є черніковським. Тоді кожна з цих підгруп буде 

нормальною та визначає дедекіндову фактор-групу. Згадаємо, що 

дедекіндова група є нільпотентною, причому її клас нільпотентності не 

перевищує 2. Нехай Н  -  перетин усіх підгруп, що належать до системи S  . 

Тоді фактор-група G / Н  буде нільпотентною групою, клас 

нільпотентності якої не перевищує 2. Якщо K  -  власна підгрупа Н, то з 

вибору Н  випливає, що K  £ S , тому її комутант має бути черніковським. 

Як було доведено у попередньому розділі, при деяких досить загальних 

умовах підгрупа Н  також має черніковський комутант. З цього випливає, 

що вся група G  буде майже розв'язною (при тих додаткових умовах, які 

розглядались у розділі 2). Це показує, що випадок майже розв'язної групи є 

основним при вивченні груп, у яких система Gnon_norm{G) складається з 

підгруп, що мають черніковський комутант.

3.1. П опередні результати

Ми почнемо з наступного майже очевидного результату.

3.1.1. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Тоді мають місце твердження:

(i) якщо H  -  довільна підгрупа групи G, то кожна підгрупа H  або  

нормальна, або м ає черніковський комутант;

(ii) якщо L -  довільна нормальна підгрупа групи G, то кожна 

підгрупа фактор-групи G / L або нормальна, або м ає черніковський 

комутант;
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Розділ 3. Г рупи, всі підгрупи яких або нормальні, 
або мають черніковський комутант

(iii) якщо S -  довільна підгрупа групи G, комутант  [S , S ] якої не є  

черніковською підгрупою, то фактор-група G  / S буде дедекіндовою.

3.1.2. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що A -  вільна від скруту 

абелева підгрупа групи G. Якщо її нормалізатор N G (A) містить елемент g  

скінченного порядку, то g  є  CG (A ).

Д оведення. Припустимо протилежне, нехай централізатор CG (A) не 

містить елемент g. Нехай m -  довільне натуральне число. Покладемо 

Н т = ( Am,g j . Підгрупа A m буде характеристичною в A, а тому A m буде

(g )  -інваріантною. Тоді підгрупа (A m, g )  буде напівпрямим добутком

підгруп А т та ( g ) : ^A”\g ^  = Ä" X ( g ) . Звідси випливає включення

[Hm, Н т ] < A m. Припустимо, що підгрупа Â m, g'j буде абелевою. Тоді 

будемо мати

(ag )m = (am )g = am

для кожного елемента a  підгрупи A. Як наслідок, маємо рівність 

(aga _1)m = 1. Оскільки A є вільною від скруту, остання рівність тягне за 

собою рівність a ga _1 = 1, а отже a g = a . Це доводить включення g  є  CG (A ) , 

і ми отримуємо суперечність з нашим припущенням. Ця суперечність, у 

свою чергу, показує, що підгрупа ^A m, g^ не може бути абелевою для будь-

якого натурального числа m. Але в цьому випадку її комутант [Н т,Н т ] 

буде неодиничною підгрупою для будь-якого натурального числа m. 

Включення [Н , Н от ] < Am вказує на той факт, що підгрупа [Н от, Н т ] є 

вільною від скруту. Зокрема, вона не може бути черніковською. Але тоді 

підгрупа Â m, g j  мусить бути нормальною для будь-якого натурального

числа m . Отже і перетин П ( л ” ;g )  = ( s ) буде також нормальною
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підгрупою. Оскільки g  має скінченний порядок, то (g )  n  A = ( і ) , а це тягне 

за собою включення g  є  CG (A ) , що і доводить потрібний результат. □

3.1.3. Лема. Нехай G -  скінченно породж ена група. Якщо G містить 

у  собі підгрупу L скінченного індексу, комутант якої [L, L] є  черніковською  

підгрупою, то група G буде майже абелевою.

Д оведення. Позначимо комутант підгрупи L через K. Скінченність 

індексу | G : L | тягне за собою той факт, що підгрупа L також буде 

скінченно породженою (теорема 1.2.12). Позначимо через D  подільну 

частину черніковської підгрупи K. Тоді фактор-група L / D  містить у собі 

нормальну скінченну підгрупу K  / D , для якої L / K  буде абелевою та 

скінченно породженою. Зокрема, фактор-група L / D  буде майже 

поліциклічною. Але в цьому випадку L / D  буде резидуально скінченною 

(теорема 1.2.13). Звідси випливає, що L / D  містить у собі нормальну 

підгрупу F  / D  скінченного індексу, що має наступну властивість 

(F  / D )  n  (K  / D ) = ( 1  • Це показує, що підгрупа F  / D  мусить бути 

абелевою. Той факт, що її індекс | G : F  | є скінченним разом з 

теоремою 1.2.12 показує, що підгрупа F  є скінченно породженою. 

Оскільки вона є метабелевою, то вона задовольняє умову мінімальності 

для нормальних підгруп (теорема 1.2.14). З іншого боку, якщо D  буде 

неодиничною, то вона має нескінченний зростаючий ряд скінченних G- 

інваріантних підгруп. Ця суперечність показує, що D  = ( і ) , і отже L = L / D

майже абелева. Оскільки | G : L | скінченний, то G  майже абелева. □

3.1.4. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що комутант кож ної 

підгрупи скінченного індексу не є  черніковською підгрупою. Нехай R -  

перетин всіх підгруп, що мають скінченні індекси. Тоді фактор-група 

G / R або буде абелевою, або G м ає нормальну підгрупу V, що містить у  

собі R, для якої G / V -  це група кватерніонів, а V / R буде абелевою.
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або мають черніковський комутант

Д оведення. Оскільки комутант кожної підгрупи скінченного індексу 

не є черніковським, то кожна підгрупа. H, що має в G  скінченний індекс, 

буде нормальною в G. З леми 3.1.1 отримаємо, що фактор-група G / Н  

буде дедекіндовою. Нехай

M  = {X  | X  -  підгрупа, що має скінченний індекс в G}, R = n M .

За класичною теоремою Ремака фактор-група G  / R  буде ізоморфною до 

деякої підгрупи добутку DrHeWlG / Н . Припустимо, що G  / R  не є 

абелевою. Тоді група G  містить у собі таку нормальну підгрупу U  

скінченного індексу, що фактор-група G / U  буде неабелевою  

дедекіндовою групою. У цьому випадку будемо мати G / U  = Q / U  х V / U , 

де Q / U  -  група кватерніонів, а V / U  -  прямий добуток елементарної 

абелевої 2-підгрупи та періодичної абелевої підгрупи без елементів 

порядку 2 (теорема 1.2.15). Нехай W -  підгрупа V, що має в ній скінченний 

індекс. Тоді W  має скінченний індекс і в усій групі G, а отже буде 

нормальною в G. Фактор-група G / W  буде дедекіндовою та неабелевою. 

Якщо тепер припустити, що V / W  не є абелевою, то V містить у собі D- 

інваріантну підгрупу Y, для якої фактор-група V / Y буде групою 

кватерніонів. Тоді G / Y є розширенням групи кватерніонів за допомогою  

такої ж  групи кватерніонів. Але з іншого боку, підгрупа Y має скінченний 

індекс в G, а тому за лемою 3.1.1 фактор-група G / Y мусить бути 

дедекіндовою. Ця суперечність показує, що група V / W  буде абелевою. 

Нехай

S  = {X  | X  -  підгрупа, що має скінченний індекс в V}, Т  = n S . 

Очевидно, що S  буде підмножиною M , так що Т > R . Використовуючи 

знову теорему Ремака, отримаємо, що фактор-група V / Т  буде 

ізоморфною до деякої підгрупи добутку Drw ê V / W . Оскільки остання

група є абелевою, то V / Т  також буде абелевою. Нехай X  є  M , тоді 

X  n  V  має скінченний індекс в підгрупі V, а це показує, що X  n  V є  S . 

Звідси випливає рівність S  = { X  n  V  | X  є  M }. Тоді

131



Групи з обмеженнями на підгрупи, що не є нормальними

ґ  \
R = R c \V  = p | X  n V =  p |  ( X n V )  = T.

\ .Х є Ж  J xem

Таким чином, V / R  є абелевою. □

3.1.5. Наслідок. Нехай G -  скінченно породжена група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G -  

майж е розв'язна група, то G буде майже абелевою.

Д оведення . Якщо припустити, що група G  містить у собі підгрупу L 

скінченного індексу, комутант якої буде черніковською підгрупою, то з 

леми 3.1.3 випливає, що група G  буде майже абелевою.

Таким чином, тепер ми можемо припустити, що комутант кожної 

підгрупа, яка має в групі G  скінченний індекс, не є черніковською 

підгрупою. Позначимо через R перетин всіх підгруп, які мають скінченний 

індекс в групі G. Застосувавши лему 3.1.4, ми отримаємо, що фактор-група 

G  / R  є абелевою, або G  містить у собі таку нормальну підгрупу V, що 

V > R , G  / V -  група кватерніонів та V / R  є абелевою. Той факт, що 

фактор-група G  / V є скінченною, разом з теоремою 1.2.12 доводить, що 

підгрупа V буде скінченно породженою. Оскільки вона є ще і майже 

абелевою, то V має власні підгрупи скінченного індексу. Це тягне за собою  

наступну нерівність R ф V . Оскільки фактор-група V / R  є абелевою, то її 

комутант [V , V] = K  не може співпадати з підгрупою V. Нехай S  -  

найбільша нормальна розв'язна підгрупа K. Очевидно, підгрупа S  буде G- 

інваріантною. Припустимо, що K  ф S . Тоді фактор-група K  / S  буде 

скінченною та нерозв'язною. Фактор-група V / S  буде розширенням 

скінченної групи за допомогою абелевої. Оскільки вона є скінченно 

породженою, то V / S  буде майже поліциклічною. За теоремою 1.2.13 

фактор-група V / S  є резидуально скінченною. У цьому випадку V / S  має 

нормальну підгрупу E  / S  скінченного індексу, що має наступну 

властивість (E  /  S) n  (K  / S ) = ( і ) . Зокрема, E  має скінченний індекс в групі 

G, а отже вона буде нормальною в G. Співвідношення
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X / S  = (X / S ) / ( ( E / S ) n (X / S )) = (X / S )(E / S ) / ( E / S ) < ( G / S ) / ( E / S ) 

та G / E  = ( G / S ) / (E / S)  показують, що G / E  містить у собі скінченну 

нерозв'язну підгрупу. З іншого боку, ми вже вище відмічали, що кожна 

скінченна фактор-група групи G  є дедекіндовою, зокрема, вона буде 

розв'язною. Ця суперечність доводить рівність K  = S . Інакше кажучи, 

підгрупа K  є розв'язною. Припустимо, що K  неодинична. У цьому випадку 

U  = [ K , K ] ф K , а фактор-група V / U  не є абелевою, але буде метабелевою. 

Оскільки вона є скінченно породженою, то вона буде резидуально 

скінченною за теоремою 1.2.14. Звідси випливає, що підгрупа U  буде 

перетином деяких підгруп скінченного індексу. З іншого боку, підгрупа R є 

перетином усіх підгруп, що мають скінченний індекс в V. Тому R міститься 

в U. Ця суперечність доводить рівність K  = ( 1 ,  яка показує, що підгрупа V 

є абелевою. Скінченність фактор-групи G  / V доводить тепер той факт, що 

група G  є майже абелевою, що і було потрібно. □

3.1.6. Лема. Нехай G -  скінченно породж ена група, кожна підгрупа 

якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що 

група G є  вільною від скруту та містить у  собі нормальну абелеву 

підгрупу A, для якої фактор-група G  / A є  скінченною та циклічною. Тоді 

група G буде абелевою.

Д оведення. Нехай .х -  елемент групи G, що має наступну властивість 

G / A = (xA). За умовою леми G  / A є скінченною і тому xm є  A для деякого

натурального числа m. Оскільки G  є вільною від скруту, то і ф xm. Зокрема, 

C  = C  (х) -  неодинична підгрупа. Неважко упевнитись у тому, що 

підгрупа C  буде сервантною у підгрупі A. Якщо C  = A , то група G  буде 

абелевою, і все доведено. Тому тепер припустимо, що C  є власною 

підгрупою в A. Очевидно, що підгрупа C  буде (х) -інваріантною. Елемент

хС  має скінченний порядок в фактор-групі G / C . Використовуючи 

лему 3.1.2, ми отримаємо включення xC  є  CG/c (A / C ) . Але в цьому
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випадку фактор-група G  /  C  буде абелевою. Оскільки A є абелевою, то з 

вибору підгрупи C  випливає включення C < £ ( G ) . Зокрема воно свідчить 

про той факт, що група G  є нільпотентною. Оскільки вона є вільною від 

скруту, то з того факту, що вона майже абелева, випливає, що вона 

абелева. □

3.1.7. Наслідок. Нехай G -  скінченно породжена група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що група G є  вільною від скруту та майж е розв'язною. Тоді 

група G буде абелевою.

Д оведення. За наслідком 3.1.5 G  містить у собі таку нормальну 

абелеву підгрупу A, що фактор-група G  / А буде скінченною. Так що ми 

маємо G =  ÄXj для деяких елементів хх,...,хк групи G. Лема 3.1.6
і <j<k

показує, що підгрупа ^А, є абелевою для кожного 1 < j  < к . Рівність

G =  U  доводить тепер, що центр групи G  має у ній скінченний
і <j<k

індекс (теорема 1.2.16). Зокрема, G  буде FC-групою. Нам залишається 

тепер лише відмітити, що вільна від скруту FC-група абелева

(теорема 1.2.17). □

3.1.8. Наслідок. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що група G є  вільною від скруту. Тоді група G буде абелевою.

3.1.9. Лема. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Тоді 

множина всіх елементів групи G, що мають скінченний порядок, буде 

(характеристичною) підгрупою групи G.

Д оведення . Нехай x, y  -  довільні два елементи скінченного порядку. 

Позначимо через F  підгрупу, породжену елементами x , y . Припустимо, що 

підгрупа F  є нескінченною. За наслідком 3.1.5 F  містить у собі нормальну
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абелеву підгрупу A скінченного індексу. З теореми 1.2.12 отримуємо, що A 

також буде скінченно породженою. У цьому випадку ми можемо знайти 

таке натуральне число k, що підгрупа K  = Ak буде неодиничною та 

вільною від скруту. Більш того, фактор-група A / Ak є скінченною, тому 

скінченною буде також і F  / K . Лема 3.1.2 показує, що [K , x] = (і)  = [K , у ] .

Оскільки елементи х, у  породжують F, то звідси випливає, що центр 

підгрупи F  містить K. З іншого боку, оскільки центр F  має скінченний 

індекс, то F  буде FC-групою. Однак множина всіх елементів FC-групи, що 

мають скінченний порядок, є підгрупою (теорема 1.2.18). Зокрема, 

підгрупа {̂ x, у )  буде скінченною, що і доводить наш результат. □

3.1.10. Наслідок. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Тоді кожна 

скінченно породж ена підгрупа групи G є  скінченною над своїм центром. 

Зокрема, G є  локально FC-групою.

Д оведення. Нехай F  -  довільна скінченно породжена підгрупа групи 

G. Позначимо через T підмножину всіх тих елементів підгрупи F, що 

мають скінченний порядок. Відповідно до леми 3.1.9 підмножина T буде 

характеристичною підгрупою в F. Н аслідок 3.1.8 свідчить про той факт, 

що фактор-група F  / Т  буде абелевою. З цього випливає скінченність 

[F , F ] . Це означає, що F  буде FC-групою. Залишається відмітити, що

скінченно породжена FC-група має центр скінченного індексу. □

3.1.11. Наслідок. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Тоді 

комутант групи G буде періодичною підгрупою.

Д оведення. Позначимо через T підмножину всіх тих елементів групи 

G, що мають скінченний порядок. Відповідно до леми 3.1.9 підмножина T 

буде характеристичною підгрупою G. Фактор-група G / Т  вільна від

скруту а за наслідком 3.1.8 G / Т  абелева. Таким чином, [G, G] < Т . □
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Зібравши разом все доведене, ми отримуємо наступний результат.

3.1.12. Теорема. Нехай G -  локально майж е розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Тоді 

мають місце наступні твердження:

(i) кожна скінченно породж ена підгрупа групи G є  скінченною над 

своїм центром, зокрема, G є  локально FC-групою;

(ii) комутант групи G буде періодичною (і отже, локально 

скінченною) підгрупою. Зокрема, якщо G є  вільною від скруту, то вона 

буде абелевою.

Цю теорему можна розширити наступним чином.

3.1.13. Теорема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G м ає нормальну 

систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть локально ступінчатими, 

то вона є  майж е розв'язною. Зокрема, її комутант [G,G] є  локально 

скінченною підгрупою. Отже, якщо G є  вільною від скруту, то вона буде 

абелевою.

Д оведення . Якщо група G  містить у собі підгрупу скінченного 

індексу, що має черніковський комутант, то тоді G  буде майже розв'язною 

і можна застосувати теорему 3.1.12. Це показує, що далі ми можемо 

припустити, що комутант кожної підгрупи скінченного індексу не може 

бути черніковською підгрупою. Нехай

M  = {X  | X  -  підгрупа, комутант якої не є черніковською підгрупою},

R  = n M .

Отже, якщо підгрупа H  належить до системи M , то H  буде нормальною в 

G  і фактор-група G / Н  буде дедекіндовою за лемою 3.1.1. За класичною 

теоремою Ремака, фактор-група G  / R  є ізоморфною до деякої підгрупи 

добутку DrXeWlG / X . Оскільки кожна дедекіндова група або абелева, або 

нільпотентна класу 2 (теорема 1.2.15), то G  / R  також або абелева, або 

нільпотентна класу 2 (слід зауважити тут, що рівність G = R  є можливою). 

Якщо H  -  власна підгрупа R, то за побудовою R, підгрупа [Н , Н ] мусить
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бути черніковською. Теорема 2.2.5 показує, що комутант підгрупи R також 

буде черніковською підгрупою. Оскільки фактор-група G  / R  є 

нільпотентною, то група G  буде майже розв'язною. □

3.1.14. Наслідок. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої 

або нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G м ає нормальну 

систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть локально ступінчатими, 

то вона є  локально скінченною.

3.1.15. Наслідок. Нехай G -  скінченно породж ена група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G  

м ає нормальну систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть локально 

ступінчатими, то вона м ає центр скінченного індексу. Зокрема, вона буде 

майже абелевою.

Д оведення. Дійсно, з теореми 3.1.13 отримуємо, група G  буде майже 

розв'язною. А  тепер можна застосувати теорему 3.1.12. □

3.1.16. Наслідок. Нехай G -  локально ступінчата група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Тоді група  

G є  майж е розв'язною. Зокрема, її комутант [G,G] є  локально скінченною 

підгрупою. Отже, якщо G є  вільною від скруту, то вона буде абелевою.

3.2. Про деякі класи груп, всі підгрупи яких або нормальні, 

або мають черніковський комутант

У першому параграфі цього розділу ми отримали деякий загальний 

опис груп, у яких кожна підгрупа або нормальна, або має черніковський 

комутант. Наступні параграфи присвячені більш детальному вивченню 

будови таких груп. У цьому параграфі ми розглянемо випадок, коли така 

група має підгрупу скінченного індексу, комутант якої є черніковською 

підгрупою.
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3.2.1. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  вільна від скруту 

абелева підгрупа групи G. Якщо нормалізатор N G (A) містить такий

елемент g  нескінченного порядку, що g k є  A для деякого натурального 

числа k, то g  є  CG (A ) .

Д оведення. Припустимо протилежне, тобто нехай g  g CG (A ) . 

Оскільки g  має нескінченний порядок, то g k ф і , так що включення g k є  A 

показує, що підгрупа C  = CA(g ) буде неодиничною. Нагадаємо, що 

операція взяття кореня у вільній від скруту абелевій групі є однозначною, 

тому підгрупа C  буде сервантною в A . Із зробленого вище припущення 

випливає нерівність C  ф A . Отже, в підгрупі А ми можемо вибрати елемент

b, що не належить до підгрупи C. Покладемо B = {b^gg. Тоді Z  = B n  C  ф B , 

та підгрупа Z буде (g )  -інваріантною і також із співвідношень 

B / Z  = B / (B n  C) = BC / C  випливає, що фактор-група B / Z буде вільною 

від скруту скінченно породженою абелевою групою. Інакше кажучи, B / Z 

є вільною абелевою групою скінченного рангу. Але ж в такому випадку 

підгрупа Z виділяється прямим множником в групі, тобто B = Z  х R  для 

деякої підгрупи R (теорема 1.2.4). Застосувавши тепер теорему 1.2.19, 

отримаємо існування у підгрупі B (g )  -інваріантної підгрупи Е, яка має

наступні властивості: Z n  E  = (і) та фактор-група B / ZE буде скінченною. 

Зокрема, звідси отримуємо, що підгрупа Е  мусить бути неодиничною. З 

іншого боку, в фактор-групі [gC,  A / C ) елемент g C  має скінченний

порядок, а тоді з леми 3.1.2 випливає, що група ( g C , A / C) є абелевою. Це 

уже свідчить про той факт, що підгрупа С  містить у собі взаємний 

комутант [g , E ]. Зауважимо, що E  є (g )  -інваріантною, тоді включення

[ g , E]  < E . Отже, [g,  E] < C  n  E , а це означає, що [g , E ] = ф  і тому

E < CA (g ) = C . Це протиріччя доводить потрібну рівність A = CA (g ). □
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або мають черніковський комутант

3.2.2. Н аслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  вільна від 

скруту абелева підгрупа групи G. Тоді N G(A ) /C G(А) також  буде вільною 

від скруту.

3.2.3. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, g  -  елемент групи G і 

припустимо, що G містить у  собі підгрупу A, що м ає прямий розклад  

A = DrneNAn, де Ап -  це неодинична (g )  -інваріантна підгрупа, п є  N . Тоді

знайдеться таке натуральне число k, що [Аи, g ] = (і)  для всіх n > к .

Д оведення. Припустимо спочатку, що підгрупа (g )  буде 

нормальною та позначимо через (х) перетин (g )  n  А . Знайдеться такий 

номер k, що (х) n  Drn>kAn = ( 1 .  З нашого припущення про нормальність 

підгрупи (g )  випливає, що для кожного елемента y  групи G  має місце 

включення g ) ,у ] < ( g ) . З іншого боку, виберемо номер n, що має 

властивість n > к та нехай a -  довільний елемент підгрупи Аи. З того 

факту, що підгрупа Аи є (g )  -інваріантною, отримуємо включення 

[g , а] є  А , а значить і [g , а] є  Аи n ( g )  = ( 1 .  Таким чином, у цьому випадку 

ми приходимо до рівності [Аи, g ] = ( 1  для всіх натуральних чисел n > к .

Припустимо тепер, що підгрупи [Аи, g ] будуть неодиничними для 

нескінченної множини натуральних чисел n. Щ об не вводити нових 

позначень, ми можемо вважати, що нерівність [Аи, g ] ф  (і) має місце для

всіх n > к . Як це буде видно з подальшого розгляду, це не порушить 

загальності наших міркувань. Існують дві нескінченні підмножини А та Z , 

які мають наступні властивості: A u S  = {n | n > к} , а А п £  = 0 . Покладемо

А(А) = Drn£A Ап та А (2) = В гпєі: Ап .

Зразу слід відмітити, що перетин А (A) n  А (D) буде одиничним. Маємо
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d '™a[g , 4 ,] < [ ( g ) A(A)^ ^ ^ ( Д ) ]  та

D r [g , A ] < [ ( g )A(Z) , {g )A (Z ) ] .

Ці включення показують, що комутанти [ ( ^ A (A )^  ̂ A (A )]  та 

[ ( g)A (D },( g )A (D )] не можуть бути черніковськими підгрупами. А  це вже 

означає, що обидві підгрупи { g )A (  A) та (g)A (D ) мусять бути 

нормальними. Але тоді і їх перетин ( g }A(A)  n ( g^A('L) також буде 

нормальною підгрупою. З побудови підгруп A(A)  та A(Z) випливає 

рівність (^ A (A )  n (  g )A(Z)  = ( g ) . Таким чином, підгрупа (g )  є 

нормальною, а цей випадок вже був розглянутий раніше. □

3.2.4. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева р-підгрупа групи 

G для деякого простого числа р. Якщо gCG (A) -  q-елемент фактор-групи 

N g(A ) /  CG(A ) , де q -  просте число, відмінне в ідp, то взаємний комутант 

[A, g ] буде черніковською підгрупою.

Д оведення . Зразу слід відмітити спочатку, що централізатор 

C  = CA(g)  буде (g )  -інваріантною підгрупою А. Якщо aC  -  елемент

фактор-групи A / C , що має властивість [g,  a] = c є  C , то g~xag = a c , а тому 

g~ka g k = ack для будь-якого натурального числа k. Зокрема, якщо 

| gCG(A ) ^  t , то С = і. З іншого боку, натуральні числа t та p  є взаємно 

простими, а оскільки c буде p -елементом, то звідси отримуємо рівність 

c = і . Таким чином, має місце наступна рівність C /̂c (g ) = ( і ) . Позначимо

через B / C  нижній шар групи A / C . З того факту, що натуральні числа 

| gCG (A)|  та р  будуть взаємно простими, отримаємо прямий розклад

B  /  C  = D r^AAÄ /  C , де A  ̂/ C  -  мінімальна скінченна (g )  -інваріантна 

підгрупа для кожного індексу Я є А  (теорема 1.2.20). Застосувавши тепер 

леми 3.1.1 та 3.2.3 та враховуючи рівність C /̂c (g ) = ( і ) , отримаємо тепер
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або мають черніковський комутант

скінченність множини індексів Л . У свою чергу, це тягне за собою той 

факт, що група B  / C  буде скінченною. Скінченність нижнього шару 

абелевої р-групи А / C  означає, що ця р-група буде черніковською.

Розглянемо тепер відображення ф : а  ^  [a, g ], а є  А . З того факту, що

підгрупа A є абелевою, випливає, що це відображення буде ендоморфізмом 

підгрупи А. Тоді маємо

А /  CA (g ) = А /  К е ф  = lmфg = [ А, g  ].

Тільки що було доведено, що фактор-група А /  CA (g )  є черніковською, а це

тягне за собою той факт, що і підгрупа [ A, g  ] буде черніковською. □

3.2.5. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева р-підгрупа групи 

G для деякого простого числа р. Якщо gCG(А) -  р-елемент фактор-групи 

N g (A )/ CG (А ), то взаємний комутант  [ A, g  ] буде черніковською  

підгрупою.

Д оведення. Якщо [a, g ] = 1 для будь-якого елемента a з підгрупи A, 

то [ A, g  ] = ( 1 ,  і все доведено. Тому тепер слід припустити, що в підгрупі А

існує елемент b , який має властивість [Ьх, g ] ф  1. Покладемо B  = ( b ) ^ . 

Підгрупа B  буде скінченною та (g )  -інваріантною. Серед усіх підгруп А, 

що мають одиничний перетин з B виберемо максимальну і позначимо її 

через M . Тоді нижній шар фактор-групи А / М х буде скінченним, а це 

тягне за собою той факт, що ця фактор-група буде черніковською. 

Оскільки порядок | gCG (А) | є скінченним, то система підгруп |МX  | х є  <g>} 

буде скінченною. Нехай

Тоді перетин с .  = П  = P | Uj є, очевидно, (g )  -інваріантною
x e ( g )  \<j<m

підгрупою, і застосувавши теорему Ремака, отримаємо наступне вкладання
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A / C ^ D r l<j<mA / U r  

Для кожного елемента x з циклічної підгрупи (g )  має місце ізоморфізм 

A / MX = A / MX , з якого випливає, що фактор-група A / U . буде 

черніковською для кожного і < j  < m . Звідси ми отримаємо, що і фактор- 

група A буде черніковською.

Припустимо, що в підгрупі Q  існує елемент Ь2, що має властивість

[Ь2,g ] ф і . Покладемо B2 = (Ь2) ^ . Зазначимо, що підгрупа B2 буде 

скінченною та -інваріантною, а перетин Bl n  B2 буде одиничною. 

Серед усіх підгруп А, що мають одиничний перетин з виберемо

максимальну і позначимо її через M  . Тоді нижній шар фактор-групи 

A / M 2 буде скінченним, а це тягне за собою той факт, що ця фактор-група 

буде черніковською. За допомогою наведених вище міркувань побудуємо 

таку (g )  -інваріантну підгрупу C2, що фактор-група A / Q  буде 

черніковською, а перетин B B  n  Q  -  одиничним. Якщо взаємний 

комутант [C2, g ] ще неодиничний, то продовжимо розпочатий вище 

процес. Якщо припустити, що цей процес не є скінченним, то побудуємо 

нескінченну систему

{ В „ \п є  N}

таких скінченних -інваріантних підгруп, що взаємні комутанти [Bn, g ] 

будуть неодиничними для кожного натурального числа п, а

{Вп \ п є П )  = 0 г пєПВп.

Однак це суперечить лемі 3.2.3. Отримана суперечність показує, що 

вказаний процес не може бути нескінченним. Це означає, що А містить у 

собі таку (g )  -інваріантну підгрупу Е, що фактор-група A / E  буде 

черніковською, а взаємний комутант [E , g ] буде одиничним. Звідси, як і у 

попередній лемі, неважко отримати, що [A, g ] черніковська. □
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3.2.6. Н аслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G. Якщо gC G (А) -  р-елемент фактор-групи 

N g(A ) /C G(А ), де р  -  просте число, то взаємний комутант [A ,g ] буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Дійсно, маємо стандартний прямий розклад 

А = D r ЩА)А , де А  -  силовська q-підгрупа А, q є П ( А ). Застосувавши

лему 3.2.3, отримаємо існування такої скінченної підмножини п  с  П (А ), 

що взаємний комутант [А , g ] буде одиничним для всіх простих чисел q з 

підмножини П(А) \ п . Якщо q є п  та q ф p , то з леми 3.2.4 випливає, що 

взаємний комутант [А , g ] буде черніковською підгрупою. Якщо p  є п , то 

з леми 3.2.5 випливає, що підгрупа [ Ар, g  ] буде черніковською. 

Скінченність множини п  забезпечує той факт, що [A, g ] також буде 

черніковською підгрупою. □

3.2.7. Н аслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G. Якщо gCG (А) -  елемент скінченного порядку 

фактор-групи N G (A )/ CG (А ), то взаємний комутант [ A, g  ] буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Оскільки елемент gCG (А) має скінченний порядок, то 

розглянемо його стандартний розклад gCG(А) = g C (А )•... • g mCG(А ) , де 

gjC G (А) -  p  -елемент для деякого простого числа p , 1 < j  < m . З 

наслідку 3.2.6 отримуємо, що взаємний комутант [A, g  ] буде 

черніковською підгрупою для кожного j ,  1 < j  < m . З очевидного

співвідношення [ A, g  ] < [ A, g  ] •... • [ A, g m ] випливає тепер, що і [ A, g  ] також 

буде черніковською підгрупою. □
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3.2.8. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або  

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G. Якщо F  /  CG (А) -  скінченна підгрупа 

фактор-групи N G (A )/ CG (А ), то взаємний комутант  [ A, F  ] буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Нехай { g ,...,g m} -  повна підмножина представників всіх 

суміжних класів підгрупи F  за централізатором CG (А ), взятих по одному у 

кожному класі. Н аслідок 3.2.7 доводить той факт, що комутант [A, g  ] 

буде черніковською підгрупою для кожного j ,  1 < j  < m . З очевидного 

співвідношення [A, F ] < [ A, g  ] •... • [ A, g m ] випливає тепер, що і [ A, F ] також 

буде черніковською підгрупою. □

3.2.9. Наслідок. Нехай G -  майж е абелева група, кожна підгрупа 

якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G -  

періодична група, то її комутант буде черніковською підгрупою.

Д оведення . Позначимо через А нормальну абелеву підгрупу G , яка 

має скінченний індекс. За наслідком 3.2.8 взаємний комутант [ A, G] буде 

черніковською підгрупою. Фактор-група G  / [ A, G] має центр скінченного 

індексу, а тому за теоремою 1.2.2 її комутант буде скінченною підгрупою. 

Але тоді комутант усієї групи G  буде черніковською підгрупою. □

3.2.10. Теорема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G містить у  собі 

підгрупу скінченного індексу, комутант якої є  черніковською підгрупою, 

то і комутант ус іє ї групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення . Оскільки група G  містить у собі підгрупу скінченного 

індексу, комутант якої є черніковською підгрупою, то вона містить і 

нормальну підгрупу H , що має ту ж саму властивість. Покладемо 

К  = [H , H ], тоді фактор-група H  /  К  буде абелевою, а тому множина 

T  /  К  всіх її елементів, які мають скінченний порядок, буде її
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характеристичною підгрупою. Фактор-група H  / T  уже буде вільною від 

скруту і наслідок 3.2.2 показує, що має місце включення H  / T  < £ (G  / T ). 

Застосувавши тепер теорему 1.2.2, отримаємо, що комутант 

D  / T  = [G / T , G  / T ] буде скінченним. У цьому випадку множина P  / D  всіх 

елементів G / D , що мають скінченний порядок, буде її характеристичною 

підгрупою, фактор-група по якій буде вільною від скруту абелевою 

групою. З такого вибору P  / D  випливає, що P  / K  буде періодичною G- 

інваріантною підгрупою. Припустимо, що Т є власною підгрупою H. Це 

означає, що фактор-група H  / K  містить елемент xxK , який має

нескінченний порядок. Позначимо нормальне замикання ^  через

X  / K , тоді X  / K  буде скінченно породженою абелевою G-інваріантною 

підгрупою. Тому можна знайти таке натуральне число п, що 

Y / K  = (X  /  K )п буде вільною від скруту підгрупою, зокрема вона буде 

вільною абелевою. З її побудови також випливає, що вона буде G- 

інваріантною. Якщо фактор-група H  / Yl не буде періодичною, то, 

скориставшись наведеними тільки що міркуваннями, побудуємо в ній G- 

інваріантну вільну абелеву підгрупу Y2 / Y  і т.д. В кінці кінців ми 

побудуємо в фактор-групі H  / K  підгрупу U  / K , яка має зростаючий ряд 

G-інваріантних підгруп, фактори якого є вільними абелевими, а відповідна 

фактор-група H  / U  уже буде періодичною. Очевидно, підгрупа U  також 

буде G-інваріантною і вільною від скруту. З того факту, що H  / U  є 

періодичною, випливає, що і G / U  буде періодичною майже абелевою 

групою. Із леми 3.1.1 і наслідку 3.2.9 отримаємо, що комутант фактор- 

групи G / U  буде черніковською підгрупою. Оскільки P  / K  є 

періодичною, а U  / K  є вільною від скруту, то має місце рівність 

P  n  U  = K . З теореми Ремака випливає тепер вкладання 

G / K ^ G / P x G / U . Оскільки G / Р  абелева, \ G / K , G / К]  черніковська.

Оскільки K  черніковська, то [G, G]  також черніковська. □
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3.3. Деякі технічні результати

В цьому параграфі продовжується дослідження груп, кожна підгрупа 

яких або нормальна, або її комутант буде черніковською підгрупою. В 

попередніх параграфах було показано, що одним з основних етапів 

вивчення груп з цією властивістю, є вивчення випадку (майже) розв'язної 

групи. При вивченні розв'язних груп першим природним кроком є 

вивчення їх локальної структури. Інакше кажучи, вивчення будови їх 

підгруп, що мають вигляд ( g , А ) , де A -  абелева підгрупа, а g  є  N G (А ) .

Основною метою цього параграфа та наступного параграфа і є вивчення 

підгруп такого типу у групах, кожна підгрупа яких або нормальна, або її 

комутант буде черніковською підгрупою. Даний параграф містить в 

основному технічні результати, на яких базується подальше вивчення.

3.3.1. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G м ає елемент g  і 

містить у  собі такі підгрупи A, B, що виконуються наступні умови:

(1) [ A, B] = (1);

(2) A, B є  (g )  -інваріантними;

(3) ( a , B  n (  g )  = (1);

(4) A n  B =  (1>;

(5) Ca (g ) ф А .

Тоді комутант підгрупи {Б, g )  є  черніковською підгрупою.

Д оведення. Оскільки C  (g ) ф А , то в підгрупі A можна знайти 

елемент a , що має наступну властивість: [g , а] = d  ф  1. Тоді a ~xga  = g d  ф  g . 

Якщо припустити тепер, що g d  є  B ( g } , то g d  = g mb для деякого цілого 

числа m і деякого елемента Ь є  B . Звідси отримуємо рівність g m_1 = d b 1. Із 

умови (3) випливає тепер рівність db_1 = 1, звідки, використовуючи (4),
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одержимо d  = Ь = і . Отримана суперечність показує, що g d  £ B ( g ) . Це

означає, що підгрупа B ( g )  не може бути нормальною і тому вона має

черніковський комутант. □

3.3.2. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева р-підгрупа групи 

G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, який не належить 

до централізатора CG (A ). Якщо підгрупа А м ає прямий розклад

A = DrÄeAAÄ, де кожний прямий множник A  є  (g )  -інваріантною

підгрупою, то Л містить у  собі таку скінченну підмножину М, що 

Â  < CA(g ) для кожного Я є Л \ M .

Д оведення. Якщо множина індексів Л є скінченною, то все 

доведено. Тому розглянемо випадок, коли множина індексів є 

нескінченною. Очевидно можна знайти в Л таку підмножину А , що 

різниця Л \ А буде скінченною та прямий добуток D r^AXAAÄ містить у собі

перетин (g )  n  A . Якщо припустити тепер, що CA(g ) містить у собі прямі 

множники A  для кожного Я є А , то знову все доведено. Тому 

припустимо, що існує індекс Я є А ,  що централізатор CA(g ) не містить у 

собі A . Покладемо тепер B = Dr  . З леми 3.3.1 можемо отримати,

що комутант B ( g }  буде черніковською підгрупою. У цьому випадку 

нижній шар Ц ( [ B { g ) ,B ( g )] )  цього комутанту буде скінченним, так що 

можна знайти таку скінченну підмножину 2 с А , що 

ц ( [ B(^g) ’B ( g ) ] ) n  Drß ÂyLAß = ( l ) . Але тоді одиничним буде і перетин

[ B ( g ) ,B ( g ) ] n D w A . З того що підгрупа Dr^ A  є ( g ) -

інваріантною, випливає, що централізатор CA (( g ) ) містить у собі D r ^ ^ A ^, 

що й було потрібно довести. □
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3.3.3. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  елементарна абелева р -  

підгрупа групи G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що 

м ає нескінченний порядок. Припустимо, що А є  (g )  -інваріантною та

(g )  n  CG(А) = ( 1 .  Тоді Fp (g )  -модуль А буде періодичним.

Д оведення. Позначимо кільце F  (g )  через J. Припустимо, що наше 

твердження є невірним. Тоді A містить елемент c, анулятор Annd (с) якого 

буде нульовим. У цьому випадку маємо ізоморфізм C  = cJ  = J . Покладемо 

х = g 2, тоді маємо прямий розклад

J = F, M  ® ( FA х >) g .

а отже і прямий розклад C = Q  © C g , де Q  = cFp ( х ) . Обидві підгрупи Q  та 

C2 = Cg будуть (х) -інваріантними. З леми 3.3.1 отримаємо, що комутант 

C2 (х) буде черніковською підгрупою. Оскільки C2 є елементарною 

абелевою, то це означає, що підгрупа [ C2g , ]  буде скінченною. 

Зокрема, C2g  буде FC-групою. Але в цьому випадку існує таке 

натуральне число m, що хт є  CG (C2). Однак це суперечить тому факту, що 

C2 є вільним від скруту. Отримана суперечність доводить той факт, що 

F  (g )  -модуль А буде періодичним. □

3.3.4. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева р-підгрупа групи 

G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що м ає нескінченний 

порядок. Припустимо, що А є  (g )  -інваріантною та l g  n  CG (А) = (1).

Якщо Fp ( g } -модуль ^ = Q j(y l)  є  періодичним, то T L lg -модуль 

С  = cZ (g ) = (б')(к) буде скінченним для кожного елемента с підгрупи А.
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Д оведення. Позначимо кільце F  (g )  через ./, а кільце Z (g )  через і?.

Оскільки A є p -підгрупою, то порядок елемента c дорівнює p k для деякого 

натурального числа к. Якщо k = і ,  то C  = cJ  = J / 1 , де I  = Annj(c) -  

ненульовий ідеал. Слід відмітити, що кожний ненульовий ідеал кільця J  

має в останньому скінченний індекс, а тому C  також буде скінченним.

Застосуємо зараз доведення по індукції за числом к. Припустимо, що 

k > і .  Відображення

ф\ u ^  p u , u є  C ,

очевидно, буде R-ендоморфізмом C  і Ітф = p C , K e ^  = ^ x(C ). Більш того, 

з рівності p C  = ( pc)R  випливає, що р С  буде циклічним R-підмодулем та 

| p c  |= p k~х. За індуктивним припущенням підмодуль p C  буде скінченним. 

Більш того, маємо ізоморфізм

p C  = Ішф = C  / K e ^  = C  / Ц (C ) ,  

з наявності якого зокрема отримуємо, що фактор C / Ц  (C ) буде 

скінченним. Оскільки кільце R є нетеровим, то кожний скінченно 

породжений R-модуль буде нетеровим. Звідси отримаємо, що підмодуль 

Ц  (C ) буде скінченно породженим. Ми вже зазначали вище, що кожний 

циклічний J-підмодуль Ц  (A) буде скінченним, так що Ц  (C ) є 

скінченним. Таким чином, C  також буде скінченним. □

3.3.5. Лема. Нехай група G містить у  собі таку періодичну абелеву 

нормальну підгрупу A, що фактор-група G  / A також  буде абелевою. 

Якщо підгрупа ( g , A) є  локально нільпотентною для кожного елемента 

g  є  G , то і вся група G буде локально нільпотентною.

Д оведення. Нехай p  -  просте число і позначимо через P  силовську p -  

підгрупу A. Позначимо через В нижній шар підгрупи Р, тобто B  = Ц  (P ). 

Якщо g  -  елемент групи G, який не належить до підгрупи A, то природним 

чином ми можемо розглядати B як модуль над груповим кільцем F  ( х ) , де
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(х) -  нескінченна циклічна група, а дія елемента і  на A визначена за 

правилом ах = аg для кожного елемента а  підгрупи В. Тоді J  = Fp (х) буде

областю головних ідеалів. Якщо припустити, що B не буде J-періодичним, 

то B мусить мати елемент а, який має наступну властивість Annj (с) = (О) 

(слід зазначити тут, що це є можливим тільки у випадку, коли елемент g  

має нескінченний порядок). Однак у цьому випадку підгрупа (а, g )  буде

ізоморфною до вінцевого добутку , а останній не є

нільпотентною групою. Отримана суперечність доводить той факт, що B 

мусить бути J-періодичним модуль. Якщо Ь є  B , то

(b )^  = bJ  = J  / Annj (Ь) ф  ( О .

Кожний ненульовий ідеал кільця J  має скінченний індекс, так що підгрупа 

(Ь )^  буде скінченною. Якщо M  -  це мінімальний J-підмодуль bJ, то 

Q = Annj (М ) буде максимальним ідеалом кільця J. З того факту, що 

підгрупа (g , М ) є нільпотентною, отримуємо рівність

(1) = [g , М ] = М (х  - 1 ) .  Звідси випливає, що ідеал Q  мусить співпадати з 

(х -1 )  J . Остання рівність буде справедливою для довільного простого J- 

підмодуля, так що отримуємо рівність A ssj (B) = {(х -1 )  J } . Звідси 

випливає, що B має зростаючий ряд (g )  -інваріантних підгруп 

(1) = С0 < С, <... < С„ < С,1+1 < . . Q  = U С„ = в ,
weN

де C  = CB (g ), Cw+1 / Cn = CB/c (g ) для кожного натурального числа n.

Згадавши про те, що G  / А -  абелева група, отримаємо той факт, що 

підгрупа C  буде G-інваріантною для кожного натурального числа n.

Покладемо тепер Bl = B, Bn = (P )  для кожного натурального числа

n . Очевидним є той факт, що відображення

ф\ Ь ^  рЬ, Ь є  B2

буде (g )  -ендоморфізмом. Далі, І т ф <  Bl , Кегф = Bl , так що фактор-група
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B2 / Bx буде ізоморфною до деякої (g )  -інваріантної підгрупи Bx. Це тягне 

за собою той факт, що B2 / Bx буде (g )  -гіперцентральною. Застосувавши 

тепер звичайну індукцію, зможемо показати, що і Bn+l / Bn буде (g )  - 

гіперцентральною для кожного натурального номера п. Звідси випливає, 

що P  також буде (g )  -гіперцентральною. Більш того, довжина верхнього

(g )  -центрального ряду P  не перевищує першого нескінченного 

порядкового числа о .  Дійсно, для будь-якого елемента u є  P  підгрупа

(u )^  буде скінченною у відповідності до леми 3.3.4. З того факту, що 

центр (g )  -гіперцентральної групи має неодиничний перетин з кожною 

неодиничною (g )  -інваріантною підгрупою, випливає, що деякий член 

верхнього (g )  -центрального ряду, який має натуральний номер, повністю

містить у собі ( u ) ^ .

Оскільки все це буде справедливим для кожної силовської p - 

підгрупи А , то Z (у)-модуль А також буде ( g ) -гіперцентральним з ( g ) -  

центральною довжиною, яка не перевищує о . Нехай

( 0  = Zo — Z  — ••• — Zn — Zn+і — • • = A —

верхній Ig j  -центральний ряд A.

Виберемо у групі G  інший довільний елемент y. Застосувавши 

наведені вище аргументи, покажемо, що Z (у)-м одуль Zj буде (у ) -  

гіперцентральним. Нехай

верхній (у ) -центральний ряд Zx. У відповідності до вибору Zx цей ряд 

також буде ( g , у ) -гіперцентральним.

Оскільки фактор-група G / A є абелевою, то відображення

4'- z  ^  z (  g  -  z  є  Z2

буде G-ендоморфізмом, причому Im 4 — Zx, K er4  = Zx. Таким чином, Z2 / Zx
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є ізоморфною до деякої G-інваріантної підгрупи Zx, зокрема, Z2 / Zx буде 

( g , у ) -гіперцентральною. Застосувавши тепер звичайну індукцію, 

отримаємо, що Zn+l / Zn буде ( g , у )  -гіперцентральною для кожного 

натурального номера n. Звідси випливає, що A буде ( g , у ) - 

гіперцентральною. Інакше кажучи, підгрупа (A, g , у )  буде 

гіперцентральною. Подібним чином ми можемо довести, що підгрупа 

( A ,g ,...,g m) буде гіперцентральною для кожної скінченної підмножини

{g1 ,•••, g m} елементів групи G. □

3.3.6. Лема. Нехай G -  група і A -  її елементарна абелева р-підгрупа, 

де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент нескінченного порядку групи G. 

Припустимо, що підгрупа А є  (g )  -інваріантною, а також

(g )  n  CG(А) = ( 1 .  Якщо Fp (g}  -підмодуль A є  періодичним та містить у

собі ненульовий подільний Fp (g}  -підмодуль, то підгрупа (g )  містить

елемент х, а підгрупа A містить у  собі (х) -інваріантну підгрупу U, для

яких и ( х )  не мож е бути нормальною, а C ^ (U ) = ( 1 .

Д оведення. Позначимо через J  групове кільце Fp ( g ) . Нехай D  -  J-

подільна частина модуля А. З теореми 1.2.23 отримуємо для підмодуля D  

наступний прямий розклад: D  = © ЯєЛD , де DÄ -  прюферовий PÄ - 

підмодуль для деякого максимального ідеалу р , А є А .  Припустимо, що 

множина індексів А містить хоча б два різних елементи Л та ц .  Оскільки 

D , D  подільні, то А пщ (D ) = (О) = Annj (D^). Зокрема, Cb )  (D O = < 0 .

Застосувавши ті ж самі аргументи, що і в лем і 3.3.1, ми можемо довести, 

що підгрупа D  не може бути нормальною, так що ми можемо

покласти U  = D , х = g .

Припустимо зараз, що D  -  прюферовий Р-підмодуль для деякого 

максимального ідеалу Р. Нехай L = Qp l (D ) ,  тоді L є ізоморфним до J-
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модуля J  / P . Оскільки кожний ненульовий ідеал кільця J  має скінченний 

індекс, то підмодуль L буде скінченним. Покладемо <z} = CW (L)-

Вибираємо в L ненульовий елемент a , тоді a  (z  - 1) = 0. Оскільки D  -  це J- 

подільний модуль, то існує елемент a , що має властивість a  (z  - 1) = a  - 

Аналогічно ми можемо вибрати множину елементів ( а  | n > 3}, які 

задовольняють наступні умови: a + i(z  - 1) = a , n > 3. Інакше кажучи,

g  = ( a l w e ^ )  буде прюферовим Z-підмодулем, де Z = ( z - \)F  ( z ) .

Покладемо х = z p, тоді маємо a  (х - 1) = 0. Нехай u  = a , V = a . Знову 

застосувавши попередні аргументи, ми можемо вибрати підмножини 

( a l ^ e N }  та \vn І п є  N J, які задовольняють наступні умови: 

u  (х - 1) = 0 = V (х - 1), a +j(х - 1) = а , v +Xх - 1) = vn для всіх натуральних 

чисел п. Покладемо тепер U  = (ип І п є  N ), V = (v„ І п є  N ) . Обидві підгрупи 

U  та V будуть (х) -інваріантними та C ^  (U ) = C ^  (V ) = d . Застосувавши ті 

ж самі аргументи, що і в лемі 3.3.1, ми можемо довести, що підгрупа U f y  

не може бути нормальною. □

3.3.7. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай далі A -  елементарна абелева р -  

підгрупа групи G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG(A ). Припустимо, що А є  (g )  -

інваріантною. Тоді максимальний (g )  -гіперекцентральний F ( ^  -

підмодуль A буде скінченним.

Д оведення. Припустимо спочатку, що елемент g  має нескінченний 

порядок та перетин (g )  n  A є одиничним. Позначимо через J  групове

кільце F  ( g ) . Застосувавши лему 3.3.3, отримаємо що J-модуль A буде

періодичним. Нехай P  -  максимальний ідеал кільця J, та припустимо, що 

P  ф (g  - 1) J . Позначимо P -компоненту J-модуля A через В та нехай
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C  = QP j(B ). Для підмодуля С  маємо прямий розклад C  = © ЯєЛ Q , де C  -  

простий J-підмодуль, що має властивість P  = Annj (Cx) . Зокрема, тоді 

централізатор CA( (g ) ) не містить у собі Сх для кожного індексу Л є А . З

леми 3.3.2 випливає той факт, що множина індексів А повинна бути 

скінченною. Звідси отримаємо прямий розклад B  = © ЯєЛ Ех , де або Ех буде 

циклічним J-підмодулем, або Ел -  прюферовий Р -підмодуль (див. 

пропозицію 1.2.21 та теорему 1.2.22).

Припустимо, що Е  -  це прюферовий Р -підмодуль. З леми 3.3.6

отримаємо, що підгрупа (g )  містить такий елемент і ,  а підгрупа A містить 

у собі таку (х) -інваріантну підгрупу U, що Ц/(х) не може бути 

нормальною та C ^ (U ) = (1). Тоді комутант підгрупи Ц/(х) буде

черніковською підгрупою, а з того факту, що U  є елементарною абелевою, 

отримаємо, що комутант [ £У(х) , U f y J буде скінченною підгрупою.

Зокрема, U ^ )  є FC-підгрупою, а тому можна знайти натуральне число m,

що має властивість хт є  C ^  (U ). Ця суперечність показує, що Е  не може

бути прюферовим Р -підмодулем. Інакше кажучи, Е буде циклічним 

підмодулем, зокрема, Е  буде скінченним для кожного індексу Л є А .  Зі 

скінченності множини індексів А випливає тоді скінченність B.

Далі, з того факту, що A є J-періодичним модулем, отримаємо 

стандартний примарний розклад А = ©Рєя. А , де п  = Assy (А ), а А  -  Р-

компонента A. Якщо P  ф  (g  - 1 ) J , то C  = Qp ,1(Ар ) = © ЛєА Cx , де CÄ 

простий J-підмодуль, що задовольняє умову Annj (Cx) = P . Зокрема, для 

кожного індексу Л є А  має місце рівність Cc (g ) n  C1 = . Це тягне за

собою рівність CA (g ) n  AP = (О  для кожного максимального ідеалу 

P  ф  (g  - 1 ) J . Покладемо Ъ = я  \ { ( g  - 1 ) J }. Якщо множина Z складається 

лише з одного ідеалу Р, то з доведеного вище випливає, що А  буде
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скінченною. Тому припустимо, що 2  ф  {P} та нехай А = 2  \ (P }, L = ® ЄєД A . 

Оскільки порядок елемента g  є нескінченним, то маємо рівність 

(g )  n  A = ( 1 .  З леми 3.3.1 отримаємо, що комутант підгрупи (L , g )  буде 

черніковською підгрупою. Оскільки L є елементарною абелевою р - 

підгрупою, то тоді її комутант [ ( L,  g )  ,(L, g ) ]  буде скінченним, а це

свідчить про той факт, що (L , g )  є FC-підгрупою. Це вже тягне за собою  

скінченність індексу | L - CL (g ) | . Врахувавши також рівність (0) = Cl ( g  ) , 

отримаємо, що підгрупа L буде скінченною. Звідси отримаємо скінченність 

прямої суми ® Рє2 A . Слід зазначити тепер, що ® Рє2 A  -  це точно 

максимальний (g )  -гіперекцентральний F  ( g }  -підмодуль A.

Залишилось розглянути випадок, коли елемент g  має скінченний 

порядок, або порядок | g  | є нескінченним, але g k є  CG (A)  для деякого 

натурального к . Покладемо J  = Fp ( y ) , де (у ) -  нескінченна циклічна

група, а дія у  на A визначається за правилом ay = a g для кожного а є  A . 

Знову J  буде областю головних ідеалів, але вже Annj (A) = I  ф ( 0 ) . Зокрема, 

A буде J-періодичним модулем, так що маємо стандартний прямий розклад

A = ® Pєж Ap ,

де A  -  це P -компонента A і множина п  = A ssj (A) є скінченною. 

Покладемо B = A . Тоді за теоремою 1.2.24

B  =  ® Я є Л  Bx ?

де B  -  циклічний J-підмодуль для кожного А є Л .  Знову застосувавши 

наведені вище міркування, можемо довести, що нижній шар Qp j(A ) буде 

скінченним, а тому множина індексів Л також є скінченною. Це тягне за 

собою той факт, що A  є скінченним. Оскільки 2  = п  \ ((у  - 1) J } також є 

скінченною, то ® Рє2 A  буде скінченною. Але ® Рє2 A  -  це максимальний 

(g )  -гіперекцентральний F  ( g )  -підмодуль A. □
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3.3.8. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або  

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай далі A -  абелева р -  

підгрупа групи G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG (А ). Припустимо, що підгрупа А є  (g )  -

інваріантною. Тоді максимальний (g )  -гіперекцентральний Z (g ) -  

підмодуль A буде черніковським.

Д оведення. Нехай Е -  максимальний (g )  -гіперекцентральний Z (g ) -  

підмодуль A. З леми 3.3.7 отримуємо, що Q (Е ) буде скінченним. А  з 

цього вже випливає той факт, що E  буде черніковською підгрупою. □

3.3.9. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або  

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG (А ). Припустимо, що підгрупа А є  (g )  -

інваріантною. Тоді максимальний (g )  -гіперекцентральний Z (g ) -  

підмодуль A буде черніковським.

Д оведення. Дійсно, нехай E  -  максимальний (g )  -

гіперекцентральний Z ( g ) -підмодуль А. Маємо стандартний прямий 

розклад Е  = DrpBU{E)Ep , де Ер -  силовська ^-підгрупа E. З наслідку 3.3.8 

випливає, що Ер буде черніковською підгрупою. Застосувавши лему 3.3.1, 

можемо довести скінченність множина П (Е ). Отже, E  -  черніковська 

підгрупа. □

3.3.10. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  елементарна абелева р -  

підгрупа групи G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG (А ). Припустимо, що підгрупа А є  (g )  -

інваріантною. Якщо C -  верхній Fp (g )  -гіперцентр модуля A, то взаємний

комутант  [C, g ] буде скінченною підгрупою.
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Д оведення. Припустимо спочатку, що g  має нескінченний порядок та 

перетин (g )  n  A буде одиничним. Будемо розглядати А як модуль над

груповим кільцем F  ( g ) . Як і раніше, щоб скоротити позначення, 

покладемо J  = Fp ( g ) . З вибору підмодуля С  випливає, що C  співпадає з Z- 

компонентою A, де Z  = (g  - 1) J  (очевидно, що цей ідеал буде 

максимальним). З теореми 1.2.25 випливає, що C  містить у собі підмодуль 

В, який задовольняє наступні умови: B -  J-сервантний підмодуль, 

B  = ® ЯєЛ Bx, де B  -  циклічний J-підмодуль для кожного індексу Л є Л ,  

фактор-модуль C / B  буде J-подільним.

Припустимо, що B ф Cb (g ). Тоді у множині Л можна знайти такий

індекс у , що C5 (g ) не містить у собі Bv . Покладемо Е  = ® Яфу BX . 

Застосувавши знову лему 3.3.1, отримаємо, що комутант { Е , g )  буде 

черніковською підгрупою. З того факту, що E  -  елементарна абелева 

підгрупа випливає, що комутант [ ( Е, g ) ,(Е, g ) ]  буде скінченним, зокрема,

підгрупа (Е,  g )  буде FC-групою, а в цьому випадку індекс ^  - CE (g  ̂  

мусить бути скінченним. Але тоді і індекс | B -C  (g )  | також буде 

скінченним. А  це вже тягне за собою той факт, що Annj (B) ф (0 ). З

теореми 1.2.26 отримуємо наступний прямий розклад: C  = B  ® D .

Оскільки D  є ізоморфним до фактор-модуля C / B , то D  буде J-подільним 

підмодулем. Але тоді за теоремою 1.2.23 D  розкладається у пряму суму 

прюферових підмодулів. Як і при доведенні леми 3.3.7 можна показати, 

що D  мусить бути нульовим, тобто C  співпадає з B. Зокрема, індекс 

| C  - Cc (g ) | буде скінченним.

Залишилося тільки розглянути випадок, коли або порядок елемента g  

є скінченним, або | g  | буде нескінченним, але ж g k є  CG (A) для деякого 

натурального числа к. Позначимо через J  групову алгебру нескінченної 

циклічної групи (у ) над простим полем F  ( у ) , і визначимо дію елемента у
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на A за правилом йу = a g для кожного елемента a є  A . Ця дія природним 

чином може бути продовжена до дії усього кільця J  на А, тобто А стає 

модулем над J. Кільце J  буде областю головних ідеалів, але вже 

Annj (A) = I  ф (0 ). Зокрема і Ann3 (C ) ф (0 ). Тоді за теоремою 1.2.24 маємо

прямий розклад C  = ® ЯєЛ BA, де B  -  циклічний J-підмодуль для кожного 

А є Л .  Знову застосувавши наведені вище міркування, можемо довести, що 

індекс | C  - Cc (g ) | буде скінченним. □

3.3.11. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева р -  

підгрупа групи G, де р  -  просте число, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG(A ) . Припустимо, що підгрупа А є  (g )  -

інваріантною. Якщо С -  верхній Уд(р) -гіперцентр модуля А, то взаємний 

комутант [C , g ] буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Якщо g  має нескінченний порядок, то перетин A n ( g )  

буде одиничним. Якщо ж порядок елементу g  є скінченним, то і перетин 

S = A n ( g )  також буде скінченним. Очевидно, S  буде (g )  -інваріантною

підгрупою. Тому в цьому випадку замість підгрупи A будемо розглядати її 

фактор-групу A / S . Щоб не вводити нових позначень ми можемо просто 

припустити, що у кожному з випадків перетин A n (  g )  є одиничним.

Якщо [ g , C  ] = ( і ) , то все доведено. Тому можемо припустити, що C

містить елемент с, що має властивість [g , с] ф 1 . Позначимо нормальне

замикання (с )^  через Q , тоді Q  буде скінченною та взаємний комутант 

[g , C  ] є неодиничним. Розглянемо нижній шар L  = Ц  (C) підгрупи C. 

Знову, щоб дещо скоротити позначення, покладемо J  = , де (у ) -

нескінченна циклічна група, а дію у  на A визначимо за правилом ay = a g 

для кожного елемента a є  A . Кільце J  буде областю головних ідеалів. З 

леми 3.3.7 випливає, що ідеал Annj (C ) буде ненульовим. Застосувавши
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тепер теорему 1.2.24, отримаємо прямий розклад C  = © ЯєЛ BA, де B  -  

циклічний J-підмодуль. Лeма 3.3.10 показує, що знайдеться така скінченна 

підмножина Ф с А , що B  (У - 1 )  = (О) для всіх індексів Л , що належать до

підмножини А \ Ф . Інакше кажучи, [ g , Bx ] = ( 1  для кожного Л є А  \ Ф . Той

факт, що C  є скінченною, тягне за собою скінченність перетину L n  C .

Тому існує така скінченна підмножина ^ с А , що прямий добуток © ЯєЧ, Bx

містить у собі перетин L n C . Покладемо А = Ф и ^ , Q  = © ЯєДBx , за цим

вибором підгрупа Q  буде скінченною. Вибираємо тепер (g )  -інваріантну

підгрупу E  в підгрупі C , яка є максимальною відносно наступних 

властивостей:

© ЛєА\А BX^ Е  та Q  n  Е  = ( 0  .

Покладемо R  /  Е  = Q  (C / Е ) . З лєми 3.3.10 можна вивести, що індекс 

| R  / Е : CR/E(g )| буде скінченним. Вибір підгрупи E  забезпечує тепер той 

факт, що R  / Е  буде скінченною. Звідси випливає, що фактор-група C  / Е  

буде черніковською. Застосувавши знову лєму 3.3.1, отримаємо, що індекс 

| Е : C  (g ) | буде скінченним. Звідси випливає, що і фактор-група C  / Cc (g ) 

буде черніковською.

Відображення ф: c ^  [g ,c], c є  C  є очевидно (g )  -ендоморфізмом A.

У цьому випадку підгрупи Іт ф  = [g ,C ] та Кегф = Cc (g ) будуть - 

інваріантними в A. Застосувавши тепер ізоморфізм [g ,C] = C  /  Cc (g ) ,  

отримаємо, що комутант [ g , C  ] буде черніковською підгрупою. □

3.3.12. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або  

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG(А ). Припустимо також, що підгрупа А

буде (g )  -інваріантною. Якщо С -  верхній ^ (р)-гіперцеит р модуля А, то 

взаємний комутант [C, g ] буде черніковською підгрупою.
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Д оведення . Як і при доведенні попереднього наслідку можна

припустити, що g  має нескінченний порядок, то перетин A n ( g )  є 

одиничним. Маємо стандартний примарний прямий розклад C = Drpn C p, 

де n  = ^ (C )  та Cp -  силовська р-підгрупа C, p  є п . Якщо рівність 

[ g , Cp ] = (і) має місце для кожного простого числа р, то взаємний комутант 

[g ,C ] буде одиничним, і все доведено. Тому залишається розглянути 

випадок, коли існує таке просте число q, що [g , Cq ] ф  ( 1 .  За

наслідком 3.1.11 взаємний комутант [g , C ] буде черніковською

підгрупою. Покладемо L = Drp ^ q C p . Застосувавши лєму 3.3.1, ми

отримаємо, що індекс | L - CL (g )| буде скінченним. У свою чергу, з цього 

випливає скінченність комутанту [g , L ] . Прийнявши до уваги існування 

прямого розкладу [ g , C  ] = [ g , Cq ] х [ g,  L ] , отримаємо, що взаємний комутант

[g , C ] буде черніковською підгрупою. □

3.3.13. Лема. Нехай G -  абелева група, А -  такий Z G -модуль, що 

CG (A ) = <1>. Припустимо, що В -  ZG -підмодуль А, що задовольняє

наступні умови:

(1) В та А /  В -  прості Z G -модулі;

(2) B -  G-центральний підмодуль, а A / B -  G-екцентральний.

Тоді існує такий ZG -підмодуль С, що м ає місце наступний прямий 

розклад A = B  ® C .

Д оведення. Виберемо в групі G  довільний неодиничний елемент z. З 

того факту, що група G  абелева, випливає, що відображення

ф2 - a  ^  a (z  - 1), a є  A 

буде ZG -ендоморфізмом А. Зокрема звідси випливає, що Imф2 та Кегф2 

будуть ZG -подмодулями А. З вибору цього відображення випливає, що 

К егф  містить у собі B. Якщо тепер припустити, що К егф  не співпадає з B, 

то з наших умов випливає рівність К егф  = A , яка тягне за собою
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співвідношення z є  CG(А) = ( 1 ,  що приводить до суперечності. Отже, 

К егф  = B , а тому будемо мати

А / К егф  = І т ф  = C , 

а це показує, що С  буде ZG -подмодулем А , який має властивість 

CG (С) ф G . Більш того, С -  простий Z G -підмодуль, а тому з нерівності 

C  ф B  випливає, що перетин C  n  B  мусить бути нульовим. Оскільки 

фактор-модуль A I В  є простим Z G -модулем, то С + В = А , а тому маємо 

прямий розклад А = B  © C . □

3.3.14. Лема. Нехай G -  абелева група, А -  такий ZG -модуль, що 

С0 ( А) = <1>. Припустимо, що В -  ZG -підмодуль А, що задовольняє

наступні умови:

(1) В та А /  В -  прості ZG -модулі;

(2) B -  G-екцентральний підмодуль, а А / B -  G-центральний.

Тоді існує такий ЪС -підмодуль С, що м ає місце наступний прямий 

розклад А = B  © С .

Д оведення. Виберемо в групі G  довільний неодиничний елемент z. З 

того факту, що група G  абелева, випливає, що відображення

ф  : a  ^  a (z  -1 ) , а  є  А 

буде Z G -ендоморфізмом А. Зокрема звідси випливає, що Іш ф та Кегф2 

будуть Z G -підмодулями А. Оскільки Cg( A / B )  = G , І т ф  < В . Якщо ми 

припустимо, що І т ф  = (О), тоді Z є  CG (А) = ( 1 ,  і ми отримуємо 

суперечність. Отже, І т ф  -  це ненульовий підмодуль. З того факту, що B -  

простий Z G -підмодуль, випливає тоді рівність Imф2 = В.  Z G -фактор 

A ( z - 1 ) / B ( z - 1) буде Z G -гомоморфним образом фактор-модуля А / В .  

Тоді, врахувавши рівність С  (А /  B) = G , будемо мати

Cg(A (z - 1 ) /  B ( z -1 ))  = G . З того факту, що В -  простий ZG -підмодуль та 

співвідношень А( z  - 1 )  = І т ф  = B  і С  (B) ф G , отримаємо рівність
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A (z - 1) = B (z - 1). Інакше кажучи, для кожного елемента а модуля A в В 

існує такий елемент b, що a (z  - 1) = b (z  - 1). Звідси випливає, що 

(a  -  b )(z - 1) = 0 , а тому a -  b є  CA(z ) . Оскільки а  -  довільний елемент А, то 

це означає, що має місце рівність A = B + CA (z ) . Зауважимо тепер, що 

CA(z) = Кегф2, а тому CA(z)  буде Z G  -підмодулем. Знову використаємо той 

факт, що В -  простий ZG -підмодуль, і будемо мати, що або перетин 

B  n  C  (z)  буде нульовим, або CA (z ) містить у собі B. В останньому 

випадку отримуємо рівність A = CA (z ) , яка приводить до співвідношення 

z є  CG (A) = ( 1 ,  а останнє суперечить вибору елемента z. Таким чином, 

залишається рівність (0) = B n  CA (z ) , яка тягне за собою прямий розклад 

A = B  ® C , де C  = CA ( z ) . □

3.3.15. Наслідок. Нехай G -  абелева група, А -  такий ZG -модуль, 

що Cg(A) = (і). Припустимо, що А м ає скінченний Z G -композиційний ряд.

Тоді мають місце наступні твердження:

(1) A = C  ® Е , де С -  верхній G-гіперцентр А та E -  максимальний 

G-гіперекцентральний ZG -підмодуль А;

(2) Е містить у  собі кожний G-гіперекцентральний ZG -підмодуль 

A, зокрема, наведений вище прямий розклад є  єдиним.

Доведення. Перше твердження безпосередньо випливає з лем 3.3.13 

та 3.3.14, Нехай В -  G-гіперекцентральний ZG -підмодуль А. Якщо фактор 

(В + Е ) /  Е  є ненульовим, то він містить у собі ненульовий ZG -підмодуль 

D  / Е . З ізоморфізму (B + Е ) /  Е  = B / (B n  Е) випливає, що D  / Е  буде G- 

ізоморфним до деякого простого ZG -фактора підмодуля В. Звідси 

випливає, що фактор D  / Е  буде G-екцентральним. З іншого боку, 

співвідношення (B + Е ) /  Е  < A / Е  = C  показують, що має місце рівність 

CG (D  / Е) = G . Отримана суперечність і показує, що Е  містить у собі 

підмодуль B . □
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3.3.16. Наслідок. Нехай G -  абелева група, А -  такий ZG -модуль, 

що CG (А) = ( 1 .  Припустимо, що кожний скінченно породжений підмодуль

А м ає скінченний ZG -композиційний ряд. Тоді мають місце наступні 

твердження:

(1) А = С  © Е , де С -  верхній G-гіперцентр А та E -  максимальний 

G-гіперекцентральний ZG -підмодуль А;

(2) Е містить у  собі кожний G-гіперекцентральний ZG -підмодуль 

A, зокрема, наведений вище прямий розклад є  єдиним.

Доведення. ZG -модуль А має локальну систему скінченно 

породжених ZG -підмодулів {Ал \ Л є  А } . Оскільки Ал має скінченний 

композиційний Z G -ряд, то н асл ідок 3.3.15 доводить існування прямого 

розкладу АЛ = СЛФ Е Л, де Сл -  це верхній Z G -гіперцентр підмодуля Ал 

(або інакше Ся = С  n  А ), а Ел -  це максимальний G-гіперекцентральний 

Z G -підмодуль Ал для кожного індексу А є А .  Якщо підмодуль Аи містить 

у собі підмодуль А , то з співвідношень

А / ( а л п е м) = а ле м/ е м< а м/ е м= с м

отримаємо, що Ал п  Ец буде максимальним G-гіперекцентральним ZG - 

підмодулем в А , тобто A  n  Е = Ел. Покладемо тепер Е  = U є -  Тоді E
ЛєА

буде G-інваріантною підгрупою в A, яка має властивість Е  n  А  = Е  для 

кожного індексу Л є А .  За своєю побудовою Е  буде G-гіперекцентральним 

ZG -підмодулем модуля А. Тоді з того факту, що має місце прямий розклад

АЛ  = С Л Х ЕЛ =  ( С  n  Ал )  х ( Е  n  Ал ) ,

випливає існування прямого розкладу А = С  х Е . Зокрема, E  буде 

максимальним G-гіперекцентральним Z G -підмодулем в А. Доведення 

другого твердження слово в слово повторює доведення відповідного 

твердження в наслідку 3.3.15. □
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3.3.17. Наслідок. Нехай G -  група, A -  її нормальна абелева p -  

підгрупа, де р  -  просте число. Нехай g  -  елемент групи G, що м ає  

наступну властивість CG(A) ф gCG (A) є ^ ( 0  / CG(A) ) . Якщо Fp (g )  -модуль

Qj (A) є  періодичним, то A містить у  собі такі G-інваріантні підгрупи C,

Е, що м ає місце прямий розклад А = С х Е , де С  — верхній Z (g )  -гіперцентр

А та Е -  максимальний (g )  -гіперекцентральний Zü(g) -підмодуль А.

Доведення. Якщо елемент g  має нескінченний порядок та перетин 

(g )  n  CG(A) є одиничним, то лема 3.3.4 показує, що нормальне замикання

( a )^  буде скінченним для будь-якого елемента а підгрупи A. Якщо ж  

існує таке натуральне число т, що g m є  CG (A ) , то знову неважко показати, 

що ( a ) ^  буде скінченним. Звідси випливає, що кожний скінченно 

породжений Z ( g ) -підмодуль А має скінченний композиційний ряд. Таким 

чином, ми можемо застосувати наслідок 3.3.16. З того факту, що gC G (A)  

належить до центру фактор-групи G / CG (A ) , випливає, що С  буде Z (g ) -  

підмодулем А. З наслідку 3.3.16 отримуємо, що кожний (g )  - 

гіперекцентральний Z (g )  -підмодуль А міститься в Л’, і це доводить той 

факт, що підгрупа E  також буде G-інваріантною. □

3.3.18. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

періодична підгрупа групи G, та нехай g  -  елемент групи G, що не 

належить до централізатора CG(A ). Припустимо також, що підгрупа А

буде (g )  -інваріантною. Тоді взаємний комутант [ A, g  ] буде

черніковською підгрупою.

Д оведення. Якщо існує таке натуральне число п, що g n є  CG (A) 

(зокрема, це буде у випадку, коли елемент g  має скінченний порядок), то 

підгрупа (A ,g n ĵ буде центральним розширенням підгрупи А за допомогою
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циклічної групи. Але тоді підгрупа ( A , g nj  абелева, а підгрупа ( A, g )  буде

майже абелевою. З теореми 3.2.10 випливає тоді, що комутант ( A, g )  буде 

черніковською підгрупою, зокрема і взаємний комутант [g , A] також буде 

такою підгрупою.

Таким чином тепер ми можемо припустити, що перетин (g )  n  CG(A)  

є одиничним. З леми 3.3.3 та наслідку 3.3.17 отримаємо, що А містить у 

собі такі (g )  -інваріантні підгрупи C, E, що має місце прямий розклад

А = С х Е , де С -  верхній Z(g}-rinepn,eHTp А, а Е -  максимальний ( g ) -  

гіперекцентральний Z ( g ) -підмодуль А. З наслідку 3.3.9 випливає той

факт, що E  -  черніковська підгрупа. З наслідку 3.3.12 отримаємо, що і 

взаємний комутант [g , C ] також буде черніковською підгрупою. Звідси і

випливає, що і комутант [g , A] буде черніковською підгрупою. □

3.3.19. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева підгрупа групи 

G, та нехай g  -  елемент групи G, що не належить до централізатора 

CG(A ). Припустимо також, що підгрупа А буде (g )  -інваріантною та

[T, g  ] = {і},  де T -  періодична частина підгрупи A. Тоді взаємний комутант 

[A, g ] буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Якщо існує таке натуральне число п, що g n є  CG (A) 

(зокрема, це буде у випадку, коли елемент g  має скінченний порядок), то 

підгрупа ^A , g n ĵ буде центральним розширенням підгрупи А за допомогою

циклічної групи. Але тоді підгрупа Â , g n ĵ -  абелева, а підгрупа ( A , g j

буде майже абелевою. З теореми 3.2.10 випливає тоді, що комутант (A , g j  

буде черніковською підгрупою, зокрема і взаємний комутант [g , A] також 

буде такою підгрупою.
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Таким чином тепер ми можемо припустити, що перетин (g )  n  CG (A)

є одиничним, зокрема і перетин (g )  n  A також є одиничним. Якщо A = T , 

то твердження тривіально виконується. Тому ми можемо вважати, що 

підгрупа А не буде періодичною. Фактор-група A, g )  / T  буде

розширенням вільної від скруту абелевої підгрупи A / T  за допомогою  

нескінченної циклічної групи. Тому вона також є вільною від скруту. З 

теореми 3.1.12 випливає, що фактор-група l̂ A, g )  / T  буде абелевою. Звідси 

випливає, що для кожного елемента а  підгрупи А має місце рівність 

a g = ax для деякого елемента x є  T . Оскільки елемент х має скінченний 

порядок, то g k є  CG (a ) , де k =| x | . Інакше кажучи, кожний елемент 

підгрупи А має в H  = ( A, g ) тільки скінченну множину спряжених. 

Застосувавши теорему 1.2.27 і врахувавши той факт, що A, g )  / T  є

абелевою, отримаємо, що нормальне замикання ( a f  буде розширенням 

скінченної підгрупи за допомогою нескінченної циклічної групи. Зокрема, 

існує таке натуральне число t, що підгрупа (a ^  буде нормальною в H. 

Нехай елемент a  підгрупи А має нескінчений порядок та нехай  ̂ -  

натуральне число, для якого підгрупа В  = { a[l) буде нормальною в H. 

Якщо фактор-група A / В  має елемент a B  нескінченного порядку, то 

знову знаходимо таке натуральне число t2, що підгрупа B2 / B  = { a2 В )

буде нормальною в H  / В . Застосувавши і далі ті ж самі аргументи, а 

також трансфінітну індукцію, побудуємо в підгрупі А таку Н-інваріантну 

вільну абелеву підгрупу В,  що фактор-група A / В  буде вже періодичною. 

За наслідком 3.3.18 будемо мати, що комутант H  / В  буде черніковською 

підгрупою. Оскільки В є вільною від скруту, то В n  T = ( 1 .  Тепер,

застосувавши класичну теорему Ремака, отримаємо вкладання підгрупи H

у прямий добуток H  /  В  х H  /  T  = L . Ми вже раніше відмічали, що фактор-

група H  / T  буде абелевою, а комутант фактор-групи H  / В  є
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черніковською підгрупою. Звідси випливає, що і комутант [L ,L] також 

буде черніковською підгрупою. Але в цьому випадку черніковською буде і 

[H , H  ], а отже, і взаємний комутант [ A, g  ]. □

3.3.20. Теорема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева 

підгрупа групи G, та нехай g  є  N G (А )\ CG (А ). Тоді [ A, g ] буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Позначимо через Т періодичну частину підгрупи А. 

Застосувавши наслідок 3.3.18, отримаємо, що взаємний комутант 

B  = [g ,T ] буде черніковською підгрупою. В фактор-групі А / B  тепер уже 

будемо мати включення T  /  B  < СЛАВ (g B ) . Л ема 3.3.19 показує, що 

комутант [gB, А / B] буде черніковською підгрупою. Оскільки і B є

черніковською, то звідси отримуємо, що і підгрупа [ A, g  ] буде

черніковською. □

3.4. Про будову деяких груп, всі підгрупи яких або нормальні, 

або мають черніковський комутант

В цьому параграфі ми продовжимо дослідження груп, кожна 

підгрупа яких або нормальна, або її комутант буде черніковською 

підгрупою. Ми отримаємо тут опис структури деяких класів майже 

розв'язних груп, які мають вказану властивість. Почнемо ми з наступного 

результату.

3.4.1. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Нехай, далі, A -  абелева підгрупа групи 

G. Якщо В -  така підгрупа нормалізатора N G (А ), що B  > А та фактор 

B  / А буде скінченно породженою абелевою групою, то комутант В буде 

черніковською підгрупою.
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Д оведення. Оскільки фактор-група B  / А буде абелевою та скінченно 

породженою, то вона містить у собі вільну від скруту підгрупу С  / А , 

індекс якої буде скінченним. Покажемо, що комутант С  буде 

черніковською підгрупою. Тоді, застосувавши теорему 3.2.10, отримаємо, 

що і комутант В буде черніковською підгрупою.

Оскільки С  / А -  вільна від скруту скінченно породжена абелева 

група, то С / А буде вільною абелевою групою скінченного рангу, тобто 

С  /  А = (g A )  х ... х (g nA . З теореми 3.3.20 отримаємо, що взаємні 

комутанти [g  , А] будуть черніковськими підгрупами для кожного індексу 

J, 1 < j  < n . Тоді і їх добуток D  = [ g , А] •... • [ g n, А] також буде

черніковською підгрупою. Подальший розгляд ми будемо проводити у 

фактор-групі B  /  D , а тому, щоб не робити наших позначень громіздкими, 

краще вважати, що підгрупа D  буде одиничною. У цьому випадку 

одиничною підгрупою буде і взаємний комутант [B, А ]. Позначимо 

періодичну частину підгрупи А через Т. Оскільки фактори А / T  та B  / А є 

вільними від скруту, то і фактор-група B  / T  буде вільною від скруту. З 

теореми 3.1.12 отримаємо, що вона буде абелевою. У свою чергу, звідси 

випливає, що взаємні комутанти [g  , B ] будуть періодичними підгрупами

для кожного індексу J , 1 < j  < n . Оскільки підгрупа В є нільпотентною, а її 

клас нільпотентності не перевищує 2, то маємо стандартний ізоморфізм 

[ g j , B] = B  / С  (g j ) для кожного індексу J, 1 < j  < n . Очевидно, підгрупа B 

міститься у кожному з централізаторів С5 (g  .) , а це тягне за собою той 

факт, що фактор-група B  /  C  (g  )  буде періодичною. Оскільки вона ще є 

абелевою та скінченно породженою, то B  / С  (g ) буде скінченною для 

кожного індексу J, 1 < J < n . Врахувавши тепер теорему 1.2.27, отримаємо,

що нормальне замикання ( g , . . . , буде розширенням скінченної

підгрупи Р  за допомогою вільної абелевої групи скінченного рангу. Слід 

зазначити, що фактор-група B  / P  буде добутком своєї центральної
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підгрупи A / P  та вільної абелевої підгрупи. Тому В / P  сама буде 

абелевою. Звідси випливає, що підгрупа. Р  містить у собі комутант [В, В ] , а

це і доводить наше твердження. □

3.4.2. Теорема. Нехай G -  локально ступінчата група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G містить у  собі таку нормальну абелеву підгрупу A, що 

фактор-група G / A буде скінченно породженою. Тоді комутант групи G  

буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Оскільки фактор-група G / A  буде скінченно 

породженою, то в групі G  існує така скінченно породжена підгрупа F, що 

має місце рівність G = F A . З наслідку 3.1.15 отримаємо, що підгрупа F  є 

майже абелевою, а за теоремою 3.1.12 комутант підгрупи F  буде 

скінченною підгрупою. Ізоморфізм

G / A = FA / A = F / ( F  n  A)

показує тепер, що фактор-група G / A має скінченний комутант. У цьому 

випадку G / A  містить у собі скінченно породжену абелеву підгрупу L / A , 

яка має скінченний індекс. Можна вважати, що підгрупа L буде 

нормальною в групі G. З леми 3.4.1 отримаємо, що комутант [L, L] буде 

черніковською підгрупою. Застосувавши тепер теорему 3.2.10, отримаємо, 

що і комутант усієї групи G  буде черніковською підгрупою. □

3.4.3. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить у  собі таку 

нормальну абелеву підгрупу A, що фактор-група G / A є  абелевою та не 

м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді центр групи G містить її 

комутант.

Д оведення. Нехай L = {Lx | Л є К \  -  така система підгруп групи G, 

кожна з яких містить у собі А, що {Lx / A | Л є А )  буде локальною системою  

всіх скінченно породжених підгруп фактор-групи G / A . З теореми 3.2.10
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випливає, що комутант DÄ підгрупи L  буде черніковською підгрупою для

кожного індексу А є А .  Оскільки L  / A є абелевою, то підгрупа А містить

у собі DÄ, зокрема DÄ є абелевою. Тоді DÄ має таку систему {D ^ | и єМ }

своїх скінчених G-інваріантних підгруп, що DÄ буде породжуватись

підгрупами цієї системи. Централізатор кожної з підгруп D^ має

скінченний індекс в групі G. З іншого боку, кожний такий централізатор 

містить у собі підгрупу А, а оскільки фактор-група G / A не містить у собі 

власних підгруп скінченного індексу, то цей централізатор мусить 

співпадати з усією групою G. Інакше кажучи, центр групи G  містить у собі 

підгрупу D  для кожного натурального числа п. Оскільки підгрупи D^

породжують D , то центр групи G  містить у собі підгрупу D , і це має 

місце для кожного індексу А є А .  Якщо L. < L , то очевидно має місце 

включення D  < D . Оскільки система {Lx | А є А }  є локальною, то і 

система {Dx l А є А }  буде локальною. Тому об'єднання D  = U Dx буде
ЛєА

підгрупою групи G . Як ми показали вище, центр групи G  містить у собі 

підгрупу D. З того факту, що група G  породжується підгрупами L , А є А , 

випливає, що комутант [G, G]  співпадає з підгрупою D. Але тоді фактор- 

група G / £ (G ) буде абелевою. □

3.4.4. Лема. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої або  

нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить 

у  собі таку нормальну абелеву підгрупу A, що фактор-група G / A є  

абелевою та не м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді група G буде 

абелевою.

Д оведення . З леми 3.4.3 отримуємо, що група G  буде нільпотентною 

та її клас нільпотентності не перевищує 2. Оскільки вона є періодичною, то 

маємо стандартний прямий розклад G = DrpBU{G)Sp, де S -  силовська р-

підгрупа G, p  є П ( б ). Кожна підгрупа S буде розширенням своєї
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нормальної абелевої підгрупи S п  А за допомогою абелевої групи 

А  /  (S  п  А) = S  А / А . Покладемо Q  = D r S  , тоді маємо ізоморфізм 

S = G / Q , з якого отримуємо ізоморфізм

SpA /  А = G  /  QA = (G  /  А) / (QA / А ) .

Таким чином, S  / (S  п  А) буде ізоморфною до деякої фактор-групи

групи G  / А . Це тягне за собою той факт, що фактор-група S / (S  п  А) не

містить у собі власних підгруп скінченного індексу. Оскільки ця фактор- 

група є абелевою, то вона буде подільною. Із пропозиції 1.2.5 отримаємо 

тепер, що центр підгрупи S містить у собі підгрупу Sp п  А = А^. Оскільки

S / А  ̂ є подільною абелевою, то з теореми 1.2.28 отримуємо, що вона

розкладається у прямий добуток квазіциклічних підгруп. Але тоді S має

зростаючий ряд підгруп

А ,=  Po < P1 < . . .P ,< Pa+1 < ...Pr = S^, 

фактори якого будуть квазіциклічними групами. Розглянемо підгрупу р . 

Оскільки А  буде її центральною підгрупою, а фактор-група р  / Ар є 

квазіциклічною, то р  буде абелевою. З того факту, що А  / А  ̂ є абелевою, 

випливає, що р  буде нормальною підгрупою в А  / А^. З доведеного вище 

отримуємо, що р  буде центральною підгрупою А . За допомогою  

попередніх аргументів покажемо, що р  буде абелевою. Застосувавши 

тепер просту трансфінітну індукцію, отримаємо, що S  є абелевою. 

Оскільки це має місце для кожного простого числа р  з множини n ( G ) , то і 

група G  буде абелевою. □

3.4.5. Н аслідок. Нехай G -  періодична метабелева група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G не м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді вона 

буде абелевою.
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3.4.6. Наслідок. Нехай G -  періодична розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G не м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді вона 

буде абелевою.

Д оведення. Припустимо, що група G  не є абелевою, та нехай 

D  = [G, G] та K  = [D, D ] . Тоді G  ф D  та D  ф K . Фактор-група G  /  K  буде 

метабелевою. Але тоді з наслідку 3.4.5 випливає, що вона абелева. У  

цьому випадку K  містить D , а оскільки має місце і протилежне включення,

то D  = K . Отримана суперечність показує, що G  абелева. □

3.4.7. Наслідок. Нехай G -  періодична майже розв'язна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G не м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді вона 

буде абелевою.

Д оведення. Дійсно, оскільки група G  не містить у собі власних 

підгруп, які мають скінченний індекс, то вона буде розв'язною, а тоді

можемо застосувати наслідок 3.4.6. □

3.4.8. Теорема. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G м ає  

нормальну систему Куроша-Чернікова, фактори якої будуть локально 

ступінчатими. Якщо G не м ає власних підгруп скінченного індексу, то 

вона буде абелевою.

Д оведення. Дійсно, із теореми 3.1.13 випливає, що група G  буде

майже розв'язною. Тепер є можливість застосувати наслідок 3.4.7. □

3.4.8. Наслідок. Нехай G -  періодична локально ступінчата група, 

кожна підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Якщо G не м ає власних підгруп скінченного індексу, то вона буде абелевою.

3.4.9. Наслідок. Нехай G -  локально скінченна група, кожна підгрупа 

якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. Якщо G не м ає  

власних підгруп скінченного індексу, то вона буде абелевою.
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3.4.10. Наслідок. Нехай G -  періодична майж е розв'язна група, 

кожна підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G містить у  собі таку нормальну абелеву підгрупу A, що 

фактор-група G / A не м ає власних підгруп скінченного індексу. Тоді група  

G буде абелевою.

Д оведення. З наслідку 3.4.7 отримуємо, що фактор-група G / A буде 

абелевою. Тепер залишається застосувати лему 3.4.4. □

3.4.11. Теорема. Нехай G -  періодична майж е розв'язна група, 

кожна підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G містить у  собі таку нормальну підгрупу A, що фактор- 

група G / A не м ає власних підгруп скінченного індексу. Якщо комутант А 

є  черніковською підгрупою, то і комутант ус іє ї групи G буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Нехай K  = [A, A ] , тоді підгрупа K  буде черніковською. 

До фактор-групи G / K  можемо тепер застосувати наслідок 3.4.10 і 

отримати, що фактор-група G / K  буде абелевою. Це означає, що K  буде 

комутантом усієї групи G . □

3.4.12. Наслідок. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої 

або нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G 

містить у  собі таку нормальну підгрупу A, що фактор-група G / A є  

черніковською. Якщо комутант А є  черніковською підгрупою, то і 

комутант ус іє ї групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Дійсно, позначимо через D  / A подільну частину 

черніковської фактор-групи G / A та нехай K  = [D , D ] . Із теореми 3.4.11 

можна тепер отримати, що K  буде черніковською підгрупою. Оскільки D  

має в групі G  скінченний індекс, то теорема 3.2.10 доводить той факт, що 

комутант усієї групи G  також буде черніковською підгрупою. □
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Розглянемо зараз наступне узагальнення резидуально скінченних 

груп. Нехай X -  клас груп. Будемо говорити, що група G  є резидуально  X - 

група, якщо для кожного її неодиничного елемента g  існує така нормальна 

підгрупа И  , що не містить цього елемента і фактор-група G '  и

належить до класу груп X .

Якщо X -  це клас черніковських груп, то будемо говорити про

резидуально черніковські групи.

3.4.13. Теорема. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої 

або нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G є  

резидуально черніковською групою. Тоді комутант групи G буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення . Оскільки G  є резидуально черніковською групою, то 

вона має систему нормальних підгруп {И х | А є А } , що мають наступні

властивості: G / И х є черніковською для кожного індексу
ЛєА

А є А .

Якщо знайдеться такий індекс / лє  А , що комутант [И , И ц] є

черніковською підгрупою, то з наслідку 3.4.12 отримаємо, що комутант 

усієї групи G  буде черніковською підгрупою. Таким чином, далі ми 

можемо вважати, що кожен комутант [И х, И х ] не буде черніковською 

підгрупою для будь-якого індексу А є А . З леми 3.1.1 отримаємо, що 

фактор-група G / И х буде дедекіндовою для кожного індексу А є А .

Припустимо, що група G  містить у собі таку нормальну підгрупу U, 

що фактор-група G / U  буде неабелевою дедекіндовою групою. У цьому 

випадку будемо мати G / U  = Q / U  х V / U , де Q / U  -  група кватерніонів, а

V / U  -  прямий добуток елементарної абелевої 2-підгрупи та періодичної 

абелевої підгрупи без елементів порядку 2 (теорема 1.2.15). Розглянемо 

зараз систему нормальних підгруп {Vx = V  п  И я | А є А } . Оскільки підгрупа

V має скінченний індекс в усій групі G, то фактор-група G / Vx (а, отже і
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V / Vx ) буде черніковською для кожного індексу Л є А . Припустимо, що 

знайдеться такий індекс у є А , що фактор-група V / Vv не є абелевою. Тоді 

V містить у собі нормальну підгрупу Y, для якої фактор-група V / Y буде 

групою кватерніонів. Підгрупа Y має, очевидно, скінченний індекс в групі 

G. Якщо припустити тепер, що її комутант [Y,Y] є черніковською 

підгрупою, то з теореми 3.2.10 отримаємо, що і комутант [G, G] буде 

черніковською підгрупою, і все доведено. Тому зараз будемо вважати, що 

комутант [Y,Y] не є черніковською підгрупою. Тоді підгрупа Y буде 

нормальною в групі G, і за лемою  3.1.1 фактор-група G  / Y мусить бути 

дедекіндовою. З іншого боку, фактори G  / V та V / Y ізоморфні до групи 

кватерніонів, а тому G  / Y не може бути дедекіндовою. Отримана 

суперечність показує, що фактор-група V / Vx є абелевою для кожного

індексу Л є А .  З рівності р |  Н х = (і)  випливає, що і р |  Є  =<1>-
ЛєА ЛєА

Використовуючи теорему Ремака, отримаємо, що підгрупа V буде 

ізоморфною до деякої підгрупи добутку D r V  /  V  . Оскільки кожна з 

груп V / Vx  є абелевою, то добуток Drw ^e V  /  V  буде абелевою групою, а

тому і її підгрупа V також буде абелевою. За своїм вибором підгрупа V має 

скінченний індекс в групі G, і застосувавши знову теорему 3.2.10,

отримаємо, що і комутант [G, G] буде черніковською підгрупою. □

3.4.14. Наслідок. Нехай G -  локально скінченна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що силовські р-підгрупи G є  черніковськими для кожного 

простого числа р. Тоді комутант групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. З теореми 1.2.29 випливає, що група G  буде майже 

локально розв'язною. З наслідку 1.2.31 тоді випливає, що фактор-група 

G  / О , (G) буде черніковською групою для кожного простого числа р.

Очевидно, перетин усіх нормальних підгруп О , (G) є одиничним (тобто
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перетин за усіма простими числами р ). Це означає, що група G  є 

резидуально черніковською групою. З теореми 3.4.13 отримаємо тепер, що 

комутант групи G  буде черніковською підгрупою. □

3.4.15. Наслідок. Нехай G -  локально скінченна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що група G м ає скінченний секційний ранг. Тоді комутант 

групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Дійсно, з теореми 1.2.32 випливає, що для кожного 

простого числа р  силовські р-підгрупи групи G  будуть черніковськими, так

що можемо застосувати наслідок 3.4.14. □

3.4.16. Наслідок. Нехай G -  локально скінченна група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що група G м ає скінченний спеціальний ранг. Тоді комутант 

групи G буде черніковською підгрупою.

3.4.17. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить у  собі таку 

нормальну абелеву підгрупу A, що фактор-група G / A є  квазіциклічною p -  

групою. Якщо g  -  елемент групи G, що м ає нескінченний порядок, то 

взаємний комутант [g , G] буде квазіциклічною p -групою або одиничною 

групою.

Д оведення . З леми 3.4.3 випливає, що комутант групи G  міститься в 

її центрі. Звідси випливає, що відображення Q : x ^  [g ,x] ,x є  G , буде

ендоморфізмом групи G. Також маємо K er6g = CG(g ) , lm 6 g = [g , G ] . 

Очевидно, що централізатор CG(g ) містить у собі підгрупу А. Оскільки 

кожна фактор-група G / A  або є квазіциклічною р-групою, або буде 

одиничною, то з ізоморфізму G / K er6 g  = G / CG (g )  = lm 6 g  = [ g , G]

отримаємо, що взаємний комутант [g , G] буде або квазіциклічною p-  

групою або одиничною групою. □
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3.4.18. Наслідок. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або 

нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить 

у  собі таку нормальну абелеву підгрупу A, що фактор-група G  / А є  

подільною черніковською групою. Якщо g  -  елемент групи G, що м ає  

нескінченний порядок, то взаємний комутант  [g , G] буде черніковською  

групою.

Д оведення. Оскільки фактор-група G  / А є подільною черніковською 

групою, то група G  має скінченний ряд підгруп

А = А  < А  <... < An = G , 

фактори A j / А якого будуть квазіциклічними групами, 0 < j  < n - 1 .

Доведення проведемо за допомогою індукції за числом п. Якщо n = 1, то 

твердження випливає з леми 3.4.17 (слід зазначити, що одинична група є 

черніковською). Припустимо тепер, що n > 1, та нехай вже доведено, що 

взаємний комутант [g , АиЧ] є черніковською підгрупою. Наступне 

доведення буде проводитись для фактор-групи G  / [ g , A - J . Нашою метою 

є довести, що взаємний комутант [g [ g ,Аи_J ,G  / [ g ,АиЧ]] є черніковською 

підгрупою. З рівності [g ,G ] /[g ,A n-1] = [g [g ,A n-1],G  / [ g ,A n-1]] та нашого 

припущення про те, що [g , А -J  -  черніковська підгрупа, буде випливати 

тоді, що взаємний комутант [g , G] також буде черніковською підгрупою. 

Тому, щоб не ускладнювати наші позначення, є доцільним припустити, що 

підгрупа [g , A -J  є одиничною. Інакше кажучи, ми будемо вважати, що 

центр підгрупи A -і містить елемент g. З леми 3.4.3 випливає, що комутант 

групи G  міститься в її центрі. Звідси випливає, що відображення 

Q : х ^  [g ,x] ,x  є  G , буде ендоморфізмом G. З індуктивного припущення

випливає, що централізатор CG (g ) містить у собі А - і . З ізоморфізму 

G  /  K er0g = G  /  CG (g ) = Im А  = [g , G] отримаємо, що взаємний комутант

[ g , G] буде або квазіциклічною ̂ -групою, або одиничною групою. □
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3.4.19. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить у  собі таку 

нормальну періодичну абелеву підгрупу A, що фактор-група G / A є  

абелевою та мінімаксною. Тоді комутант групи G буде черніковською  

підгрупою.

Д оведення. Оскільки фактор-група G / A  є абелевою та мінімаксною, 

то вона містить у собі таку вільну від скруту скінченно породжену 

підгрупу C / A , що фактор-група G / C  буде черніковською групою. 

Позначимо через D  / C  подільну частину групи G / C . Нашою метою буде 

довести, що комутант [D , D ] буде черніковською підгрупою. Тоді з 

теореми 3.2.10 отримаємо, що комутант усієї групи G  буде черніковською 

підгрупою. Тому, щоб не ускладнювати наші позначення, є доцільним 

припустити, що фактор-група G / C  буде подільною черніковською 

групою.

З теореми 3.4.2 випливає, що комутант [C , C ] буде черніковською 

підгрупою. Знову, щоб не ускладнювати наші позначення, ми можемо 

припустити, що підгрупа. [C, C ] буде одиничною. Інакше кажучи, ми 

будемо вважати, що підгрупа С  є абелевою. Тоді підгрупа А буде її 

періодичною частиною. З теореми 1.2.4 слідує, що підгрупа А виділяється 

у підгрупі С  прямим множником, тобто C  = A х K  для деякої підгрупи K. 

Зазначимо, що із ізоморфізму C  / A  = K  випливає той факт, що підгрупа K  

буде вільною від скруту та скінченно породженою, тобто вона буде 

вільною абелевою. Отже, K  має прямий розклад

K  = ( g i) х ■■■ х ( g n) ,

де кожен з елементів g  має нескінченний порядок, 1 < j  < n . З леми 3.4.3

випливає, що центр групи G  містить її комутант. Лема 3.4.18 показує, що 

взаємний комутант [g j , G ] буде черніковською групою для кожного

індексу j ,  1 < j  < n . Позначимо через L добуток цих взаємних комутантів, 

L = [g , G ] •...• [g n, G ] . Тоді L буде нормальною в G  черніковською
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підгрупою. В фактор-групі G / L підгрупа. KL / L  уже міститься в її центрі, 

зокрема, вона буде нормальною. Фактор-група (G / L ) /  (KL / L)  = G / KL  

буде розширенням своєї періодичної абелевої підгрупи (CL / L) /  (KL / L)  

за допомогою подільної черніковської групи G / C L , а тому буде 

періодичною. Застосувавши лему 3.4.4, ми отримаємо той факт, що 

(G / L ) /  (KL / L)  буде абелевою. Далі, фактор-група G / L буде 

розширенням своєї періодичної нормальної підгрупи AL / L  за допомогою  

абелевої групи G / A L . Позначимо через T / AL  періодичну частину 

фактор-групи G / A L . Тоді підгрупа T / L буде нормальною періодичною  

підгрупою і фактор-група (G / L ) /  (T / L)  = G / T  буде абелевою групою, 

вільною від скруту. Оскільки KL / L = K  є вільною від скруту, то перетин 

(T / L) п  (KL / L)  буде одиничним. Застосувавши теорему Ремака, 

отримаємо вкладання групи G / L в прямий добуток

(G / L)  / (KL / L) х (G / L ) / ( T  / L ) .

Як ми вже бачили вище, обидва прямих множника цього добутку є 

абелевими групами. Звідси випливає, що фактор-група G / L також буде 

абелевою. У свою чергу, це тягне за собою той факт, що комутант усієї 

групи G  міститься в підгрупі L , а отже співпадає з L . Оскільки підгрупа L є

черніковською, то все доведено. □

3.4.20. Лема. Нехай G -  група, кожна підгрупа якої або нормальна, 

або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G містить у  собі таку 

нормальну періодичну абелеву підгрупу A, що G / A є  майж е розв'язною та 

мінімаксною. Тоді комутант групи G буде черніковською підгрупою.

Д оведення. З теореми 3.1.12 випливає, що множина Т всіх елементів 

скінченного порядку групи G  буде характеристичною підгрупою, а фактор- 

група G / T  буде вільною від скруту абелевою групою. Оскільки підгрупа 

A є періодичною, то вона міститься в підгрупі T. Зазначимо, що періодична 

майже розв'язна мінімаксна група є черніковською, а отже фактор-група
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Т / А є черніковською. З наслідку 3.4.12 випливає, що комутант [T, Т ] 

буде черніковською підгрупою. З леми 3.4.19 тепер отримуємо, що 

комутант фактор-групи G  /  [T ,T ]  буде черніковською підгрупою. Нарешті, 

рівність [G, G ]/[T ,T ] = [G /[Т ,Т ], G  /[Т ,Т ]] доводить той факт, що 

комутант усієї групи G  буде черніковською підгрупою. □

3.4.21. Теорема. Нехай G -  локально ступінчата група, кожна 

підгрупа якої або нормальна, або м ає черніковський комутант. 

Припустимо, що G містить у  собі таку нормальну періодичну абелеву 

підгрупу A, що фактор-група G  / А є мінімаксною. Тоді комутант групи G  

буде черніковською підгрупою.

Д оведення. Слід тільки зазначити, що з наслідку 3.1.16 випливає, що 

G  буде майже розв'язною, а тому можна застосувати лему 3.4.20. □

Розглянемо ще одну із можливих частинних ситуацій.

3.4.22. Теорема. Нехай G -  періодична група, кожна підгрупа якої 

або нормальна, або м ає черніковський комутант. Припустимо, що G  

містить у  собі таку нормальну абелеву підгрупу, що фактор-група G  / А 

також  є  абелевою. Якщо П (A) n  n (G  / А) = 0 ,  то комутант групи G буде 

черніковською підгрупою.

Д оведення. Якщо центр групи містить у собі підгрупу А, то група G  

буде нільпотентною. У цьому випадку вона буде прямим добутком своєї 

силовської П ( А) -підгрупи та силовської n (G  / А) -підгрупи. Зокрема, вона 

буде абелевою, так що у цьому випадку все доведено. Тому далі будемо 

розглядати випадок, коли підгрупа А не є центральною. Тоді знайдеться 

елемент a  є  А та елемент g  є  G  \ А , що мають властивість [ a , g  ] ф 1. Ми

можемо вважати, що П ((g ) ) n n ( G  / А) = 0 .  Покладемо C  = Ca (g1). 

Оскільки фактор-група G  / А є абелевою, то відображення

А :а  ^ [g i ,a ] ,a  є  А

буде G-ендоморфізмом підгрупи А. Звідси випливає, що K erА = С  ( g ) та
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Розділ 3. Групи, всі підгрупи яких або нормальні, 
або маю ть черніковський комутант

Im 6x = [g , A] будуть G-інваріантними підгрупами А. Оскільки підгрупа А 

має скінченний індекс в (A , g ) , то теорема 3.2.10 показує, що комутант 

підгрупи (A, g ^  буде черніковською підгрупою. Зокрема, тоді і взаємний 

комутант [g , A] буде черніковською підгрупою. Із ізоморфізму

A / Ker6i = A / CA (g i) = lm 6i = [ gi, A] 

отримаємо, що фактор-група A / CA (g ) буде черніковською. Припустимо, 

що центр групи G  містить у собі підгрупу C  і розглянемо фактор-групу 

G / C . З теореми 1.2.32 випливає, що підгрупа A / Q  має доповнення: 

G  /  Q  = А / Сх X L  / Сх. Із рівності Ii{Ä )  n  I1(G / А) = 0  та того факту, що 

A / C  -  абелева черніковська підгрупа, випливає, що централізатор E  / Q  

підгрупи A / Q  має в групі G / Q  скінченний індекс. Далі, підгрупа E  / Q  

уже має прямий розклад E  /  Q  = A / Q  х K  / Q . Зокрема, вона буде 

абелевою. З включення Q  < C( G)  отримаємо, що підгрупа Е  буде 

нільпотентною, а отже абелевою. Залишається застосувати теорему 3.2.10.

Припустимо тепер, що центр групи G  не містить у собі підгрупи C  . 

Тоді знайдеться елемент я2 є  C  та елемент х2 є  G \ A , що мають 

властивість [а2, х2 ] ф 1. З теореми 1.2.32 випливає, що підгрупа ( g , х2, A) 

має напівпрямий розклад: ( g l ,x2, Aj  = A X S  та всі доповнення до А є 

спряженими. Зокрема, можна вважати, що підгрупа S  містить елемент g . 

Маємо х2 = g b , де g 2 є  S , b є  A . Тоді [а2, х2 ] = [а2, g 2 ]. Зазначимо, що S  є 

абелевою, а тому S  = (g , g 2) . Зазначимо, що підгрупа S  є прямим добутком 

двох циклічних підгруп, а тому можна вважати, що S = ( g )  х ( g 2) . З 

теореми 1.2.33 отримуємо прямий розклад

A = ЄА Д  g i ) )  Ф [  A,{ gi )  ]  = CA (gi )  Ф [  A,( gi )  ]  = Ci + [  A,{ gi )  ] .  

Оскільки ^  є  C , то ( g , а ) п  ( g , ̂  = d . Покладемо C2 = CA ({ gi,  g j ) . 

Повторюючи попередні міркування, отримаємо, що фактор- група A / C2
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буде черніковською. Якщо припустити, що центр групи G  містить у собі 

підгрупу C  , то як і раніше, можна довести, що комутант групи G  буде 

черніковською підгрупою. Тому будемо вважати, що підгрупа C  не є 

центральною. Тоді знову будемо знаходити елементи g 3, а3 і т.д. 

Застосувавши попередні аргументи, знайдемо елементи g ,...,g n,а ,...,а , 

які задовольняють наступні умови:

(1) <gi &,) = (  & ) х ••• х ( g » );

(2) П ((а ,..., & ,» п П( А) = 0 ;

(3) ах,...,an є  А ;

(4) [aj , g j ] ф 1,1 < j  < n ;

(5) (g „  а„..., gj-„  j )  ^  g j , j = о ) ;

(6) [ g j , а ] = 1, k  < J \1 < J \ k  < n .

Якщо процес вибору цих елементів буде скінченним, то, як і вище, 

можна довести, що комутант групи G  буде черніковською підгрупою. 

Тому припустимо, що цей процес буде нескінченний. Розглянемо 

довільний елемент g  . Множину натуральних чисел {n | n > j }  розіб'ємо на

дві нескінченні підмножини А та М  що мають пустий перетин. Нехай 

U  = (g t, а  | ґ є А ) , V  = (g t, a  | ґ є  M ) . Обидві підгрупи U, V будуть - 

інваріантними, U  n  V = (1), комутанти [U ,U ],[V ,V ] не є черніковськими 

підгрупами, та n UV  = (1). Тоді і комутанти підгруп ( g ^ U  та ( g ^ V

не є черніковськими, а тому ці підгрупи будуть нормальними. Але тоді і їх 

перетин = ( g j ^ U n ^ gj ^V  повинен бути нормальною підгрупою.

Звідси випливає, що [а} , g ] є ^ g ^ . З іншого боку, оскільки А також є 

нормальною, [ а , g j ] є  А , а тому [ау., g ] є ^ g ^  n  А = ( 1 .  Але це суперечить 

вибору елементів а ., g j . Ця суперечність доводить результат. □
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GROUPS WITH RESTRICTIONS 
ON NON-NORMAL SUBGROUPS

The monograph is devoted to 
the stu dy of lo ca lly  graded 
groups, whose subgroups are 
either normal or have Chernikov 
derived subgroup. In particular, 
we investigated the groups in 
which derived subgroups of all 
proper subgroups are Chernikov 
under condition that they possess 
a normal K u ro sh -C h e rn ik o v  
system whose factors are locally 
graded. The obtained results give 
the o p po rtu n ity  to obtain 
inform ation on the basic 
concepts and the results of 

some important sections of the 
theory of infinite groups and can 
be used in form ation of the 
professional competence of future 
mathematics teachers.

For scientific and pedagogical 
workers, university teachers, 
who train teachers of 
mathematics, masters, post-grad­
uate students.


