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В С Т У П

У багатьох роботах (див. .наприклад, Ї ї  -  ї ї ] )  вивчались групи,, 
у яких певна властивість V підгрупи групи б 6 .щільною в групі і в. 
Властивість V підгрупи групи б називається щільною в б, якшодля 
підгрупи А з підгрупи В групи 0 існує підгрупа 8 Із властивістю V 
така, що А ^ Я ^ В. Груш такого роду, де V * властивість нор­
мальності , вивчались, Наприклад, у роботах їв  - .1 4 ]. У згаданих' 
роботах А завжди була класною немаксимальною підгрупою з В, 
А ^ N < В, або А < N ^  В. Зрозуміло, шо ці умовипря вивченні та- 
« х  груп необов’ язкові.

В даній роботі також розглядаються групи з деякими умовам* щі>- 
Льйості нормальності для підгруп, які є значним узагальненням груп\ 
із  робіт (9  -  14]. Деякі результати ц ієї робота опубліковані і 
задепановані в Ї37 -  49].

Р обот  складається з п'ята параграфів. В параграфі ї . ї  розгжят1 
даються групи, от не породжуються своїми власними - немакояшльнимя 
підгрупами. Конструктивний опис локально * ступінчастих груп такого 
роду дано в теоремі ї . ї . ї .  В ньому ж параграфі опжсані мегациклі 
ні групи я трьома інвоявціями (теореш ї . ї . 4 ) ,

У параграфі 1 .2 -вводяться означання восьми класів .груп з умова- 
в щільності нормальності для підгруп (означення Д .2 .3 ). Теорема 
Ї .2 Л  встановляв замкненість введених ю и оів  груп за підгрупами т а ' 
фактор-групами- 1 включення кожного з цих класів в ішиЯ. Вйі рм * 
рлядуваяі класи групналехать класу УШ[ ] -  груп, тобто груп б. у 
яких для будь-якої парк підгруп А та В таких, що А -  власна ношк-
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симальна підгрупа в В, існує нормальна підгрупа Н іа б і  А ^  
^ її £ В, Теорема і . 2.2  описує псі типи ненормальних підгруп ло-г, 
кально ступінчастої УЩН[ ]-групи. Теорема -1.2.3 присвячена харакг- 
теризації локально ступінчастих УШІ ]-груп.

Параграф 1.3 присвячений конструктивному онису деяких підклас 
сів  УШНС ]~груп, ш  мають самостійне значення і використовуються в; 
подальших дослідженнях. У теоремі І . 3 -ї  конструктивно описані всі 
локально ступінчасті УШІ О-групи Юиідта. Теорема 3 .3 .2  описує всі. 
метациклічні УШІ ]-групи, а теорема 3 .3 .3  -  локально ступінчасті,' 
мінімальні неметацйклічні групи такого роду. У теоремі 3 .3 .4  спи-1? 
сані локально ступінчасті УШН[ ]-групи, які мають ненормальні мі­
німальні неметапиклічні підгрупи.

Параграф 3.4 присвячений опису Локально ступінчастих ШН[ ]-груп 
та їх  підкласів. ЩН[ ] -  групою навивається така група 6 , у яко? 
для будь-якої пари підгруп А та В таких, що А «  В, існує нормальна 
В б підгрупа К І А ^ К < В. Теорема 3 .4 .3  дає конструктивний 
опис всіх локально ступінчастих Щ[ 3-груп в виділенням восьми ти-' 
пів груп такого роду. Теорема 3 .4 .2  показує, ага всі виділені а оа- 
наченні 3 .2 .3 підкласи ШНІ І-груп вичерпуютьоя далекі ндовшигру- 
нами.

Параграф 2.3 присвячений конотуктивиому опису локально ступін­
частих метагамі льтонових УШІ І-груп. У теоремі 2 .3 .3  опмоані 
УШІ ]-групи а комутантом простого порядку а виділенням семи типів 
груп такого роду. Теорема £ .3 .2  описує метагамільтовові УШНІ ] -  
групи. Одержано 38 типів таких груп. Наслідок 2 .3 .3  описує локаль­
но ступінчасті неметагамільтовові УШНІ І-грули, юо розкладаються 
в прямий добуток своїх власних підгруп (одержаво 3  типи таких 
груп ).
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Г Л А В А І  

БУДОВА ЛОКАЛЬНО СТУПІНЧАСТИХ ІЩ[ ]-ГРУП 

4 .4 . ДШОШЖШ РЕЗУЛЬТАТИ

О з н а ч е н а я  4 -4 .Ї . Підгрупа А груші 6 називається мак­
симальною підгрупою б, якщо в б  не існує такої підгрупи В, що. 
А < В < б.

Група б називається своєю О-максимальною підгрупою.
Максимальна підгрупа груші € називається 4-максимальною під­

групою групи б.
При п > О підгрупа А групи б називається п-максималькою в 6« 

коли вона в максимальною підгрупою деякої (ц-ї)-максимальної під­
групи А групи б.

Скінченні неодиничні групи завжди мають владні максимальні під­
групи, а одиничні та деякі нескінченні групи, наприклад, квазіцик­
лічні , не мають владних максимальних підгруп:

Л е м а  4 .4 .4 . Нехай б  -  довільна група. Тоді справедливі нас* 
тупві твердження:

4 ) група б  тоді і  тільки тоді не містить власних вемакеимальних 
підгруп, коли / б /  Є {4.рУ> р -  просте число;

2) б  =* <2> тоді і тільки тоді не породжується своїми максималь­
ними підгрупами, тобто всі ї ї  максимальні підгрупи породжують 
власну підгрупу М групи б , коди /г/ -  р *4 > р -* просте число, 
4  £ .0 ; при 4  = 0 підгрупа М не існує; при 4 >  О М =■ Ф(<е>) -  

єдина максимальна підгрупа з б ;
3 ) 6 * <у> тоді і  тільки тоді «є породжувтьйл своїми власними 

аемаксимаяьнямй підгрупами, тобто всі власні немакоимальні підгру­
пи а бпородкуютьвлаеиу підгрупу М з б , коли / е /  * р ,с  -  
різні прості числа, 4  > О, Є { 0 , $ ;  при. 4 1- А  < 2  підгрупа М 
ке існує; ори 4 +  0  = 2 М «  4 -  2-максіоиалвва підгрупа з б ; при 
4 * 0  > 2 і )в  = 0 М = Ф(Ф( б ) ) * б  -  0-максимальна підгрупа з б; 
при 4+0 > 2 і /і  * 4 М -  ьиксймальна підгрупа з б порядку р ^ ц .

Доведення. Необхідність.Твердження 4 лей* очевидне. Покажемо, 
що при умовах 2 І З леми /б/ < е-й. Дійзпо, нехай це не теж, Тоді
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в = <е>, / е /  • о о  і Є « <ег><е*> = <Є^><29>. то неможливо. Отже-, 
/ е /  .< о о .  При / е /  Є справедливе твердження А  леми. Тому
будемо вважати, шо / г /  р . Звідси 8 »  <х> х <у>, де / х /  = р^, 
<С > 0 , <х> -  силовська р-підгруш з б , р -  просте число, <у> -  

ї ї  холлівське доповнення. Якщо /у /  = 4 ,  то твердження 2 та З 
леми справедливі. Нехай / у /  /  1. Тоді в б  Існують щонайменше 2 
максимальні підгрупи Мі = Ф(<х>)х <у> і 14̂ *= <х> X <Уі>, яв 
<Уі > -  власна максимальна підгрупа з <у>. Зрозуміло, що б = М-уМ*, 
і тому умош 2 леми не виконується. Лоцо тепер / у /  Є (Ч -
просте число), то необхідність твердження 3 доведена.:

Нехай / у / р й , ч у .  Тоді <у> = <ц> х <Єг>, / е і /  = Ч ,  Ч -  
просте число, б А р, /8 > 0 і  /Ф(<еі>)<яг>/ > і .  Звідси <х>,, 
<2<>, <(&> -  власні немаксимальні підгрупи а б , що породжують всю
групу б. А це неможливо за умово» леми. Отже, А г /  = '* , / ї ї /  = ч в
умовах твердження 3 леми.

При / е /  = р^  / .>  Т і всі власні немаксимальні підгрупи а б 
породжують Ф(Ф<6) ) .  При /й і /  «  ч Ф(<х>) т  <Єі> -  власні иемак- 
симальні підгрупи з 6 1 тому вони породжують максимальну підгрупу 
М = Ф(<х>) х <д > з б. Звідси /и/ "•> ч- Необхідність доведеная

достатність. Достатність для твердження Т леми очевидна. Нехай 1 
б -  група тилу 2 леми. Тоді Ф(б) -  єдина власна максимальна під­
група з б . Звідси М -  Ф(б) і достатність доведена. Нехай б -  група 
типу 3 леми. У .цьому випадку б  = <х> ж <у>, / * /  -  р**; ^  > 0, / у /  *
*> чА Є (б»Т /- При сб = І  / 6/  & рч і веі власні немаксимальні,
підгрупи з 6 співпадають з одиничною підгрупою і .  Тому М »  С. Не­
хай тепер об > 1. Тоді Ф(<> >) та <у> -  власні немаксимальні під­
групи з б , які породжують п: ягрупу М *  ф( <х>) х <у>; [б:М] * р. 
Звідси М -  максимальна підгрупа з б . Достатність для груп типу З 
леми доведена. Лема доведена.

Н а с л і д о к  ї . ї . І .  Трупа 3 тоді і тільки тоді не містить - 
власних немаксмдальннх Підгруп, коли / б /  Є (Т.р^, р -  просте чис­
ло.

Доведення випливав в леми -ї Л Л .

Л е м а  І .Ї .2 .  Нехай б -  довільна група, шо мав власні иемак- 
симальні підгрупи, які всі породжують власну підгрупу М групи б..
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Толі М <7 6 , для будь-якого примарного елемента х із  6\М <х> -
максимальна підгрупа з G, G = <£,х>, де г -  будь-який елемент із  
6\<х>, / б /  $  { * ,6 > Г " просте число і виконується тільки одне в 
тверджень:

3 ) М -  2-максимальна підгрупа з G і G -  циклічна група порядку 
р**', <Ц> і ,  або /в/ «  pq, p. q -  необов'язково різні нроеті числа;,

2) М * Ф(<х>), G-гг періодична група;
3) М -  максимальна підгрупа циклічної груп* G, / б /  «• p^q, р і 

q -  різні прості числа. Х >  ї ,  /м / » pi_iq;
4) М -  максимальна підгрупа нециклічної групи в, G = М-<к>, 

МП<*> ”  Ф{<х>), для будь-якого примарного елемента в із  0\М <£> -  
максимальна підгрупа з в, f t (<х>) = f t (<£>).

Доведення. Нехай G і М задовольняють умови леми. Покажемо спот 
чатку, що М 4 в, При /М/ * 1  це очевидно. Тому будемо вважати, що 
/М/ > І .  Якщо М т <а>,, / а /  = r^, г -  просте число, f  > 0, то ва 
твердженням 2 леми Я .1.4 всі власні підгрупи з М породжують Ф(М). 
Але Id містить елемент о такий, що с f  Ф(М) і <с> -  власна иемак- 
симальна підгрупа s G. Звідси М * <с> і тому для будь-якого г із  G 
підгрупа z' 1 <с>2 -  власна немаксимальна в в. Таким чином, z_>cz Є М 
1 , значить, М ч б .

Нехай тепер М -  нециклічна група. Тоді М я <х^>, і -  елемент 
множини індексів. І ,  <х;> < М. Звідси <х;> -  власна немаксимаяьнв 
підгрупа в G і тому для будь-якого z із  € z ‘ l Є М І ,  значить, 
М я в . ■

Нехай б -  циклічна група. Яесшо G -  примарна група, то. для G 
справедлива твердження 3 леми ІЛ Л  1 вірне твердження 3 розгля­
дуваної леми.

Нехай тепер G -  нециклічна група і х Є G\M. Тоді G > <х>. Зро­
зуміло, що х $ М і тому <х> не породжується своїми власними під­
групами. За лемою і . І . І  <х> -  примарна максимальна підгрупа з б. 
Для будь-якого елемента f  із  Q/<X> <g,x> не може бути власно»
підгрупо» 8 б  і ,  таким чином, б  »  <g,x>. Якщо М -  немаксимальна 
підгрупа з б , то Ф(<х>) е М П <Х>, /Чкх>/ * М/т, г -  просте чис­
ло, 3 умови б  > М<х> і максимальності <х> в б  випливає М > <х> 
і тоцу М * Ф{<х»), Оскільки х -  довільний елемент ІЗ б\М, То G -  
періодична група І для G виконується твердження 2 леми. Якщо ж М -  
максимальна підгрупа з б , то для б  виконується твердження 4 леми.
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Лема доведена.

О з н а ч е н н я  1 .1 .2  t l ) .  Група G навивається локально сту­
пінчастою, коли будь-яка ї ї  неодинична скінченно породжена під­
група має власну підгрупу скінченного індексу,

Н а с л і  д о к 1 .1 .2 . Локально ступінчасті групи б а леми
1 . 1,2 е скінченними розв'язними групами.

Доведення. Нехай б і М задовольняють умови леми 1 - ї .2 .  Якщо б  -  
циклічна група, то твердження наслідку очевидне. Нехай б -  нешш- 
лічна група. Тоді можна вважати, що для б справедливе твердження З 
чи 4 леми 1 .1 .2 . Покажемо, що / б /  < о о . Дійсно, нехай / б /  = о О . 
Тоді за лемою Î .Î .2  б містять такий елемент х, що /х/ «  р^1, d. > О» 
р -  просте число, <х> -  максимальна підгрупа з G = «g,x>. Із  озна­
чення 1 .1.2  легко випливає, що б має нескінченний ланцюг нормаль­
них підгруп 6t ,  Gl > б і* . Зрозуміло, ио знайдеться таке і ,  для 
якого [б :б і ]  > р^. Звідси б*ь<х> < б , то суперечить максимальності 
підгрупи <х> у групі б. Таким чином, / б /  < && і б  має циклічну 
максимальну підгрупу <х>. За основною теоремою з {15] б -  розв'яз­
на група. Наслідок доведений.

Т е о р е м а  1 Л .І .  Локально ступінчасті групи б, що не пород­
жуються своїми власними немаксимальними підгрупами і вичерпуються 
групами порядку 1  та р (р -  просте число) і скінченнимирозв'яз­
ними 2-породженими групами, з яких всі власні немакенмаяьиі під­
групи породжують власну нормальну підгрупу Ü і б ізоморфна групі 
одного з типів:

1 ) б -  циклічна група порядку р^у р -  просте число, <Ц> О, М * 
* Ф(Ф(б)) -  2-максимальна підгрупа а б ;

2) /в/ м pq, р і q -  неоОов'язково різні прості числа, М * 8. -  
2-макеимальна підгрупа з б ;

3) б -  груш кватерніонів, М » Ф(б) -  2-максикальна підгрупа 
з б;

4) б -  циклічна груп« порядку р^Д; р і q -  різні прості числа, 
оС> 1 , М -  максимальна підгрупа з G, /М/ = р^’1 q; 4

5) 6 = <х> Д <г>„ /х /  = рх, / г /  = р, > 1 , [х ,г ]  Є <хр » ,  
[б:б* ) > 4, М =» <хр> х <г> -  ьаксимальна підгрупа з б ;
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в) 6 в R Д <х>, /R / = > 2, /х/ = ч ,£ >  О, /+ £  > Я, г і q -
різні прості числа, <х> -  максимальна підгрупа а 6 , М «= R \ о г >  -  
максимальна підгрупа в 6.

Доведення, Необхідність. Якщо / б /  Є f i .p V  (р -  просте число), 
то твердження теореми очевидне. Нехай / б /  р £ ї . За наолі та ом 
£ .£ .£  G має власні немаксимапьні підгрупи і задовольняє умову леми, 
£ . 1 .2 , за твердженням якої всі власні немаксимальні підгрупи з б 
породжують власну нормальну підгрупу til і вірне одне з 4 тверджень 
згаданої леми. За наслідком4 .£ .2  б -  скінченна розв'язна 2-пород- 
Жена група. Якщо / б /  »  pq, де р і q -  необов’ язково різні прості, 
Числа, то М = 4 -  2-максимальна підгрупа з б і ,  Значить, б -  група 
типу £ чи 2 теореми.

Нехай б -  циклічна група. Тоді за твердженням 3 лемн £ .£ . ї
/в/ =іА}( р і д -  різні прості числа, «6 > £ , М -  максимальна під-
груда з б , /М/ «  р '̂* ч і б -  група типу 4 ;

Нехай б -  нешаклічНа група. Тоді для б справедливе твердження 2
чи 4 леми £ .1 .2 , за яким б містить елемент х такий, що /х /  = q®, 
А > О, ч -  просте число, <х> -  максимальна підгрупа з б . Розгля­

немо два можливі випадки: £ ) б  -  нільпотентна група;. 2) б -  не- 
аільпотвнтна група:

Вкладок і .  У цьому випадку б = Q х В, де 0 -  сшювська q-п ід - 
ґрупа з б, В -  ї ї  холлівське доповнення в б. Зрозуміло, що 0 £ 
> <л>. Оскільки підгрупа <х> максимальна в б , то [ 6 :<х>] -  просте 
число і тому /В / Є { £ , }  (г  -  просте число). При /0 /  = г і Q = <х> 
б  -  циклічна група, що суперечить вибору б . Звідси /Й / * £ , б ‘ = 0, 
[б:<х>} * щ а г і , значить, б -  примарна група, що має циклічну 
максимальну підгрупу <х>. За теоремою 12.5.1 з t ie ]  б  -  група типу 
5 розглядуваної теореми; у якої { 6 :0' }  > 4, абб б = <а><Ь>, /а /  = 
-  2Л, /Ь/ Є {2.4} . І. > £ . б (¥ £. При Ж * Я б -  неабелева група 
порядку 8 , що не породжується своїми власними немаксимальними.під­
групами, ізоморфна групі кватерніонів і тому б є групою типу В 
теорем U яг ф(б) -  2-максимальна підгрупа з б.,

Нехай <£ > Я і б не в групо» типу 5 розглядуваної теореми . Тоді 
за теоремо» £2.5.1 в Г їбї б має власні циклічні підгрупи порядку 
2 та 4, які пешксямальяі в б  і породжують групу 0, що неможливо. 
Випадок £ розглянуто повністю.

Випадок Ш. Розглянемо два мишки; 2 1 )  <х> ч б ; 8 .2) <х> f  б.
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Випадок 2.3. У цьому Випадку [G:<x>] = г . г -  просте число, r t  
t  q. При /х /  = q М = 4 і б -  група типу 2. Нехай /х /  > q. Тоді 
G = <х>Д <у>, /у /  ■ г , <у> -  ненормальна силовська r-підгрупа а 
G, <у> -  немаксимальна підгрупа з G. Позначимо через N підгрупу з 
G, породжену всіма силовськими r-підгрупами з G. Тоді N <і G. Пока­
жемо, шо G = N. Дійсно, нехай G f  N. Тоді за лемою Фраттіні (див., 
наприклад, [37]) G = ND, де D = ^ (< у > ). Звідси D = Т х <у>, де 
Т = ПЛ<х>. Відомо, що <х> =» ТТі, де Т і- силовська q-підгрупа а
N. Але тоді Т «  <х> і G -  нільпоїентна група, що не так.Таким чи­
ном, G = N. а це суперечить умові теореми. Випадок 2.3 розгляну­
тий повністю.

Випадок 2 .2 . У цьому вилажу Nçf<х>) я <х> -  максимальна під­
група з G. Звідси <х> -  силовська q-підгрупа з G, що належить цен­
тру свого нормалізатора. За теоремою 34.3.3 з [36] G = R Д <х>, 
де R -  холлівоьке доповнення <х> в G. Оскільки <х> -  максимальна 
підгрупа s G, то R -  мінімальна нормальна підгрупа з Є. Відомо, що 
/R / = г«6 > 2 , r  -  просте число. При «£ +jS *  2 груш G типу 2 
теореми. Тому будемо вважати, шо Л + £  > 2. Ясно, ю  R -  елемеи- 
тарна абелева груш, всі власні циклічні підгрупи якої є власними 
немаксимальними підгрупами з G. Зрозуміло також, шо підгруш <х% 
немаксимальна B G i  тому М. Покажемо, що И ÿ. R. Дійсно,, при ' 
/в > і  R -  власна немаксимальна підгруш з G і тому R належить М. 

При (і * З Л>Л  і R породжується своїми власними циклічними під­
групами, які за попереднім зауваженням належать М. Звідси М > Я. 
За умовою теореми G > М, М -  R Д <х > -  максимальна підгруш з б
і , таким чинш, G -  груш ті пу 6 теореми. Випадок 2.2 Повністю
розглянуто. Необхідність до елева.

Достатність. Зрозуміло, ао в групах G порядку 4 чя г (г -  про­
сте число) взагалі немає власних иемакснмадьннх підгруп і тому G 
не породжується такими підгрупами. Будемо вважати, що / б /   ̂ [ї.г^  
і ,  значить, G -  груш одного з типів 3 -  6 розглядуваної твори 
За твердженням леми 3 .4 ,3  груш G типу І чи 4 не породжується 
своїми власними підгрупами і тому для груп цих типів достатність 
доведена.

В групі G тину 2 всі власні немахсижльні підгрупи співпадають 
з одиничною підгрупою 4, а в групі G типу 3 всі підгрупи такого 
роду співпадають з Ф<G). Звідси випливає достатність дхя цих типів 
груп.
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Нехай 6 -  група типу б 1 Мі -  підгрупа з 3, породжена всіма 
власними немаксимальииш підгрупами з б. Зрозуміло, що х^Є Мі, 
7 Є Мі. Звідси Мі і  <х^ > х <7> = М -  максимальна підгрупа з 6- 
Покажемо, що Мі ** М. Нехай Мі 4 М. Тоді існує власна немаксимальна 
підгрупа X з б  така, іію МХ « б. Значить, X містить елемент у , а 
М -  елемент а такі, що х «  ау. Ясно, шо а х ^ г £ .  Звідси х » 
• і ^ у  і тому х'^Рх * г?у. Зрозуміло, що /х^Р  х / = /х /  = р^, 
4  > 4. Оскільки /г ^ / Є то а умови Е б:б '] > 4 маємо /у /  »

-  /х/. Але тоді <у> -  максимальна підгрупа а б, що суперечить вн- 
бору X. Це означав, що Мі = М і достатність для груп типу 5 до­
ведена.

Нехай б  -  група типу 6 . Оскільки 4+р>> 2, то всі власні під­
групи з Я є власними немаксимальними підгрупами з б і <х% -  те* 
власна немаксимальна підгрупа з 6 . Тому N >  М -  максимальна під­
група із  б , породжена всіма власними немаксимальними підгрупами,а 
б. Покажемо, шо N «  М. Справді, якщо це не так ,,то N * б =« М<у>,де 
у -  о-елемент, Легко бачити, що <х ■ ><у> -  силовська д-підгрупа в 
б. Ке порушуючи загальності можна вважати, що <у> -  власна вемак- 
снмальна підгрупа з б . Будь-яка силовська о-підгрупа а б циклічна 
і  тому [х^.уЗ * 4 , /х^у/ * /х / .  Звідси / у /  > /х * / і , значить, 
/ у /  * /* /■  Отже, <у> -  силовська ч-иідгрупа з б , яка максимальна в. 
б , що ве так і тому N * М, Достатність для груп типу 6 доведена. 
Теорема доведена.

О з н а ч е н н я  4 .1 .3  {4 6 ). Група б , у якої всі підгрупи нор­
мальні , навивається дедеківдовою групо».

Т в е р  д ж е н и  я 4 .4 .4  ШІ-. Дедекі плові неаболеві групи б 
вичерпуються гАмільтоноввв групами, тобто -Групами' типу б = 
»  О X 0 х А, де 0 -  група кватерніопів, 0 -  елементарна абелева 
2-група, А -  періодична абедева група без інволюцій.

Для дедекіндових груп б спра ідливі твердження:
• -V • • •■ і ,

4) якщо б  містить елемент нескінченного порядку чи 8. порядку, 
то б* * 4 ;

2) циклічні 2-иідгрупи б порядкубільше двох містять б 1.
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Т е о р е м а  ТЛ .2 . Нехай б -  група» що містить нормальні я ід- 
групи Ni І N*., для яких НіПМ^и і  і б /Н іта  G /N i- дедекіидо- 
в і групи. Тоді € -  де дебітова груш, якою в ній виконує ївся хоча 
б оДна з умов:

1 ) N4-  періодична група без інволюцій, N3,- група без інволюція, 
або група, що містить елемент порядку 8;

2 ) Ні -  неперіодична груш без інволюція або з елементами поря­
дку 8, Нг_ -  груш без інволюція або груш, шо містить елемент по­
рядку 8 .

Доведення. Нехай б , Ні і  задовольняють умови теореми, ftouo б '*  
= то твердження теореми очевидне. Нехай б ' f ï ,  Оскільки НіЛНи- 
* Т, то можливі два випадки: t )  Ht f  G '; 2Ї Ні > б*.

Випадок І . У ньому випадку G/Ni -  неабелева груш » а тому пе­
рі одична гамільтонова група, яка за твердженням ІЛ Л  не містить 
елементів порядку 8 . Звідси за умовою теореми Н і -  періодична гру­
па, що не містить інволюція. Зрозуміло, ЩО Nj.fl G ' -  ї ,  ЗВІДКИ HjS 
^ Z(G). Тепер G/Ni -  неабелева груш , а значить періодична нідь- 
потентна гамільтонова група. Таким чином, маємо що і G -  періо­
дична нільпотентна груш. Нехай 0 -  силовська 2-підгрупа s б . Тоді 
В б Н і*  ї ,  D -  гамільтонова Й-група І б  «  D х А, де А -  періодична 
ніДьпотентва група без інволюція. Оскільки G/Ni і G/Ni -  гамільто- 
нові групи, И іЛ Н і» і ,  то б* -  2-група, Звідси А '* І .  За тверд­
женням 1 .1 .І  б  -  гамільтонова груш. Отже, теорема у  випадку ї  
доведена.

Випадок 2. В цьому випадку б/м? -  неабелева груш, а тому вона 
гамільтонова нільпотентна періодична група, у якої N4 х N i/H j,- 
пері одичнй абелева груш без І нволюці t. Звідси Ni х Ыг/Nj. не може 
містити комутавт групи б/К^. Таким чином, б  і  Nj. Суперечність. 
Теорема доведена.

Н а с л і  д о к  І .Ї .З . Аоцо груш б містить нормальні підгрупи 
Ні І N i такі, що Nifl N i*  І  і G/Nі  -  дедеісівдова група ( і  Є 
Є ( ї , ф ) ,  Nt -  локально циклічна група з свдовською 2-пілгрупою 0, 
для якої /В / f  ( 2 ,^  , то б -  дедекінлова група:

Наслідок випливає, » теорема ІЛ .2 .
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Т е о р е м а  4 .4 .3 . Нехай G -  груш, N -  ї ї  нормальна підгрупа 
і в  індукує на «групу внутрішніх автоморфізмі в, тобто для будь^ 
якого елемента g Із G і всіх елементів х Із N в N існує елемент а 
такий, шо g“1 хг = а '1 ха, Тоді 9 = H*CU(N). Зокрема, прй Z(N) » 4 
« . Я к  qj.(N). ;

Доведення. Нехай 0 задовольняє умову теореми. Тоді для елемен­
та g з G та будь-якого х з N маємо г-і xg я а'1 ха, де а Є N. 
Звідси ag^xga »  X « цч хи, де u = ga"*, u Є CJ-(N), і тому g »  ua і 
g належить добутку NC (̂N) і G я Ж к(н). Зрозуміло, що N Гі 0 (N) ^  
4 Z(N). Нкшо Z(N) * 4 , то G -  Я х ^ .(N ). Теорема доведена.-.-

Н а о л І д  о к 4 .4 .4 . Нехай G -  група, Н -  така ї ї  2-пород- 
яени нормальна підгрупа, що G*f\ N «= N* 4  Z(H). Тоді G * №^.(Н),

Доведення, Нехай G, N »  <а,Ь> задовольняють умови леми. Тоді 
в'<\ N ■* <с> « Z(M), с -  Еа.Ь]. Нехай g -  «лемент з G. Ясно, вю 
g**«« * ас*’ , z ' 1 bg »  Ьй^. Звідси g ' 1 cg = {g*‘ ag) tg 'i bg)wl(g‘ iag) »  
• (g*4bg) * a*be4  b"*’ c’Sj'ao4, bc^ * о, a значить, te .g }  *-• 4.

Нехай d - a '1 b^a'̂ b1-. Оскільки <c> < Z(N<g>), то за відомим 
соцутантними співвідношеннями (див. .наприклад, £46]) £d'*g.aî * 4, 

а значить, d 'i g€t^(M Î. Тому група G індукує на « групу внутрішніх 
автоморфізмі в. За теоремою 4.4.3 в  - Лема доведена,

Н а с л і д о к  4,4.5.  Нехай в  -  група в кбНТральяим ' шведі як 
пнм комутантом 9*. Тоді для будь-якої 2-породЖевої підгрупи N а 
умовою G* * М' «мамо * NqjN ).

Н а с я і д о к 4.4,6. шю 0— група з хомутаятом порядку р
і м - будь-яка ї ї  2-породжена яаабелева р-підгрупа, то G ь МС (̂И).

0 8 н а ч е и я я 1 .4 ,4  £48]. Підгрупа *(0) групи G, породжена
всіма елементами в G, шо мають порядком просте чяояо, навивається
нижнім маром групи 0.

Т в а р  в ж б я н я 4.1.2 £48]. Нижній шар групи G в характе­
ристично» І тому нормальною підгрупою групи G.
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Т в е р д ж е н н я  4 - ї .З (теорема Б з [4 ] ) .  В скінченній 2- 
групі 6 , клас нільпотентності якої не більше 2 , кількість інволю­
ція толі і тільки тоді рівна 3, коли <5 -  група одного з наступних 
класів:

1 ) б -  нециклічна метациклічяа група, яка відмінна від групи 
кватерніонів і групи діедра порядку 8 ;

2) б «  А Д В, де кожна з підгруп А і В або циклічна, або ізо ­
морфна групі кватерніонів 8-го  порядку, причоь^ інволюція з В ле­
жить у 7 (б ) ; '

3) 0 * <а, Ь, с>, / в /  »  М  <• 4, с*"* а8-, [ а ,є ]  -  Ьг , [Ь ,с ] -  
»  с 2-, [а ,Ь ] = ї ;

4) б  »  <а, Ь, с ,  б>, / а /  «  /Ь / * 4, с*» Ь*. б1» аі Ьї' ,  [а,ЬЗ ■ 
* [ с ,б ]  и І ,  [а ,с ]  * аг , [а,Ь ] * Іа ,б ]  »  [Ь ,с ] -  аг ^ ,  [Ь .б ] * Ь*\

І,
Л е м а ї . ї . З .  Метациклічяа 2-група б тоді і тільки тоді має 

три інволюції, коли вона нециклічна і не має підгруп» кватерніонів 
та групи діедра порядку 8 .

Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. Зрозумі­
ло, що б -  нециклічна група. В групі діедра порядку 8 п’ ять інво­
люція і тому б пе містить групи діедра порядну 8 . Припустимо, що б 
містить підгрупу кватерніонів 0. Зрозуміло, що б = <ажЬ>, /а /  »  
<» 2^, /Ь/ * 2^, Л > б , £ > 0 ,  Ь*1аЬ * аг  , г -  ніле непарне число. 
Оскільки 0 -  неабелеаа група, то б* ф 1 і об > 1 . Нехай <х> = 
»  <а>Л0. За теоремо» про іззморфіам груп 0/<х> -  циклічна група. 
Звідси / х /  а 4, о * «я,у>. (гне, існує підгрупа А » <а>0 * <аху>, 
/ у /  -  4 , у г -  Xі  а а * . Зрозуміло, що А а <а><2> , де <г> -  
А(\ <Ь>, [А :<а>ї * 2 , <а> -  максимальна підгрупа а А. За теоремою 
Ї2 .5 .І  з [16] б  не може бути групою кватерніонів порядку 8, чи 
узагальненою групою кватерніонів. Звідси / б /  > 8 . Знову за тео­
ремою 12.5 .1 з [ їв ]  А ,- група кватерніонів порядку 8 , або уза­
гальнена група кватерніонів. Звідси /* (А ) / »  2 і тому б  містять V, 
/у/ ■ 2 , <у>л А -  4. Значить, існує підгрупа В а А А <т>. Оскіль­
ки В/<а> -  елементарна абелева група порядку 4 , а б/<а> -  цикліч­
на груш, то прийшли до суперечності . Отже; б не містить групи' 
кватерніонів порядку 8 . Необхідність доведена.

Достатність. Нехай в * <ехЬ> -  нециклічна метациклічяа 2-гру­
па, що не містить підгруп кватерніонів та групи діедра порядку В.
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Тоді /а /  -  8^, /Ь / ■> 2^, Л > 0,/5> 0, <а> <j G. Нехай <а> -  макси-: 
мальва шведічна підгрупа з, G. Тоді G містить А > <а> і [Л:<а>] »■ 
-  2. Значить, А -  нециклічна група з максимальною циклічною під­
групою <а>, За теоремою Î2 .6 .I  s [16] А ■» <а>Д <у>, / у /  = 2, 

,{А:А* 3 > 4, *{А) «  и(<а>) х <у>, /ж(А)/ ■ 4. Покажемо, що w(A) * 
* ж(б). Дійсно, нехай це не так. Тоді G\A містить ч, /ч/ = 2, і G 
містить підгрупу А X <v>- Звідси маємо, що В/<а> -  елементарна 
абелева група порядку 4, яка міститься в циклічній групі G/<a>. 
Суперечність. Тому »(А) * ж(б) і ,  значить, 0 містить три інволю­
ц ії. Достатність доведена. Лема доведена.

Н а с л і д о к  Æ .I.7. Всі скінченні 2-групн з трьолв інволю- 
ціями і центральним комутантом вичерпуються групами таких типів:

1) 0 -  нециклічна иетацйклічна 2~група, що не містить груп ква­
терн! онІв та групи дієдра порядку 8 , G' ^ 2 (0 );

2) G = U Д X, де кожна з підгруп U та X е циклічною 2-групою, 
чи групою кватерніонів, /U / > ї ,  /X / > І ,  *(Х) ^ Z(G), [U,X] ^ 
<5 * (u );

3) в  «  (<а> х <Ь>)<х>, /а /  »  /Ь/ «  4, а1 = ж* [а ,х ) * а1^ ,  
Eb.»x] *  Ьг ;

4) в -  (<а> х <Ь>)(<х> х <у>), /а /  = /Ь/ «  4, а2- * х4- »  [а .у ],
aH *» Ea.xJ = tb ,ÿ 3, b* «  y 3-*  tb .x ].

Доведення. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. Тоді во­
на задовольняє умови твердженая 1 .1 .3 , За яким G -  група одного з 
типів Î  -  4 згаданого твердження. Нехай 0 -  група типу 1 тверджен­
ня 1 .1 .3 , За лемою 1 .1 .3  G не містить підгруп кватерніонів та гру­
пи діедра порядку 8 і то*# в “  група типу І  наслідку. Нехай G -  
група типу 2 твердження 1 .1 .3 . Тоді 0 »  U X X, де U. X -  неоди­
ничні циклічні 2-групи, чи групи кватерніонів. Оскільки G1 ^ z (g ), 
то *(Х ) ^ 2 {б ). Підгрупа ї »  <х,у> -  циклічна, чи група кватерні­
онів. Якщо Д /  =* 2, то в *  О х  X -  група типу 2. Нехай /X / > 2 , 
Якщо U та X одночасно циклічні,то G -  група типу 1 наслідку. Не­
хай X -  циклічна група. Звідси U -  нециклічна група і , значить, 
група кватерніонів. 19 умови G1 ^ 2 (6) вимивай, що [Ü,X]
^  Üft Z(G) * »(U) і знову G -  група типу 2 наслідку.

Нехай тепер X - нециклічна група. Яри вециклічності U, як і ра­
ніше, tÜ ,Xj<  w(U) і »нову б -■ група типу 2 наслідку, Нехай U »
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= <и> -  циклічна група, /и /  = 2^. При 4 = 4 в = И х X і 6 -  група 
типу 2. Нехай й > 4. Тоді в містить підгрупи <и> Д <х>, <и> Д <у> 
э центральним кому тактом. Оскільки *{К) = <Х*> = <у^> << Л{Ъ), то 
<х> та <у> індукують на <и> автоморфізм порядку 2. За відомими ко- 
мутантними сліввідношенями (див., наприклад,[їв]) [и ,х ] = [и,хг ] = 
= 4, [ и , у ] г = [и,у2] = 4. Звідси [<и>,Х] ^ и(<и>) і знову б -  гру­
па типу 2 наслідку.

І нарешті, нехай 0 -  група типу 3 чи 4 твердження 4 .4 .3 . Можна
вважати, що 6 -  неметациклічна група. Легко показати, що в групах
типу 3 згадаяого тверднення <а> Г\ <Ь> » 1 1  тому 0 -  група типу З 
наслідку.

Аналогічно в групах 6 Типу 4 твердження 4 .4 .3  <а> Л <Ь> * 4 І
б = <а, Ь, с , д>. Покладемо х = аб, у = Ьс і одержимо, що б -  гру­
па типу 4 наслідку. Необхідність доведена.

Достатність. Зрозуміло, що б -  скінченна яеоиклічна 2-група і 
б 1 ^ 2 (6 ). Покажемо, що б містить три інволюції. За лемою 4 .4 .3  в 
групах б типу 4 точно три інволюції. Групи б одного з типів 2 - 4  
наслідку є групами Відповідно кожного з типів твердження 4 .4 .3 . За 
Цим твердженням в б Точно Три Інволюції. Достатність доведена. На­
слідок доведеній.

Т е о р е м а  4 .4 .4 . Метациклічиі 2-гругш з трьома інволюці- 
ями мають вигляд б = <а><Ь>, / а /  ■= 2 , /Ь / = 2 ,̂ аС > 0 , £ > 0 , 
Ь"хаЬ = а* (г -ціле непарне число) і вичерпуються групами типів:

1 ) 6  = <а> * <Ь>, г = 4;
2) б = <а> Л <Ь>, в6 > і,/! > 4 , г * -  4;
3) б = <а> ^ <Ь>, > 2./>>, 4, г * -{4+2*). 4 < к <е6./6 >вА- к;
4) б = <а> Д <Ь>, г а 4+2'* . 4 < к < в 6 ,  /6 j.o 2 .-k ;
5) б = <Ьхй>, <Ь>ґі<б> = 4, <а>Л<Ь> * <яЛ >, г = 1+2*\,1 < к < 

< 1 < 1  < £ ,  / б /  а 2*;
6) б * <ахЬ>,Х> 2,/5 > 2, /<а>Л<Ь>/ = 2, г » -  4 ;
7) б = <ахЬ>, /<&>(] <Ъ>/ = 2, г = -  (4+2* ) , 4 < к <Л>~ 4 ,

Ь> >Л - к + 4.

Доведення. Необхідність. Нехай б -  мегациклічна 2-група з трьо­
ма інволюціями. Тоді за лемою 4 .1 .3  б = <а><Ь> -  неаиклічна ме- 
г.іциклічна група, що. не містить підгруп кватерніонів та груп діед- 
,іа порядку 8, /а /  = 2а, /Ь / = 2 ,̂ Л> О, /3 > 0 , ьЛіЬ = а 1-. , г -  ціле



-  47 -

непарне число. Не порушуючи загальності можна вважати, що <а> -  
максимальна циклічна підгрупа з в. Оскільки б -  нециклічна група, 
то б ^ А > <а>, де А -  нециклічна підгрупа з б , [А:<а>] = 2. Тепер 
А -  нециклічна 3-група з циклічною максимальною підгрупою <а>, яка 
йе містить підгрупи кватерніонів та групи діедра порядку 8 . За те+- 
оремою 42.5.4 з С ї е З  А'= ї  або [А:А‘ ] > 4 і завади А = <а>Д <у>, 
/ у /  = 2, и(А) = т(<а>) х <у> ч в. Лоро в ' = І ,  то без порушення 
загальності б »  <а> х <Ь> група типу ї  теореми.

Нехай б ' 4 і .  Тоді Л > Я.. Лшю 6 = А, то А* 4 4 , А не міс­
тить груп діедра порядку 8 . Отже, Л > 2, у"*ау »  Покладемо
Ь * у і тоді в -  група типу 4 розглядуваної теореми. НехаЯ б У А 
і ,  значить, [б:<а>] > 2 . 6 роботах (20 - 22] виписані всі нецик- 
дічні мегациклічні 2-групи 6 = <а><Ь>, <а> ч б , (б:<а>ї > 2 , які 
пря умові б* )і ї  можуть бути групами одного з типів 2 - 7  роз­
глядуваної теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай 6 »  <ахЬ> -  група одного з типів 4 - 7 тео­
реми. Легко бачити, шо б -  нециклічна метациклічна 2-група. Пока­
жемо, що 0 містить точно три інволюції, або іншими словами, » (б )  =* 
»  <с> х <у> -  елементарна абелева група порядку 4, де <е> -  
* »(<а>), ж(<а>) ^ г (б ) ,  / с /  «  2, /у/ »  2 . в силу леші 4 -4 .3  до­
сить показати, що б не містить ні підгрупи кватерніонів^ ні групи 

. дЦ$ра порядку 8 . Для груп типу {  теореми це зрозуміло. НехаЯ б -  
груііа одного з типів 2 - 7  і  б  містить неабелеву підгрупу 0 по­
рядку 8 . Докладемо А »  <а>0 і  <Х> «<а>д 0. Оокільки А/<а> -  
підгрупа циклічної групи б/<а>, то А/<а> -  шведічна група. Звідси 
/ х /  » 4 1  тому (А:<а>] *  2 -  [0:<х>]. Ясно, що А * <а>«>, де
<г> -  АЛ<Ь>, т* Є <а > і А1 4 4. В грунах.б кожного з типів 2 -
4 А »  ка> Д <2>, де <2> * В групі б типу 2 »(<Ь>) < г (б )
І тому А' -  4 , В групі б типу 3 та 4 ври £  > аб -  к и(<Ь>) ^  ї (б )  і
А*» І ,  Тому б -  група типу 3 чи 4 і /б * <4- к.

Нехай б -  група типу 4. Тоді з умови 4 < к < об і за теоремо»
42,5.1 з [ їв ]  А* ^ <а*> і тому А1 * <аг/г1 > і А не містить вза-
белевих підгруп порядку 8 , що суперечить вибору А,

В групах типу 3 при «6 -  к * 4 Д > 4 , шо неможливо. Тому*6-  к > 
> 4 . Але тоді <г> * *<<Ь>) <5 <**•>. Зрозуміло, що Ь"г аЬг= а'1*', де 
ГА »  (4+2 * ) 4-  ї+ 2*и + 2 * * ^ «  є 2м  (4+2*'1 ) * ї+йй^1, ( з ,2) * 
«  4. Звідси |>г аЬг * . тепер підгруш б і »  <а> X <Ьг> мо­
же бути групо» лише типу 4, в якій А по містить веаоеяевих підгруп
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порядку 8 , шо неможливо.
Нехай тепер б -  група одного з типів 5 - 7  теоремі. В групі б 

кожного з цих типів [б:<а>] > 2, <Ц> 2, /А / > 8 . У групі типу В 
А* ^ <аг> і знову за теоремою 42.5.1 з £46) А -  абелева група, чи 
група МІллера -  Морено, яка не містить неабелевої підгрупи порядку 
8 . В групах типів 6 чи 7 <г> = <Ь£Р > ^ г(<3) і тому А* = 4 , що не­
можливо. Отже, наше припущення в усіх випадках приводить до супе­
речності і Тому в 0 точно три інволюції. Достатність доведена. Ле­
ма доведена.

Н а с л і д о к  4 .4 .8 . Мегациклічні група 8 -  <а><Ь> кожного з 
типів 4 - 7  теореми 4.4.4  не містять неабелевкх підгруп порядку в , 
але містять підгрупу А * <а> ^ <у>, яка може бути неабелевов гру­
пою лише в групах б типу 3 чв 4 згаданої теоремі при /8 = А -  к і 
А -  група МІллера -  Морено.

Наслідок випливає А леми 4 .1 .3  та доведення достатності тео­
реми 4 .1 .4 .

Н а с л і  д о к  1 .1 .9 . Неодиничні меташпслічаі 2-групн 6 з 
числом інволюпіЯ відмінним від числа 3 вичерпуються групами типів:

1 ) 6 -  неодинична циклічна 2-група, в б одна інволюція;
2) б » <»><Ь> -  група кватерніоиів, / а /  = 2^, /Ь / = 4, Л >  1,

а^ ’ 1* Ь2-, Ь̂ аЬ ■» а"*, в б одна інволюція;
3) 0 * <а> Л <Ь> -  група діедра, / а /  * 2 , /Ь / »  2 , Л > 1 ,

Ь* аЬ * а'1, в б не менше 5 1 і волюці Я; .
4) б * <а> ^ <Ь> -  квазі їіедральна група, /а /  * 2 , Л >  2,

/Ь / в г,  Ь’ 4аЬ -  *, в б не менше 9 інволюції.

Доведення. Необхідність. Нехай б -  неодинична метаїшклічиа
2-група. Тоді вона має центральну інволюцію с. йшю с  -  єдина ін­
волюція з б , то за теоремою 12.5.1 *( [16] б -  група типу 1 та 2 
розглядуваного наслідку. Тому будемо вважати в подальшому, що в б 
інволшІЙ більше 3. За лемою 4 .1 .3  та попереднім б = <ахЬ> міс­
тить неабелеву підгрупу порядку 8 , /а /  = 2 °̂ , /Ь / ■» 2 ^  <а> < б, 
<а> -  максимальна циклічна підгрупа з б , 6 > 0 , 0 і * 4 , /О / * 8 , 
Л > 4 , /і > 0. Ясйо,. шо б ^ А ■ <а>0, А П 0 * <*>, / х /  = 4, 0 *

= <х,у>. Зрозуміло, що А = <аху> *  <ахг>, [А:<а>] = 2 і тому
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уг Є <а>, Є <а>, де <г> = АЛ<Ь>. Відмітимо, ню у_1ху = г~1хг = 
Ж '1 . Докажемо, шо А * б. Дійсно, нехай це не так. Покажемо спо­
чатку, шо [<а>,<г>] * <а*>. ПрИо6= 2 А »  0 і [<а>,<г>] = О1» 
«  са2- >, При йб > 2 і  з припущення [<а>,<2>] ^  <а*> за теоремою
42.5.1 з (46] одержимо, що А — абелева група, чи група Міллера -  
Морено, яка де містить неабелевих підгруп порядку 8 . Суперечність. 
Тому завжди [<а>,<д>] = <аа> і за теоремою 42.5.4 з [16] 2 і аг .= 
■ а *  , г Є { - І ,  -1 + 2г  "Ч. Оскільки А 4 б , то <г> ^ <Ьг_>. В силу 
[20 -  22] Ь'і аЬ “  і  Є ( - Ї ,  (4+2к ) ,  -(4+2*^ , 4 < к < / .
Зрозуміло, що Ь'^аЬ2- ^  , де, очевидно, і 2- конгруентно 4 + в2 К+і
по модулю 2 ■, з -  непарне число. Зрозуміло також, вю А ^  <ахЬ >• 
Але тоді г конгруентно і 2“ ** по модулю 2 ^  г = Ьа-*г*А, й -  ціле не- 
від'ємне число. Звідси г р ( - 4 , - ї  + Суперечність. Значить,
А = б . Оскільки б не може бути групою «ватерніонів, то за теоремою
42.5.4 з [46І б -  група типу 3 чи 4 розглядуваного наслідку. Не­
обхідність доведена. Достатність очевидна.

Н а с л і д о к  4 .4 .40 . Нехай б -  нецишічна метациклічва 
2-група І <а> -  ї ї  циклічна підгрупа найбільшого порядку, що міс­
тить б ' .  Якщо [б:<а>] > 2, то в б  точно три інволюції.

Доведення, Нехай б задовольняє умову наслідку, Тоді б = <ахЬ>, 
<а> < б , <Ь> < б. Припустимо, що в б  не три інволюції і Тоді б -  
група оіщого з типів 2 - 4  наслідку 4 .4 .9  і [ 6 :6 ’ ] «  4. Зрозумі­
ло, по б ' < о 4» . Але [б :0 ‘ ] * [<а>:б*][б:<а>] > 4. Суперечність. 
Отже, в б точно три інволюції. Наслідок доведено.

4 .2 . ОСНОВНІ ОЗНАЧЕННЯ І ЗАГАЛЬНІ РЕЗУЛЬТАТИ

0 в н а ч є н и  я 4 .2 .4 . Нехай в -  група, А та В -  ї ї  підгру­
пи, А <  В. Відрізком (інтервалом) [А;В] ((А ;В )) називається мно­
жина всіх Тих і тільки тих Підгруп X Із б , для яких А ^ К <; В 
(А < X < В).

ИІвінтервалом (А;В] чи [А;В) називається множина всіх тих і 
тільки тих підгруп X із  б , для яких А < X ^  В чи А ^ X < В.

Проміжком {А;В^ називається відрізок, інтервал чи півінтервал.

О з н а ч е н н  я 4 .2 .2 . Модулем проміжку /| А;В}/ називається
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число його елементів.

Л е м а 1 .2 . і .  Для понять, введених в означенні 1 .2 А ,  спра­
ведливі твердження:

1) тоді і тільки тоді / [ А;В}/ = 1 , чи /(А ;В ]/ в о ,  чи /[А ;В )/ = 
*= 0, коли А = В;

2) тоді і тільки тоді /[А ;В ]/ =  2, чи / (А ;В ]/ «  і ,  чи Д А ;В )/ '*  
в 1, коли А -  максимальна підгрупа з В;

3) тоді і тільки тоді Д А ;В ]/ > 2, чи /(Л ;В І/ > 1 , чи /[А ;В >/ > 
> 1 , коли А -  власна немаксимальяа підгрупа з В;

4) тоді і тільки толі / { А;В)/ * 0 , коли А = В або А -  максима­
льна підгрупа з В.

Твердження леми випливав з означень і . 2.1 та 1 .2 .2 .

О з н а ч е н н я  1 .2 .3 . Нехай у групі G для будь-якого від­
різка [А;В], де А та В Т'-підгруви, існує нормальна підгрупа Н ІЗ 
0 така, що:

1 ) при Д а ;в 5 / »  1: 1 .І )  N Є Ц ;В ] ;
2) при ДА;ВЗ/ > 1 : 2 .1) N Є (А;ВІ; 2 .2 ) Н Є ЇА;В); 2 .3 ) Я Є 

Є [А;ВЗ;
3) при Д А :В ]/ > 2: 3 .1) N Є (А;В) ; 3 .2 ) НЄ (А;ВІ; 3 .3 ) Я €  

Є ІА;В); 3 .4 ) Н Є Ц ;В ).
Тоді б називається відповідно: Н- , ffiH(TJ- , , ШН[ТІ- ,

УІДО(Т-)- , УЩН(Г]- , УІШС7І- , УШСГЇ-групо».
Якщо -  властивість бу~и будь-якою підгрупою групи 6 , то в 

позначеннях відповідних кла їв  груп буква f~ опускається і в по­
дальшому ці класи груп будемо називати як Н- , ШН( 1- . ШН£ ) -  , 
іщі[ 3-  , уіан( ) -  , а д (  3- . уші[ ) -  , ущн[ 3-групи.

Вісім класів визначених тут груп будемо позначати відповідно 
через К(Н), К(ЩН( ] ) ,  К(І11Н[ ) ) .  К(ШН[ 3). К(У1ІН( » ,  К (Ш ( 3), 
К(УШ[ ) ) ,  К(УШН[ 3).

Л е м а  1 .2 .2 . Нехай в -  група. Тоді справедливі твердження і
1 } група 6 тоді і тільки тоді Н-група, коли вона дедекіялова 

група;
2 ) група б тоді і тільки тоді є ШН( ] -  ,ЩН[ ) -  , ЩНГ 1-групою, 

коли для будь-якої пари підгруп А < В Існує нормальна підгрупа N
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групи G, що відповідно H 6 (А;ВЗ, H Є [A;B), N Є ÎA;B];
3) група G тоді і тільки тоді є УШН( )~ , УШН( ] -  , УШі[ ) -  ,

увд[ }-групою, коли для будь-якої нари підгруп А < В таки*,
що А немаксимальна в В, існує нормальна підгрупа N групи G І 
відповідно N Є (А;В), N Є (А;В}, N Є [А ;В), Н Є [А;В];

4) К(Н) < К(ЩН( 3) <  к<шн£ 3) <  К{УЦІН( } ) .
К(Н) < К(ШН[ ))  «  К(ШН( 3),
К(ЩН( ] )  «  К(УКИ( 3) «  К(УШНГ ] ) ,
к(шнї )) «  к(ушн[ ))  < к( уш[ З),
К(Й)^ К(УЩН< ))<К(УШН( })Г\К(УЩН[ } ) .

Доведення. Припустимо спочатку, шо в ~ Н-група, Тоді для будь- 
якої підгрупи X з б  за означенням 1 .1 .3  маємо [,Х;Х]£>N и б. Звідси 
N “  X < б  і б  -  дедекіндова група. Зрозуміло, що будь-яка далекін- 
дова група є Н-групою і твердження 4 леми доведене,

Нехай в б /ГА;В]/ > 4. Тоді за означенням4 :2.4 та лемою 4 .2 Л 
А < В і А -  власна підгрупа з В. В силу означення ї .2 .3  б має таку 
нормальну підгрупу П, що відповідно W Є (А;В], N Є [А;В), N Є 
Є [А;В]. Оскільки для власної підгрупи А підгрупи В з б  ДА;ВЗ/ > 
> і  і відповідно (А;В}ЭН а 6 , [А;В)ЭН ч б , [А;В}эМ <і б , то 
твердження 2 доведене.

Нехай тепер в б /[А;ВЗ/ > 2 . За означенням 4 .2 .2  та лемою
4.2.4  А -  власна немаксимальиа підгрупа з В. За означенням 4 ,2 .3  
б  має таку нормальну підгрупу Ы, що відповідно N Є (А;В), Я Є 
Є (А;ВЗ, N 6 [А;В), N 6 (А;В]. Оскільки для власної »^максимальної 
підгрупи А підгрупи В з б ДЛ;ВЗ/ > 2 і відповідно (А;В)ЭН ч б , 
(А;ВЗ ЭН я б , (А;В)ЭМ < б , [А ;В ]ЭН а  б , то твердження 3 доведе­
не..

За твердженням 4 розглядуваної леми К(Н) належить всім іншим 
семи класам груп означення 4 .2 .3 . Якщо / [A ïe ] /  > 4 і (А;В}? Н ч б , 
[А;В)Э N е б , [А;В] ЭМ 4  б, то Н Є [А;В] і тим більше де справед­
ливо і при Д а ;в З / > 2. Звідси К{ІШ< 3) К(НЦ[ 3) «  К(УЩН[ ] } ;  
К(ІВі£ ) }  < R(iffiit 3) К(УШЙ 3), К(ВИ[ ) )  <е К(В8і[ 3), К(ИИ( ] ) <  
< К(УШН( ЗІ, К(ШН[ ))  «  К(УЩН[ » .  Нехай далі Д А ;В ]/ > 2 . Толі 
із  співвідношення (А;В)ВН < б маємо Я б (А;ВЇ, N Є ГА;В). Звід­
си К(УШН( ) )  *  К(тН ] ) П  К {У№[ ) ) . Нарешті ; і з  с п ів в ія н о ш н ь  
(A ;BJàH <i6 , [А;В)ВЙ 4 б випливає, що N Є [А;ВЗ і тому 
К(УШі( 3)<К(УЩН[ J), К(Ші[ )> < К<УЩНС 3). Твердження 4 лове-
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дене. Лема доведена.

Л е м а  1 .2 .3 . Нехай 0 -  нелеріодична УШН[і]-група, тобто для 
будь-якого /[А ;В ]/ > 2 і /А / * о *3 маємо [А;В] З Н Тоді б -  
абелева група.

Доведення. Нехай б -  досліджувана група. Тоді в містить елемент 
Й, / г /  = о о .  Покладемо <й> = В, ї ї  » <и*>, А і = <ї^>. За умовою 
лема [А4;ВЗ ^ N * <» в* [Аг ;В ]3 N*,4 <3. Ясно, що <й> * Их'Я*. і ,  зна­
чить, <а> л б. Отже, всі нескінченні циклічні підгрупи нормальні в 
б. Нехай х -  довільний примарний елемент а б . Тоді група б  містить 
підгрупу ї  = <е> X <х> Покладемо А * <йГ> X <х>, В «  <й**> X <х>- 
Тоді /[А ;В ]/ > 2 , /А / * о о  і за умовою леми (А;ВЗЗН ч 6 , Ясно, 
що х Є N. N = < ї^ > Л  <*>. 3 ^ ^ ^  5 і ї '  ^ <е^> І тому ї 1̂  <йР>. 
Відомо, що х ’1 гх я е 'І  «бо х^ух = й- Звідси з умови ї '  /  <е1> 
випливає, ию * ( ,  і »  <й> х <х > ,  N * <ії̂ > х <х> і <х> -  пе­
ріодична частина N. Звідси <х> < б і тому в силу твердження 1 .1 .1  
б -  абелева група. Лема доведена.

О з н а ч е н н я  ї  .2 .4  [23]. Підгрупа А групи б називаєть­
ся квазіцентральною підгрупою з б , якщо всі ї ї  підгрупи нормальні 
в б.

Л е м а  1 .2 .4 . Нехай УЩ[ 1-група б має підгрупу В * <&і> 5 
<аг> х <а$> X <а¥>і /а г /  * р ; , р* -  просте число, і  Є {1 ,2 ,3 ,^ .  
Тоді б  -  дедекіндова група.

Доведення. Нехай б та й задовольняють умов* леми. йшо 6 -  не­
періодична група, то твердження леми справедлива в силу декч
1 .2 .3 . Нехай б -  періодична група. Покажемо, вю <а£> < б . Поюаде- 
ио В*** <Ні> * <Ні> х <а*>, В«*» <аі> х <аг> х <в*>, В ^ «< а*>  е 
х <аь> х <л3 >, А я <а»>. Толі Д А ;В ^ ]/ > 2 .  і Є (2 ,3 ,^ .  За оз­
наченням УШ)[ 3-груп ІА;Ві,|] 3  Нд о б . Ясно, вю ^ ,£  Нд* <а*> 4  б . 
Аналогічно доводимо, оо для будь-якого і ,  і Є £2 ,3 ,4 }, <аі> 4 б. 
Нехай х *• будь-який р-елемент з б . Тоді б  містить підгрупу І  »  
* В<х> і /0(\<х>/ Є ( іЛ $ - Зрозуміло, що <х> одиничний пе­
ретин хоча 0 з однією із  підгруп <аа4> х <а*> х <аз>, <аі> х 
х <а3> х <ач>, <а*> х <аі> х <а*>, <аг> н <а$> х <а*>. Не пору-
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шуючи загальності можна вважати, що < х > I I  = де І = <&■& * 
х <аз> х <а^> і в 0 існує підгрупа V = и Д <х>. Покладемо А = 
<х>, В ^ ”  (<аз> х <а»>) А <*>. В« *■ (<»«> х ■*»■,>) А <х>, Ві, »
■> (<аа> X <аз>) А <х>. Тоді за означенням УШН[ ]-груп маємо
{А;В^З З  Н} ч  6 , і Є { 2 ,3 ,4 } .  Тепер N3.=* <х> ч в. Отже, будь- 
яка циклічна примарна підгрупа з в нормальна в в і  тому, як легко 
бачити, б  -  дедекіндова група. Лема доведена.

Л е м а  4 .2 .5 . Нехай б -  УЩНЇ І-група і X =* Іі х V -  ї ї  під­
група. Тоді справедливі твердження: ■ ;

4 ) якщо /V / я г (г -  Просте число), то и -  Н1Н[ ]-група і при
вільпотентності і) вона б УШН( ) -групою;

2) шлю V містить власні иемаксимальні підгрупи, то II -  деде-
кікдова група І. при ІІ' < 6  И -  квазі центральна підгрупа з б.

Доведення. Нехай б та X задовольняють умови леми і А -  будь- 
яка підгрупа з (І. При умові твердження 2 леми V містить V*. де 
Уі — власна немаксимальна підгрупа з V. Отже,: /[А ;В ]/ > 2, де
В *  А х  V. За означенням УШН[ ]-груп маємо [А;В] З Н ч 6 , Н = 
■ (0<\НЇ х Уа, де Уі -  підгрупа з V, А ^ НЛО ^ и Г| В = А. Звід­
си А 4 П. Йшо при цьому Ч < б , то А «  б . Отже, и -  дедекіндова 
група 1 при II ч б  будь-яка ї ї  підгрупа нормальна в б. За означе­
нням 4 .2 .3  и -  квазіцевтральна підгрупа з 0 . Твердження: 2 леми 
доведене.

Нехай виконується умова твердження І леми і нехай /ІА ;В ]/ > І , 
де В < 0. Покладемо Ві = В х V. Тоді Д А;В і1/ > 2 1 за означенням 
УШН[ 1—груп £ А;В* ІЗН ч б . Нехай Ні *■ НІ\ II. Тоді Н і^ Н  і К і  Є 
[А;В]. Звідси II -  ШН[ ]-груиа.

Нехай ІІ -  нільпотентна група І /[А ;В ]/ > 2. Покажемо, що А < 
< Мі < В, де Иі <|6 . Справді, оскільки Д А ;В )/ > 2, то А < 0 < В. 
Покладемо С і а с  х V. Тоді Д А ;С Д / > 2 і Д С ;В і]/ > 2. За оз­
наченням ЙИНС )-груп маємо [А ;Сі] З Мі 4  б , [С;Ві] В Мз ч б. Пок­
ладемо Ні * У ПМя, Мз* НЦМз  ̂ Тоді М іч  и, Нзч 0. Зрозуміло, що 
А $  Нь  А < Н3, Н і<  В, Н ^  В. Якщо А < Ні, *0 ІА;В) 3  Н іч  Ч і 
У -  УШ( )-група. Якщо N3 < В, то А < М з< В і ,  значить, ІІ -  
УШН£ )-група. В Противному разі На, * А, N3  = В. Відомо [18 ], що в 
яільпотенгній групі У при умові А ч У, В ч У, А -  власна немакси­
мальна підгрупа з В, маємо (А;В) & Н < и і знову II -  УИИ( )-гру-
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па. Лема доведена.

Т е о р е м а  1 .2 .1 . Класи К<Н), К(Ш( ] ) ,  К(ІЩі[ )>, К{ЩН[ 1), 
К(У1Ш( ) ) ,  К(УШН( ] ) ,  К(УШН[ ) ) .  К(УШН[ ] )  замкнені за підгрупа­
ми та фактор-групами і незамкнені за прямими добутками.

Доведення. Нехай б -  група одного із  восьми класів груп теоре­
ми, X -  довільна підгрупа з 6 і А і ,  X 4 В. За умовою теореми має­
мо нормальну підгрупу N з б , яка задовольняє відповідні співвідно­
шення означення 1.2.3. Зрозуміло, ию N о  X і тому всі розглядувані 
класи груп замкнені за підгрупами.

Нехай G -  довільна фактор-група Одного з розглядуваних класів 
груп, Â ^ В ^ б. Тоді А ,£ -В < G, де А і В -  повні прообрази А і В 
в групі G відповідно і G -  група одного з класів означення 4 .2 .3 . 
За цим же означенням G має нормальну підгрупу N, яка задовольняє 
відповідні співвідношення означення. Зрозуміло, що образ N в D 
підгрупи N з G теж задовольняє співвідношення означення 1 .2 .3 . 
Значить, всі розглядувані класи груп замкнені за фактор-групами.

Зрозуміло, що група кватерніонів восьмого порядку ' 0 буде гру­
пою кожного з розглядуваного класу груп. Нехай G = Q* х Q^x Qgx 
X Q<(, де 0 і -  група кватерніоиів порядку 8 , і Є ( і , 2,3,4^. Зрозу­
міло, що G -  неделекіндова група, яка містить елементарну абелеву 
підгрупу Порядку 16. За лемою 1 .2 .4  G -  дедекіндова група. Qyne- 
речність. Звідси, жоден із  розглядуваних класів груп не є замкне­
ним за прямими добутками. Теорема доведена.

Н а с л і д о к  1 .2 .1 , Недедекі ндова локально ступінчаста
УЩН[ 1-група є розв'язною чсрніковською групою.

Доведення. Нехай б -  Досліджувана група. За лемою 1 .2 .3  в -  пе- 
р і одична група. Нехай Н -  будь-яка нескі нченна неабелева пі дгрупа 
з б І Ь -  ї ї  довільний елемент. Тоді /[<Ь>;НЗ/ > 2 і за означен­
ням УЩН[ ]-груп [ <Ь>;Н] ЗЫ ч б. Звідсн легко бачити, що Н <4 б. В 
силу твердження 6.5 з [ і ]  нескінченна група б розв'язна. За лемою
1.2 .4  6 не має абелевиж підгруп, що розкладаються в прнмий добу- 
ток більше ніж трьох неодиничних множників. Отже, б -  задовольняє 
умову мінімальності для абел'евих підгруп і тому за відомим резуль­
татом з [24] б -  черніковеька група з повною частиною Л. За тео-
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ремою і . 2 .Ї  б/й  -  скінченна УШ[ 1-група.
Нехай Й = 1. Тоді /в/ <оО, Покажемо, «о в -  розв'язна група.

Зрозуміло, ню 6 має головний ряд 1 = б о ^  . . . .  ^  ви." в ,
фактори якого є елементарними абелевими групами, чи простими гру­
пами. Якщо всі фактори вибраного ряду абелеві, то 0 -  розв’ язна 
група. Припустимо, що для деякого і > О в і/ в ї-і  — неабелева і то­
му проста група. Тоді бі/б£.* містить В/б;^ > А/бі-і > ї  і /Ік/ві-і- ;
В /б і - і } /  > 2. За означенням 1 .2 .3  [А;В]ЭМ ч  б і  Г і/б і-і- неоди­
нична власна нормальна підгрупа з б ; / б ц  , що суперечить простоті 
б і/б і-і. Отже, при Я = 1 6 -  розв’ язна група.

При й ^ ї  б  -  розв'язна група за попереднім. Всі випадки роз­
глянуті . Наслідок доведений.

Т е о р е м а 1 .2 .2 . Недедекіндова локально ступінчаста УЩН[ ) -  
група є  розв’ язною черніковською групою, ненормальна підгрупа О 
якої може бути лише власно» підгрупою одного з типів:

1 ) 0 -  циклічна підгрупа порядку р<̂ ,£)6> 0, р -  довільне просте 
число, Ф(Ф(и)) = м « (в ;

2) іі -  група порядку рч, р І д -  необов'язково різні прості чи­
сла, М в 1 ч б ;

3 ) О -  група кватерніонів порядку 8 , Ф(0) * М ч б ;
4) и -  циклічна підгрупа порядку р^ч,«£> 1 , р І ч -  різні прос­

ті числа, и, М 4  б, /Ж/ -  р ^ ч ;
б ) В »  <х> X <У>. Ы  * Рй. & > і .  / у /  а Р. Р -  Довільне прос­

те число, {<ж>,<у>} < <х? * >, І0:и3] > 4, кожна підгрупа з. и по-
рядку р1 містять В ', <хр> х  <у> = М ч б ; '

в ) и * й X <х>, й -  елементарна абелева мінімальна нормальна 
підгрупа в 0 порядку > 2 , / х /  = р^, р і г -  різні прості числа, 
У Є {1 ,2 ,3 } ,^ >  0, X * ? , > 2 , <й> -  максимальна підгрупа з 0 , 0 *=
» й, й х <х^> = М ч 0 , при Х> 1  Х+ /> < 5 .

Доведення. Нехай б  та 0 задовольняють умови теореми. Тоді І <
< В < б  1 за наслідком 1 .2 .1  б -  розв'язна черніковська група.
Якпю /У / -  просте число, то и -  група типу 1. Нехай /и /  -  не про­
сте чжоло. Тоді за умовою! леми 1 .1 .1  О має власні немаксямальні 
підгрупи X..Звідси Д Х ;В Ї />  2 і  за означенням 1 .2 .3  £Х;и]ЗЯ(Х) ч 
4 0 . Якию и породжується своїми власними немаксимальними підгру­
пами X, то 0 породжується і підгрупами Н(Х). Тому О ч б , шо не­
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можливо. Отже, II не породжується своїми власними немаксимальнимі 
підгрупами 1 тому І) задовольняє умову теореми 1 .1 .1 . За цією тео­
ремою и 1 М можуть Сути типу 1 -  6 . Якшо Ц та М -  групи типу І  -  
5 згаданої теореми, то тоді и та М -  підгрупи одного з типів 1 -  
5 розглядуваної теореми.

Нехай О -  група типу 6 теореми 1 .1 .1 . Тоді и «  ЛД <х>, Я та 
<х> задовольняють ті ж співвідношення, що в теоремі 1 .1 .1 , тобто 
/ ї ї /  * г<1 > 2 , / у с/  = р^, Д > О, #+ Д > 2 , г і р -  різні прості чис­
ла. Оскільки в -  недедекіндова група, то за лемою 1 .2 .4  вона не 
містить елементарних абелевих підгруп лорялку г*. Звідси /  Є ^1, 
2 ,з } .  Покажемо, що / б /  < с х з . Дійсно, нехай / б /  » о о .  Тоді в 
містить квазіциклічну підгрупу К, яка за попереднім не може Сути 
ненормальна в О. Звідси К ч О. Зрозуміло, що КАЛ = 1 і ,  значить, 
в 0 існує підгрупа V °  К<х>, яка за попереднім теж нормальна й 
0. Але тоді \rf\U “  <х> ч II, що неможливо. Отже, / б /  < о ° і  За тео­
ремою 1 .1 .і  М = Л Д <хр> ч б . Покажемо, шо М1 * 1. Дійсно, нехай 
це не так/ Тоді за лемою Фраттіні {див. .наприклад, [17 ]) <3 ■ МВ = 
* Ш), де Ь = Ы^(<х^>). Зрозуміло, що <х> ^ В, Оскільки М1 4  1, то 
В 0 — Л1-  власна підгрупа а Л, Л* 4 В, Л1 < Я, а тому Л1 4 0 .. Ос­
кільки Л -  мінімальна нормальна підгрупа з 0 , то Л1 = 1  і  0 »  
а ЛД И, В ^ б. Зрозуміло, що О -  скінченна група одного з типів
1 - 6  теореми 1 .1 .1 . Оскільки и 0, і о  <ж> /  0. Звідси О -  не­
пе декі ндова група і тому 0 -  неабелева група типу 2, 5, 6 теоре­
ми 1 .1 .1 . Зрозуміло, шо /х /  > р. Тому /0 /  ділиться на добуток б і ­
льше ніж двох простих чисел Звідси 0 Ке може бути групою типу 5 
теореми 1 .1 .1 . За твердженням цієї Теореми <х> містить 0* ,<х> ч  О, 
що суперечить попередньому. Отже, В мою. бути групою типу в тео­
реми 1.1.1  і містить Мі ч б , В/Мі -  група простого порядку. Зро­
зуміло, що [П,Мі] »  1 , х р Є Мі, {Л.х**] «  1. Звідси М1 -  І , що не 
так, і тому М я Я х <хр>.

Нехай 1. Припустимо, що $ + (у > 4. Тоді Л містить підгрупу
А, /А / > І , А < Л, и -  підгрупу В * А X <хр> І /[А ;В ]/ > 2. За оз­
наченням УШ[ 3-груп {А;В] Э N 4 б , Оскільки Л ч б , N 4 6 , то 
ЛП N » N 1 4 0 , Ач< N1 < Л, шо суперечить мінімальності Я в І). От­
же, у + /і < б і и -  група типу 6 розглядуваної теореш. Теорема 
доведена..

О з н а ч е н н я  1 .2.3, Група б  називається дисперсявясю, ян-
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що вона дає еилівський ряд, тобто ряд нормальних в G підгруп 
£ = Go ^ Gi ч£ . . .  6 { $ .. .4 G„_ = G таких. ШО при п < 2 G -  р-
група (р -  просте число), а при п > £ , і > 0 <3і /0 і-і -  Рі-група
(р і -  просте число), а при і Ф і ,  } > 0 , р і, p j -  різні прості 
числа.

Група G називається лисперсивнои за Оре, якщо при 1 < і < п 
Рі> Pj- -

Т е о р е м а  £ .2 ,3 . Недедекіндові локально ступінчасті УЩН[ ] -  
групи G мать скінченний комутант, не дають підгруп, що розклада­
ються в прямий добуток більше ні* трьох неодиничних прямих множни­
ків і є черніковською дисперсивною групою одного з типів:

£) G -  скінченна ненільпотентна група;
2) б -  скінченна нільпотентна не більше ні* біпридарна група;
3) G має центральну квазіциклічну р-підгрупу R, для якої G/R -  

скінченна дедекіндова група.

Доведення. Нехай .G -  досліджувана група. Тоді за наслідком
Ї .2 .І  G -  розв'язна черніковська група, яка за лемою £ .2 .4  не міс­
тить підгруп, ию розкладаються в прямий добуток не більше ні* 
трьох неодиничних множників. Можливі випадки: І ) і / б /  = о о -
2 ) /G / < о о  .

Випадок £. У ньому випадку G містить квазіциклічну р-підгрупу 
R, яка за теоремою £ .2 .2  нормальна в G. Нехай х -  довільний при­
марний елемент з G. Тоді в в існує підгрупа X *' R<x> і Д<х>;ХІ/ > 
> 2 . За означенням УШНЕ ]-груп [<х>;ХІЗ N < Ясно, шо X = RN ч
Ч 0. Звідси X/R = <Rx> < G/R і , таким чином, воі примарні цикліч­
ні підгрупи нормальні в G/R і тому 0/R -  дедекіндова група.

Припустимо, то повна частина G дає більше ніж одну Квазіцикліч­
ну підгрупу. Тоді в 0 існують квазі циклічні підгрупи R і  і такі, 
що Rtf\ R*.= Т. За попереднім Ri ч G, G/RI “  дедекіндова група, 
і Є {£ ,2 }. За теоремою -ЇД .2  G -  дедекіндова група,що не так.
Звідсп повна частина 0 співпадає з квазіциклічною р-відгрупою R.

За попереднім для будь-якого примарного елемента X з G X = 
в Rot> = RH, Не порушуючи загальності можна вважати, що /N[/ <=м=>. 
Звідси ER,<X>] ^ N А  R, /ИҐ)К/ і тому /X і/  < <ао Отже, ква- 
зіциклічна підгрупа R лежить у центрі X. Оскільки G -  черніковська 
ні льпотентна група; То G*  ̂ R і ,  значить, / 0 ' /  < Звідси G -
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група типу 3 теореми.
Випадок 2. У пьоцу випадку / б ' /  < о »  . Нехай в -  нільпотентна 

група. Тоді 6 * 0 і  V, де V -  недалекіндова силовська р-підгрупа а 
в, V -  ї ї  холлівське доповнення в 6 . За лемою 1 .2 .5  /У / Є { і , г\ ,
г -  просте число, г £ р І , значить, у ньому випадку б -  група типу 
2 теореми.

Нехай б -  скінченна ненільпотентна група. Покажемо, що б -  яис- 
нерсивна група. Припустимо, що це не так. Тоді 6 містить мінімаль­
ну недисперсивну підгрупу X, яка, очевидно, розв’ язна.

Нехай Xі не містить жодної примарної скловської підгрупи з X. 
Толі в силу [25] X = 5Б, де 3 -  група ВЬіідта, О -  ненільпотентна 
підгрупа з X, [5 ,В] = 1 .  З ^ В - г ^ г Ш ,  2 ^ Ф(Э), 2  ^ Ф(В), За 
теоремою 1 .2 .1  Х/2 я в/г х В/г -  УШ[ ]-група. Відомо [25 ], що
5/7 і В/2 -  ненільпотентні групи. За лемою 1 .2 .5  б /г  чи В/2 мав 
бути дедеківдовою групою, ЩО неможливо. Отже. Xі містить хоча б 
одну примарну силовську підгрупу з X. В силу [25] X -  РО, Р -  
силовська ненормальна в X р-підгрупа, 0 -  ненормальна в X силов- 
ська ц-підгрупа, р £ б, Р 1 у І ,  Р неізоморфна Групі кватерніонів 
порядку 8 . За теоремою 1 .2 .2  Р = <х> ^ <у>, /зс/ = рА  /у /  = р, 
А > 1 , [х ,у ]  -  жР**1 , <хр> х <у> 4  6 , [Р :Р ‘ ] > 4. Знову в билу 

[25] X * АВ, В * О X <Ь>, В 4 б І В -  ненільпотентна підгрупа, 
яка задовольняв умову теореми 1 .2.2 і може бути підгрупою типу 
2 , 6 згаданої теореми. Ащф припустити, що В -  підгрупа типу 6 
теореми 1 .2.2 , то 0 х <Ь̂ > «  М 4 6 і , значить, О < б , що немож­
ливо.

Нехай тепер В -  група типу 2 теореми 1 .2 .2 . Тоді /В / -  ЧР, 0 > 
> р. Оскільки А належить ме і ациклічній підгрупі Р, то А -  нешос- 
лічна мегациклічяа група. Пря /А / = 4 Р -  група діедра порядку 8 , 
яка не може бути групо» типу 5 теореми 1 .2 .2 . Суперечність. Зна­
чить, /А / > 4. Зрозуміло, що А X О -  ненільпотентна група, яка 
містить підгрупу Шкідта 5 з нормальною метацшслічною силовською 
р-підгрупою І ненормальною силовською о-підгрупою, й > р . За в і­
домими результатами (див., наприклад, [25 ]) р -  2 , 4 * 3. Звідся 
/А / •£. 8 і знову в силу [25] /Р ' /  > 2 і ,  таким чином, Р ке може 
бути підгрупою тилу 5 теореми 1 .2 .2 . Отже, б  -  днсперснвна група 
типу 1 теореми. Теорема доведена.
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4 .3 . д а й  ЧАСТИННІ ВИПАДКИ

О з н а ч а н  н я 4 .3 .1 [26]. Група б *= <а><Ь> називається ме­
гациклі чною групою, якщо <а> ч б . .

Т в е р д ж е н н я  Ї .З .І  [26]. Клас меташпслічних груп замкне­
ний за підгрупами та фактор-групами, незамкнений аа прямими добут­
ками і замкнений за скінченними прямими добутками скінченних пря­
мих множників попарно взаємно простих порядків.

1
0 з н а ч е н н я 4 .3 .2 . Неиільпотентна група в нільпотентннми 

власними пі дгрупами називається групою №ідта.

О з н а ч е н н я  4 .3 .3 . Неабелева група з абелевими власними 
підгрупами називається групою Міллера -  Морено.

Н а с л і д о к  1 .3 .1 . Нехай б -  локально ступінчаста УЩН[ ] -  
група, 0 -  ї ї  ненормальна підгрупа. Тоді справедливі твердження:

1) и -  скінченна, не більше ніж Сі примарна підгрупа з абелевими 
власними підгрупами;

2) 0 -  неиільпотентна група Міллера -  Морено, що може бути під­
групою одного з типів 2 , 6 теореми 4 .2 .2 ;

3) б -  неметациклічна група, коли вона підгрупа з б  типу 6 тео­
реми 4 .2 .2 , у  > 4 , X* £  < 5;

4) О1 -  г-група, г -  просте число, будь-яка циклічна г-підгру- 
на з б порядку більше г  містить У*. ?

Доведення. Нехай б та б задовольняють умови наслідку. Тоді и -  
підгрупа одного з типів 4 - 6  теореми 4 .2 .2 . Очевидно, що I I -  
скінчекна, не більше ніж 6Іпримарна група. Очевидно також, що всі 
власні підгрупи з б є  абелевими групами 1 тому справедливе тверд­
ження 4 наслідку. Неиільпотентна підгрупа ІІ групи б може бути ли­
ше групою одного з типів 2, 6 теореми 4 .2 .2 . Але тоді за тверд­
женням 4 наслідку всі власні підгрупи з б  абелеві і тому за озна­
ченнямі.3.3 ,В -  неиільпотентна група Міллера -  Морено. Таким чи­
нш , твердження 2 наслідку доведене.

Ясно, що IIі -  г-група, г -  просте число. Нехай е -  елемент з б 
і / в /  *  г 1. Покажемо, що <у> ^ б 1. Лри б 1 * 4 це очевидно. Нехай
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У' 4 і . Тоді У -  підгрупа одного а типів 2, 3 , 5 ,  В теореми 1.2 .2 . 
В підгрупі и кожного з типів 2, 6 згаданої теореми немає циклічних 
підгруп порядку г* І тому <2> > У '. Підгрупа и типу 3 теореми
1 .2.2 є групою кватерніонів порядку 8 , у якій всі підгрупи порядку 
4 містять У'. У підгрупі и типу 5 теореми 1.2.2 за умовою цієї 
теореми будь-яка підгрупа порядку г* містить У1, Отже, завжди 
<Є> и1, що доводить твердження 4 наслідку. Наслідок доведений.

Т е о р е м а  1 .3 .1 . Локально ступінчасті УШН[ 1-групи Шмідта 
мають вигляд <3 -  Р X 0. д еР  -  нормальна в б силовська р-пі дгрупа 
порядку р"4 > 2,*ІЄ ( і , 2,3^, б 1 = Р, О -  ненормальна циклічна сило­
вська ц-підгрупа з б порядку ч^ ,Л  > 0 , р і ч -  різні прості чис­
ла, Р1 -  Ф(Р) < г(Р ), /Ф (Р)/ = р4, Д Є (О .ф , 4  -  показник р
по модулю ч. х 0 -  максимальна підгрупа з б , 2(6) = Ф(Р) х 
х Ф(0), та вичерпуються групами типів:

1 ) Р -  група кватерніонів, ч = 3 > 0  ;
2) ехр(р) -  /ф(Р)/ '• р > 3, ч > 2, £  = 1 ;
3) Р -  елементарна абелева, при Ф> 1 Л+ /8 < 5 .

Доведення. Необхідність. Нехай б задовольняє умови теореми. За 
тборемою 4 .2 .3  б -  скінченна неніДьпотентна група, яка в силу 
(див., наприклад, [25 ]) має вигляд б = Р /  О, де для Р і О вико­
нуються всі умови а Початкового формулювання розглядуваної теоре­
ми, крім умови об 6 ( і  ,2 ,3 }. Покалемо, шо б -  група одного з ти­
пів 1  -  3 теореми 1 тим самим одержимо справедливість відзначеної 
умови. Якщо Л в 1, то б -  г рупа типу 3 теореми. Тому будемо вва­
лити , що Л > 1, При <Л~ 2 і Л ± 0 <  5. в силу [25] б -  група ти­
лу 3. Нехай Л •%. 3 1 М -  будь-яка Максимальна підгрупа з Р. Як 
відомо [25], Ф(Р) < М і М ^ б І в силу наслідку 1 .3.1  М -  мета- 
оиклічна група.

Припустимо, шо £ > 2 . Тоді, очевидно, б має ненормальну під­
групу П * М х Ф(0), яка може бути лише підгрупою типу 5 теоремі
4 .2 .2  і Тому є циклічною групою порядку р4ч. Але / ї ї / . -  /м //Ф (0 )/ > 
^ рг,ч1 , що неможливо. Ця суперечність показує, що £ <  3.

Нехай Р1 * 1. Тоді знову в силу [25] Р -  елементарна абелева 
група порядку р*4, Л > 2. Ясно, що б > Р х Ф(0). За теоремою 4 .2 .3
неледекіндова група .6 не має підгруп, шо розкладається в прямий
добуток більше ніж трьох неодиничних прямих множник!в. Звідси Р -
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елементарна абелева група порядку р3, = 3, /5 »  4 , +А< 5 і
6 -  група типу 3 теореми.

Покажемо, що при <£ = 2 </ + А < 5. Якщо ^  < 3, то не очевидно. 
Нехай Д > 2. Тоді б містить підгрупу и = М х Ф(о), де М -  максима­
льна підгрупа а Р, /М/ * р. /Ф (б )/ = ц "̂1. Якщо припустити, що 
иу4 6 , то знову II -  підгрупа типу 5 теореми 4 ,2 .2 , яка містить 
нормальну в б  підгрупу М* поряжу РО ”̂4 . Звідси РЛ М і* М ч б, що 
суперечить відомім результатам про групи ИЫдта при = 2 (див., 
наприклад, [253). Таким чином, при Р 1 = 4 і е£ > 4 + Д < 5.

Нехай далі Р̂  4 4. Тоді за властивістю груп НЬіідта (25) Р' * 
»  ф(Р) -  2(Р) і 0 * Ф(Р) А О ^ б .  Значить, и задовольняє умову 
теореми 4 .2 .2  і може бути тільки циклічною групою. Звілеи Ф(Р) -  
циклічна група. За властивістю груп іІЬіідта [25] ехр(Ф(Р)} = р 
і при р > 2 ехр(Р) = р.

Припустимо, що Р -  мегациклічна група. Тоді за властивістю груп 
Ійлідта [25] Р -  група кватерніонів порядку 8 і в цьому випадку б 
-  група типу 4 теореми.

Припустимо тепер, що Р -  неметациклічна група. Тоді за власти­
вістю груп Іймідта [25] і теоремою 4 .2 .4  б/Ф(Р) -  УЩНС ]-група 
ІІЬгідта з нормальною силовськсю р-підгрупою Р/Ф(Р) порядку яка 
е Невільпотейтною групою Міллера -  Морено типу 3 розглядуваної 
теоремі, / , >  2 і  оС- 4 є показником р за модулем ц. Для групи б 
типу 3 розглядуваної теореми І Є { 2 , з } . Знову еа властивістю 
груп Шмідта при «£,- 4 = 3 Ф(Р) = 4 , що неможливо. Таким чином, 
А -  І  = 2 і . значить, о  ̂= 3 і Р -  неметациклічна неабелева група 
поряжу р$, яка, № відомо, має експоненту р, р > 2 , 2 є показни­
ком р за модулем о. Звідси о > 2. Знову за властивістю груп ШмідТа 
[25 ] Р/Ф(Р) ве може бути елементарною абелевою групою порядку 9. 
Звідси р >  3.

Покажемо, що £  = 4 . Нехай це не так. Тоді Р > М = <с> х <х>, 
/о/ = /і/ = р , <е> »  Ф(Р), М іі б. Покладемо N = М х Ф(0). За при- 
пушенням Н -  абелева нелримарна иешклічна підгрупа з б  порядку 

Зрозуміло, шо N не може бути групою одного з типів 4 - 6  
теореми 4 .2 .2 . Тому за цією теоремою N ч 0, РАН = М ч б , що супе­
речать неноршльності М в б . Отже, £  * 4 і б -  група типу 2 тео­
ремі. Всі випадки розглянуті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай б * Р А О -  група одного з типів розглядува­
ної теореми. За властивістю загального вигляду груші б тем о , що
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6 -  скінченна група ІІІмідта (див..наприклад, [2 5 ]).
Покажемо, що б -  УШІ ]-група. Дійсно, нехай /[А ;В ]/ > 2. Пока­

жемо, що [А;В] Э N q б . йсщо А «  6 , чи В q 6 , то покладемо відпо­
відно N = А чи N = В і все доведено. Звідси А 4 б , В  ̂ б , /А / > 4 ,
В 3̂  б ' . Оскільки 6 і = Р і В -  власна підгрупа з б , то В -  власна 
нільпотентна підгрупа вигляду Р4 х Qi, де Р ?  Рі >  РС\В -  оиловська 
р-підгрупа з В, Qt -  ї ї  холлівське доповнення в В. Оскільки /А / 4 
4 4, то /В / є добутком не менше ніж трьох простих чисел. Далі, ос­
кільки /Р і /  ^ ра , то в групі 6 типу 2 /О і/ ÿ  q і тешу /Р * / =■ р1 , 
/О і / = q. Без порушення загальності можна. Вважати, що Q = О*. 
Звідси в Р існує максимальна підгрупа Рі і Р* q б , що не Так в 
групах ОВеідта (див., наприклад, [2 5 ]). Значить, для груп типу . 2 
достатність доведена.

Аналогічно доводимо достатність для груп б типу 3 при е£ = З і 
для груп б типу 4  при fi «  4 .

Нехай G -  група тнцу 4 і  £ *> 2. При цій умові шостій шар « (б )  »
= Ф(Р) х Ф(0) < Z(6) і тому всі елементи з б простого порядку на­
лежать 2 (6 ). Звідси та за попереднім /А / є добутком не менше ніж 
двох простих чисел, /В / -  добуток не менше ніж чотирьох Простих 
чисел, / 6/  -  добуток п'яти простих чисел, [б:В ] ділиться на 2 .
Звідси /В / = 36, /Р і /  *» 4, /0 л/ = 9. Не порушуючи загальності мож­
не вважати, що Q*.- 0, і тещу Pi q  б , що в групах Шмідта неможливо 
[25 ]. Таким чином, для груп б типу 4 достатність доведена.

Нехай, нарешті, б -  група типу 3. За попереднім <£ Є { і ,2 } .  Не­
хай J. = 4. Вище доведено, що P i < Р і тому /Р к/ * 4 , В -  q-rpy- 
па, яка без порушення загалі ності належить циклічній підгрупі 0 . 
Ясно, що А -  власна немакспмаяьна підгрупа як із  В, так І О.
Звідси А «  Ф(0) <  2(6) і тому A q б , що не так. Тому 2 і .
oL + fi < 5. Зрозуміло, що [б :В ] ділиться на р, / б /  -  добуток біль­
ше ніж чотирьох простих чисел, /В / ділиться на добуток не менше 
ніж трьох простих чисел/Звідси /В / = pql i / 0 /  f  qL. Змову бея 
порушення загальності можна вважати, що О »  Оі, Ра q  б , що в гру­
пах Шідта неможливо [25 ]. Отже, всі випадки розглянуті і там са­
мим достатність доведена. Теорема доведена.

При доведенні достатності теореми 4 .3 .1  встановлено такий ре­
зультат .
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H a c i  ї д о к  5 .3 .2 . В локально ступінчастій УЩН[ ]-групі 
Шмідта G э умови ДА;ВЗ/ > 2 випливає, що або А ч G, або В ч б.

Н а с л і д о к  5 .3 .3 . Локально, ступінчасті УШН[ ]-групи G міл- 
дара -  Морено вичерпуються групами типів:

5 ) G -  група кватерніонів порядку 8 ;
2) б * <а> А <Ь>, / а /  * р^, /Ь / * i ,f> >  0 , (a .b j = а^'.1,

р -  довільне просте число;
3 ) 0 * (<с> х <а>} А <Ь>, / с /  я р ,  / а /  = р , /Ь / -  р£, об Є

Є {5 ,2У , Д Є (5 ,2 b  p U + £  > > 4 , Еа.Ь] -  с , (c ,b 3  -  І ;
- 4) G * Р А 0 Т група Шмідта типу 3 теореми 5 .3 .1 .

Ловедевня. Необхідність. Нехай G -  досліджувала група. За відо­
мая результатами (див., наприклад, (253) і  за теоремою 1.2.Э б -  
скіиченпа примарна р-група, чи скінченна група ІйиіДта.

Нехай 6 -  р-група, що не б групою одного а типів І ,  2 розгляду­
ваного наслідку, Тоді в силу (25} б = (<с> х <а>) А  <Ь>, / б /  ■»
• Р, / а /  -  рГ% /Ь/ -  9% «Ù> О, /  > О, (а,ЬЗ -  о , [о .Ь ] -  1 . При
р(і( 4^ 3 =* 4 6 -  група діедра порядку 8, яка, очевидно, є групою 
типу 2 розглядуваного наслідку. Тому будемо вважати, що p(<4+fi ) > 
> 4. Відомо також, шо Z(G> »  < »  х <аР> ж <ЬР> ■» Ф(б), <ар> х
х <b> jS б , <а> х <ЬР> і  б. В силу теореми 1 .2 .2  підгрупи <а> х

, <ар> х <Ь> можуть бути лшие р-підгрупами одного а типів 1 , 
2, 5 цієї теореми. Для підгруп згаданих типів .'••«£ < 3, £  < 3 і 6 -
група типу 2. Випадок, коди б  -  примарна група, розглянуто пов­
ністю. "■

Нехай б -  непримарна група. Тоді б  »  Р А 0 група Шідта, у 
якої Р* ;=■ І  і б задовольняє умову теореми 5 .3 .5 . і  тому є гру­
пою типу 3 згаданої теореми. Звідси б -  група типу 4 розглядувано­
го наслідку .• Необхідність доведена.

: Достатність. Нехай б  -  група одного а типів 5 -  4  розглядува­
ного наслідку. Тоді в силу (25] б  -  скінченна група і . значать, 
локально ступінчаста група Міллера -  Корено. Покажемо, що б -  
УШ( 3-група. Для груп 6 типу 4 це встановлено в теоремі 1 .3 .5 , 
а для груп б  типу і  де очевидно. Тому в  подальшо*  ̂ будемо вважати, 
що б  -  група одного з типів 2 , 3 наслідку.

KsssS /(A ie ] /  > 2. Покажемо, шо [А;ВЗ В М ч б. Якщо А ч б, чи 
В Ч б , то це очевидно. Тому А.^ б , В ^ б , A f  Z(б ) ,  ВПб' = 5. У
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групах кожного а типів 2, 3 наслідку для будь-якого g Є G маємо
2  ̂ Є Z(G). Зрозуміло, що /В / > ра . Для груп G типу 2 В = <е>,
А ^ Ф(В) * <g^ > 4  Z(G), що суперечить вибору А, і тому для груп G 
типу 2 достатність доведена. В групах G типу 3 {G:<c>3 4 p*. 
Звідси /В / ^  Р*. Оскільки <с> не доповнюється в G, то /В / < pv і ,  
значить, /В / = ps , = -  2, /А / * р. Але за цих умов А <  w(G) »
= < 0  х <&f > X <bp> 4 Z{G), їло суперечить вибору А, і тим самим 
достатність для груп G типу 3 доведена. Наслідок доведений.

Т е о р е м а  4 .3 .2 . Мегациклічні УЩН[ ]-групи G вичерпуються 
групами типів:

4) G = <а> х <Ь>;
2) G -  <а> X <Ь>, / а /  -  2*, /Ь / - 2 “  Є ( г , з } , і >  О, b‘ 4 ab -

Л - і  З3) G *■ <а> X <Ь>, / а /  *■ 8, /Ь / ”  2 , /В > 0, b ab = а ;
4) G = <а> X <Ь>. / а /  * Р*Ч /Ь / =» vK  b*Aab = . р* > 2 ,

0 <et -  k < З, <L- k 4 k <(^ , e t -  k.£ £  ; .
5) G = <axb> »  <bxd>, /а /  = p^, /Ь / ® p*, / d /  «■ p"*"4, <a>f\

ri<b> = <вҐ*>, <Ь>Л<6> * 4 ,  b“4ab * a1+P*'* , > 2 ,  2  <4~ <
< ̂  ’ л

6) G *■ <axb>, /а /  -  8 , /Ь / -  2% £ > 4 , /<а>Л <Ь>/ -  2 ,
b"4 ab = а*4 ; .

7) G * <axb>, /а /  * 46, /Ь / -  2*  £  Є {г .З .д } , /<а>Л <Ь>/ -
* 2 , b"A ab = а"4 ;

8 ) G ■* <а><Ь>, / а /  * /Ь / * 46, /<а> П <Ь>/ -  2 , b“Aab =* а® ;
9) G ■ <axb>, /а /  * 46, /Ь / * 2^, /<а>Л<Ь>/ »  2 , £  Є ^3.4^,

b 4 ab ■ ;
40) S «  Р і  D, Р -  група кватернЮяів порядку 8 . D -  скінченна 

абелева метациклічна група;
44) G s Р T D, Р -  силойська р-підгрупа G, /D / » ( ,  р 1 q -  

різні прості числа, Р -  група одного з наступних типів розглядува­
ної теореми: 2, /Р * / = 2; 4, / ? * / .*  Р; 6 , j& < 4;

42) G = <а> X <Ь>, / а /  *■ рг, р і г -  необов’ язково різні прос­
ті числа. /Ь / = О, p a l  (mod q ), г ■ 4 (mod q),(<a>.<b>] -
• < a > ,F e z ( G ) ;

43) G = (<a> X <b>) x <l>, Ы  m p -  непарне просте число,
/Ь / »  qi*. /і  > О, р ї  I (mod q ), [<a>,<b>] -  <a>, / 2/  Є ( t ,r^ . г -  
просте число, Ф(Ф(<Ь>)) < 7(G); при /г/ * г e  z(G ); при / г /  *
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-  P £ <  3 ;
44) б  я <a> X <Ь>, / а /  = p > 5, /Ь / = qr, q і r -  різні прості , 

числа, p s 4 (mod q ), p s  ï  (mcd r ) ,  [<a>,<b>] » <&>, СД<а>) = 1;
15) G = {<&> x <2>)<b>, / а /  * p -  непарне просте число, <z,b> -

-  група кватерніонів порядку 8 , b'4 ab = а** :
16) G = <а> х (<ь> Л <г>), /а /  s р -  непарне просте число,

/Ь / »  q*. /н /  = q , р > 2 , p s  1  (mod q ), [<a>,<b>] * <а>, [a,b*M .= 
■ {a ,z l  ■ 4 , [b .z ]  = b^ .

Доведення. Необхідність. Нехай G задовольняє умови теореми. 
Тоді б ■> <a><b>, <а> <t Ô, Якщо б* = 4 , то б г р у п а  типу £. Не­
хай Далі б* Ф Î .  Яшо G -  гамільтонова група, то в силу тверджен­
ня 4 .1 .4  G -  група типу 40. Тому в подальшому будемо вважати, шо 
G -  ведедекіндова мегациклічка група. За теоремою Я.2.3  G -  скін­
ченна аедедекі Вдова мегациклі чва група і в силу твердження 4 .3 .4  
всі підгрупи G та ї ї  фактор-групи мегациклічні. Розглянемо два 
можливі випадки: 4) G -  скінченна нільпотснтна група* 2) G -  скін­
ченна нонільпотонтна група.

Випадок 4. Можливі випадки: 4 .4 ) G -  р-група; 1 .2) G -  не р- 
група. : 1

Випадок 4 .1 . У цьому вкладку в еилу [20] / а /  = р , /Ь / = р , 
/  > 4 ,  ф > О, С<а>,<Ь>і = <аРк >, р* > 2 , 0 < k <«&, Gr > <с> = 
■, <а>Л <b>, <с> ^  Z(G), / с /  »  рА, <Ь> і  G. Якщо JL- k = 4 ,  то 
/б * /  * р і б  -  мегациклічна кедедекіндова група Міллера -  Морено, 
яка може бути лише групою типу 2 наслідку 4 .3 .3 . Звідси б -  група 
Млу 2 або 4 розглядуваної теореми. Нехай далі «£ -  k > 4 і  тому
об > 2 , *£. -  k < à , 4 < 4 «  і* . Значить, в б  існує підгрупа В =

■» «cbxaP*’ ***». Покажемо, що <Ь> jg К 4  В і N ч б. Якщо В ч 6 , то
В * її і все доведено. Нехай В £ б. Зрозуміло, в» В -  нециклічка
р-група, ехр(В) > р Тому В задовольняє умову теореми 4 .2 .2  і маже 
бути лише грудою тхлу S згаданої теореми, для якої <Ь> -  немакси- 
иальна в В і <Ь> М ч б , М -  одна з максимальних підгруп В. Отже, 
завжди Н< В, <Ь> <  N 4  6 . З цього випливає, що. [<а>,<Ь>] = б 1 <: 
^ < В. Але тоді k > «і- -  Д -  2. При 4 - О  k = 4 .-2 .  Тепер при
k > {  JL» З і в  силу [20] б  -  група одного а типів 2, 3, 4 роз­
глядуваної теореми , йсво к > 4 , то. В силу [20] б -  група типу 4 
..теореми.' ■' ■■

Нехай тепер 4 > О. Яри р* > 2 в оилу [20] б  = <bxd>, <Ь> Гі
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f\<d> = 4 , /d /  = p*. В в Існує підгрупа В = <а^*4‘ > X « Ь ,  для 
якої, як це показано вище, ado В »  Ы 4 б , або > х <d> »  N,
N <1 G. Знову G* ^ N, к = Л -  2 і G -  група типу 5 теореми.

Нехай рк »  2. Тоді в силу [20] р - 2 ,  k = 4 ,  «6 > 2, /<а>Л
А <Ь>/ = 2. При (t = 3 i  силу [20] b'3, ab = а'*, Д > 1 і  б  -  група
типу 6 теореми. Нехай тепер <£ > 3. Зрозуміло, що А * І ,  і  * к > 
^ а£-Д - 2 =«6- 3. Звідси вС = 4. ■

Нехай b'1 ab = а’ * Якщо припустити, що £ > 4 ,  то d * ab*- ^ 1 
і тому <а>Л <d> = ї .  Тепер знову В = <а*>/\ <d> jc б . За теоремою
4 .2 .2  В 4 б , б '  ^ В і тому б 1 4  <еР>, що неможливо. Отже, 4- і 
б -  група типу ?  теореми.

Нехай тепер b“1 ab 4 а*1. Тоді в силу [20] b’ * ab -  ,
k Є ^2,з } . Як і при умові Ь* ab = а*1, легко встановити, що 2 <
< Д ^ 4 і при k * 2, Д = Л б  -  група типу 8 теореми, а при - к »
= 3 б -  група типу 9 розглядуваної теорема. Випадок 1.1 розгляну­
то повністю.

Випадок 1 .2 . В ньому випадку б «  Р х D, де Р -  неабелева силов- 
еька р-підгрупа з б , D -  неодинична нільпотентна скінченна холлів - 
ська підгрупа з б. Зрозуміло, що Р містить власні немаксимальиі 
підгрупи і за лемою 1 .2 .5  D -  дедекіндова група. Оскільки б -  не- 
дедекіндова група, то І Р -  недедекіндова група. Звідси в силу ле­
ми 1 .2 .5  /О / «  о , р 4 Ч. Зрозуміло, ию Р -  група одного з типів
2 - 9  розглядуваної теореми і /Р ‘ /  > 1 .

Нехай / Р ' /  -  р . Тоді Р т може бути групою одного з типів 2, 4 
теореми 1 б -  група типу 10 розглядуваної теореми.

Нехай /Р V  > Р- Коли Р -  група тзпу б розглядуваної теореми, 
то б -  група типу 10. Нехай Р -  група одного з типів 2 -  5 , 7 -  9 
розглядуваної теореми. Б групі Р кожного з типів 2 - 5  Існує під­
група X ■ <с> х <х>, <с> в е ( б ') ,  х 4  Ф(Р) і б містить підгрупу 
В Ш х х D. Очевидно, ию В не може бути підгрупою ЖОДНОГО 9 типів 
1 - 6  теоремі 1 .2 .2 . Звідси В 4 О, Р1 < ВАР* = <с> і тому 
/Р 1/  < р, шо суперечить вибору Р.

Нехай Р -  група одного з типів 7 - 9  теореми. Тоді Р містить 
підгрупу X »  < a 'x b> , б »  В »  X х D. ftt і раніше,. В 4 б , Р* < 
4 В І> Р1 4  <ач>, що неможливо, Отже, у випадку 1 .2  всі можливос­
ті вичерпані і тому випадок І повністю розглянуто.

Випадок 2. У цьому випадку за теоремою 1.2.3 б - скінченна пе­
ні льпотентна метациклічиа група. В силу [20] б = <а> А Р. [<а>.
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D) = <a>, <a> не містить інволюція, D -  нільпотентна метациклічна 
ненормальна підгрупа э 6. Ясно, що В -  група одного з тилів 1 - 5 .  
теореми 1 .2 .2 . Розглянемо далі два можливих випадки; 2 .1) /а /  -  
непросте число; 2 .2) / а /  -  просте чиоло.

Випадок 2 .1 . У цьому випадку <а> 4 <с>, / о /  »  г , <с> 4 б. Ос­
кільки [<a>,D] = <а>, б  -  ненільпотентна група, то за відомим ре­
зультатом (див., наприклад, [ {£ } )  £<е>,В) = <с>. Покладемо N *
* <с> X D. Припустимо, що Н 4 6 . Тоді б/N -  абелева група і G1̂  N, 
що неможливо, оскільки б* 4 <а>, <а> > <е>. Отже, N /4 6. Зрозумі­
ло, ви) N -  ненільпотентна надрозв'язна підгрупа. Нехай <е> -  не- 
макеимальна підгрупа з <а>. Мі -  максимальна підгрупа з <а>, що 
містять <о>. Тоді М«, 4 б  і б містить ненільпотентну підгрупу Nj.=
-  МіЛ В. Ял і раніше для N. N1 4 б. Але тоді П і -  ненільпотентна 
нерозв'язна ненормальна підгрупа з б , яка може бути лише підгру­
пою одного з  типів 2 , 6  теореми 1 .2.2.

Зрозуміло, що В /  І , /М*/ -  непросте ЧИСЛО. Тому Мі/ ділиться 
на добуток не менше ніж трьох простих чисел і Ni не може бути під­
групо» типу 2 теореми 1 .2 .2 ,

Нехай К* -  підгрупа тилу 6 згаданої теореми. Тоді за наслідком
1.3.1  Ні -  метадиклічна група Мі ллера -  Морено а нормальною силов­
ською підгрупою простого порядку г і  в N i доповнюється єдина нео­
динична власна нормальна підгрупа порядку г. За нашим вибором в Ні 
доповнюєтьея підгрупа Мі, МдР 1, Мь< К*, /МJ  -  непросте число.
3 ц іє ї суперечності вимиває, <с> -  максимальна підгрупа а <а>. 
Значить, / а /  * рг, р І г -  необов’ язково різні прості числа. Ясно, 
що N -  підгрупа одного з типів 2, 6 теорем*, N = <с> \ <Ь>, /Ь / *
-  qA  $  > 0 , д -  просте число, [<a>,<b>] -  <а>, р -  1 (mod q ), г  5 

■ 1 (mod q ). За теоремою 1.2.2  <c> x <b > * M 4 б . Звідси <bS 4
4 6 , <£’> * 2 (6) і 6 -  група типу 12 розглядуваної теореми. Випадок
2.1 розглянуто, '''.і;

Випадок 2 .2. / а /  *  р -  непарне число і  В -  підгрупа одного з
ТИПІВ І  -  5 теоремі 1 .2 .2 . Даю в -  підгрупа типу 1 згаданої тео­
р е м , то В -  <Ь>, /Ь /  -  Q^. Р> 0, р ж і  (mod q) І б -  група типу
із .  V .

Нехай В -  підгрупа типу 2 згаданої теореми, Тоді / в /  * qr, Як­
що q »  г , то 0 *■ <b> X <2>, де без порушення загальності можна 
вважати, до Е а .х ]«  1 , ft/  * q. Оскільки б -  ненільпотентна гру­
па, то [<а>,<Ь>] * <а>, /Ь / * q, р а 1 (mod q) і б -  група типу ЇЗ
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теореми.
Нехай q 4 г . Тоді D * <b> x <z>, /Ь / *> q, / z /  =• r . ftcuio [<a>, 

<b>] f  1, [<a>,<z>] fi 1, to  (mod q ), p * 4  (nod r ) ,  Z(G) -
= 1. Можна вважати, mo D * <b>, /Ь / = qr і  б -  група типу 14 тео­
реми.

Нехай [<a>,<z>l = 4 . Тоді E<a>,<b>J = <а>, /Ь / = q, / і /  = г , 
p a l  (mod q) і б -  група типу 13 теореми. Випадок, коди D -  гру­
па типу 2 теореми 1 .2 .2 , розглянуто повністю.

Нехай D * <z,b> -  група кватервіонів, тоого В -  група типу- з 
теореми 1 .2 .2 . Оскільки 0^{<а>) < б , б/С^(<а>) -  підгрупа a Aut<a> 
і Aut<a> -  циклічна група, то без порушення загальності можна вва­
жати, шо fa .z ]  = 1. Оскільки б -  ненільпотентна група і Ь1 Є Z(G), 
то b індукує на <а> автоморфізм порядку 2 . Звідси Ь‘ *аЬ = а"А і 
б -  група типу 15 теореми.

Нехай D -  підгрупа тицу 4 теореми 1 .2 .2 . Тоді D -  циклічна гру­
па порядку q^r, яка містить нормальну в б підгрупу М порядку q ^ r ,
А > 1 . Звідси М = 0^(<а>), D = <b> X <г>, /г/ = г , /Ь / -  q^, [а , 
z] f  d, С<а>,<Ь>] = <а>, р в  4 (mod q ). Якщо г =* р, то А <  3. 
Справді, нехай це не так. Тоді б > В = <b^> х <az>, /В / = q̂ ‘* р. 
Покажемо, що В > Н > <az>. Якщо В < б , то N <* В. Припустимо, що 
В  ̂ б. Тоді В може бути підгрупою типу 4 теореми 1 .2 .2 , В > М 4 б , 
/М/ = q*‘ l  р . Звідси za Є М і тому (<b>,<az>] = t<a>,<b>] ^  Н A 
0<а> = 1, що неможливо. Отже, А < 3 і б -  група типу 13.

Нехай, нарешті, D - група типу 5 теореми 1.2.2. Тоді D = <Ь>Л 
A<z>, /Ь/ я дЛ /г/ ш q - просте число, А > 4, [b .z ] Є <Ь* 1 >, 
Qgj(<a>) « <Ь > х <z>, ЕВ:В’ ] > 4. Оскільки б - ненільпотентна
група, то [<а>,<Ь>] = <а> і р в І (mod q). При В1 * 1 0 *• <Ь> х 
х <z>, [a.zj =1 і б - група типу 13. Нехай 0і 4 1. Оскільки б  
- метациклічна група, то <с> 4 0, [а ,с] - 1 і 0/<с> - циклічна 
група. Припустимо, шо сЄ . <Ь>. Тоді <с> < 4* >. І>/<й> - вецикліч- 
на група. Значить, с ф <Ь> і тому В -  <Ь><с>. Зрозуміло, «о В1 ^
4  <с>, с * b%z?, ( і  ,q) = 4. Оскільки [а ,с ]  = 4 ,  <^(<а>) «■ <Ь*> х 
х <z>, то і я О ( mod q ) . Звідси е* ч b*V І <с*> В* = <Ь^** >. 
Тому Ь‘ *  4 1 . Але iq 3.0 (mod q8- ) . Отже, p>>2 і б  -  група ти­
пу 16 розглядуваної теореми. Випадок 2.2 розглянуто повністю, а з 
ним і випадок 2. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай б -  група одного з типі? 1 - 1 6  теореми. То- : 
д і , очевидно, б -  метациклі чна група. Нокакемо, що; G -  УВЦС }-гру-
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па, тобто для будь-якого /[А ;В ]/ > 2 [А;В] Э N ч б. Якщо б -  да­
лекі кдова група, то це очевидно і тому для груп б одного з типів 
4 .  9 достатність доведена.

Нехай О -  ведедеківдова група. Якщо А 4 б , чи В 4 б , то покла­
демо А * К, чи В »  Я і все доведено! Тому будемо вважати, що А 4 
£ 6 , В р б . Звідси А Ф 4 ,  А / 2 (6 ), В / 2 (6 ), В /  б ' .  Зрозуміло, 
що 6 -  скінченна група 1 /В / -  добуток не менше ніж трьох прости* 
чисел, В < б , а / б /  -  добуток не менше ніж чотирьох простих чисел. 
Значить, для груп 6 типу 44 достатність доведена. Розглянемо два 
можливих випадки: 4} / б ' /  = р ; 2) / б 1/  -  непросте число. і

Випадок 1 . У цьому випадку б -  група одного з типів 2 , 4, .44, 
43. Група б кожного э типів 2,' 4 в метациклічною р-групою Мілле- 
ра -  Морено типу 2 наслідку 4 .3 .3 , за твердженням якого б -  
УЩН[ ] -група. В групах б  кожного з типів 44, 43 б'Л В = ї .  В гру­
пі б ТИйу 44 для будь-якого є з б маємо 2  ̂ Є 2 (6 ). Ясно, що В я 
я <г>, А < <г > = N ч б , шо й потрібно було довести, тобто груш 6 
типу 44 є УЩН[ ]-групо».

Нехай 6 -  група типу 43. Тоді б* »  <а>, / а /  * р. Нехай г У р. 
Тоді <Ь> х <2> -  циклічна холлівська підгрупа з б . Без порушення 
загальності можна вважати, що В <Ь> х <г>, г € 2 (6 ). При / г /  Ф ї  
<Ь > х <г> 4 2 (6 ). За теоремою 4 .4 .4  А <  <Ь > х <2> •= N ч б. При
/г/ = 4 А < Ф(Ф(<Ь>) ^  2(6) 1 тому А ч б . Що не так. Таким чином,
Г -  р , тобто /г/ -  р. Тоді р < 3. Оскільки /В / ділиться на добуток
не менше ніж трьох простих чисел, то Р -  2 . Без порушення зага­
льності моцна вважати, що Ь Є В = <к>. Підгрупа <Ь> х <г> ненор­
мальна в 6 , <Ь> < В і тому /В / = с1р, В ■ <Ь* х <2і> , А і /  = р, 
[а ,г^І = € І ,  значить, г* Є 2 (б ). Зрозуміло, ао 2 (6) = <Ь% х <г>. 
Заідсж 2 -  г* 1 тому А <  *(В) => ф  > х <г> = 2 (6 ), Отже, А ч б, 
що не так, І , таким чином, група б типу 43 Є УШН{ ]-групою. Ви­
падок 4 розглянуто повністю.

Випадок 2. У цьому випадку /б  У -  непросте число і б  може бу­
ти групо» одного з типів 2 -  9, 44, 42, 45, 46. Розглянемо далі 
два можливих випадки: 2 .4 ) <а> А В * 4 ; 2 .2 ) <а> А В /  4.

Випадок 2.4. У цьому випадку для груп б кожного з типів 2 - 9 ,  
44 для будь-якого в з б такого, шо <*> ґ\<а> =• 4 , даємо > ч б. 
Ясно, що б/<а> -  циклічна група. Звідси В * <е>, <*> А <а> = 4, 
А ^ V  > і тому А 4 6, що суперечить вибору А. Для груп 6 типу 42 
В -  о-група, <Ь> -  силовоька д-підгрупа а б , <Ь*> 4  2 (6 ). Зрозумі-
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ло, шо А < <Ь > і тому А 4 6. що знову суперечить вибору А. В гру­
пах 6 кожного з типу 15, 16 В -  те* ч-група, <Ь,г> -  схловська ч- 
підгрупа з б , що містить нормальну в € максимальну підгрупу М. У 
групах типу 15 М °  <г>, а в групах <3 типу 16 М я <ь‘*!> х <г>. Зро­
зуміло, що М належить будь-якій Силовській ч-підгрупі з б і А -  
власна («максимальна підгрупа деякої си ювськоі ч-підгрупи з 6 . За 
теоремою 1 .1 .1  А ^ М. Адцо М я <г>, то А 4 в , що не так. Нехай 
М = <Ь*> х <г>. Тоді в -  група типу 16, £ > 1 . Зрозуміло, що А <
< М. Не порушуючи загальності можна вважати, що В <Ь> Д <і>. Як­
що А 4 (<Ь> А <г>), то А 4 б . Отже, А (4 (<Ь> А <т>), а це можливо,
коли /А / ■ Ч- Але /В / > 4і  і при В ^  М, В а б , ию знову не
так. Таким чином, В М. Звідси <Ь> А <г> = И<Ь>, М А <Ь> = N. А <
< N. /Ы/ > р, а тому N< ( 6 1 ,  значить, N -  шукана підгрупа. Випа­
док 2 .Ї розглянуто повністю.

Випадок 2,2. Нехай 6 -  група типу I I .  Тоді б = Р і  О, Р -  2- 
група типу 6 розглядуваної теореми, /Ь/ =• ч , ч А 2. Зрозуміло, що 
ВО<а> * <а*> = <с> ^ 2 (б ). Оскільки /В / ділиться на добуток на 
менше ніж трьох простих чисел і б/<а> -  циклічна група непросто­
го порядку, [б :Р ] = ч» то В/<о> -  циклічна група парного порядку. 
Якщо В < Р, то /В / я 8 = /с /[В :< с> ]. Звідси Д* З і при В -  <е> 
маємо А 4 <г1>, А < 2 (6 ), а ТОМУ А 4 6, що неможливо. При нешос- 
лічності підгрупи В маємо В »  <г><а1>, В > б ' і тому В 4 6 , що теж 
неможливо. Таким чином, В /: Р. Тоді В < В, В = X х О, де X = РАВ.
/X / > 2. Якщо X -  нециклічна група, то X > ж(Р) о  б  і б/и(Р) -
делекіндова група, а тому В < 6 ,  ию неможливо. Отже, X = <й>, 
/е/ Є (4,8$, с Є <е>. При /г/ А 4 А 4  *(В) я <и1> х В ^  2(6) і 
тому знову А < б , що немож. ибо. При / е /  «  8 за теоремою 1.1.1 
А ^ <ЄЬ  х 0 ^ 2(6) і тому А 4 б , що теж неможливо. Достатність 
для груп типу I I  доведена.

Нехай 6 -  група одного з типів 2 -  9. Покладемо <у> • <а>ї\В. 
Тоді <у> 4 6 , В *  <ухх>і / у /  Є (р.р*-}, Зрозуміло, що А 4 <а>,
<у> <  Ф(б) і  . б/<у> = 6 * <а> А <Б> , ДО. <а> <а>/<у>, ’ <Ь> ■
= <у><Ь>/<у> = <Ь<у». Оскільки А і  <У>, то /А/ > 4 ,  де А »  <у>А/ 
/<у> і <5>л5 »  І .  Очевидно, ііюЬР Є 2(6) і В/<у> = 1 .  Зрозумі­
ло, що /В / > р.

Нехай /у /  = р. Оскільки /В / > р1 , то /В / > р. Тоді А 4  Ф(В) < 
4 2 (6 ). Звідси <у>Д = Н 4 ІЗ 1 Н;х В.. < •

Нехай тепер / у /  = р*. Тоді б може бути 2-групою одного з тйпів
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?  -  9. Група б  кожного а цих типів не дав циклічних максимальних 
підгруп, то містять <У> і відмінних від <а>. Звідси В -  нецикліч- 
на група. Якщо В -  група кватерніонів, то А * Ф(В) -  ш(<а>) о б, 
вю неможливо- Нехай В не є групою кватерніонів. Тоді В1 4 <уЧ < 
4  2X6), / у У  т 2 і В -  абелева метациклічна група, чи група Міл- 
лера -  Мбрено. З будови цих груїі (див., наприклад, [46 ]) В містить 
Інволюцію <3 таху, що <б>іу<у> -  1. З цього випливає, що б  не може 
бути узагальненою групою кватерніонів і б  містить нормальну 
підгрупу <а> х <б>, к(б) * <а*> х <б>, <у*> х <б> 4 б . Легко бачи­
ти тепер, що <у> х <б> = <у>.*(б) ч б  і б/(<у> х <б>) -  група
кватерніонів порядку 8. Звідси В 4 б , що теж неможливо,. 4 тому 
достатність для груп б кожного з типів 2 -  9 доведена.

Нехай б група типу 12. Зрозуміло, що тоді А 4 <в>, <а> А В » 
«  <у>, / у /  »  р, В = <у> А Оі, С без порушення, загальності можна 
вважати, що б*. = ВП <Ь>), <у> 4 б , Є г (б ) .  За теоремою 4 -ї .4  
А < <у> х <ьЧ і тому А 4 6 , що не гак і»  значить, для груп б ти­
пу 12 достатність доведена.

Нехай, накінець, б  -  група одного з типів 45, 18. Припустимо, 
по а Є В. Тоді в групі б типу 15 б/<а> -  делекіндова група і то­
му В 4 б , що неможливо. В групі б типу 16 В = <а> X Оі. де Ох = 
= ВМ<Ь> X <г>) і /Ох/ > д. Звідси Оі > [Ь .г ] і тому 6 < В 4 б, 
що теж неможливо. Припустимо тепер, і®» а 4  В. Тоді <а> А В = 1 і 
В -  д-підгрупа з б , яка без порушення загальності належить снлов- 
ській д-підгрупі б  > <х,Ь> з б. Зрозуміло, що А -  власна немакси- 
мальна підгрупа з б. Звідси А < М 4 6 . де М «  <2> в групі 6 типу 
15, і М »  <ьЧ х <2> в групі б  типу 16. Як І вище, або А * 
*  <г1> 4 2 (6 ), що неможливо, або А < б і  -  МАВ 4 б. Покладемо б і  * 
- Н і  будемо мати, що розглядувані типи груп б є  УЩ[ ]-групами. 
Всі випадки розглянуті. Достатність доведена. Теорема доведена.

Н а с л і д о  к 4 .3 .4 . Локально ступінчасті Щ[ ] -групи 6 ви­
черпуються групами типу 3 теореми 1 .3 .1, у яких 4* Є { ї . 2  ̂ і при 
сА- 2 1 .

Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. Тоді за 
лемою 1.2.2. б  -  УШ{ 3-група, вю задовольняє умову теореми 1.3.1  
І може бути групою одного з типів 4 -  3  вгаданої теореми. В групі 
б  кожного з типів 4 , 2 покладемо А * б , В = Ф(Р) х О. За означен-
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ням ШН[ ]-груп маемо [А;В] Э- N ч б .  Звідси N -  нормальна нільпо- 
тентна підгрупа з б , силовська q-підгрупа якої є підгрупою 0. Тому 
Q ч б , що в групах Шмідта неможливо і , значить, б не е групою одт 
ного з типів 1 , 2 теореми 1 .3 .ї .

Нехай б -  група, типу 3 теореми 5 .3 .1 . Тоді б »  Р А 0 , /Р / = р̂ *, 
Є ( ï ,2 ,3 j . Якщо Р  = 5 , то б -  група з наслідку. Нехай оС »  3. 

Тоді Р -  елементарна абелева група порядку, р3. Нехай В < Р. /В / -
= р2-, А < В, /А / »  р. За означенням ШНЕ ]-грун [А;ВІ Э N ч б , що
в групах ИЫдта неможливо. Звідси = 2. Нехай А > 1 .  Покладемо. 
В -  А А ф(0). / V  «  Р- Тоді /[А ;В ]/ > 1 1  за означенням ІЩ& ] -  
груп [А ;В ]Э N ч G, PAN = А ч б , що суперечить будові груп ІШчід— 
та. Таким чином, А * *• ^  випадки розглянуті. Необхідність до­
ведена.

Достатність.: Нехай б -  група з наслідку. Тоді б  -  Р А О -  група 
типу 3 теореми 1 .3 .1 , /Р / ■ р^\ Є { l .s j f ,  0 -  циклічна група по­
рядку q l, Ф(о) ч  Z(G) І при < £ = 2  р  = 1 . Зрозуміло, що б  -  ло­
кально ступінчаста група ІМдта. Покажемо, ш  для будь-якого від­
різку /[А ;В ]/ > 5 існує підгрупа N така, ию [А;В] Э N ч б . Ааш>
А ч б, чи В ч б , то покладемо відповідно Н »  А, чи N »  В і все до­
ведено.

Нехай А Д б , В /і б . Тоді В і  б* , /В / діляться на добуток не 
менше ніж трьох простих чисел. Звідси при «£ »  2 6 = В ч б , що не 
так. Тому t/L = 5. Ясно, що / б ' /  »  р. Тоді В А б' «  1. Без порушення, 
загальності можна вважати, шо В належить снловській q-підгрупі О «  
т <ь> з б . Але тоді A Ф(0) 4  2 (6} і  тоцу А ч б , що знову не так. 
Всі можливі випадки розглянуті. Достатність доведена. Наслідок до­
ведений .

О з н а ч е  н н я 5 .3 .4  [58 ]. Група б називається гіпершкліч- 
ною, якщо в о т  має цілком впорядкований ряд нормальних в б  під­
груп, фактори якого циклічні.

ГіперциклІчиа група б з скінченним згаданим рядом називається 
иадрозв’ язною [58].

Н а с л і д о к  5 .3 .5 . Всі: Н- , ВД( ] -  . ШН[ ) - ,  УШН( )-груші 
є розв’ язними гіперциклічними групаш. Всі УИН( }-групн Шгідта ви­
черпуються ненільпотентними метациклічними групами Мідлера -  Море­
но і співпадають я групами типу 3 теореми 5 .3 .5  при еЬ = 5.
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Доведення. Нехай б -  досліджувана група. Покажемо, що б -  г і -  
перциклічна група. Якщо б -  дедекіндова група, то це очевидно. Не­
хай в -  ’нвдвдеківдова група. За лемою 4 .2 .3  та теоремою 4 .2 .1  б -  
періодична .група. В силу твердження 1 леми 1 .2 .2  Н-групи дедекін- 
дові і тому можна вважати, що група б не е Н-групою- Покажемо, 
що 0 містить неодиничну нормальну в б підгрупу <х>. Припустимо, що 
для будь-якого неодиничного примарного елемента х Э б <х> (х в. 
Позначимо через Ъ перетин всіх нормальних підгруп із  б , що містять 
<х>. Зрозуміло, що тоді /[Ф(<х>);<х>]/ > 4. За означенням ЩН( ] -  
груп маемо (Ф(<х>);<х>] Э Н ч б . Звідси N = <х> ч б.

Нехай б  -  ІіИЇ )-група. Тоді, очевидно, /[<х>\Ъ\/ > 4 . Аїщо <х> 
максимальна підгрупа з 2 , то за означенням Ш[ )-груп [<х>;2) э  N. 
N Ч б і ,  значить, N -  <х>, що неможливо. Нехай <х> < В < 2. Ясно, 
що /[<х>;ВЗ/ > 4 . Тоді за означенням ЩН[ )-груп [<х>;В)ЭЫ ч б. 
Оскільки К 4 <х> і N < В, то N < 2 , що суперечить вибору 2.

Нехай, нарешті, б -  УІЩ( )-група і / х /  = р^. Яри «6 > 1 Д <ї>; 
<х>]/ > 2 і з означення ЛН( )-груп (<4>;<х>) Э Н 4 б. Звідси N -  
неодинична нормальна в б циклічна підгрупа. При <£= 4 будь-яка 
циклічна підгрупа э Ъ має порядком просте число. Нехай для будь- 
якого вибраного- х циклічна <х> -  шксимальна підгрупа з 2. Тоді 
Д <4> ;2]/ > 2 і за означенням УШН( )-груп (<4>;2)ЭИ ч б . Ясно, що 
в силу вибору 2 % І  N і 2 = N Д <х>. Яодо N -  циклічна група. 
То доводжуване твердження справедливе. Нехай N -  нециклічна гру­
па. Тоді Д<4>;Н]/ > 2 і знову за означенням УШН{ )-груп {<!>; 
N>^N1 < б . Звідси 2 мав власну підгрупу К* А <*>« суперечить
макеимальносїі <х> в 2. Значить, підгрупа <х> немаксимальна в 2.
Тоді Д < х> ;2 ї/ > 2 1  за означення* УШ( )-груп (<х> ;2 )3  N ч б і 
знову отримала суперечність з вибором 2 . Таким чином, група б  мав 
неодиничну циклічну нормальну підгрупу <х>. За теоремою 4.2.4
0/<х> -  грура того *  класу, що і б. Тепер, як' і раніше, б/<х> міс­
тить неодиничну нормальну циклічи підгрупу Кх/<х>. Покладемо Х і * 
= <х>, X» = 4. Зрозуміло, що X. < X* < X*. Розглядаючи фактор-гру- 
йу б /Х і, знаходию Вг ній нормальну, неодиничну циклічну підгрупу 
Х|/Ха.. Побудову в 6 такого Цілком впорядкованого по зростанню нор­
мального ряду підгруп Х.ь методом трансфінітної індукції можна 
ПРОДОВЖИТИ ДО ТИХ пір, ПОКИ ДЛЯ деякого /  одержимо І р 0 .  За 
означенням 4 .3 .4  б  -  гіперциклічна група.
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Ясно, ню скінченна гіперциклічна група G надроэв’ яэна, а нес­
кінченна гіперцентральна група G задовольняє умову теореми 1 .2 .3  і 
тому за ї ї  твердженням G -  розв'язна група.

Перша частина наслідку доведена. Доведемо другу частішу наслід­
ку.

Необхідність. Нехай G -  УЩН( )-група №ідта, Тоді за попередцім 
1 теоремою 1 .2 .1  G задовольняє умову теореми 1 .3 .1  1 може бути' 
надрозв'язиою групою одного з типів 1 -  3 згаданої теореш. За в і­
домими властивостями кадрозв’ язних груп Шмідта (див., наприклад, 
[2S]) в -  група типу 3 теореми 1 .3 .1 . у якої тобто G -
нені льпотентна метацаллічяа група Міллера -  Морено. Необхі дні сть 
доведена. . ' ■■ ■■■' .•■"

Достатність. Нехай G -  група типу 3 теореми 1 .3 .1  і 1 . То­
ді G я р А  Q -  скінченна нені льпотентна метациклічнагрупа МІл- 
лера -  Морено, /Р/ = р > 2, / 0 /  — йЛ р> > 0. Покажемо, що б -
УШН( )-група, тобто для Д * ;В ] /> 2 (А;В) З N -є 6. Зрозуміло, ию
б* = Р, Р х Ф(0) я U -  нормальна в б  максимальна циклічна підгру­
па. Якщо Р 4 К, то за N можна вибрати будь-яку власну підгрупу з 
В, що строго містить А. Нехай Р і  А. Тоді РЛ А А 1 . Якщо В ^ U, 
то знову N -  власна підгрупа з В, що містять А. Звідси В і  U. Ос­
кільки 0 -  максимальна підгрупа з б , то А < Ф(0). Якшо В «  6, то 
N « U. Нехай В < б . Тоді б  я UB. Тепер без порушення загальнос­
ті можна вважати, що 0 ^  В. Тому FAB = 1 , В = Q. Зрозуміло, шо 
А 4 Ф(ф(0)). Покладемо N т Ф(0) і отримаємо (А;В) Э N ч б , шо і 
потрібно було довести. Достатність доведено. Наслідок повністю до­
ведений .

0 з. н а ч е в и я 4 .3 .6 . Неметациклічна група : з метацнклічннми 
власними підгрупами, називається мінімально» неметациклічнЬ»
групою.

Т е о р е м  а 1 .3 .3 . Локально ступінчасті мінімальні пеметаїшк- 
лічні УШН( ]-групи G мають вигляд б = АХ, де А = <а,Ь> -  нормальна 
в G р-підгрупа. a f  1, X -  q-rpyna, р і q -  прості числа та ви­
черпуються групами типів:

1) / б /  я р*. exp(G) я р;
2) А я <а> х <b>,. X = <х>, /а/ = /х/ = 9, /Ь/ » 3, Га.х] = Ь,

[Ь,х] = а? « xfi;
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3) в * А х X, А -  група кватерн!оців порядку 8, /X / = 2;
4) А -  група кватерн!он!в порядку 8, X = <х>, / х /  * 4 , <хг > ■ 

«  ф(А). X -  Z(G);
5Ї А = <а> х <b>, X = <х>, / а /  = /Ь / = /х /  * 4, [а .х ] = а1 ,

fb .x j  в Xі- = агЬ*;
6) G = А Л X -  група ИМдта типу 3 теореми .4.3.Ї ,  /к/ * р1 , 

/ х /  Є
7) G = А А X -  група ійіідта типу £ теореми £ .3 .£ . А -  група 

кватерніонів порядку 8, / х /  Є {3 ,9 } ;
8 ) G «  А Х X, А = <а> х <Ь>, /а /  = /Ь / -  р -  непарне число, X «

»  <Х>, / х /  Є fq ,q * j, р а £ (mod q ) , [<а>,<х>3 = <а>, [<b>,<x>3 *
<b>, < bS  -  Z(g) ;  1

9) G щ A X  X. A = <a> x <b>, / а /  »  /Ь/ »  p -  непарне число, X а
<х>, / х /  = О*. р > 2 ,  р -  1 (mod q ), [<а>,<х>3 = <а>, [<b>,<x>] -
■ <b>, <b > »  Z(G), A -  квазі центральна пілгруш a G;

dCO) G = A Л X, /А / = p ~ непарне число. X = <x> A <z>, /х /  = 
= дг , / г /  = q -  непарне число, p а  І  (mod q ), EA,<x>] * A, [x ,z ]  -  
х*, С / (А) = <х^> х <z>;

££) G -  квазіциклічна р-група.
Доведення. Необхідність. Нехай G задовольняє умову теореми. 

Припустимо спочатку, що G -  дедеківдова група, ftaao G *  гамільто- 
нова група, то в силу твердження £ .£ ,£  легко бачити, що G -  група 
типу 3 розглядуваної теореми.

Нехай G -  айелева група. Яшо / б /  <&*, то G містять немета- 
Виклічнусиловськур-підгрупу Р. Оскільки Р1 «  1 , то /* (Р ) /  > р. 
Звідси Р Містить елементарну абелеву підгрупу порядку р3, яка, 
очевидно, б мінімальною неметадиклічною групою* Тому б -  група 
типу £  теореми. Нехай /Є / =«*о . Якщо G містить квазіциклічну р~ 
підгрупу U. то У -  неметациклічна група. Звідси G «■ II і G -  група 
типу ££. ,

Нехай 3  -  періодична абелева група, яка не містить кваеіцик­
лі чиихпідгруп. Тоді G в силу відомих результатів (див., наприк­
лад, [18 ]) містять скінченну неметапиклічну підгрупу М. Тоді М > 
-  G, що неможливо.

Нехай G -  неперіодичні абелева група. Тоді в  має періодичну ча­
стину Т, яка, за попереднім, в скінченною метациклічною групою, і 
тому G * Т х Z, де Z -  група без скруту. За відомий результатом 
(д ав ., іалриклад, [£8 }) б  містить базисну підгрупу В, що е вільною
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абелево» групою. Підгрупа В** є також вільною абелевою групою с і т ­
кового рангу а В і Вр < В. Звідси Вр і В -  метациклічні групи.

Припустимо, що Р = <а> х <Ь> х <с>, де /а /  Є , /Ь / Є
Є (Р. =*>} , / с /  = сю  . Годі, очевидно. 6 містить власну підгрупу 

= <а> х <Ь> х <с^>. Зрозуміло, що Р і Рі -  неметациилічні під­
групи, що для Рі неможливо за означен ням групи б. Зрозуміло та­
кож, їда Т і 2 не можуть бути одночасно циклічними групами. 
Звідси і за попереднім при нециклічності Т В -  циклічна група і  
при нециклічності В Т = І . Яида тепер б -  скінченно породжена 
група, то 2 -  метациклічна група і при нециклічності 2  Т = 1 . 
Звідси б = г  -  метацикдічна група, що неможливо в силу означення
б. Нехай 2 -  циклічна група. За попереднім Т не містить елементар­
них підгруп порядку р1 і тому Т -  циклічна група, що згідно з по­
переднім зауваженням теж неможливо. Значить, б  може бути нескінче­
нно порошеною групою. Оскільки /Т / < , то 2  -  нескінченно по­
роджена група, г/В -  нескінченна періодична група, яка, за попе­
реднім може бути лише квазі циклічною р-групою. Нехай д А р, Ч -
просте число. Ясно, що 2/В -  періодична група, яка містить неоди­
ничну елементарну абелвву ч-підгрупу В/В*" і З/Б^/В/В*’ "  2/В -  
квазіциклічяа р-група. Звідси 2/В*' -  непримарна група. У нашому 
випадку можна вважати, що В** -  базисна підгрупа з 2 і за попе­
реднім 2/В*' -  к вазі циклічна група і ,  значить, примарна. Отрима­
ли суперечність, яка завершує доведення необхідності у випадку, 
коди б -  дедекінл група.

Нехай б -  недедеківдова група. Тоді б задовольняв умовам теоре­
ми 1 .2 .3 , за твердженням якії б -  черніковська група. Якщо б міс­
тить квазіциклічну підгрупу Й,. то, очевидно, б = Я і б -  група ти­
пу I I .  Тому будемо вважати, що б не містить квазіциклічних підгруп 
і ,  значить, / б /  <оЛ>. розглянемо далі два можливих випадав; 1 ) б  -  
иільиотентна група; 2) б -  кенільпотентна група.

Випадок 1. У цьому випадку за результатами 3 [27} б може бути 
лшпе р-групо® одного а типів 1 - 5  тереми. : ' , ■

Випадок 2. Якщо б -  ненадрозв’ язиа група, то за результатом з> 
[28 ] 6 -  група ІМдта одного з типів 1 , 3 теореми 1 .3 .1 . Якщо 
б -  група типу 3 згаданої теореми, то сА = 2 і  в -  група типу 6 
теореми, ікаю б -  група типу 1 теорема 5 .3 .1 , то б -  груш типу ? 
теореми. ; ■ ; .

Нехай далі € -  надрозв'язна група. За результатам! з [28 -  301
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в = А X X, А = <а> х <Ь>, /а /  = р , <а> <i G, <Ь> 4 G, X -  примарна, 
чи Оіпримарна нільпотентна холлівська підгрупа з G, /Ь / Є {'ї ,г  ̂ , 
г -  просте число, [<а>,<х>1 = <а>, [<Ь>,<х>] = <Ь>, <Ь>А X 4 G.

Припустимо, що /Ь / * г ,  ґ  £  р. Тоді за результатами з [28] 
<b> А X A G. X -  иецнкяічна силовська q-підгрупа і q А г . Зрозумі­
ло, «о  <b> X X не «оме бути групою жодного з типів теореми 1.2.2 
1 тещу. <х> А х 4 б , ЩО не так. Отже, співвідношення /Ь / = г і 
г А р неможливі.

Нехай /Ь/ * 1 . Толі а силу [28] А = <а>, X -  недедекікдова не- 
ігормальна метациклічна. q-підгрупа з G, яка, очевидно, може бути 
дише групою типу 5 теоремі ,4 .2 .2 , для якої X =. <х> А <г>, / х /  =
-  ЙА, Д > 4 , / х /  = Ч. [х ,г ]  * Ж*4, , Р & І  (mod q ), [А,<х>] = А, 
V 4  = <зР> х <2>, [Х;Х‘ ] > 4. Припустимо, що Д > 2. Тоді у Є 
Є о ^ > , / у /  = q*"- Покладемо с = у г . Тоді X = <ххс> . Оскільки 
[и*\«ї = 1 , та <с*> = <у*> =■ Xі . Звідси <с> 4 G і 6 = (А х <с>)- 

•<К> -  меташвслічаа група, що ие так. Тому Д = 2 , q > 2 і G -  гру­
па типу 40 .

Нехай /Ь / А 4 . Тоді в силу [28] /Ь/ “  Р- Оскільки підгрупа
<Ь> А X ненормальна в б , то за наслідком 4 ,3 .4  X -  примарна гру­
да, в силу [28] X = <х>, / х /  = qA, £  > О, р а 4  (mod q ) , <b> х 
* <х > = М 4 б . Звідси <х^> ч 6  і  тому Z(G) = <х >. Ярм 3 6 -  
груца типу 8 теореми. Нехай f> > 2 . Покладемо В = Т х <х^>, Т ^  А, 
/Т /  * р. Зрозуміло, що /[Т ;В ]/ > 2. За означенням УЯН[ 1-груп 
£Т;В] З* N 4 б , А Л Я  »  Т 4 б  і  таму А -  квазі центральна підгрупа з 
б  а , б -  Група типу 9 теореми. Всі випадна розглянуті . Необхід­
ність доведена.

Достатність, Нехайб = АХ -  група Одного з типів 4 -  ї ї  розгля­
дуваної Теореш. Тоді А 4 6. Очевидно, юо б  -  локально ступінчаста 
група. Зрозуміло, що група б  типу Ї І  мінімальна неметациклічна. В 
роботі [27] установлено, во труїш кожного з типів 4 -  5  те* міні­
мальні пеметапиклічні. У роботі [23] установлено, що групи кожного 
з тппіз 6 - 9  тек мінімальні неметадиклічні, а. для груп типу 40 
це вставовдено в роботах [29,30]. Отже, залишається показати, що 6
-  УШН[ ]-група.

В групі 6 кожного з типів 3, 44 всі підгрупи нормальні і тому

Нехай /[Т ;В ]/ > 2. Покажемо, що [Т;В] 9  N 4 б Ашю Т 4 б , чи 
В 4 Є, то покладемовідповідно N = Т. чи Я * В і  отримаємо, що 6 -
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УШН[ ] -група. Тому в подальшому будемо вважати, що Т р б , В А б, 
Т  ̂ 2 (6 ), Т 4 і ,  В і- б ' .

Нехай б -  група одного з типів 1 - 5  теореми. Покажемо, що у 
цьому випадку б -  ЩН[ ]-група, тобто ню при Д Т ;В ]/ > 1  [Т;В]9 Н, 
N ч б. Зрозуміло, що б -  скінченна р-група. Знову якщо Т 4 б, 
В 4 б , то, як і вище, б -  ЩН[ ]-група. Току далі теж Т А  б , В А  б. 
З умови В £ б випливає, що В -  власна немахсимальна підгрупа з б. 
Зрозуміло, що /Т / > р , /В / > р1. / б /  > р*. Оскільки в групах б ти­
пу 4  / б /  = р9 , то, очевидно, 6 -  ІИН[ )-група. В групах б  типу 2 
/ б /  = 81 і /В / = 9 , /Т /  = 3 , 6 містить єдину нормальну елементар­
ну абелеву підгрупу б порядку 9 і нижній шар будь-якої циклічної 
підгрупи порядку 9 співпадає з 2 (6 ). Звідси з урахуванням того, ию 
В ^  б , випливає, що В не є елементарною абелевою групою порядку 9. 
Дещо В -  циклічна група, то Т -  и(В) -  г (б ) ,  що неможливо. Отже, 
група б типу 2 є  шн[ ]-групою.

Очевидно, що група б типу 3 гамільтоиова і  тому 6 -  ШНС І-ГРУ-
па.

Трупа б  типу 4 Має порядок 46, /В / = 4 і кожна ї ї  підгрупа по­
рядку 4 містять б ' ,  що неможливо, оскільки В А б. ТеМУ група б  ти­
пу 4 є ЩН{ ]-групою.

Група б типу 5 має порядок 32, * (б ) -  б ’  -  2 (6) = <а*> х. <Ь^>, 
ехр(б) -  4 і 6 не містить підгруп, ізоморфних підгрупі кватерніо- 
нів. Звідси п /  = 1 і /В / в 8. Оскільки 6 не містить підгрупи ква­
терн! оні в, то «(В) -  нецнклічна група і тому В 4 б, що не так. Та­
ким чином, група б  типу б  є  ШН[ ]-групою.
; Отже, групи б кожного з типів 4 - 5  є УШН[ )  -  групами і на­

віть ШНС З-ґрущми.
Той факт, що група б кожного з типів 6, ? є  УЩН[ ]-групою, до­

ведено в теоремі 1 .3 .1 .
Нехай б -  група типу 8. Очевидно, що /В / діляться на добуток не 

менше ніж трьох простих чисел, б > В і тому р  -  2. Тепер / б /  -  
добуток чотирьох простих чисел, /В / -  добуток трьох простих чисел, 
/Т /  -  просте число, Звідси В -  максимальна підгрупа з б ,і  має а б 
простий індекс. Оскільки В > б , то А А В, [6:В ] * р і А А В « 
= А* -  нормальна неодинична сидовська р-підгрупа & В = А і А <**>. 
/А ь/ > р, /х л / = ч4 . Оскільки 2 (6 ) -  <Х*>, ТО <Х4> = <Х^> = 2 (6) 
і *(В) »  Аі X <х*> -  квазіцентральна підгрупа з б , що суперечить 
співвідношенню Т < у(В) і Т ^ б .  Значить, у ньому виплету б  -
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УВД[ 1-груиа.
Нехай 6 -  група типу 9. Знову ВЛА = Аі -  силовська р-підгрупа 

з В, 7аь/  Є { і .р } ,  :А'і.ч б . Оскільки А х <х^> -  квазіцентральна 
підгрупа э в , то Т се А X <х^>. Останнє співвідношення можливе, ко­
ли Т містить такий ч-елемент і ,  що (А х <х^>)<?> = 6. Звідси % не 
належить підгрупі Фраттіні жодної силовської ч-підгрупи з б . Ос­
кільки <х> -  скловська д-підгрупа з 6, <хЬ> =* Ф(<х>) = 2 (6) нале­
жить будь-якій силовській ч-підгрупі З б, ТО <Х^> = ф (< г> ) і <е> -  
силовська о-підгрупа з 6. Звідси В — А і А <Є>. <2> -  максимальна 
підгрупа з В і Т -  максимальна підгрупа з В, що не так. Отже, гру­
па б  типу 9 є  УЩН[ }-групою.

Нехай б -  група типу 50. ТоЛі Т /  А. Нехай А {  В. Тоді х ' В. 
Звідси ВА<х> -  5 і /В/ = рч, що неможливо. Таким чином, А і  В 
і , значить, АЛ В »  5 і В -  ч-група. Без порушення загальності 
можна вважати, шо В ^ X І Т -  власна немаксимальна підгрупа з X. 
Зрозуміло, що X -  група типу 5 теореми 5 .1 .5 , у якої підгрупа М = 
«  <*%■ х <т> -  єдина максимальна підгрупа э X, шо містить всі вла­
сні немаксимальні підгрупи з X. Яоцо В = X, то N = М. Нехай В < X. 
Тоді /В / * ч3 , що неможливо. Отже, група б типу 10 є  УШН[ ] -  
групо». Достатність повністю доведена. Теорема доведена,

Н а с л і  д о к  5 .3 .6 . Нескінченні локально ступінчасті міні­
мальні неметашіклічні УЩН[ ]-груш і. вичерпуються квазі циклі чними. 
групами.

■ 3 доведення достатності теореми 1 .3 .3  випливає такий наслідок.

. Н а  с д і д о  к 1 .3 .7 . Група б кожного з типів 1 - 5  теореми
1 .3 .3  є  І№[ 1-групою.

Т в е р д ж е ї  ї  я Г .З .І. Група б = (<а> х <Ь>)<х> типу 2 тео­
реми 5 .3 .3  №Є властивості:

1 )  б* ■ <Ь> х «в?» * <Ь> ;Х ■ас8>;
2} всі елементи порядку 3 з б наливать б ' ;

: 3) для будь-якого і Є б\б‘ маємо /І/ = 9 і г { б) = <а*> = 
* <х*> г <і*>;

4) б/б* = <б'а> х <б'х> -  група типу (3 .3 ) ;
5) ехр(б) = 9;
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6) т (б ) = б ' .

Доведення твердження випливає з [26'] та (27 ).

Н а о л 1 д о к  1 .3 .8 . Неабелеві метациклічні УЩН[ )-групи 0
з комутантом непростого порядку вичерпуються групам) таких ти­
пів теореми 1 .3 .2 : 2. / а /  = 8; 3; 4, к =«£- 2; 5 -  9 ; 44, Р -  гру­
па типу 6 теореми 4 .3 .2  , £ < 4; 42; 45; 46.

Доведення безпосередньо випливає з теореми 4 .3 .2 .

О з н а ч е н н я  4 .3 .6  [32 ]. Трупа, у якої нормальні всі не- 
абелеві підгрупи, називається метагамільтоновою. ■

Н а с л і д о к 4 .3 .8 . Неабелеві метациклічні метагамільтонові 
УШН[ ]-групи б з комутантом непростого порядку вичерпуються група­
ми, таких типів теореми 4 .3 .2 : 2; /а /  = 8 ; 3 ; 4, к ««£ - 2; 5; 6 ;
44, Р -  група типу 6 теореми 4 .3 .2 , £ <  4.

Доведення. Необхідність. Зрозуміло, шо б задовольняє умову 
наслідку 4 .3 .8  і може бути люде групою одного з типів вгаданого 
наслідку. Те, що групи 6 кожного з типів 7, 8 , 42, 45, 46 з теоре­
ми 4 .3 .2  є метагамільтоновимн, випливав з робіт [20 -  22]. Необ­
хідність доведена. ' ,

Достатність. Всі групи розглядуваного наслідку в в силу наслід­
ку 1 .3 .8  скінченними нільпотентними метапиклічними УШН[ ]-р -гру- 
пами з циклічним комутантом порядку р4-. Звідси Ф(бг ) ^  2 (6 ) і ТО­
МУ в силу результатів в роботи [33] б  -  метагамільтонова група. 
Достатність доведена. Наслідок доведено.

Н а с »  і д о к  4 .3 .10 . Метациклічні веметагамільтонові УВД[ ] -  
групи б  вичерпуються групами таких типів теореми 4 .3 -2 : 7 -  9; 12; 
45; 46. ■ ‘ .

Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. Зрозумі­
ло, що б задовольняє умову теоремі 4 .3 .2  і може бути групою одно­
го з типів 4 - 4 6  згаданої теореми. Оскільки б -  неметагамільто- 
кова група, то / б ' /  -  непросте число. Тоді б -  метациклічна неабе-
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лева група з комутантом непростого порядку одного з типів 1 -  16, 
що не е грудою жодного з типів наслідку 1 .3 .9 , але е групою одного 
з типів наслідку 1 .3 .8 . Звідси б -  груш одного з типів розгляду­
ваного наслідку. Необхідність доведена.

Достатність доведена в наслідку 1.3.8.- Наслідок доведеної

Т е о р е м  а 1 .3 .4 . Нехай б  -  локально ступінчаста УЩН[ ]-гру- 
па з мінімальною неметацкклічною підгрупою С. Тоді в б нормальні 
всі підгрупи, ию строго містять С.

Всі локально ступінчасті групи б з ненормальною підгрупою С ви­
черпуються групами таких типів:

1 ) б  = Р А 0 , Р ■ <а> х <Ь>, / а /  «  /Ь /  ■* р1 , / 0 /  = q , р і q -  
різні прості чнсла,ф(Р) Д 0 -  ненільдотеитна група Млдера -  Мо­
рено, р А 3;

2) 6 -  (R х Р) А 0. /К/ - г, /Р /  = р*% / 0 /  - q , г ,  р і q -  по­
парно різні прості числа, р А 3 , q А 2 , г ж 1 (mod q ), R А 0 і 
Р А 0 “  неиільпотентні групи Міллера -  Морено.

Доведення. Нехай б і С взяті з умови теореми, X ;> С і  X /і 6. 
Зрозуміло, ию X -  неметаїшклічнапідгрупа, яка може бути лише під­
групою типу 6 теореми 1 .2 .2 . Звідси X = А А <*> -  неиільпотентна 
скінченна група Міллера -  Морено, /А / = рА, / х /  «  q^t р і q -  р із­
ні прості числа, gl > 1 , /А > 0. Зрозуміло, що б -  кекільпотентна 
УЩН[ ]-група тину 1 теореми 1 .2 .3 , а X -  ї ї  підгрупа Шмідта типу З 
теореми 1 .3 .1 . Тоді б -  скінченна ненільпотентна дисперсивна група 
і оС. Є (2 .3 } .  JL+ <Ь .

Припустимо, що ві = 3. Тоді А -  група типу 1 теореми 1 .3 .3  і 
£  »  1 , М = А х <х*> 4 б. Звідси А <| б . Нехай Р -  силовська р-під- 

група з б , Q -  силовська q-підгрупа з б . Оскільки б -  скінченна 
розв'язна дисперсивна група, то 6 = PD, D -  холлівське доповнення 
Р в б . Не порушуючи загальності можна вважати, що <х> <£ Q 4 D і 
PQ * QP. Ясно, no XftD »  <х>. Оскільки v <х> 4 X, то D j4 б . Тому 
D -  підгрупа одного з тнпів 1 - 6  теореми 1 .2 .2  і  D > М* < б. 
Оскільки б -  недедекіндова група, то за теоремою 1 .2 .3  б  не міс- 
тнть підгруп, що розкладаються в прямий добуток більше ніж трьох
неодиничних прямих множників і б містить підгрупу А X Мі. Звідси
Мі = 1 І  ТОМУ Р M0S6 бути лише підгрупою одного з типів 1 , 2 т е о ­
реми 1 .2 .2 , а значить, /D / = qr, q, r -  необов’ язково різні п р ое -
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ті числа. Покладемо ї  = АД В. ffeiao /D / > q, то за попереднім і 
теоремою -1.2.2 ї  ч| б і G/Y -  скінченна p-група, Ізоморфна Р/А. 
Можливі випадки: 4 ) В -  циклічна група; 2} D -  нециклічиа група.

Випадок 4. У цьому випадку /<х>/ = q» <х> -  характеристична в D
і ,  значить, X характеристична k l ,  а тому X ч в , що неможливо.

Випадок 2. У цьому випадку D -  група тияу 2 теореми 4 .2 .2  і D =
»  <у><х>, / у /  = г ,  <х>Л <у> *  4 .  Розглянемо далі два можливих ви­
падки: 2 .4 ) r = q ; 2 .2 ) г A q.

Випадок 2 .4 . У «bOfcç випадну В = <у> і  <х>. В силу відолйх ре­
зультаті в (див. .наприклад, [34 ]) без порушення загальності можна 
вважати, tqo А X <у> = 11 не е групо ФроОеніуса. Оскільки М* = 4 , то 
U -  ненільвотешна група, у якої існує елемент а з А такий, шо 
/а /  = p . fa ,у ] = 4. розум іло, що <а> < U. За теоремо» Наше 
(див., наприклад, [ І ? ) )  А = Аі.х <а>, А * -  елементарна аОелева
група порядку р1. A i <» U. Для підгрупи X типу 3 теореми 4 .3 .4  3  -  
показник р за модулем q і тому A*À <у> не містить підгруп ЙЬгід- 
та. Звідси Еа4,<у>ї = 4 І тої# [А,<у>] = 4 , а значить; у  Є Мі, шо 
неможливо, оскільки Мі = 4 , Отже, випадок 2.4 неможливий.

Випадок 2 .2 . У цьому випадку при <*> ,4 В одержимо, що X -  ха­
рактеристична в ї  і  тому X ч G, що не так. Отже, /В/ * q r, <х> к 
$ О, / х /  = q. Тоді в силу відомих результатів (див., »»приклад, 
Е463) В = <у> X <*>’  <у> -  D*, / у /  = г . Знову U = А Д <у> -  ха­
рактеристична підгрупа з Т і тому U 4 6. Оскільки Мд -  4 ,  то U -  
венільпотентна група.

Припустимо, що U не в групою фробеніуга Тоді в силу [ЗІ] а €  
Є А, [а ,у ]  = 4 , /а /  = р, а Є 2 (0 ) < А. Ясно, шо Z(U) -  характерис­
тична підгрупа з U, тому Z(ü) < Т і  А.містить власпу неодиничну 
підгрупу з А, допустиму відносно <х>, що суперечить мінімальності 
А в , X в А-Х <х>.

Нехай U -  група ФроОеніуса. Тоді для будь-яких елементів прос­
тих порядків, а з А і d з D ta .d ] /  4 . В силу [ Зі] Y -  гру­
па фробеніуса а ненормальним множником В, який не може бути неаСе- 
левою групою порядку q r . Таким чином, випадки 4 і  ' 2 неможливі.
Тому при pt = 3 залишається розглянути випадок; оди /В/ = q. Звід­
си D »  <х>, І за дисперсивністю G Р 4 6, G *  Р X  <х>. Оскільки 
X ^ G, то А < Р. Покажемо, що А < Z(P). Дійсно, Z(P) «q G, A f) 
A Z(P) A 4 , Z(P) A X -  неодинична нормальна в X р-підгруна. Ос­

кільки А -  мінімальна нормальна підгрупа в X, то Z(P)AA = А. Зро-
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зуміло, що всі елементи порядку р з Р належать А. Звідси Нд(<х>) = 
т Ср(к} ш Сд(х) = 4 . Оскільки А -  мінімальна неметациклічна під­
група типу 4 теореми 4 .3 .4 , то, за попереднім ненормальна в 6 під­
група X, що містить А, може бути лише ненільпотентною підгрупо» 
типу 6 теореми 4 .2 .2 . Звідси В 4  б. Покладемо V = В А <х>. Ясно, 
Що V = ВХ, ВА X = А, У/А = В/А А Х/А 1 /У /А / = рч. Оскільки показ­
ник р за модулем ц дорівнює 3 , то У/А -  нільпотентна група. Звідси 
X ч б . За лемою Фраттіні (див., наприклад, [47 ]) V = Х2, де 2 = 
= <х>) = <х> А В* = <*> х В*. В*, = 2пВ 4 2. Оскільки ЛА(<х>) -
я 4 , то В|Д А т 4, В т А X В*. А < В, В і /  4. Звідси знайдеться
такий елемент порядку р з В і ^ В <: Р, який не належить А, то су­
перечить попередньому. Отже, випадок <£ = 3 приводить до супереч­
ності. : Х

Таким чином, 4г = 8 і тому X -  Група типу 6 теореми 4 .3 .3 , за
твердженням якої X -  мінімальна неметациклічна група, що містить
С, І тому X = О, Звідси При X > С X < б . Перша частина теореми 
доведена. Доведемо ї ї  другу частину.

Необхідність. Нехай 0/4 б . Тоді за попереднім С = А А <х>, 
/А / в рг , / х /  = о^, Р і Ч -  різні прості числа, §  < 3 , А х  <х^> ч 
Ч б. Звідси А 4 6 , <х*> 4 б , А -  мінімальна нормальна підгрупа з 
С, <х> -  максимальна силовська ч-підгрупа. Ясно, що С -  група типу 
6 теореми 4 .2 .2  і тому р /  3, 2 -  показник р за модулем ц. ч > 2. 
Ас 1 раніше, за теоремою 4 .2 .3  б РВ, Р -  силовська р-підгрупа з 
б , 0 -  ї ї  холлівське доповнення, б -  скінченна ненільпотентна дис- 
персивчя група. Звідси <х> ^  й;< В, 0 -  силовська ч-підгрупа з б . 
Оскільки б -  розв'язна група, то не порушуючи загальності можна 
вважали, що б містить дисперсивну підгрупу РО. Тоді або РО = 
= Р А О . або РО = £>А Р- Якщо РО = О А Р. то РО містить С 1 
Сіуо = <х> ч С, що неможливо оскільки <х> £ С. Звідси РО = Р А О 
і в 6 існує підгрупа Н = Р А <х>. Зрозуміло, що 2{Р) ч Н. Відомо, 
що 2(Р)А А # 4. Оскільки А -  мінімальна нормальна підгрупа як в С, 
так 1 в б , 1 2(Р)А С ч б , то А <  2(Р).

Покажемо, що Р -  метадиклічна група. Дійсно, нехай це не так. 
Тоді Р містіть мінімальну неметациклічну підгрупу Т, яка за теоре­
мою 4 .2 4  е УЩН[ ]-групою, що задовольняє умову теореми 4 .3 .3  і 
може бути лише групою одного з типів 4 -  5 теореми 4 ,3 .3 . Припус­
тимо, що Т -  група типу 4 теореми 4 .3 ,3 . Тоді Р містить елемент 
У. / у/  = Р і *У>1\ А = 4 . Без порушення загальності можна вважа-
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ти, що T = A x <y>. За попереднім T ч б  і G /Î -  дедекіндова група.
Покладемо U -  ТА <х>. Тоді U/T 4 G/Т  І ,  значить, U 4 б . За
теоремою Машке (див., наприклад, [1 7 ]), не порушуючи загальності, 
можна вважати, що <у> <t U. Оскільки показник р за модулем q Дорів­
нює 2 , то <у> Л <х> -  нільпотентна група. Звідси <у> ^ Z(U), U « 
«  <у> х С, де С -  характеристична підгрупа з U. Once, С 4 б , що не 
так. Таким чином, Т -  не може бути групою типу 4 теореми 1 .3 .3  1 
всі елементи порядку р належать А 4 Z(P). Звідси Н р (о о )  =
= Ср ( <х>) .я 1 і тому [H : NH(<x>)] = /Р /. Оскільки в групах ти­
пу 2 теореми 1 .3 .3  є нецектральні елементи порядку 3 . то Т не може 
бути групо» типу 2 згаданої теореми. Нехай Т -  група одного з ти­
пі в 3, 4 теореми 1 .3 .3 . Тоді ї, /Т 1/  = 2, Т' 4 5, Т* < А. що супере­
чить мінімальності А в б . Отже, Т не може бути ні групою типу З 
чи 4 теореми 1 .3 .3 .

Нехай Т -  група типу 5 згаданої теореми. Тоді /А / * 4, q = З 
і за теоремою Силова (див., наприклад, [16 ]) [Н : ^,(<х>)3 = 32 = 
= 1 + Зк. Звідси 31 е  О (nod 3 ). Але, очевидно, ЗІ ji 0 (mod 3) і  
тому Т не може бути групою типу 5 теореми 1 .3 .3 . Отже, Р -  мега­
циклі чна група.

Покажемо тепер, що Р' = 1. Нехай це не так. Тоді w(P*) 4 Н, 
w(P' ) ^  A, w(P') і  1 , ню суперечить мівіїюльвості А в Н. Звідси 
Р -  метациклічиа абелева група з нешпслічною метапиклічною підгру­
пою ж(Р) = А і /А / * p S  Зрозуміло, що Р я «а*-ж 4 > ,  /а /  =■ / ,  
/Ь / я р^, ж(р) =» А = -саН' 1 > x і тому без порушення зага­
льності можна вважати, шо > О, j f  > О, . Покажемо, що d *
я % , Нехай JL . Тоді, як відомо, > ~ неодинична
характеристична підгрупа з Р. Тому <а? > ч  Н. Звідси «(<а>) я
я * (<аЯг ^ >) -  характернстмчва підгрупа з Р^порялку р. Значить, 
*(<а>) < А, т(<а>) 4 Н і тому w(<a>) 4 О, що суперечить мінімаль­
ності А в С. Таким чином, «1 * ^  . V

Нехай jf>  2. Тоді Р > Рі *  <а> х <Ь>, /Ь*/ >  9г . Зрозуміла, 
ЩО Рі не може бути підгрупою ЖОДНОГО Э ТИПІВ 1 -■ 6 теореми 1 .2 .2 . 
Тому Р і ч б , /а /  > /b ty . Тепер ддя Рі , як і  раяіш едяяР, т(<а>) 4 
4 О, шо неможливо. Таким чином, Л  < 3. Ясно, що б  містить підгру­
пу V я АД П. Оскільки C A S  “ С А О  я <х> ^ С, то D ^  V і D -  
підгрупа одного з типів 1 - 6  теореми 1 .2 .2 , D містять підгрупу М» 
М 4 б , ^ (Р )  я <^(А) * М. Оскільки б -  недедеківдова група і т о  эа 
теоремою 1 .2 .3  з урахуванням того, що б містить підгрупу А x М,
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маємо, що М не містить підгруп, що розкладаються в прямий добуток 
двох неодиничних прямих множників. Можливі два випадки: і )  V ^ G;
2) V а  G.

Випадок 1 . У цьому випадку V < G, тому А < Р і ,  значить, = 
“ Х = 2 , V -  ненільпотентна група і тому V -  підгрупа типу 5 тео­
реми 1 .2 .2 . За попереднім V = С і тому D = <х> = 0, / х /  = р^. При­
пустимо, шо f> > 1 . Тоді <х^> 4  Z(G) і в G існує підгрупа К =*
= <а> х <і/> х <х^>, яка не може бути підгрупою жодного з типів 
1 - 6  теореми 1 .2 .2 . Звідси К а  G, <а> х <Ь > = Рі -  силовська р-
підгрупа з К і тому Р*. а G. Як і раніше для Р*., и(<а>) о  С, ию
неможливо. Отже, В = 1 і G -  група типу 1 теореми.

Випадок 2. У цьому випадку [V,P] 4 УЛР = А. Зрозуміло, що
[Р,<х>] = Р. Тому Р 4  к і ,  значить, А = Р і G = Р А В = V. Ос­
кільки підгрупа D кожного з типів 4 6  теореми 1 .2.2 містить під­
групу М, о» розкладається в прямий добуток двох неодиничних множ­
ників, то D не може бути підгрупою ні типу 4, ні типу 6 згаданої 
теореми. Якіио припустити, що <Х> <1 D, ТО С А G. що неможливо. От­
же, <х> ^ D -  недедекіндова група і тому D не може бути ні підгру­
пою тилу 1, ні підгрупою типу 3 теореми 1 .2 .2 . Якщо D -  підгрупа 
типу 5 теореми 1 .2 .2 , то /М/ -  q, D = 0, 0 і * 1 . що неможливо. 
Значить, залишається випадок, коли D -  група типу 2 теореми 1 .2 .2 . 
Тоді /В /, = qr, D1 j l l . 'q  і іг -  різні прості числа. Відомо [16], 
що В = R А <х>. Де /К / г ,  <х> * 0, / х /  = q, R = <у>, / у /  = г , 
Р* -  R, Г а ї  (mod q) і  D -  ненільпотентна група Міллера -  Морено. 
Покладемо S * Р А R• Тоді S <* G і в =» S А 0. Припустимо, що S -  
ненільпотентна група. Якщо S -  група Фробеніуса. то групою фробе- 
яіуса, очевидно, є  і підгрупа С. Звідси групою Фробеніуса буде і в 
з ненормальним множником D порядку q r . Відомо [ з і ] , що в групі 
Фробеніуса D -  циклічна група. Суперечність. Отже, S не є групою 
Фробеніуса. Тоді без порушення загальності можна ввазати, що [а , 
у ] = 1 1 ,  значить, а S Z(S). Оскільки 3 -  Ненільпотентна група, то 
Z(S) *» <а> І тому <а> а G, що суперечить мінімальності А в С. 
Звідси S -  вільсотеьтна група, S = Р х R, і тому G -  група типу 
2 теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G -  група одного з типів 1 , 2 розглядуваної 
теореми. Тоді G = Т А о , т = Р х R, /Р/ = р*, /R / Є { і ,г \ ,  /0 /  = 
“  Qv Р. Я. г -  попарно різні прості числа, r = І (mod q ), р = З, 
Я * 2, Т = G: = [T.Q], Ü А Q -  V -  підгрупа Міллера -  Морено по­
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рядку р" ц, що є мінімальною неметациклічно» групою типу в теореми
1 .3 ,3  ( в групі 6 типу !  и = Ф(Р), а в групі 6 типу 2 И * Р). Оче­
видно, що б -  скінченна група, а тому вона локально ступінчаста. 
Покажемо, що V ^ 6 . Нехай V < 0. Ясно, що 6 = ТУ, Т Л У  -  О, ІТ, 
V] -  Іи.у] -  и -  V  . Звідси О < в , 0/и  -  Т/ и х  у/и - абелева груп­
па. Оскільки б* » Т, и < Т, то Т/О -  неодиничний коцутаят б/и , 
що не так. Отже, V (4 б.

Покажемо, що б -  УШНС 3-група, тобто що при ДА;ВЗ/ > З {А , 
В]ЭН о  б . Якщо А < б , чи В 4 б , то покладемо відповідно А »М , 
чи В = Н і все доведено. Тому в подальшому будемо вважати, що А і  
/  в , В ^ 6 . Звідси /А / > 1 , /В / ділиться на добуток трьох простих 
чисел, В < 6 , В £ б ' і тому ТПВ = В 4 В, В < Т, {В:ВЗ Є { і , « 5 .

Нехай [В:ВІ = 1 . Тоді В >  В < Т і /В / ділитиься на добуток 
трьох простих чисел. В групі б  типу 2 /Т / = гр*- і тому в дано«« 
випадку б може бути групою типу <Т, у якої Т -  Р = <а> х <Ь>, 
/ а /  = /Ь / »  р*\ /В / = /ї>/ = » V  Звідси В -  вециклічна група і тому 
*(Р) «  «(В ) ■= <а*> х <Ь#>, А < *г(В) ■* N -  ж(Р) 4  6 . що й треба бу­
ло довести, тобто в цьому випадку б є  УШНС ]-групою. -

Нехай, накінець, ІВ:ВЗ = о. Тоді, не порушуючи аагальпоеті « о * -  
на вважати, шо О «  В = Б А 0 » б -  ТВ. В групі б  кожного в роз­
глядуваних типів О -  2-максимальна підгрупа в б , б  > В > 0 і то­
му О -  максимальна підгрупа в В /Звідси А йе містить ч-елементів 
і ,  таким чином, А < В. Оскільки т і ,  то В < 6 , ;і поклавши,- В «  
*» Н, будемо мати, що б - УШИЕ 3-група. Достатність доведена, Тво­
р ю « доведена.

Н а  е л і  д о к  1 . 3 . ї ї .  Нехай б -  локальяоступінчаста УЩНІ 3- 
група і С -  ї ї  ненормальна мінімальна неметашіклічна підгрупа, 
Тоді О -  невільїютевтна група МІдлера -  Морено порядку ір-ц а нор­
мальною силовською р-нілгрупою, р і ч -  ріені прості числа.

Наслідок безпосередньо випливав з теореми 1 .3 .4 .

Н а с л і д о к  1 .3 .Ї2 . Нехай 0 -  локально ступінчаста УЩН[ 3- 
група і С -  ї ї  вільпотевтна мінімальна иеметадиклічна підгрупи. 
Тоді С 4 б  і 6 /0 -  дедюсіндова група.

Наслідок безпосередньо випливає а теореми 1 .3 .4 .



-  8 7 -

4 .4 . БУДОВА ЩН[, 1-ГРУП і IX ІШПШСІВ ,

1  в  м а 4 . 4 . 4 .  В довільній ЩН[ ї-групі G нормальні всі нетле- 
вічні підгрупи та підгрупи Фраттіні всіх циклічних підгруп. Ненор­
мальними в б можуть бути лише примарні циклічні підгрупи.

Доведення. Нехай б -  досліджувана група. U -  ї ї  підгрупа і х —
довільний елемент з U, Припустимо спочатку, що U -  нециклічна гру-: 
на. Тоді /[< j» ;U ]/.>  4  і ,  значить, [<x>;U] 9  N(x) ч б. Зрозуміло, 
шо підгрупа N, яка породжена вс іш  підгрупами N(x), для всіх X з U ;
нормальна в б . Звідси U = Н і  N ч б .

Нехай U * <х> -  циклічна Груда. Ясно, ию при /U / Є ( і ,р ^ . р -
просте число, 4KU) ч б . Нехай /и / ділиться на добуток двох простих 
чисел. Якщо Ü < б , то Ф{0) 4 б . Нехай U А б . Годі /[® (ü );U ]/ > 4 
і , значить, [Ф(и);б3 5  Н 4 б . Ясно, що Ф(Ц) -  характеристична під­
група з N і тому Ф(и) 4 б . Таким чином, завжди Ф(Ш ч G.

Покажемо, що U -  примарна і клічна група. Нехай це не так. тоб­
то Ü -  непрнмарна група. Тоді U = <у> х <z>, / у /  Ф 4 . / х /> .4 ,  
/[<y>;U ]/ > 4 , /[<z> ;U ]/ > І.  За означенням ШН[ ]-груп [<y>;ü]^
9  N(y) 4 б , 9  Н(г) 4 б . Звідси N(y)N(z) »  U ч б , ню не­

можливо, оскільки U (S б. Отже, U -  примарна щвслічна група. Лема, 
доведена.

2 е н а  1 .4 .2 . Нехай б  -  ШН[ 1-група, що містить підгрупу Ц = .
А х В, А 4 б , В А 4 . Годі А -  квазіцентральна, підгрупа з .б .

До'.едення. Нехай, б та* 0 взято, з умов» леми і  X -  довільна nift- 
група з А. Покажемо, до X ■ 6. При X «= 4 , чи X = А це очевидноj
Значить, 4  < X < А. Годі за лемош 4 .4 .4  X х В 4 6 1 іоцг (X х В) ft
ft А -  X 4 б  і ,  значить, А -  квазіцантральва. підгрупа- з б . Лема, 
доведена.

Н а с л і д о к 4 .4 .4 . Нільпотентна недедекікдова ШН[ }-груиа б 
е р-груною, у якої нормальні всі вециклічні підгрупи.

Доведення. Нехай, б  задовольняй умову наслідку. Тоді б  задоволь- 
яє умову теорема 4 .2 ,3 , за твердженням якої б = Р х D, Р -  веде- 

декіндова оиловоька черніковоька р-підгрупа з G, D -  ї ї  черніков-
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ське холлівське доповнення в <3. За лемою 4 .4 .4  всі иешислічні під- 
групи з Р нормальні в б . Припустимо, що В Ь ї .  Тоді за лемо» 1 .4 .2  
Р -  ледекіндова група, що неможливо. Отхе, <3 -  р-група. Наслідок 
доведено.

Л е м а  4 .4 .3 . Іокально ступінчаоті ненільпотентні шп£ ]-груші: 
б  вичерпуються групами ВЬгідта типу в  = РД 0 , Р -  еиловська р-* 
підгрупа э 6, 0 -  еиловська ч-підгруга з в , р і 4 -  різні прості.': 
числа, /Р / Є {р.р2}  , / 0 /  = ч^. Д > 0 ; при /Р / = р р з  1  (лихі ч) ; у 
при /Р / * рг  р Ф 3, ч > 2 , Р = 1 , 2 -  показник р за модулем ч.

Доведення. Необхідність. Нехай б взято э леми. Тоді б задоволь­
няє умову теореми 4 .2 .3  і мохе бути лише скінченно* аисиерсивною. 
ненільпотентно» групою типу 4 згаданої теореми. Звідси б містить 
підгрупу ВЬгідта 5 »  РД 0 , яка в свою чергу за теоремо» 4 .2 .1  за­
довольняє умову теореми 4 .3 .1  і мохе Оути дише групою одвого Э ти-- 
пі в 4 - 3  теореми 1 .3 .1 . За наслідком 1 .3 .4  б є  групо», розглядував 
ної леми.

Покахемо, по . З -  б. Дійово, за лемою 4,4.1. 5 <| б. За лемою.
Фратгіві (див., ширша [17 }) б  »  Де О «  В^[0), В ї) Р »  
>* N^(0) * 4 . Очевидно, во Р ч б , б  *  Р Д В* ЗА В 6 ч в. зрозу­
міло, що В ^ б  і тому за лемою 4 .4 .4  В -  примарна циклічна д- 
група, у якої Ф(В) ч б . Звідси В * <у>, <У> *  О, 0 її б , у » Є  2 {б ). 
Тоді б « <у*>. Звідси, а « <у> і  1 їв», в * О. 6 *■ 5, НеоСхід- 
ність доведева.

Достатність доведена в  наслідку 1 .3 .4 . Лема доведена.г

Т е о р е м а  1 .4 .1 . Локально ступінчасті «ЙНЁ, З-групк б  в чер*» 
ніковеькнмн груп а», у  «кил / б ' /  Є , С б :г[б )}  €  ^ ц ,р ч }  , р .
І Ч -  необов'язково різні прості числа, ».вичерпуються групами* 
таких типів;

1) б  « <а> Л <Ь>, /а/ *  р"̂ , /Ь/ » І,Р >  0, [а,ЬЗ - а*Г ;
2) б  -  <ахЬ>, /а / * 8 , /Ь/ Є (4,в), /<а>Л4»/ -  2„ Ь̂ аЬ -  

»а ’ *;
3) б  * С х О, С -  неодинична локально циклічна? 2-грува, 0 -  

група кватервіонів порядку 8; -
4) б = (О і  <а>) Д <Ь>, С - локально пшелічнар-група, чи група 

кватерн!онів порядку 8, [а ,Ь } «*. о 6 0, /в/ *  р, /а/ * /Ь/ *  р,



-  69 -

£C,<b>) * 4 ;
5) G = (<a> x <b>)<x>, / а /  = /зс/ = 9, /Ь/ -  3, [а .х ] = Ь, [Ь, 

х J т а5 = Xе ;
6) G = (<а> х <Ь>)<х>, /а /  = /Ь / = '/х /  =■ 4, [а .х ]  = а1-, [Ь,

х ] = х1 = ;
7) в  = (<а> х <Ь>)(<х> ж <у>), / а /  ■ /Ь / * 4, а1 ‘  ї 1 »  ta ;y ], 

ааЬг * [а*хї = ІЬ,уЗ, Ь1 = у*-= [Ь .х ];
В) G = Р A Q, Р -  силовська р-підгрупа a G, Q -  силовська q-

підгрупа з G, р і q -  різні прості числа, /Р / Є { р ,р ^ ,  /0 /  = q^,
/  > 0; при /Р / = р р а 4 (mod q ) ; при /Р / = р4 р А 3 , q > 2,
Д »  4 , 2 -  показник р за модулем q.

Доведення. Необхідність. Нехай G взято з теоремі. Тоді G задо­
вольняє умову теоремі 4 .2 .3 , за твердненням якої G -  черніковська 
розв'язна недедекіндова дисперсивва група, для т о ї  можливі випад­
ки: 4 ) G -  скінченна ненільпотентна група; 2) G -  нільпотентна
група.

Випадок 4. У ньому випадку G задовольняє умову леми 4 .4 .3 , за 
твердженням якої G -  трупа типу 8 теореми.

Випадок 2. У цьому випадку в задовольняє умову наслідку 4 .4 .1 , 
за твердженням якого G -  р-груца з нормальним нециклічними під­
групами. З опису цих груп (34,26] одержало, то € -  група одного з 
типів 9 -  7 теореми.

Зрозуміло, що групі 6 кожного з типів 4 -  8 G1 і Z(g) мають 
ті а властивості, які вказані з  початковому формулюванні теореми. 
Необхідність доведена. -

Достатність. Нехай G -  група одного з типів 4 - 8  теореми; Зро­
зуміло, no G -  недедекіндова локально ступінчаста група. Покажемо,
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що 6 -  ЩН[ ]-група. Дія груп 6 типу 8 це доведено в наслідку 
ї .3 .4 . Тому в подальшому . будемо вважати, що в  -  вільлотентва р -  
група одного з типів £ -  7 теореми.

Зрозуміло, щ ов силу [34,35} кожна, не циклічна підгрупа з 6 нор­
мальна . Нехай / [ А;ВЗ/ > ї .  Покажемо, ао (А;В) З N 4 6. Якщо А < б , 
чи В < 0, то покладемо відповідно А -  Н, чя В Н і  все доведено. 
Тому А $ б , В 4  б , В < б , В )і 6* і В -  ннкиічиа група. Ясно, шск 
/В / > рг . Оскільки / б ' /  ^  Р1 і  В = <о>, то , ве пІДрмо, в*1 €  2 (6 ). 
В силу вибору А та В А = <пі̂ >. Звідси прп /б * /  «  р маємо, що. 
А ^ г (б )  , що ке так. Толі / б ' /  = Р*"- Зауважмо, по в групах б  кож­
ного з типів 5 -  7 в1 Є 2 (6 ) і  тому А <1 6 , ио не так, а  і  гру­
пах 6  кожного з  тинів 1 , 3 . 4 /6  У = р. Отже, в нодаяьмиіу 6 мо­
же бути лввегруною типу 2. теореми. Оскільки <и> = в /  6 , то <и> 
співпадає з однією з підгруп <Ь>, <(аЬ)1>. Дійсно, и ■ а*"^,
Ь'*аЬ = а‘ А. Звідси цш варвому | а1* а1* ЬЯЇ Є <пЧ, д а  непар­
ної^ і . Ояілнщ  «а1> 4 $ , Ь4  Є Й Є ), то А * <»*> л б ,
во знову неможливо. Отже. 6  -  Вії )-груаа. Достатністьдоведеиа. 
Теорема доведева. ,

Н а с л і д о к  { ,4 .2 .  Нехай б  -  локально етупіичаетанедел»- 
кіпдовагруш.ТодісправедлнвІтакітвердженийі

1) будь-яка ЩНС )-група є групою з нормаль н»аі -иенккдічнжв 
підгрупами;

2 ) існують неперіодичні мегациклічмі групи б  та скінченна група 
6 з  нормальною єнловською 2-нідгрупо», яка ізомерна тру,рі кватер- 
ніоні в порядку 9 , у яких нормальні всі нецнклічні пі дгрупи і  6 -  
не НЙ ]-група;,

3 ) для довільної р-груии 6 наступні умови еквівалентні:
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а) б -  ШН[ ] -  група; б) б -  група э нормальними нецшслічнимн 
підгрупами.

Доведення. Нехай б  задовольняв умову наслідку. Тоді твердження г 
1 виплигає а леми 1 .4 .1 . В силу [34,35] серед груп з нормальними’ 
непиклічними підгрупами, є групи, таких типів: б  = <а> \ <Ь>, /а /  =
»  4, /Ь / = о с  , Ь^аЬ = а '1, і група ІОиідта 6 = Р Д <х>, у якої Р -  
група кватерн!онів порядку 8, які ведедекіадові. За теоремою 1 .4 .1  
вказані типи груп не можуть бути Щ[ ]-групами.Цим твердження 2. 
наслідку доведено. В силу [34,35] група кожного в типів 1 -  7 тео­
реми 1 .4 .1  е групою, у якої всі нециклічні підгрупи нормальні. Не 
8 доводить твердження 3 наслідку-. Наслідок доведено.

Т « о  р е м а  1 .4 .2 . Класи Н-, ІЩї[ ) -  , ЩН( ]-груп співпадають 
Э класом дедеківдових груп.

Доведення. Необхідність. Якщо б -  Н-група , . то за лемою 1 .2 .2  
б -  дедекіндова група. Нехай б -  ШН[ )-група, ча 6 -  Ш( ] -група і 
X -  будь-яка ї ї  підгрупа. Покажемо, шо X ч 0. йшю X -  6, чи X -  
* ї ,  то це очевидно. Тому далі 1 < X < б. Припустимо, що X 6 б. 
Тоді за лемою ї .  2.1 6 - І  ]-груп&, для якої справедливе тверд­
ження іеми Є .4 .{ .  Звідси X * <х>, / х /  -  р*1, «6 > 0, <х^> ч б. Для 
МН( ]-груп 0 [<х^>;<х>3 Э Н ч б  і тому <х> * К, що ке так. Нехай 
б  -  ШН[ )-група. Позначимо черев ї  перетин всіх  нормальних підгруп 
а б , які містять <х>. За вибором 1 > <х>. Ясно, що / [< х > ;ї ] /  > 1 і 
тому за означенням ВЙ )-груя [<х>;2) Э.Й ч б , Звідси N < Ъ, що 
неможливо за вибором Ъ. Отже, І  ч б  І тому б  -  дедекіндова гру­
па. Необхідність доведена. Достатність очевидна. Теорема доведена.
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БУДОВА ЛОКАЛЬНО СТУПІНЧАСТИХ УШН[ J-ГРУП

2 . ї .  дата корисні результати .

Л е м а  2 .1 .1 . Нехай б »  А х В -  УЩН[ 3-група і А -  ї ї  кеде- 
деківдова підгрупа. Тоді /В / Є f l , q j , q -  просте число. Аоцо б -  
локально ступінчаста група і  /В / = q, то А -  група одного а типів . 
1 - 8  теореми 1 .4 .1 .

Доведення. Нехай б а теореми. Тоді б задовольняє умову лемі, 
1 .2 .5 , за твердженням якої В не має власних ^максимальних під­
груп. Звідси за лемою 1 .1 .1  /В / Є { l . q } , q -  просте число.

Нехай /В / = q. Якщо б -  локально ступінчаста група, то . оче­
видно, А -  локально ступінчаста група. Звідси за теоремою 1,2,1 та 
лемою 1 .2 .5  А -  локально ступінчаста ВД[ 3-група, що задоволь­
няє умову теореми 1 .4 .1  і  може бути групою одного а тинів 1 - 8  
згаданої теореми. Лема доведена.

Д е м а 2 .1 ,2 . Ненільпотентні УШН[ ]-грутш б а комутаятом по­
рядку р , р -  просте число, мають вигляд б  «  <а> у\ (<Ь> х  <г>), 
/ а /  = р > 2, / г /  Є ( і ,  s^, s — просте число, t<a>,<b>3 = <а>, та 
вичерпуються групами типів: ‘ , ^

1) /Ь / = q*. fi > 0 , q /  p -  просте число, p s f  (mod q ), b* Є
Є 2 (6 ); при z ^ l  <b* > 4 б ; ври / г/  = р ß  < 3;

2 ) /Ь / * qr, q і г -  різні ярості числа, р я 1 (aod q),
Р в 1 (mod r ) ,  = z * 1.

Доведення. Необхідність. Нехай група б а леми. В силу теорема
1 .2 .3  та результатами з [363 б -  скінченна група вигляду 6 «
-  <а> A D. Де <а> -  найменша нормальна підгрупа з б , для якої
б/<а> -  вільпотентна група. Звідси В -  -скінченна нільпотрнтва гру­
па. Оскільки б -  неяільпотентаа група і / б ' / *  Р, то <а» »  6 
/ а /  = р -  просте число. Таким чином, D* » 1. і- р /  2. Зрозуміло, що 
[<а>,03 — <а>, D Д б. Тоді 0 група одного в. типів 1 -  6 теореми
1 .2 .2 , за твердженням якої. В -  може бути лише абелевою групою од­
ного з типів 1 , 2, 4, 5 згаданої теореж і  D містить підгрупу W»

Г Л А В А  II
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II ч О, М я Сф<<а>).
Нехай В -  група типу 5 теореми 1 .2 .2 . Тоді В = <b> x <z>, /Ь/ r= 

■ q^, f> > 0, / z /  = 4 , 4 -  просте число, p = i  (mod q ), M = <b^> x 
x <z>. Зрозуміло, що [<a>,<b>] = <a> і тому G -  група типу 1 роз­
глядуваної леми.

Нехай D -  група типу 4 теореми 1 .2 .2 . Тоді D = <Ь> х <г>, /Ь / =
= , f .  (S > 0, / г /  = s , q і s -  прості числа, р g 1 (mod q ), М =
= <b*> х <z>, [<a>,<b>] = <a>. Нехай s = p. Покладемо с = a z .
Легко бачити, що / с /  = р і <с> в. Оскільки b"*' Є Z(G), то в G 
існує підгрупа <с> х <b^> = U. Припустимо, шо £  > 2. Тоді /[<с> ; 
U]/ > 2 І за означенням УЩН[ 3-груп [<c>;U] Э N ч G. Оскільки 
<с> -  нормальна силовська р-підгрупа нормальної в G підгрупи N, 
то <с> ч G, що неможливо. Отже £ < 3 і . G -  група типу 1 леми.

Нехай D -  група типу 1 теореми 1 .2 ,2 . Тоді D <b>, z = 1,
/Ь / = q^, £ > 0, q -  просте число, р я 1 (mod q ), <b^ > ч G і зно­
ву G -  група типу 1 леми.

Нехай В -  група типу 2 теореми 1 .2 .2 . Тоді /В / = qr, q і г -
необов’ язково різні прості числа, p a l  (mod q ), р = 1 (mod г ) .
Нехай q = г . Відомо [16 ], що Ant<a> -  циклічна Група і D/M -  
підгрупа із  Aut<a>, При наших-допущеннях підгрупа D типу 2 теоре­
ми 1 .2 .2  є елементарною абелевою групою порядку ql  і  М = 1. Звід­
си І попереднього .Сф(<а>) = М А 1 , шо не так. Тому q ^ г . Тоді 
В = <Ь>, /Ь / = qr, М = 1 , <а> X <Ь^> і <а> А <Ь*> — ненільпотент- 
ні підгрупи. Звідси, як відомо, p a l  (mod q ), р s i  (mod г) і G -  
група типу 2 леми; Всі випадки розглянуті. Необхідність доведена:
' Достатність. Нехай G = <а> А В -  група одного з тинів 1, 2 ле­
ми: Тоді, очевидно, В = <Ь> х <z>, h i  Є ( і ,  s } ,  s -  просте чис­
ло, z Є Z (S ). Ясно, що G' = <а>, /а /  = р -  просте число і G -  не­
ні льпотентва метациклічиа група . одного з типів 12, 13 теореми
1 .3 .2 , за твердженням якої G -  УЩН[ ]-група. Достатність доведена. 
Лема доведена.

Л е м а  2 .1 .3 . Нехай G -  примарна недедекіндова УШНЕ ]-група 
G а комутантом порядку р, р -  просте число і яка не розкладається 
в прямий добуток.своїх власних підгруп і містить неабелеву підгру­
пу порядку р®. Тоді G має Вигляд G = СР, де С -  локально циклічна 
р-група, чи група кватерніонів порядку 8, EC.F3 = 1 , CAF = Cf\F', 
F' т:. в ' = <е>, / с /  = р, F -  (О х <а>) А <ь>, / а /  Є {р , Р1) , /Ь / =
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= P. [a ,b ] = о Є Q, [Q,<b>] =■ Ї ,  Q = <u,v> -  група порядку p, чи
р-група Mi мера -  Морено, /<5/ > р!  і є групою одного з тинів:

4 ) [<a>,<b>] = Q = С; при /а /  > р С -  група кватервіонів по­
рядку 8;

2) С = <с>, G = <и> Л <v>, /и / * рА, / т /  -  / а /  * ІЬ/ = р,Д > 4 , 
[u ,v ] = Ea,bJ = с = и '4' 1 , |0,<Ь>} = 4 ;

3 ) 0 =  (<с> х <и>) A <v>, / о /  =« /и /  ■ / т /  = /а /  =» /Ь / = р, £«., 
v] = [a .b ] = с Є С, [0.<Ь>3 = 4 .

Доведення. Нехай 6 задовольняє умову лемв. Тоді б  > М = <х,У>, 
/ х /  Є {р ,  р1} , / у /  Є {р ,  е 2̂ , С<х>,<у>] -  <о> .*> б* -  IIі , / є /  »  р, 
с Є Z(G), За наслідком 4 Л .6  6  «  MD, де D = 0$  (М), M AD *= <с>.
За умовою леми та теоремою4 ,2 -3  в -  Черніковська група, то не 
м істить  елементарних абелевнх підгруп порядку р * . .

Нехай спочатку D1 = ї .  Тоді в силу відомого результату [18] 
D = 0 х S i , де С -  сервантна локально циклічна підгрупа а » ,  шо 
містить <с>. S i  -  ї ї  доповнення в В .Звідси 6 * D t i  (CM) і  тому 
а умови л е т  Dt * І  І ,  значить, G »= CM. Оскільки М < 6 , то г Є С, 
/г/ »  ра і z^ =* с . Аоио / х /  *  / у /  = р , то покладемо х -  а , у * 
»  b , II »  Т = (<с> х <а>)А <Ь>, Ca.bJ *  с ,  О *  <с> і одержимо, 
но в  -  група типу 4  л е т .

Нехай / х /  = рг . Тоді існує і  для т о г о  z*x в а , / а /  * р і 
ори /yf = р . покладемо у = Ь. Яс і раніше, одержимо, во М -  р -  
»  ( < о  х <а>У X <Ь> і  6 -  група типу 1 леми.

При /х /  * р* і  / у /  * р1 найдуться такі і та і ,  mo z*x »  а, 
z^y в Ь, / а /  -  /Ь / * р. Знову, Як і раніш , М * Р »  (<с> х <а>) А 
А<Ь> І 3 -  група типу 4  леми.

Нехай тепер D1 /  4 . Покажемо, по D по розкладається. в прший. 
добуток своїх власних підгруп. Дійсно, нехай це не так. Тоді D :*
Dt х Dt, хе D' = D* = б т * < о  = DAM * ВдАМ, Звідси б * Ві х
х (D*M), За умовою леми Dt * І ,  що оунеречитьчнашоцу припущені®. 
Отже, D не розкладається в прямий добуток своїх власних підгрупа 
Можливі випадки: 4 ) И ■ (<с> х <а>) А <Ь>; 2) М -  меуашюслічна
група.

і Випадок 4 . У цьому випадку D містить О *  <u ,v>  -  р-групу Міл-
яера -  Морецо і  б  містить підгрупу U =■ D х <Ь>, яка за теоремою
1.2 .4  задовольняє умову леми 2 .4 .1 . В силу ц ієї леми D -  група 
одного з типів. 4 - 7  теореми 4 .4 .4 , або гамільтеаова група. Ос*»
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кільки /Ь‘/  = р і Сне розкладається в прямий добуток своїх влас-- 
них підгруп, то В може бути лише групою одного з типів 4 , 4 тео­
реми 4 .4 Л або гамільтояовою групою.

Нехай В -  група типу 4 теореми 4 .4  Л . Тоді В = <и> )\ <у>, 
/и /  »  р4, Д > 4 , [а , у З »  е -= и^4"4 , Покажемо, ио /у /  * р. Нехай це 
не так. Тоді в містить підгрупу V = <у> х <а>. Ясно, що V /  б  і 
V -  група тилу б теоремі £ .2 .2 , за твердженням якої . <у^> х <а> < 
4 б. Звідси а €  г (б ) ,  шо неможливо. Отже, / у /  «  р. Покладемо С =•. 
* <с>і Р »  ВМ, В »  0  і одержимо, що . б  -  група типу 2 леми.

Нехай В -  група тиру £ теореми 4 .4 Л . Тоді В = 00, С -  локаль­
но циклічва р-група, чи група кватерніонів порядку 8 , 0 =» (<с> х
х <и>)Д <у>, / « /  * / у /  = р, Ги,у] * с Є С, Сс.о] = 1 . Покладемо 
У'.* ОМ. Тоді О * СР, ІС.У} = 4 і  б  -  група тилу 3-леми.

Нехай, нарешті, В -гамільтонова група. Тоді за попереднім В = 
-  б  -  група кватерніонів порядку 8. Покладемо а. = <с>, ?  = М і от­
римаємо, що б  * СР т група типу 4 леми:. Випадок 4 розглянуто пов­
ністю.

Випадок 2. У цьому випадку М -  метациклічна група і можна вва­
жати, що 6  не містить неабелевої підгрупи Й «  (<с> х <а>) А <Ь> 
порядку р®. Звідси М =» <хху>, /х/ =» р*\ Нехай М не е групою* 
кватерніонів порядку • в. Тоді М »  <х> А <У>. / у /  *?• Р і знову 6 
містить підгрупу Ц * В х <у> і  як у випадку 4 , 0 -  група кватерт 
ніонів порядку 8, чи група одного з типів. 4 , . 4 теореми * .4 .4 . Не­
хай * і б  В, / б /  *  р*, б* == е, Тоді існує;ціле число і таке, що 
б*Х *  а , / а /  »  р , Са,у} “  с  І . б  містить М*. * (<с> ж <а>) А  <у>, 
/ у /  **. ї», «о суперечить розглядуваному випадку. Отже, В -  не може 
рути ні групою кватерніонів водянку 8 , ні групою типу .4 . теореми
4 .4 .4 . Вві дек В = (<с> х <и>) /і <т>, Х»,уЗ ® о ,  /й/ Є |р, ,
/ у /  8 |р, р Ч . У цьому випадку /В / > р*. Звідси, без . порушення 
загальності можна вважати, що /а/ а р1 , '. ду б містить ел ментарну. 
абелеву підгрупу и(<ц>) х и(<у>} ж <с> х <а> порядку р*, що не­
можливо /  Значать,, М -  група кватерніонів порядку 8.

Як І раніше, можна вважати, ш  <с> максимальна циклі чна пі д­
групи з В. Ясно, що В містить , підгрупу , Мідлера-Морено 0, яка 
задовольняє умову наслі дку 4 .3 .3  і  може .бути ляше групою типу З 
вгаданого наслідку. Звідси 0 *  (< с >  х <ц>) А  <У>, / 0 /  > 8 ,  Е ч , у ] = 

с ,  /и /' »  4 , /у/ і ) ,  Покажемо, ір  / у /  ?  2. Нехай / у /  = 4. 
Зрозуміло, 00 /х/ «  / у /  а 4» =. У1» Покладемо і  І, ■* их, Уі в
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=> vy. Тоді /х 4/  = /y t /  = 4, <хі>п <Уі> = 1 , [X i,yt ] = [их,ту) = 
= с1 = 1 і G містить Vt = <х*> х <у4>. Ясио, що Vi не може бути 
групою жодного з типів 1 - 6  теореми 1 .2 .2  і тому Vx 4 G, VtAG1 « 
= 1 і , значить. Vt ^ Z(G) і тому ОМ = Vi х М.

Нехай Q я D. Толі при /ч/ = 4 G я Vt х М, шо неможливо. От­
же, / v /  = 2 і G -  група типу 1 леми.

Нехай, накінеиь, D > О і нехай d -  довільний елемент з D. Толі
одна з підгруп <d, u>, <d, v>, <du, v>, <u, dv> є групою типу З
наслідку 1 .3 .3 . Звідси /d /  ^  4 і тому D/<c> -  скінченна абелева 
група. Звідси D/<c> = <и1< с »  х <vj,<c>> х < d< c» х В/<о> і без по­
рушення загальності можна вважати, що [ut.VjJ /  1 . Очевидно, що 
<iu,vt > -  група типу 3 наслідку 1 .3 .3  і тому можна вважати, цо.О > 
<ut,v4> і ,  значить, u і я u, vx = v. Тоді з умови D > 0 випливає,
ШО /6<С>/ > ї  І ТОМУ D містить підгрупу Ut * О А <б> І / б /  > 1.
За попереднім /и / *> 4, / у /  Є (2 ,  4^, /d /  Є {2 , 4\. Ясно, що <и1,
v ^ d S  ^ Z(G). Тоді в G існує підгрупа К »  (<с> х <и1> х v(<v>))A
Д w(<d>) порядку 16. За вибором (<с> х w(<v>)A w(<d>) -  абеле­
ва група і ,  значить, К -  елементарна абелева група порядку 16, що 
неможливо. Отже, О = D. Всі випадки розглянуті. Лема доведена.

Т е о р е м а  2 .1 .1 . Недедекіндові УЩН[ ]-групи G з комутантом 
порядку р, р -  просте число, мають вигляд 8  «  CF, С -  локально 
циклічна р-група, чи група кватерніовів порядку 8 , [C,F] * С, F * 
*(0  х <а>) A <b>, [a ,b ] Є <с> »  G- »  Р( ^ О »  <u,v>, / е /  *■ р та 
вичерпуються групаш типів:

1 ) G = F «  (0  А <Ь>) х <а>, О =» <с>, /Ь / -  </", f  > р , /а /  Є { і ,  
г ) . Р і Ч -  різні прості числа, р ж і  (mod q ), Є 2(G); при 
/а /  А Я Ь* Є 2(G); при /а /  = р А < 3;

2) G = F = QA <Ь>, /й/ я р ,  /Ь/ ~ qr , р , а і г >  попарно рів­
ні прості числа, р д 1  (mod q ), р * 1  (mod г ) ,  0 ^ (0 )  “  4 ;

3) G * F * 0 x <a>, Q = <u> A <▼>, /W »  P4 , A > 4 , : h i  * p^, 
К > 0 , [u ,v j  = с = и*4''* , /а /  Є ^1, Г -  просте число;

4) G = С х F, С -  локально циклічна -2-група, /О / > 2, F «  Q X 
х <а> , 0 -  група кватерніояів порядку 8, / а /  Є (1 ,  ^ , г -  просте 
число;

5) F я Q х <а>, 0 я (<с> X <и>) А <т>, »  о Є С, /и /  Є |р,
P*J, h i  Є Гр, р*у, /а /  Є , r^, г -  просте число, /О '/V d / 'М  4
t  32; при /а /  4 1 /и /  = / т /  * р;
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6) б = Р, 0 ■ <о>Л <е>, /и /  = р4, & > 4 , / у /  = /а /  = /Ь / = р,
Еи.т] = Іа.ЬЇ ■ с »  [ 0 ,<*>] «■ 4;

7) О = (<с> х <и>) Л < у>, /и /  в / у /  = / с /  = /а /  = /Ь / = р,
Еи.уі в с «  [а ,Ь ], ЕО,<Ь>1 = 4 .

Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. Припус­
тимо спочатку, шо б -  ненільаотентна група. Тоді б задовольняє
умову леми 2 .4 .2 , за твердженням якої б є групою одного з типів 
4 , 2 розглядуваної, теореми.

Нехай тепер 6 -  нільпотентка група. Нехай спочатку б -- X х А, 
де X # 4 , А >  4 . Оскільки /й 1/  = р, то або /X */ = р , або /А '/  =
»  р. Не порушуючи загальності можна вважати, шо Xі = й 1 і тому 

. А1 = 4 . За теоремою 4 .2 .3  б  -  недеденіндова черніковська група. 
Припустимо, шо / А /  * г -  просте число. В силу леми 2.4.4 X -  мо­
же бути групою одного з типів 4, 3 . 4 теореми 4 .4 .4 .

Якщо X -  група Типу1 теореми 4 ,4 .4 , то покладемо X = 0, А = 
я <а>, С = Xі , Р = X X А. Звідси Т  = б  і ,  значить, б  -  група типу 
З розглядуваної теореми.

Нехай X -  група типу 3 теореми 4 .4 .4 . Тоді X = С х О, С -  ло­
кально циклічна 2-група, /С / > 2 , 0  -  група кватерніонів порядку
8 . Покладемо Р а О х А і одержимо, що б = С х Р і ,  значить, й -  
група типу 4 розглядуваної теореми.

Нехай X -  група типу 4 теореми 4 .4 .4 . Тоді X ■ * 00, 0 = (<с> х 
X <и>) X <т>, /и /  = / » /  = р , {и .л ] = с Є С, / с /  = р. [С,0] = 1,
0 -  локально циклічна р-група, чи група кватерніонів порядку 8. 
Покладемо Р = 0 і  А. Звідси і тому б -  група типу 5 роз- 
глядуьаної теореми.

Нехай /А / -  непросте число. Тоді за лемою.2 .4 .4  X -  гамільтоно- 
ва група. В силу твердження 4 .1 .4  X = 0 і  С і  А*, 0 -  група ква­
терніонів порядку 8 . 0 -  елементараа абелева 2-група, А і -  періо­
дична абелева група без інволюлІЙ. Не порушуючи загальності можна 
вважати, шо X>  О х О, А = А і х А. За теоремою 4 .2 .3  в не містить 
підгруп; що розкладаються в прямий добуток більше ніж трьох неоди- 
ппчних пряійіх ткяшиків; Звідси /О / < 4.

Нехай /0/ * 2. Тоді А -  локально циклічна 2-група і оскільки
б  -  недедекіндова група, то /А / > 2, Покладемо А = С, Р = 0 x 0
1 одержимо, шо б -  група типу 4 розглядуваної теореми.

Нехай /0 /  = 4. Тоді X = 0 -  сяловська дедекіндова 2-підгрупа з
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Є, А -  ї ї  періодичне абелеве доповнення. Звідси в силу твердження:
1 .1.1 в -  дедекіндова група, що не так.

Нехай тепер б не розкладається в прямий добуток своїх неодинич­
них підгруп. Якщо б містить неабелеву підгрупу порядку р*, то б
задовольняє умову леми 2 .1 .3 . Звідси б -  група одного з типів 5 -
7 теореми. Нехай б не містить веабелевих підгруп порядку р?. То­
ді всі підгрупи порядку р1 з б  абелеві. Зрозуміло, що б містить 
підгрупу Міллера -  Морено М. яка не може бути ні групою кватерн іо ­
ні в, ні групою діедра пориту 8 і /М/ > р®.

Нехай И = б. Тоді б  задовольняє умову наслідку 1 .3 .3  і може 
бути групою одного з типів 2, 3 цього наслідку. Звідси б  -  група, 
одного з типів 3 , 5 розглядуваної теореми.

Нехай М < б. Тоді / б /  > р*. За наслідком 1 .3 .3  М = І <схх>)А
А<У>. / х /  = р^, / у /  =■ р* «2 > а , А > 0 , їх ,у ]  = с . Не веруиуквш
загальності можна вважати, ао М -  група Міллера -  Морено з б  най­
меншого порядку. Покажемо, ао підгрупу М можна вибрати так, вю М -  
група типу 3 наслідку 1 .3 .3 . Дійсно, нехай ї  -  максимальна локаль­
но циклічна підгрупа з б , ще містить <е>. Тоді ї  4 б  і 6/ ї  -  пря­
мий добуток скінченного числа неодиничних локально циклічних підт' 
груп ї г / ї ,  О < г ^  н. Зрозуміло, що 6 породжується всіма підгру­
пами їч , їч  4 б . При І 4 г їчЛ ¥(=» ? . Оскільки б  -  р -Г рут і  
/ б 1/  = р, то б '  ^ 2 (6 ) і  и»я будь-якого в із  б  е *  Є 2(б>,

Покажемо, що їч  = І  > В* , де Вч -  неодинична локально цикліч­
на р-група. Якою Т » /ї  -  квазідиклічна р-груПа, то ( їч ’. ї )  -  о** . 
Нехай / ї /  <0 0 . Тоді їч  містить квазіциклічну підгрупу Ви, Вч ^  
« 2 {їч ) і ,  очевидно, їч. - ї  ї В*. Якщо ж /Т/ *<ю, то ї  -  квасі- 
циклічна груш , ї  4  2( їч )  і  їч -  розширенйяцентральйеї квазіщ к- 
лічної н іт р у ю  ї  з допомогою квазі циклічної підгрупи ї ч / ї .  Відо­
мо [4 8 ], що їч = І  і тоді їч * ї  *  'В*,,,

Нехай тепер ї ч / ї  -  циклі чнавукни. Тод4 їч  »  ї<хі>. Якщо Тіу 
А <х*> & 1 , то Вч * < іч \  їж * ї ; А <хч>, ню й треба було довео- 

ти. Нехай ї  Рі <**>. £  Ф, Тоді с  Є <Хч>. Йоли ї  -  квазіциклічна гру­
па, то з умови, / б ' /  »  р випливає, аю ї-І »  1 і їч  ■ ї  А вь-

Вехай / ї /  < в о . За вибором /Т /  > /х ч / і току за судовою ме- 
тацюоіічних р-груп (див,, наприклад, теорему 1 .2 .1  з (37І) маємо 
ЇЧ  а  ї  А В4 .

Отже, завжди ї ї  в ї  А Вч, Вч -  неодинична локально циклічна 
група. Зрозуміло, що [В*,В(] ^ <0>. Якщо [В ,,В (]А  1 , то (Вч,
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В*] = <с>, /В */ < о ° ,  /В //  <ое» і (<С> х Ві) А Ві -  ні дгрупа Міл- 
лера -  Морено шуканого типу.

Нехай ГВі.ВгЗ = 1 : Тоді G = ГА в * де В * Ві х . . .  х В* х . . .  
х В*. Ясно, що В /4 G. Тоді, очевидно, В -  абелева група одного э 
типів 1 , 2 , 5 теореми 1 .2 .2  і /G / < о °  . Зрозуміло, що G не є гру­
по» Міллера -  Морено І тому G не породжується двома елементами. 
Звідси В -  нециклічна.група, В не в групою типу І  теореми 1 .2 .2  
1 w(B) -  елементарна абелева груш, порядку рг . Якщо В -  група ти­
пу 5 теореми 1 .2 .2 , то В = <х> х <у>, /у /  = р, В містить підгрупу 
<х*> х <у> ч в. Звідси [ї,<у>3 = 1  і G = {У А <*>) * <У>, шо 
суперечить розглядуваному випадку, fttmo тепер В -  група типу 2
теореми 1 .2 .2 , то В *  <х> х <у>, / х /  = / у /  ■ р. Нехай S = Cg (У).
Покажемо, ію S А 1 . Якщо х Є S, чи у Є S, то S Ф 1 . Нехай це не
так, тобто х jf S і у t  S. Тоді У = <d>, / б /  = р^, Д > 1, [d ,x ] -
= cV, Id ,у] = с^, <с*> -  <с?> = <с> = cdf^’ 1» . Зрозуміло, що і та 
І не кратні р , і ,  значить, існує таке п, що пі + і а  О (mod р). 
Покладемо z ■ х"у . Тоді / г /  = р, <г> г\ <х> = 1, [d ,z ]  = 1 1 6 = «  
'*• (У А <х>) X <z>, що неможливо. Отже, S А 1. Тоді z Є S, / г /  = р, 
В = F х  <г> і  G *> (У A F) * <z>, що знову неможливо. Всі випадки 
розглянули. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G = CF -  група одного з типів 1 - 7  роз­
глядуваної теореми. Зрозуміло, що G -  недедекікдова група з кому­
тантом порядку р. Покажемо, що G -  УЩН[ ]-група, тобто для будь- 
якого /£Д ;В]/ > 2 [А;В] 9 Ы ч G. Дійсно, для груп G типу 1 чи 2 
це встановлено в лемі 2 .1 .2 . Тому в подальшому будемо вважати, що 
G -  груда одного з типів 3 -  7 теореми. Зауважимо, шо якщо А ч G 
чи В ч G, то, очевидно, G -  УЩН[ 1-група. Звідси A j  G, В £ G і 
G'rv В » І .  Ясно, шо для будь-якого g з G Є 2(G). Отже, при 
циклічності В А 4  Ф(В) < Z(G), іію суперечить умові А /4 G. Таким 
чином. В -  нециклічва абелева група і  /В / ділиться на добуток не 
менше ніж трьох простих чисел..

Нехай G -  група типу 3 теореми. В силу нзциклічності В нецик­
лі чною буде фактор-група G/<u> і підгрупа <х> х <а>. Звідси /а /  = 
р, G -  р-група, /у/ > р , і ,  значить, - w(G) = w(<u>) х w(<»>) х
х <а> < Z(G). Ос к іл ь к и  G/<u> -  абелева р-група типу (р^ ,р ), і ,
то В -  тег абелева р-група типу (р*,р),<£> 1 , тобто В = <г> х <f>, 
/ г /  = р^. /і/ щ р і В -  група типу 5 теореми 1 ,1 .1 , для якої
А 4 іі «  cz*> X <і> 4 Z(G), що суперечить умові А ф G І тому дос­



- 70 -

татність для груп типу 3 теоремі доведена,
Нехай G -  група типу 4 теореми. Якщо В -  локально циклічна гру­

па, то за попереднім /В / = о*> і 0 -  квазі циклічна 2-група. Звід­
си С ^ В і С ^  Z(G), Легко бачити, що »(G) * »(F ) х »(О) ^ ТІв) 
і [В:С) Є (4 , г ) .  Оскільки В /і G, то В /і Z(G). Тоді $ > С і В -  
* С х <f>, де / f /  = г , І Є w(G) < Z(G). Звідси В < Z(G), що не­
можливо, Нехай тепер В -  не локально циклічна група. Тоді В ізо­
морфна деякій підгрупі абелевої групи типу (2^ ,2 ). Звідси В = 
= <г> х <і>, /г/ = 2^, J.> 4 , J i f  = 2. Тоді, як і для груп типу З 
теореми, маємо А < <z£> х <f> ^  Z(G), що суперечить умові А (і б. 
Достатність для груп типу 4 доведена.

Нехай G -  група одного з типів 5 - 7  теореми. Покладемо (І *= G 
в групах одного з типів 5, 7 і  U «  <и> -  в групі G типу 6 теоре­
ми. Тоді U <з G, U -■локально циклічна р-група, чи група кватерніо- 
нів порядку 8 і тому G1 «  <с> ^ U і ВАВ «■ І .  Звідси £б:Ц] д і­
литься на /В / і [G:U] с  добутком не більше ніж чотирьох простих, 
чисел.

Нехай спочатку G = U А В. Припустимо, що при цій умові <3 міс­
тить підгрупу S = (Ü х <х>) А <У>, / х /  в / у /  * р, [U,<y>] -  4 , 
[х ,у ] = с. Зрозуміло, що S -  група типу 4 теореми 4 .4 .1 , у якої за 
лемою ї .4 .4  нормальні всінециклічні підгрупи і  5/U -  елементарна 
абелева група порядку рг . Відомо. [34 ,35], що /w (Z (S ))/ »  р. Ясно, 
по тепер ■ S = U А В, Дв В •* SO B, D -  елементарна абелева груш 
порядку р*. Звідси D о  б , S »  U х D і В ^  Z (S ), що суперечить 
умові /w (Z (S ))/ = р. Отже, в не містить підгрупи S відзначеного 
типу і  току G -  група тину 5, у яеої /а/ = p*v / т /  Є (р , р*у і 
/ а /  = І .  Оскільки Gr у 4 і Л' «  1 , и  б  У Z (S ), Але тоді 0 -  
груш кватерніонів порядку 8 і  / т /  ■ 2. Ясно, що G > V * Ü х <▼>, 
w(V) -  »(U) х- <т> ^ Z(V) і V -  О х <х>, де <г> *■ V A В, / г /  -  2, 
z Є w(V> 4 Z(V), G -  УВ І ,  значить, г  Є Z(G). Звідси .» Є »(V) »
-  w(U) х <v> -  * (0 ) х <z> < Z(G) і тоді v Є Z(G), ию немохяИво, 
Отже, для розглядуваних типів груп U А В < G. Звідси [G:0] -  до­
буток чотирьох простих чисел, /В / - добуток трьох простих чисел, 
/А / -  Просте число і ,  значить, G не в групою типу 6 теореми. От­
же, для груп типу 6 теореми достатність доведеш.

Нехай G -, група типу 5 теореми. Тоді /и/ W рг , / а /  * 4 , / » /  »
-  р£, /В / = ps , /А / = р. При пих умовах »(G) = «(И) х <а/> х 
х <тр> 4  Z(G). Але тоді А < Z(G), що суперечить умові А ^ G. Такий
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чаном, достатність дія груп типу 5 доведена.
Нехай б  -  група типу 7 теореми. Покладемо х = и, у = V. Тоді б 

містить підгрупу 3 = (її і  <х>) X <У>. яка має ті ж властивості, що 
і раніше. Ас і вище, покладемо С = ЗАВ. Оскільки [3:11] = р1 , [б : 
03 в рч. «АВ = 4 , /В / = .р®, то /В / = р і Б 'я «і> . Із будови 
підгрупи 3 [34,35] та умов ОЛ<е> = і  і и (г (3 )) = <с> маємо, шо
й ф г ш .

Нехай 2 = С о .(«і> ). Оскільки / б ' /  = р, сі $  2 (0 ), то 2 а б , 
[6 :2 ]  «  р і 2  містить підгрупу <В.Ь,а>. Припустимо, що II ^ 2. 
Тоді [2 :0 ]  = р* І точу 2  = О А В, 2 містить підгрупу З і = (и х 
х <а>)А <Ь>, пса має всі ті ж властивості, що і раніше підгрупа 
Б: Отже. З* * 0  ж Оі, Ві * ЗіА'В. Оі -  елементарна аОалева підгру­
па порядку р1 з К в і ) .  що неможливо [34,35]. Таким чином, 0 4 2. 
Але тоді [0,<Л>] = і  і и 4 2 (6 ) , Остання умова можлива, коли О -  
група ісватеряіонів порядку 8. Тому / б /  = 2*. Покладемо Н = 5Г\2. 
Оскільки [6 :2 ] * 2 і 2  не містить В, то [3:Н] = 2 = [0:<ОАН}]. 
Ясно, ею ОАН «.<«> , / і /  = 4, и = < ї,г> , / і / = 4, [б .д ]  = і ,  П , 
НІ = іг  = Л  Оскільки Н Є Н < 3, то сі = ги1 V?, де у Є О. З умо­
ви [* ,и ] = [ І ,у ]  = 1 вишиває, що [ і , б ]  4 4. Легко бачити, шо 
/й /  > 2. Оскіжька E d.fl * [гн ‘ уЗ ,і] = £е.< 1 і  *  і [е,<Л = і , '  то 
без порушення загальності можна вважати, шо у = г. З умови б* = 
«  (ги 'тЗ)8, * гЧ п'тЗ)2, = 4 випливає, шо (и*лЗ) / 1 .  Звідси і та 
І не кратні 2. Тому можна вважати, що і  * і * І .  Покладемо Ь » 
»  іа . Тоді [Н,Ь] *  [ги‘ т ї ,й і]  в |г,іЗ £т.а ] = с* «» І .  Звідси Ь Є Н. 
Очевидно, по /Ь / * 4, Ьг  -  гаг [г .Ь І * г2, і  Н містить К • <Ь,г> -
групу кватервіонів порядку В. Знову [2:К ] = 8, 6* = КГ /1 тому 2 *
в К А В. Отже, 2  містить З і в (К х <а>) А <Ь>, яка т е  ті ж влас­
тивості, що і раніше введена підгрупа Бі, для якої мп одержали су­
перечність. Достатність для груп типу 7 доведена. Всі можливі ви- 

: падки розглянули. Достатність доведена. Теорема доведена.

Л е м а  2.%.4. Иетагамільтонові УШН[ ]-грунм б порядку р *  з 
абелевим непентральнкм комутантом типу ( р , р ) є  групами одного з 
типів:

1)  / б /  = р*. р -  пепарие просте число, б* -  нецеитальна під­
група з б типу (р .р ) ;

2) б -  (<н> г <Ь>).А <х>, /а /  = / х /  в р1 , /Ь / в р -  непарне
просте число, іа .д ]  = Ь, [Ь ,х ] = &*?, 0 < а < р.
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Доведення. Нехай б задовольняє умову леми. Тоді /в/ = р*'; п > 
> 3. В силу твердження 2 .4 .4  з [37]. р -  непарне просте число. При 
п = 4 б -  група типу 4 леми.

Нехай п > 4. Припустимо, що б не містить метаїшклічних підгруп 
Міллера -  Морено порядку більше рх . Тоді в силу п > 4 і тверджен­
ня 2 .4 .8  з [37] б = ((<а> х <?">) А <я>ї<Ь>, /а /  = р*4, ш > 4, 
/ Г /  = / а  /  = р , [ а , 5 ]  Є 2 (6 ), [а ,Ь ] = ас , і /  =Г*\ [ Ь ,£ ]  *
»Т"4 , £  Є (0 ,ї^ ; при £  = 4 /1 = 0 . Покладемо М = (<а> х <Т>)А
А < г > . Тоді М я б, = <а^> <і б. Звідси а^ Є 2 (6 ). Нехай £  =* 
= О. Тоді б = ((< Г >  х <Ь>) А <ЗГ>) А <а>. В силу теореми 4 .2 .2  
<Т> х <Ь> х <а?> <і б. Звідси [а .Ь ] Є <ле>Л (<Т> х <Ь> х <а^>) = 
= 4 , що неможливо. Отже, .£ = 4 . Тоді б = (<Ь> х < £ > ) А <&>> де 
/Ь / = р*-, Припустимо, цю /а /  > р1. Тоді за теоремою 4 .2 .2  <Ь> ж
х <ар> 4 6 і знову [а.Ь ] Є <ае> П (<Ь> ж <ар>) = 4 ,  що неможливо. 
Отже, / а /  Є {р , ргу. Оскільки п > 4, то / а /  = р*\ Покладемо ж * 
= а , а -  Ь, Ь = 5  і одержимо, що б  = (<а> ж <Ь>) А <*>» [а,ж] -  
=■ Ь, [Ь ,х ] = а*Р , 0 < в < р і ,  значить, б -  група типу 2 довод­
жу ваної леми.

Нехай тепер б містить метациклічну підгрупу Мі. ера -  Морено А 
порядку більше р*. Тоді в силу твердження 2 .4 .8  з [37] б = АА 
А<х> = (<а> А <Ь>) А <х>. /ж / * /Ь / = р -  непарне просте число,
/а /  = і / ,  в£. > 2 , (а,ж] = Ь. Очевидно, шо А 4 б  і <а^> 4 б . Дано 
<&р> А <ж> 4  6, то и(<а^> X <х>) = > ж <х> 4  б. Якщо <а^> А
А <ж> ^ 6, то за теоремою 4 .2 .2  <вҐ*і ж <*> 4  б. Оме, завжди має­
мо, № < Н ^ >  ж <х> 4 б. Звідси [а,ж ! $  <Ь>, що неможливо. Отже, 
розглядування випадок неможливий. Лема доведена.

Л е м а  2 .4 .5 . Метагамільтонові УШІ Струпи б  порядку р * з  
яаелевям иецентраиьнжм ксэдгтавтом типу (р ,р ,р ) £ групами тпру б  *
* <а>М, К = (<е> х <Ь>) А <*>< /а /  *» /Ь/ •* р*", / е /  * /ж / = р -  не­
парне просте число, {а ,Ь ] = ж, [Ь ,х ] * е , (а,ж ] = , а* «=
= с «4€  Ь*Р , <с> ж <і/> »  2 (6 ), О < £  < р , 0 <  І < р , всі мета- 
п лічні підгрупи з б аОеяевІ І всі елементи порядку р % б нале­
жать б ' .

Доведення. Нехай б  задовольняє умову леми. Тоді в силу тверд­
ження 2 .1 .8  в [37] б  = б ^ х х у у , / * /  * / у/  * Р*> б* * <Г> ж
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х < Т  >  х < з е > ,  f t  I  =  /7" /  =  / х .  і  =  р -  непарне просте число, Т  Є 
Є 2 (6 ), ( х ,у ї  =ж , [у ,ж ]  = Г, [ х , х ]  =7", х^-ГТ"^ , y f  = fTAT ,
Т  Є .2(6). Зрозуміло, що <Й">д <у> = 1 = (< f>  х <у?>)Г\ <2.>. 

йокяадемо b * у, х = х  , с e f  , а = х. Тоді G містить нормальну 
підгрупу М = (<с> х <Ь>) А <х>. Звідси G = <а>М, [а,Ь ] =’ х, [Ь,
х| = е , Са.х] я f -  = сА ь F, ■ £  я -  А , af  = Ь ЬР ,■ t * i  , 0 <  
< £ <  Р, Ö 4  І < р .  Відомо (див. теорем/ 2-2-2 з [3 7 ]) , що всяка 
веабелева підгрупа з G містить G1. Оскільки G' -  неметациклічна 
діягрува, то G* не може бути підгрупою метаїшклічної групи. Звідси 
в <з не Існує неабелевих метапиклічпих підгруп. Зрозуміло, що <о> х 

X < f-> < Z(G). Покажемо, що всі елементи порядку р з 
G належать G*. ДіЯсно, нехай це не так. Тоді G\G' містить б , / б /  =■ 
• р і  в G іс і^ є  підгрупа . G* А <d> порядку р*. Зрозуміло, що [х,
б ] Є Z(G) я <с> х <±f>. ііршустямо, що [x .d ] A l .  Тоді в G існує 
неабедева підгрупа (<(x ,d]>  х <х>)А <б> порядку р3 , яка, очевид­
но, яе містить б 1. Суперечність з теоремою 2.2.2  з [37 ]. Отже, [х , 
d ] -  4  і  W -  G* A <̂ > -абелева максимальна підгрупа з G. Зрозу­
міло, «б  б  ■ М А <d>- За теоремою 4 .2 .2  <с> х <b*> х <d> ч G.
Звідси {«Ь ,М ] < Ш )  я <с> х <Ь? > і 6 /2 (6 ) -  абелева група, то­
му 2 (6 ) > б ' ,  по неможливо. Отже, всі елементи порядку р з G нале­
жать б * . Лема доведена.

І  е  м а 2 .4 .6 . Не Існують метагамільтоаовшх УЩН[ ]-груп G по­
рядку р* а абеяевнм кецектральнш комутантом типу (р * ,р ). А  > 4.

Доведення. Нехай G задовольняє умову леми. Прияустшо, що група 
G існує. Тоді в силу твердження 2 .4 .8  з [37] б  » М А <<ґ>, М -
-  <а,Ь> -  метаеиклічна група, Д а ,Ь ]/ >  р , (а ,У  j - X  , [ b , x  ]  =. 

<Ъ ,-Ц  -  С х . Г  1 = С, [а .* . ]  - Г Є  2 (6 ), /І Г /  -  /Г / -  /л с /  = р > 
> 2 , <а>А < х>  =? 4  = < 7> П < х> . ТедІ *(Н) -  Н ч б  і току в б  
Існує підгрупа А = <a>N. А1 у 4. Звідси А > Н і /А / > р*\ Зрозу­
міло, по (А :<а>3» р І в силу твердження 2 .С.8 з (37) А =
-  ча»А  <S»>. / * / В*, <<£> 4 . 'C a .X j «  f  « а ^ 4 6 .2 (6 ) ,. А -  під­
група Мі ллера- Морено. Вснлу теореми 2 .2 .2  з (37] А > G1. Звід­
си А 4 б ,  Ф(А) я <af > 4 б . В б  існує підгрупа V = <af > х <(?">, 
Ясно .ЩО [ а , ? ] ^  < f > x  <*■> і ,  значить, <Г> х <ft-> ^ G. Тоді 
V ^ б і за теоремою 4 .2 .2  V -  група типу 2 чи 5 цієї теореми. 
В підгрупі V ткну 5 теореми і .2 .2  w(V) = <JT> х <Т>  4  G. Супе-
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речність. Отже, V -  може с у »  лише підгрупою тишу 2 теорем £ .2 .2 .
Але тоді /V / «  р1 , V «  <а*> х <г > і тоиу /А / »  ps . A* f  1 , що
не так. Всі випадки розглянуто. Лема доведена.

Т е о р е м а  2 .1 .2 , Локально ступінчасті недедекіндові метагамі- 
яьтонові УШГ ]-групи 6 вичерпуються групами типів:

1 ) б -  недедехіндова УШ( 3-група а комутавтом порядку р, р -  
просте число (теорема 2 .1 .1 ) ;

2) G -  яедедекіндова мегациклічна метагамільтоиова УіШіС 3-грува 
з комутантом непростого порядку (наслідок 1 .3 .6 ) ;

3) б = (Р А <Д>) х <z>, Р -  елементарна абелева груш порядку
р2-, / х /  = q£, 0  Є (1,2)., р і q -  різні прості числа, Р А <х> -  пе­
ні льг.отеятиа група Міллера -  Морено, / г /  Є f l , r }  , г -  просте чис­
ло; при / г /  = г 0 = 1 ;

4) б  »  ((<а> х <Ь>)<х>) х <г>, / а /  “  / х /  -  9 , /Ь / -  3, £а,х) *
• Ь, [Ь .х ї = а5 * xtf, / г /  Є f l . r }  , 3 /  г  -  просте число;

5 ) в -  група порядку р* з аОелевим нецентральним Комутантом
типу (р .р ) , р -  непарне просте число;

6) б  = (<а> х <Ь>) А <х>, /а /  = / х /  «  Рг , /Ь/ -  Р -  Непарне
просте число, [а ,х ] -  Ь, £Ь,х] ■» а8? , 0 < з < р ;

7) G «* (<а> х <Ь>) А <х>, /а /  -  /Ь / -  р4, / х /  -  р , £а,д] «  Ь ,
£b,x3 = rfT ІА  ,  О < s < р , О 4  ¥ < р ; при р > 2 t* + 48 -  вехвад-
ратнчний люшж за модулем р; при р = 2 t «  s «  І ;

8 ) в ■ А А <*>. А • <а> А <Ь>, /а /  = /Ь / »  р*, /*/ «  р -  непар­
не просте число, £а,Ь] « а**, £а,хЗ -  і / , £b,x} ■* 1 ;

9) є  = А А <зо, а -  <а> А <ь>, / а /  -  А /  -  р*. / х /  -  р , fa .b j «
-  а? ,  £а,х] = Ь*, £b,x3 «  eff &F , 0  < s < р , б * .  t  < р ; при р > 2
t£ 4 4* -  неквадратячни* лишок за модулем р; при р *» 2 s -  1 ;

10) б  «* ((<а> х <Ь>)<х>) х <х>, / а /  *  /Ь /  ** / V  *  4 , /и /  Є { і ,
rJ , г -  просте число, £а,х] »  а1, (Ь , і )  «  х*= а*Ьг ;

11) G * ((<а> х <Ь>)(<х> х <у>)) х <z>, / а /  -  А / * 4, / а /  *
-  / х /  = £а ,у }, a 't ? »  £а,х] -  £Ь ,уї, Ь4 -  у 4 * ІЬ.хЗ, /і/ Є ( і ,  rjb
г -  просте число; ■ * .

12) б  = <а>М, М »  (<е> х <Ь>)А <х>, / а /  *  /Ь/ * р4, / о /  *
= / х /  = р -  непарне просте число. £а,Ь] *  х , tb .x j  * о , < о  х
х <\ґ> *  z (6 ) , Ea.xJ * «0bft О < £ <  Р, a* a 0 <  t < р,
всі елементи порядку р s б  належать б 1, всі меташилічні підгрупи 
з в абелеві;
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ІЗ) б »  <а>М, / а /  = 4, М = (<аа> х <Ь>) А <*>, /Ь / = / х /  = 4, 
[а,Ь ] = х1, [Ь ,х] = а^Ь1 Є 1 (6 ),  [а ,х і  = Ьаха;

44) б = <а>М, /а /  -  р1 , М = (<а?> х <Ь>)А <*>. Л>/ = / * /  = Р*\
р -  непарне просте число, [Ь .х] = а£̂  х̂ Р ,0 < я < р, 0.$ “і < р, 
0 <  І < Р, [а .Ь ] = х р, [а ,х ] = Ь^х*А, О < і  < р, О ^ к с р ,  ие- 
квадратнчниш лишками за модулем р е числа: і*ч 4 із , 1*ч- 4Ї,
к1+ 4е; всі елементи порядку р з б належать 6*, всі метациклічні 
підгрупи з 6 абелеві;

15) б ■= Р А <*> -  група Шмідта, Р -  група кватерніонів порядку 
8, / х /  Є (3 ,9 ) ;

46) б = Р А <х> -  Група Ииідта, /Р / = р*. ехр(Р) -  р. / х /  = ч;
47) б = Р А <*>* / р/  = Р*. «С Є <2.3^, / х /  -  чр £  є  |2 ,3 ) (

«£. +£ < 6 , Р А <х> -  ненільпотентна група Міллера -  Морено, Л -
показник р за модулем ч;

48) б  = Р А <х> -  група фробеніуса, Р -  елементарна абелева 
група порядку р^,<£ Є {2 ,3^ , / х /  = цг, р, ч і г -  попарно різні 
прості числа, Л -  показній: р за модулем ч і дорівнює показнику р 
за модулем г.

, Доведення. Необхідність. Нехай б -  досліджувана група. В силу 
наслідку 4 .2.1  та теореми 6.4 з £4] б* -  група порядку р1*  ш > 0. 
Якщо ш = 1, то б  задовольняє умову теореми 2 .4 .1  і тому б -  гру­
па типу 1 теореми. Нехай ш »  1. За теоремою 1 .2 .3  6 -  черніковсь-
ка дисперсивва недедекінлова метатамільтонова група.

Нехай спочатку б ■ X х 1 , X Ф 4 , 1 * І .  Тоді X' А 4 або I і 4
= 1. Не порушуючи загальності можна вважати, що Xі 4 1. В силу
теореми 2 .2 .2  з [37] I і = ї  ■ і б 1 = Xі , /X і/  > р і тому X -  ие-
дедекіндова група. За лемою 2.4.4  Ш  = г  і X -  група одного з
типів 1 -  8 теоремі 4 .4.1  при умові /X і/  > р. При цій умові X
може бути дише групою одного з типів 2, 5 -  • теореми 4 .4 .1 .

Нехай X = <а><Ь> -  трупа типу 2 теореми 1 ,4 .1 . Тоді /а /  = 8, 
/Ь /Є  Ьч аЬ = а"£, /<а>П<Ь>/ = 2. Припустимо, що г Ф 2. То-
ді б -  метациклічна група і тому б -  група типу 2 розглядуваної 
теореми. Нехай г = 2. Тоді 1  = <і>, /г/ = 2 І б містить неабеле- 
ву підгрупу <Ь><га*>, яка не містить б 1 = <аі >, що суперечить тео­
ремі 2 .2 .2  з [37]. Випадок, коли X -  група типу 2 теореми 4.4.1 
розглянуто.

Нехай X -  група типу 8 теореми 4 .4 .1 . Толі X = Р А <х> -  не-
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нільпотентна група Міллера -  Морено, /Р / = р1*, «£, 8 |4,2}, / х /  *
= Ч ,̂ Д > 4 , р і ч -  різні прості числа, Xі = Р. При Л  = 4 6 -
група типу 2. Тому в  подальшому <2 = 2. За теоремою 4 .2 .3  б не міс­
тить підгруп, що розкладаються в прямий добуток чотирьох неодинич­
них прямих множників. Звідси /Р  х <х*> х <г>/ ділиться на добуток 
не більше ніж трьох простих чисел і тому /5 я ї ,  тобто в -  група 
типу 3 розглядуваної теореми.

Нехай X -  група типу 5 теореми { .4 .4 .  При г  ̂ 3 6 -  група
типу 5 теореми. Нехай г «  3. Тоді, очевидно, б '  * Xі »  <а?> х <Ь>
і б містить неабедеву підгрупу <х> X <Ьг>, яка не містить б 1, 
що суперечить теоремі 2 .2.2  з [37].

Якщо X -  група типу б чи 7 теореми 4 .4 .4 , т о .6 відповідно група 
типу 40 чи 44 розглядуваної теореми.

Отже, в подальшому будемо вважати, шо 6 не розкладається в пря­
мий добуток своїх власних підгруп. Розглянемо два можливі випадки:
4 ) 6  -  нільпотентна група; 2) б  -  ненільпотеятка груда.

Випадок 1. У цьому випадку за вибором б  та теоремою 1 .2 .3  б  -
черніковська р-група. Звідси в силу леми 2.3.1  з [37] при ш > 1
/ б /  < . Тому / б /  = рк, 1 < щ < в > 3.

Нехай б 1 -  циклічна груш. Яри б* {  2 (6) в силу твердження
2 .4 .8  з [37] б -  метациклічна група І тому б -  група типу 2 роз­
глядуваної теорем». Нехай б ’ ^ 2 (6 ) .  За дамно 2 .3 .3  з [37] б -
= А А В, А я <ахЬ> -  метациклічна група, б '  *  А1 < <а> і б  міс­
тить підгрупу X =* у (б г) х <б> х В, де б -  породжуючий елемент з А. 
При В ф 4 за теоремою 4 .2 .2  X а б . Тому ІХ,А] < б*П X <  » ( б 1). 
Зрозуміло, пю [А.<сі>] • А1 «  б1 ^ и(б ) . Звідси б* ■ ж (б ') , / б 1/  ■ 
= р , що неможливо. Отже, В -  4 і току *3 -  метациклічна група, тоб­
то б -  група типу 2 розглядуваної теореми.

Нехай далі б ' -  нешшлічна груна. В силу твердження 2 .1 .7 з [37] 
€ ' -  абелева група гжпу (р.р4 ) , Д > О або група типу (р ,р ,р ). При 
п = 4 б* -  група типу (р .р ) і б  породжується двома елементами. 
Звідси б 1 {  г (б ) .  В силу твердженая 2 .1 ,4  в [37] р > Й і  б  -
група типу 5 розглядуваної теореми. Тому в подальшому ц, > 4, При­
пустимо, що б* -  група типу (р .р * ), &> Г. Тоді за лемою 2 .4 .6  
б 1 2 (6 ). В склу теореми 2.4.4  з [37 ] б  мі стить підгрупи А А <*> 
Ї Х  = ж (А1 ) д <б> х<х>, де А * <а><Ь> -  метациклічна група, А* ^ 
< <а>, /А 1/  = р, б -  породжуючий елемент з А, [А,<б>] »  » (А 1) . То­
му /А '/  = р, що суперечить умові Д > 4, Отже, б '  яе може бути гру-
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пом типу (р,р^), Л > 4  1, значить, можливі два випадки: 5 .5) б 1-
група типу (р .р ); 5 .2 ) в 1-  група типу (р ,р ,р ).

Випадок 5.5. У цьому випадку при 61 ^ б ) Є задовольняє умо­
ву Леми 2.1.4 і тому € -  група типу 2 згаданої леми. Звідси в -
група типу 6 розглядуваної теореми.

Нехай 6 і < 7 (б ). Якщо 6 не містить підгрупи типу (р ,р ,р ), то 
в склу леми 2.5.2 з [37] Є -  група одного з типів 50 чи 55 роз­
глядуваної теореми. Нехай далі 6 містить підгрупи типу (р .р .р ). 
Тоді за теоремою 2.5.2 з [37] Є = ?  х С, Р = АЛ <х>, А = <а>^
А<Ь>, / а /  = р^, /Ь / = р^, /і/ = рК £  5 , ^ > о , [а ,х ] =
= Ы **, 2(Р) ■.» <а*> х <і/ > х <х^>, б 1 = <вҐгіт> х <Ь^ А> ^  Х (б),
<4-4£ . Зрозуміло, шо б містить підгрупи Хі = <Ь > х <х> х 0

і Хд . => <ар> х <х> х С. Покажемо, що Хд уі б . Нехай це не так. Тоді 
[х ,а ] Є Хь П<Ь> = 1 , що неможливо. Отже, Хд;4 б. За теоремою 5 .2 .2  
С =» І ,  Хд = <х> х <а^> і Хд -  може бути лише групою типу 5 теоре- 
ми 5 .2 .2 .

Припустимо, що <4 > 2. Тоді в групі Хд типу 5 теореми 5 .2 .2  
/ х /  = р, н(Хд) * <х> х и(<а>) <| б. Але тоді Х д-ч 6, що не так. От­
же, а£= £  ® 2.

Припустимо тепер, що % >4 . Тоді за теоремою 5 .2 .2  б містить 
нормальну підгрупу <х^> х <а> і тому в б існує нормальна підгру­
па <х>(<хр> х <а>) = <х><а>. Звідси [а .х ] Є ж(<хха>) * и(<х>) х 
х и(<а>) не містить »(<Ь>), що суперечить умові [<х>,<а>] = 
= »(<Ь>). Отже, {  < 4 - і тому / х /  = р. За теоремою 2 .5 .2  з [37] 
б -  група одного з типів 7 -  9 розглядуваної теорем». Випадок 5.5 
роэглтуто повністю.

Виїадок 5 .2 . При нецентральності б ’ в б  група б задовольняє 
умову леми 2 .5 .5 , за твердженням якої б -  група типу 53 розгляду­
ваної теореми.

Нехай б ( < г (б ) .  Тоді за теоремою 2 .6 .2  з [37] б  = Р х С, де 
Р » <а>М, /а /  = р^\ Л >  5, М = (<с> х <Ь>) А <Х>, /Ь / = р^, / х /  * 
= р*\ [Ь ,х] = Є, / с /  = р ,</>>& 4 . б ' = <с> х *С<Ь>) х и(<х>) =
= и(<а>) х и(<Ь>) х ж(<х>) £ г (б ) ,  [<а>,Р] = [<Ь>,Р] = [ o o . F l  =
* б 1 « Р г , Ф(Р) = <а^> х <Ь̂ > х <хр> ^ г (б ) .  В групі б існує під­
група Хі = <ЬР> х <х> х С, яка, очевидно, не містить б 1. Якщо X* 4 
4.6, то Х і містить [<х>,Р] = б* , що неможливо. Тому Х ц і  б і за 
теоремою 5 .2 .2  С = 5.

Припустимо, що 4-> 2- Тоді в групі б * Р існує підгрупа Х д »
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= <а > х <х>, яка за теоремою 4 .2 .2  нормальна в 6 1 не містить 6*. 
Але, очевидно, (X i.F l містить Г<х>,Р] = б*. Суперечність. Зна­
чить, 2. За теоремою 2 .6 .2  а (37] 6 -  група одного а
типів 43, 44 розглядуваної теореми. Випадок 4 .2  розглянуто повніс­
тю.

Випадок 2. У цьому випадку за теоремою 2.2.4  а (37] б «  Р X С, • 
де в ' -  р, /р /  = р<*, / >  о , с  = г<*> (і б , о с (р ) = г  < гСе). г л  
Л<х> = <х4 >, я > 4 ,  Ф (Р )^ 2 (б ) ,  /Ф (Р ) /< р ,  при 0 < к < в 

Ф(Р)<хс> індукує аа Р/Ф(Р) назвідний автоморфізм, при /Ф (Р)/ =*
»  р р -  силовська р-підгрупа а 6. Оскільки О* ■ Р, то /  *= т  > 4. 
Покладемо І) = Ф(Р) х С. Зрозуміло, що и ^ б ,  Vі * 4 і  и -  група 
одного а типів 4, 2 , 4, 5 теореми 4 .2 .2 . Оскільки Є = РО -  скін­
ченна ненільпотентна група, то 0 не може бути р-групою. Зрозумі­
ло, що Ф(Р) х 2  => М 4 2 (6 ), [П:М] = в -  добуток не більше ніж двох 
простих чисел.

Припустимо, що У -  група Типу 5 теореми 4 .2 .2 . Тоді 0 =* <х> х 
х <т> -  р-група, б Ф р , ф(Р) ■ 4 , И «• <х^> х <2> і  х індукує на 
Р незвідний автоморфізм, 6 .*  (Р X <х>) х <І>, /г/ * б , що супере­
чить вибору б  { б  не розкладається в прямий добуток своїх власних 
підгруп). Отже, О не може бути групою типу 5  теорем 4 .2-2 .

Нехай 0 -  група типу 4 теореми 4 .2 .2 . Тоді [и:М] '■ б . Без по­
рушення загальності можна вважати, що / х /  * ц*, $  > 0 , р ф ц -
просте число, и = <г> х <х>, г Є 2 (6 ), <г> -  г-група, г ф д. Ос­
кільки за вибором б підгрупа <г> не може, бути неодиничним пряним 
множником а б , то <г> 4  Ф(Р). Але тоді О < х > ,  б «  Р /  <*>■ В си- 
лот теореми 2.2.4  з (37] б -  група Ш ідта, яка, очевидно, задоволь­
няє умову теореми 4.3,4  і може, бути лише групою одного з типів 4 ,
2 ц ієї теореми. Звідси б -  група одного з типів 45, 46 розгляду­
ваної теоремі відповідно.

Нехай II -  група типу 2 теореми 4 .2 .2 , Тоді /II/ = цг, б ф р,
3 ділиться на р, г -  просте число. Припустимо, що г *» р. Тоді Н -
група типу (р ,р ) , 0 е  С = <г> х <х>, де <г> -  2 , /2/ * / х / * ч І
<г> виділяється в б прямим множником, що суперечить вибору б . От­
же, р X г . При г = р Ц я <г> х <х>, 2 В 2 (6 ), / г /  = г , / х /  я б- 
Оскільки підгрупа <г> ве може бути неодиничним прямим множником 
групи б , то <2> = Ф(Р) і б  -  група ІНмідта (див. теорему 2 .2 .4  з 
(3 7 ]) , яка, як І раніше, може бути групою одного з типів 45, 46 
розглядуваної теореми. Нехай тепер г Ф р, ТОдІ Ф(Р) я 4 , 0  я 0,
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ф 2. Тоді 2 -  <х1* > і Р А <*^> * група Шмідта ти-

С -  циклічна група порядку чг. За припущенням б не розкладається а 
прямий добуток своїх власних підгруп і тому 2 -  Ч, б  = <х>, / х /  = 
ОГ. Звідси ' б -  група типу 18 розглядуваної теореми.

Нехай, нарешті, и -  група типу 1  теореми 1 .2 .2 . Тоді II = <х>, 
/ х /  = Ч .̂ р > 0, р і ч -  різні прості числа. Звідси С = <х>, 2 
містить х*а , Ф(Р) = 1. Йоло 2 = <х*>, то б  -  група ІЬіідта типу З 
теореми 1 .3 .1 , яка ари <2 = 3 буде групою типу 16 розглядуваної 
теоремі, а при с і*  2 £ <  3 і б  -  група тилу 3 розглядуваної тео­
реми.

Нехай
пу 3 теоремі 1 ,3 .1 , у якої ари * 3 р *  2 і б  -  група типу 17. 
розглядуваної теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай б -  група одного з типів 1 - 1 8  теореми. 
Зрозуміло, і№ б -  скінченна, а тому локально ступінчаста недедекі- 
ндова група. Залишається показати, що 6 -  метагвмільтонова УШН[ ] -  
група. Для груп б  типу 1 це доведено в теоремі 2 .1 .1 , а для груп б 
типу 2 ае доведено в наслідку 1 .3 .6 .

Нехай б -  група одного з типів 3 -  18 теореми і /[А ;В ]/ > 2. 
Покажемо, що [А;В]ВН а 6 і б -  метагамільтонова група. Зрозумі­
ло, що при А а 6 чи В а б  покладемо Н « А  чи N -  В і б  -  УЩН[ ] -  
група. Тому в Подальшому будемо вважати, що А 4 б , В  ̂ б  і , зна­
чить , А / І ,  В /  б* . Звідси /В / ділиться ка добуток трьох прос­
тих чисел. Очевидно, що група б  типу 5 є метагамільтоновою і вона 
пе мас ненормальних підгруп, порядок яких ділиться на добуток 
трьох простих чисел. Звідси достатність для груп б типу 5 доведе­
на. За теоремою 2 .2 .1  з [37] ненільпотентні групи кожного з роз­
глядуваних типів груп в  метагамільтоновими. Тому залишається пока­
зати, Шо ненільпотентві групи теореми в УШ[ ]-групами.

Очевидно, щ об1 -  р-група. Покладемо Рі «  б 'А  В. Тоді Ні а В і 
Рь< б ' .

Нехай б  -  група типу 4 теореми. Тоді б » Р х <г>, Р * (<а> х 
х <Ь>)<х> -  орловська 3-підгрупа з б , / б /  -  /Р//і/ »  з’ . / г / ,  б  -  
нільпотеитна група, б ’ * Р’ * <Ь> х <а?>, Р -  мінімальна немета- 
цжклічяа група типу 2 теореми 1 .3 .3 . Покажемо, що б -  метагаміль- 
■»онова група, Іійсно, будь-яка неабелева підгрупа X з б містить 
неабелеву підгрупу Р* з Р. Але тоді /Р#/  > 3і . Звідси б '  = Р1̂  
4 Р *4  X, тому X а б  І б -  метагамільтонова група. З вибору В 
маємо, що В* * 1. Ясио, що В = Р». х <у>, де Рк ■= ВЛ Р -  силов-
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ська 3-підгрупа з В, <у> -  силовська г-підгрупа з В. Зрозуміло, що 
/Р і /  < З"1, / у /  4 г . За вибором В /В / = 31г і /А / -  просте число. 
Легко бачити, що /у /  = / г /  = г , у Є 2 (6 ). Звідси /А / = З І тому 
А 4 Р̂ _. Ясно, що /Р * / 4 3 і Р* < Р».. За твердженням 1.3.1 всі 
елементи поряжу 3 з Рг. належать Р*Л Рь= Р*. Звідси Р* має єдину 
циклічну підгрупу т (і^ ) = Р*. За теоремою 12.5.1 з {16} Рг. -  цик­
лічна група порядку 9. Знову за твердженням Д.3.1 А ^ »(Р*) 4  
4  г (Р )л 2 (6 ) і , значить, А 1 0, и  немо шво О и », група б типу 4 
є  метагамільтоновою УВД( ]-групою.

Нехай б -  група типу 3 теореми. Тоді 6 -  ненільпотентна і за 
попереднім метагамільтонова група. Покажемо, що 6 -  УШЕ 3-група, 
Оскільки /В / ділиться на добуток не менше ніж трьох простих чисел» 
то / б /  -  добуток чотирьох простих чисел, а /В / -  добуток трьох 
простих чисел. Оскільки Р* < Р, Р ч б , Р -  силовська р-підгрупа а 
б , то Р* -  нормальна силовська р-підгрупа з В. За відомим резуль­
татом [16] В = Рі X В*, де В і  -  холлівське доповнення Р* в В. Пок­
ладемо и = РВ. Ясно, вЮ [б:РЗ -  добуток двох простих чисел. Звідси 
[В:Р*3 = {б:РЗ, а тому /Р * / «  р. Звідси /О / -  ділиться на добуток 
чотирьох простих чисел. Отже, ІІ *= б. Але тоді Р і ч  б , шо супере­
чить мінімальності Р в підгрупі Міллера -  Морено Р А <х>. Таким 
чином, група б типу 3 теореми є  матагамільтоновою Ш  3-групою.

Нехай б -  група одного э типів 45, І 6 теореми, Тоді б  -  група 
Шмідта одного з типів 1 , 2 теоремі 4 .3 .1  відповідно. За попереднім 
і за твердженням указаної теореш достатність для груп б цих типів 
доведена. ч'.г.

Нехай б  -  група одного а типів 17, 18 теореми. За попереднім 
б * Р А <*> -  ненільпотентна, а тому метагамі льтонова груші, /Р / * 
= р*. Т(<Х>) є (о ,і|  , / Є  (2,3^, л  -  показник р за модулем о . Л -  
покаэник р за модулем г . Звідси а силу відомих результатів (див., 
наприклад. £ 2 5 ) )  Р А <**> та Р А <* > -  иенідьпотентні група 
Міллера -  Морено. Ясно, во [б:РЗ ділиться на добуток не більше 
ніж трьох простих чисел.

Нехай Р* -  1 . ТОДІ б -  Група типу 47, /В / «  з , /А / •
* д. Зрозуміло, що В -  силовська ч-підгрупа а б і  А * »(В ). Ос­
кільки т(<х>) < 2 (0 ), то А и и(В) * и(<х>) 4  г (в ) ,  що суперечать 
вибору А.

Нехай далі Рі 4 1. Тоді В *  Р* А К*. Д® Рі *■ нормальна оилов- 
ська р-підгрупа в В, Кі -  ї ї  холлівське доповнення, 1 < Рд < Р. б
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ненільпотентній групі Міллера -  Морено э нормальною підгрупою Р 
будь-який ї ї  елемент індукує на Р тотожний або незвідний автомор­
фізм. Оскільки Х і індукує на Р звідний автоморфізм, то Х і<  
< С5. (Р). В розглядуваних типах груп /Х і /  Є {5,о^ і тому /Р / = р*. 
/Х і /  = ц і Є -  група типу І7. Очевидно, що (4 = 3 . Але в групах 
б типу 57 при 4 =  3 ^ = 2 і тому X* = 5. Суперечність. Отже, 
достатність для груп б кожного а типів 57, 58 доведена.

Для завершення доведення достатності потрібно розглянути випа­
док, коли б -  Група одного з типів 6 - 5 4  теореми. Група 0 кожного 
із  згаданих типів нільпотентна і и(б) -  абелева підгрупа, порядок 
якої є добуток двох чи трьох простих чисел.

Нехай Є -  група одного з типів 50, 55 теореми. Позначимо черев 
X -  довільну неабелеву підгрупу з О. Покажемо, що X містить 6 і . 
Зрозуміло, що б «  Р х <г>, / 2/  Є ( ї , г ^ , Р -  група типу 6 , 7 тео­
реми 5 .4 .5  відповідно, у якої за лемою 5 .4 .5  всі нециклічні під­
групи нормальні. Звідси Р -  метагамільтонова група і за теоремою
8.2 .2  з [37] будь-яка неаболева підгрупа з Р містить Р* * б 1. От­
же, Р/ї X містить б 1 і тому б  -  метагамільтонова група. За вибо­
ром В’ * 5.

Нехай В -  циклічна група. Тоді А < 2 (6 ), що неможливо. От­
же, В -  пеішклічка група. Нехай РПВ = Рі. Якщо р* -  нешилічна 
підгрупа, то за теоремою 5 .4 .5  б* -  Р’ »  и(Р> - г ( Р )  ^  Р*, що су­
перечить вибору В Таким чином, Р*. -  шп ічна група. Очевидно,
що ехр(Р) * 4 і  [В:Рь] Є Й ,г$ . За вибором В маємо, що /В / = 4г. 
Звідси /Р*./ * 4 і [В :Р і] * г . Оскільки В -  нециклічяа група, то 
без порушення загальності можна вважати, що В = Рі х <г> і / г /  = 
* 2. розуміло, що и(В) = »(Рь) х <2> ^  и (б) < г (б )  і В -  група 
типу 5 теореми 5 :5 .5 , за твердженням якої А ^ *(В) <  г (б ) ,  що не­
можливо. Таким чином, група б  кожного з типів 10, 55 є  УШІ ]-гру- 
пою.

Отже, б  -  група одного з типів 6 - 9 ,  £ 2 - 5 4  теореми. Ясно, що 
в цьому вилажу б  -  <а,Ь,х> -  р-група і и(б) -  елементарна абе- 
яева група порядку р*.

В групах б  кожного з татів 6 - 9  маемо / б /  -  рР і  б  не м і с ­
тить неабелевих підгруп порядку р*. Звідси всяка неабелева підгру­
па X з б  має порядок більше ніж р3 . Але тоді X 4 б  І б -  ме-
та: мільтоної група. За вибором /В / ■ р*, В1 »  5. Ясно, що
охр(б) ■ р1 . Оскільки В $ б , то В 4 и (б ). Припустимо, шо В < II -
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°  <а,Ь>. Тоді В < и і В -  група типу 5 теореми 4 .4 .4  і тому А < 
4 «(В) ■= б , що суперечить вибору В. Отже, В {  и. Не порушуючи за­
гальності можна вважати, що х Є В і тому б = ІІВ. Нехай Р± ч>
* І] Г\ В. Тоді / ? і /  = р*\ Всі підгрупи порядку р*- з І), відмінні ВІД 
б ' ,  є циклічними групами. Звідси та умови В' -  4 маємо, що Р*. « 
= <ц>, В о <и> х <х>. Але в групах б кожного а розглядуваних типів 
Си.(х )  -  б* -  елементарна абелева група порядку р1, 3 Іншого боку, 
С(^(х) містить и, /и /  = р1 . Суперечність. Достатність Для груп б 
кожного з типів 6 - 9  теореми доведена.

Нехай б -  група типу 42. Тоді / б /  -  р^, б* = ж(б) -  елементар­
на абелева підгрупа порядку р® і б ке містить неабелевих підгруп 
порядку р3 . Звідси б -  метагамільтонова група. За вибором В* * І . 
Як і раніше, можна вважати, що В = <ц> х <х>, /н / >  рг , / х /  * р -  
непарне просте число, що неможливо, оскільки С ф(х) > 6 * і Й ^ (ї)  
містить <и>. Отже, достатність для груп б типу £2 доведена.

Нехай б -  група одного а типів 43, £4 теореми. Тоді / б /  * рв , 
6 і = 2(6 ) = * {б ) -  елементарна абелева група порядку р&, б  ве міс­
тить неабелевих підгруп порядку р*. Зрозуміло, що /А / > Р. 
ехр(б) = р1 . Нехай X -  будь-яка пеабелева підгрупа з 9. Тоді X * 
»  <и,у>, /ц /  = / у /  = р1  і за умовою, X -  неметаїшклічна група. 
Тому /X / = р* і ,  значить;, X 4 б  і  б  -  метагамільтонова група. 
Отже, В1 »  І .  Оскільки В А б , то /В / ■» Р*. В /  б* І тому В міс­
тить и, / і і /  «  р1 , и Є Ф(9) * б 1, В ■ <и> х <У>, /У / .* р*\ Ясно, в» 
А б* . Тоді, без порушення загальності можна вважати, що А Міс­
тить елемент непростого ПОРЯДКУ 2, тобто і г !  • р*\ Очевидно, яю 
г $ Ф(б). В групах б  розглядуваних типів маємо С<*(г) -  б*<г> і 
/0 ( * ( г ) /  -  р*. З іншого боку, О ^ (г )  містить В і СдДг) -  В х <с>, 
де / с /  -  р, / 0 $ , ( ? ) / «  р^, ЩО не так. Отже, достатність для роз­
глядуваних типів груп доведена. Всі випадки розглянуті. Хоста*- 
ність доведена. Теорема доведена.

Н а с л і д о к  2 .4 .4 . Метагамільтонові Ш і[ ]-групи б порядку 
2К в трьома інволюціями е групами одного а типів: ,

4) б  = <ахЬ>, /а /  «  2^, /Ь / * ?Р, Л> 0, Д> 0 , <а> 4 б , 9  -  
метациклічна група одного з типів 4 -  7 теорем* 4 Л .4 , 9 не міс­
тить підгруп кватерніонів та діедра порядку 8 , Ф (б ') ^ 2 ( 9 ) ;

2 ) б -  0 х <х>, 0 * <а,Ь> -  група кватерніонів порядку 8, /я /  *
* Й*', К > 0.
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Доведення- Нехай 6 задовольняє умову наслідку. Якшо б* = 1 ,  то 
б  -метациклічна 2-група типу 1 наслідку. Нехай / б ' /  = 2м; ш > 0. 
Якщо б -  метациклічна група, то б  задовольняє умову теореми 1 .1 .4 . 
За твердженням 2 .1 .4  з (37) метациклічна група б тоді і тільки то­
ді метагамідьтонова, коли Ф{б*) 4 г (б ) .  Звідси 6 -  група типу 1 
розглядуваного наслідку.

Нехай далі б  -  неметашпслічна група. При т  * 1 б  -  метагаміль- 
товова група, що задовольняє умову теореми 2 .1.1  і може бути лише 
вемвт&шшлічнов 2-груяою одного з типів 3 - 7  згаданої теореми.

В ...іиеметациклічній групі б  типу 3 теореми 2 .1.1  більше ніж 
три ІНВОЛШІЇ і ТОМУ б не є групою типу 3. В групі б  типу 4 теоре­
ми 2 .1 .Ї  /С / < в о , / а /  = 1 . Покладемо С = <х> і б  -  група типу 
2 розглядуваного наслідку. В групі б кожного з типів 5 - 7  теоре- 
ми 2 .1 .1  більше ніж три інволюції І ТОМУ б не може бути групою цих 
ТИПІВ.

Нехай ш > 1 . Тоді б задовольняє умову теореми 2 .1 .2  і  б може 
бути групою одного з типів розглядуваної теореми. Легко бачити, що 
б може бути лише групою типу 2 теореми 2 .1 .2 , що не так а силу ви­
бору б. Наслідок доведено-

Н а с л і а о к 2 .5 .2 . Недедеківдова метагамільтонова УЩН[ І- 
група б  порядку 2“\ шо містить елементарну абелеву підгрупу поряд­
ку 8 і  не містить підгруп кватерніонів порядку 8 , є групою одного 
в типів:

1 ) б = (<а> А  < Ь> ) х <х>, / а /  = 2 * ,  А /  «  2^, / х /  = 2 , <И > 1 ,
Д > 0 . Еа,В] * а1' ;

2) б « (<с> д <а>) А <Ь>, /с/ = 2^, ^> 0 , /а/ * 4, А / * 2 ,̂
Д Є Еб.ЬІ ш 1, (а.ЬЗ “  С1 ;

3) б  = (І) х <а>) А <ь>, іі * <и> А <7>, /н /  * 2 , Д > 2, /ч /  -
-  / а /  я /Ь / »  2 , [и .ч ] * [а.ЬЇ “  и*4”1 » [и,чЬ>] * 1 *.

4) б  «  (<а> х <Ьь) А <*>, / а /  * А /  * 4, / х /  «  2 , [а ,х ] а ь*\
[Ь .х і ■ аг іД;

5) б (<а> А <Ь>) А <*>, /а/ * А /  я 4, /х/ а 2, Еа.Ь] = а1,
Еа.х] * ь \  (Ь,х) - аЧА*, О ^ і  < 2;

6) б я (:(<а> х <Ь>)<х>) х <г>, /а/ я /Ь/ = їх/ * 4, /г/ = 2,
Еа,х) - а1, ЕЬ,х] - хг - агЬ1 ;

7) 6 я {(<а> х <Ь»)(<ж> х <у>)) х <г>, / а /  = А /  “  4, / г /  = 2 ,
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а4 = х4 = Ea.yl, а4Ь4= ta .x l = [Ь ,у ], Ь4 = y 4 * .[b ,xJ ;
8) б = <а>М, /а /  = 4, И = {<а4> ж <Ь>) \  <х>. /Ъ / = /ж/ = 4,

[b ,x î = а*-10 Є Z (6 ), fa .b ] = х4 . Са.х] = Ь4 х4 ;
9) G = {(<с> х <а>) A <b>) X <х>, fa f  = /Ь / = / с /  = / х /  * 2, 

[a ,b j -  с , Ес.ьЗ = 1 .

Доведения. Нехай б -  досліджувана груш. Тоді б  задовольняє 
умовутеорема 2 .І .2  і може бути, очевидно, лише групою одного з 
типів 4 , 7, 9 -  11, 13 згаданої теореми.

Нехай 6 -  група типу 1 теореми 2 .1 ,2 . Тоді б  задовольняє умову 
теореми 2.1 А  і може (Ути лише Групою одного а типів 3 - 7  згада­
ної теореми, / б /  с е “ , г = 2.

Нехай б -  група типу , 3 теореми 2 .1 .1 . Тоді /а /  * 2. Покладемо ,
a - г ,  Ь м . а * «  і  здержимо, ш> 6 -  група тивд 1 дослідну.

Ясно, що G не може бути групою типу 4 теоремі 2 .1 .1 . Нехай б -  
група типу 5 теореми 2 .1 .1 . Зрозуміло, no G не може бути групою 
кватерніонів. Тоді G * <е>, / о /  **2* . ї >  0 , fa f  Є (2 .4 ) ,  / у /  Є
Є (2 ,4 ) .  Нехай /а /  /  1. Тоді / а /  » f a f  * 2, Покладемо uv • d. То­
ді / d /  -  4 , <d4> = б*. Лсщо ^  > « ,  то покладемо ї <* х», г è  О,
/ х /  = 4, Тоді /і/ = 4, [ i ,d ]  * і 4 = d4 і <f,d> -  група кватерніо­
нів пориту 8 , що неможливо. Отже, /  = 1, Покладемо х «  а . Ь »  у, 
а = п І одержимо, цо б -  група типу 9  розглядуваного наслідку.
Нехай тепер а  = 1. Тоді з умови наслідку та лемі 1 .4 .1  випливає,
що fa f  > 2 чи / у /  > 2. Не ворушуючи загальності мокна вважати,
що /п /  > 2. Тоді fa f  «  4. / у /  Є {2 ,4 ) . Покладемо а *• и, Ь * v
і б  -  група типу 2 на елі т у .

Нехай б  -  група типу 6 творам 2 .1 .1 , Покажемо, що Д > 2. Не­
хай ne не так. Тоді / в /  *  4. Покладемо d »  ab, z = vd. Звідси d4 * 

•а4 = х4 , [u ,z ]  »  в4 І <а,г> -  група кватерніонів поряжу 8 , що не­
можливо. Отже, & > 2. Покладемо ü »  Û І одержимо, що б -  група 
типу 3 розглядуваного наслідку,

Нехай б - група типу 7 теореми 2.1.1. Покладемо * я nv, f »
-  yab. Тоді fa f  = / І /  = 4, <z4> я < f V *  б '  = 4 z ,fJ >  і  б  міб-
тнть підгрупу кватерніонів <г,1> порядку 8, шо неможливо. ОїйЄ* 0 
не може бути групою типу 7 теореми 2 .1 .1 .

Нехай G -  rpÿna одного з типів 7, 9  -  11, 13 теореми 2 .1 .2 . То­
лі б  група одного з типів 4 -  8 розглядуваного наслідку. Наслідок
доведено.



Н а с л і д о к  2 .4 .3 . Локально ступінчасті нєметагамільтоиові 
УІШ[ ]-групи б, що розкладаються в прямий добуток своїх власних 
підгруп, с групою одного з типів:

1) <3 = х Оі, О* і 0 * .-  групи кватерн і оні в порядку 8;
2) в = (<а><Ь>) х <г>, / а /  =» 8, /Ь / Є (4 ,8 ] , /г/ = 2,

/<а>А<Ь>/ = 2, ІҐ* аЬ = а"1;
3) б «  ((<а> х *Ь>)<х>) х <г>, / а /  = / х /  -  9, /Ь / * / г /  = З,

[а ,х ]  = Ь, [Ь ,х ] »  а8 -  х е.

Доввдвння. Нехай б задовольняв умову наслідку. Тоді б = А х В, 
Де к  # І ,  В А 4. Нехай А1 Ф 4 і В* Ф 4. За лемою 4 .2 .5  А і В -  
гамільтонові групи. Тоді в силу твердження 4 .4 .4  6 = Оі х Ог х В, 
Де О і. і О*. -  групи кватерніонів порядку 8, Б -  періодична абеле­
ва група. Покладемо и = О і х О*.. Тоді б = и х Б, де II -  недеде- 
ківдова група. За лемою 4 .2 .5  /В / Є { і , г }  і II -  1Ш[ ]-група од­
ного з типів 4 -  8 теореми 4 .4 .4 , ию неможливо. Отже, Б *= 4 і б  -  
Група типу 4 наслідку.

Нехай далі А* / 4 ,  В1 = 4, За теоремою 4 .2 .3  в -  періодична 
група і тому А і В -  періодичні групи. Якщо В має власні немалой- 
мальві підгрупи, то за лемою 4 .2 .5  А -  дедекіндова група і / б ' /  Є 
Є | 4 ,г }, Звідси випливає метатаміяьтоновість групи б , що неможли­
во. Отже. В не має впасша немакснмальних підгруп і  тому за лемою
4 .4 .4  /В / »  г -  просте число, В = <г>. Ясно, ию /А 1/  ділиться на
добуток двох црбетих чисел. За лемою 2 .4 .4  А -  група одного з ти­
пів І  -  8 теореми 4 .4 .4 . Якщо А -  група одного з типів 4 , 3, 4, 
6 - 8  згаданої теореми, то за теоремами 2 .3 .2  та 2 .5 .2  з [37] 
б -  мяагамільтонова група, що не так. Отже, А -  група одного з 
типів 2 , 5 теореми 4 .4 .4 . Знову в силу теорем 2.3.2  та 2 .5 .2  з 
[37] при г ф Ш к )  б  -  метагамільтонова група, ию знову не так. 
Талям чином, г  6]Г(А) І б -  Група одного з тилів 2, 3 розгляду­
ваного наслідку. Наслідок доведено.

Н а с  л і  д о к 2 .4 .4 . йомутант локально ступінчастої метага- 
мільтонової ШЙ ]—групи б має порядок р"̂ ; р -  просте число, 
ві < .4-. .

Наслідок випливає з теореми 2 .4 .2 .
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