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ПЕРЕДМОВА 
 

Глобальні трансформації сучасного суспільства, що відбува-
ються на тлі стрімкого наукового прогресу та масштабної цифро-
візації економіки, зумовлюють нагальну потребу в якісному підви-
щенні рівня математичної грамотності майбутніх спеціалістів. У 
реаліях сьогодення вища та прикладна математика трансформу-
ється із суто теоретичної бази в потужний універсальний інстру-
ментарій, потрібний для проєктування точних математичних мо-
делей, проведення комплексного кількісного аналізу та дослі-
дження динаміки багатогранних соціально-економічних і техніч-
них систем. Вивчення навчальної дисципліни «Вища та прикладна 
математика» має на меті закласти в майбутніх бакалаврів систему 
фундаментальних знань і практичних компетенцій, що є критично 
важливими для розв’язання прикладних проблем, об’єктивного 
аналізу реальних процесів і ухвалення виважених управлінських 
рішень. Опанування курсу не лише сприяє інтелектуальному роз-
витку через удосконалення стратегічного, логічного та алгоритміч-
ного мислення, а й формує стійкі навички абстрагування й актив-
ного застосування математичного апарату в подальшій професій-
ній практиці. 

Це навчальне видання підготовлене з дотриманням методич-
них вимог чинної робочої програми дисципліни для першого (ба-
калаврського) рівня вищої освіти та повністю відповідає сучасним 
освітнім стандартам. Ключовим пріоритетом видання є створення 
цілісного математичного фундаменту, що дасть змогу студентам 
ефективно опрацьовувати складні практичні кейси в майбутній 
кар’єрі та забезпечить безперешкодне засвоєння профільних і  
міждисциплінарних знань. Навчальний контент систематизовано у  
18 тематичних блоків, що об’єднані в 5 логічно завершених моду-
лів. Кожен із розділів пропонує студенту збалансоване поєднання 
стислого, проте інформативного викладу теоретичних засад, по-

крокової демонстрації розв’язання типових завдань, а також набору 

вправ для самостійного виконання. Для забезпечення ефективної 
діагностики знань передбачено контрольні запитання та тестові 
модулі для самоперевірки. 
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Посібник розрахований на використання під час лекційних і 
практичних занять, для організації самостійної підготовки здобу-
вачів, а також може слугувати ефективним методичним забезпе-
ченням для викладачів закладів вищої освіти. 
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РОЗДІЛ І 

ЛІНІЙНА АЛГЕБРА 

 

ТЕМА 1. ВСТУП. МАТРИЦІ 

 

1.1. Поняття матриці. 
1.2. Дії над матрицями. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

1.1. Поняття матриці 
 

Під матрицею розміру 𝒎 × 𝒏 розуміють систему елементів 𝒂𝒊𝒋, що впорядковані у формі прямокутної таблиці, яка складається 
з m рядків і n стовпців: 

 

                
 

Фундаторами терміна «матриця» вважаються англійські вчені 
У. Гамільтон і Д. Келі. У записі елемента 𝑎𝑖𝑗   перший показник i 
визначає номер рядка, де він розміщений, другий j – відповідний 
номер стовпця. Для найменування матриць зазвичай застосовують 
великі латинські літери (А, В, C,…) або компактний запис 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 
де 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑗 = 1, 𝑛.̅̅ ̅̅ ̅   

Числа 𝒂𝒊𝒋, з яких побудована матриця, називають її елемен-
тами. 

Також у науковій літературі часто вказують розмірність по-
руч із назвою: 

 𝐴𝑚×𝑛, 𝐵𝑚×𝑛, 𝐶𝑚×𝑛…. 
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Класифікація за типом елементів: 
• матриця вважається числовою, якщо всі її складові є чис-

лами; 

• якщо ж елементами є функції 𝑎𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑗(𝑥), таку матрицю 
називають функціональною. 

Рівність та типи матриць 

Дві матриці А і В вважаються однакової розмірності, якщо в 

них однакова кількість рядків і однакова кількість стовпців. 
Матриці 𝐴𝑚×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) та 𝐵𝑚×𝑛 = (𝑏𝑖𝑗) 
 𝐴 = (𝑎11  𝑎12  𝑎13𝑎21  𝑎22  𝑎23𝑎31  𝑎32  𝑎33) та 𝐵 = (𝑏11  𝑏12  𝑏13𝑏21  𝑏22  𝑏23𝑏31  𝑏32  𝑏33) 

 

називаються рівними (однаковими), якщо вони мають однакову  
кількість рядків та стовпців і всі їхні елементи, розташовані на од-
накових місцях, є рівними (тобто 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗  для всіх значень i та j). 

Квадратні матриці та їхні особливості 
Матриця, у якої кількість рядків дорівнює кількості стовпців 

(тобто m = n), називається квадратною матрицею порядку n. Квад-
ратна матриця порядку n має вигляд: 

 

𝐴 = (𝑎11  𝑎12  …  𝑎1𝑛𝑎21  𝑎22  …  𝑎2𝑛 …   …   …   …𝑎𝑛1  𝑎𝑛2  …  𝑎𝑛𝑛) . 
 

Елементи 𝑎11, 𝑎22, … , 𝑎𝑛𝑛 утворюють головну діагональ мат-
риці, а елементи 𝑎1𝑛, 𝑎2(𝑛−1), … 𝑎𝑛1  – допоміжну. 

Серед квадратних матриць виділяють кілька специфічних ви-
дів. Зокрема, до них належать діагональна, одинична та нульова 
матриці. 

1. Квадратна матриця, у якої всі елементи, крім елементів го-
ловної діагоналі, дорівнюють нулю, називають діагональною.  

 

Наприклад, 𝐶 = (2     0     00     5     00     0     9). 
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2. Діагональна матриця, у якої кожен елемент головної діа-
гоналі, дорівнює одиниці, називається одиничною. Позначають 
буквою E.  

Наприклад, одинична матриця 4-го порядку 𝐸4×4 = 

(1    0    0   00    1    0   00    0    1   00    0    0   1). 

 

Одинична матриця n-го порядку має вигляд 𝐸𝑛×𝑛 = 

(1   0  …    00   1  …    0…  …  …  …0   0  …    1). 

3. Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі 
елементи, розміщені по один бік від головної діагоналі, дорівню-
ють нулю, створюючи форму трикутника з ненульових чисел. 

Прикладом верхньої трикутної матриці (де нулі знизу) є  

                                       𝐴 = (1   2   30   4   50   0   6), 

 

а нижньої трикутної (де нулі зверху) –  𝐵 = (2   0   03   9   07   5   4). 

 

Спеціальні види та операція транспонування 

Матрицю, всі елементи якої дорівнюють нулю, називають 

нульовою та позначають буквою О. 
 

Вона має вигляд: 𝑂 = (0   0  …    00   0  …    0…  …  …  …0   0  …    0). 

 

Матрицю, яку одержують із матриці А заміною її рядків відпо-
відними стовпцями, називають транспонованою та позначають 𝐴𝑇. 
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Транспонована матриця має вигляд: 
 

𝐴𝑇 = ( 
 𝑎11   𝑎21   …   𝑎𝑛1𝑎12   𝑎22    …    𝑎𝑛2𝑎13   𝑎23   …   𝑎𝑛3…      …      …    …𝑎1𝑛   𝑎2𝑛   …   𝑎𝑛𝑛) 

 
. 

 

Матриці-вектори 

Матриця, у якої лише один рядок, називається матрицею-

рядком. 
 𝐴 = (𝑎11, 𝑎12, …  𝑎1𝑛). 
 

Матриця, у якої лише один стовпець, називається матрицею-

стовпцем. 
 

𝐵 = (𝑏11𝑏21…𝑏𝑛1). 

 

Матриця найменшого розміру 11, що складається з єдиного 
елемента, зазвичай ототожнюється з цим числом, тобто (8)1×1 є 
число 8. 

 

 

1.2. Дії над матрицями 

 

Сумою (різницею) матриць 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) та 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), які мають 
однакову розмірність (тобто кількість рядків і стовпців матриці 𝐴 збігається з кількістю рядків і стовпців матриці 𝐵), називають 
матрицю 𝐶 = 𝐴 + 𝐵, елементи якої визначаються за формулою: 

 

 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗, (𝑖 = 1, … ,𝑚;   𝑗 = 1, … , 𝑛). 
 

Операції додавання та віднімання визначені виключно для 
матриць однакової розмірності. 
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Добутком матриці 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) на число 𝑘 називається матриця 𝐵 = 𝑘 ⋅ 𝐴, кожен елемент якої обчислюється за правилом: 
 𝑏𝑖𝑗 = 𝑘 ⋅ 𝑎𝑖𝑗, (𝑖 = 1,… ,𝑚;   𝑗 = 1, … , 𝑛). 
 

Отже, множення матриці на число зводиться до множення  
кожного її елемента на це число. 

Властивості додавання матриць 

Для довільних матриць 𝐴, 𝐵, 𝐶 однакової розмірності та довіль-
них чисел 𝛼 і 𝛽 виконуються такі співвідношення: 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 (комутативність додавання); 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 (асоціативність додавання); (𝛼 + 𝛽)𝐴 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴; 𝛼(𝐴𝐵) = (𝛼𝐴)𝐵; 𝑘 ⋅ 𝑂 = 𝑂 ⋅ 𝑘 = 𝑂; 𝐴 + 𝑂 = 𝑂 + 𝐴 = 𝐴; 

A – A = О; 𝛼(𝛽𝐴) = (𝛼𝛽)𝐴; (𝐴𝛼)𝛽 = 𝐴(𝛼𝛽). 
Добутком матриці 𝐴𝑚×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) на матрицю 𝐵𝑛×𝑝 = (𝑏𝑖𝑗)  

називається матриця 𝐶𝑚×𝑝 = 𝐴𝐵, елементи якої визначаються за 
формулою: 𝑐𝑖𝑗 =∑𝑎𝑖𝑘𝑛

𝑘=1 𝑏𝑘𝑗 . 
 

         Множення можливе лише для узгоджених матриць, тобто 
таких, у яких кількість стовпців першої матриці дорівнює кількості 
рядків другої. 

Зауважимо, що з існування добутку 𝐴𝐵 не випливає існу-
вання добутку 𝐵𝐴. Якщо ж 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, то матриці 𝐴 і 𝐵 називають 
комутативними. Комутативність можлива лише для квадратних 
матриць однакового порядку. 

Легко показати, що AE = EA = A, де A – квадратна матриця, 
Е – одинична матриця того самого розміру. 
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Властивості множення матриць 𝐸 ⋅ 𝐴 = 𝐴 ⋅ 𝐸 = 𝐴 (множення на одиничну матрицю); 𝑂 ⋅ 𝐴 = 𝐴 ⋅ 𝑂 = 𝑂 (множення на нульову матрицю); (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶; 𝐶(𝐴 + 𝐵) = 𝐶𝐴 + 𝐶𝐵; 𝐴 ⋅ 𝐵 ≠ 𝐵 ⋅ 𝐴 (загалом комутативна властивість не виконується). 
Розглянемо добуток двох квадратних матриць другого по-

рядку. Нехай: 𝐴 = (𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22) , 𝐵 = (𝑏11 𝑏12𝑏21 𝑏22). 

Тоді: 𝐴 ⋅ 𝐵 = (𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22) ∙ (𝑏11 𝑏12𝑏21 𝑏22) = = (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22). 

 

Знайти добуток матриць 𝐴 ∙ 𝐵, якщо 𝐴 = (𝑎11  𝑎12  𝑎13𝑎21  𝑎22  𝑎23),  

𝐵 = (𝑏11  𝑏12𝑏21  𝑏22𝑏31  𝑏32). 

Розв’язання 𝐴 ⋅ 𝐵 = (𝑎11 𝑎12 𝑎13𝑎21 𝑎22 𝑎23)(𝑏11 𝑏12𝑏21 𝑏22𝑏31 𝑏32) = 

= (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 + 𝑎13𝑏32𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 + 𝑎23𝑏31 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 + 𝑎23𝑏32). 

 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Задано матриці: 𝐴 = (1 23 4) , 𝐵 = (5 67 8). 
Знайти суму матриць 𝐴 і 𝐵. 
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Розв’язання 

Сума матриць визначається додаванням відповідних елементів: 
 𝐴 + 𝐵 = (1 + 5 2 + 63 + 7 4 + 8) = ( 6 810 12) . 

 

Відповідь: ( 6 810 12). 
 

Приклад 2. Задано матрицю: 𝐴 = (1 23 4). 
Знайти добуток −5 ⋅ 𝐴. 

Розв’язання 

У разі множення матриці на число кожен її елемент множиться 
на це число: −5 ⋅ 𝐴 = −5 ∙ (1 23 4) = (−5 ⋅ 1 −5 ⋅ 2−5 ⋅ 3 −5 ⋅ 4) = ( −5 −10−15 −20) . 
 

Відповідь: ( −5 −10−15 −20). 
 

Приклад 3. Задано матриці: 𝐴 = (1 23 4) , 𝐵 = (5 67 8). 
Обчислити добуток 𝐴 ⋅ 𝐵. 

Розв’язання 

Елементи матриці-добутку визначаються множенням відпо-
відного рядка першої матриці на стовпець другої: 𝐴 ⋅ 𝐵 = (1 23 4) ∙ (5 67 8) = (1 ⋅ 5 + 2 ⋅ 7 1 ⋅ 6 + 2 ⋅ 83 ⋅ 5 + 4 ⋅ 7 3 ⋅ 6 + 4 ⋅ 8) = (19 2243 50). 

 

Відповідь: (19 2243 50). 
 

Приклад 4. (Некомутативність множення матриць). 

Для тих самих матриць 𝐴 і 𝐵 знайти добуток 𝐵 ⋅ 𝐴. 

Розв’язання 𝐵 ⋅ 𝐴 = (5 67 8) ∙ (1 23 4) = (5 ⋅ 1 + 6 ⋅ 3 5 ⋅ 2 + 6 ⋅ 47 ⋅ 1 + 8 ⋅ 3 7 ⋅ 2 + 8 ⋅ 4) = (23 3431 46). 
 

Отже, 𝐴 ⋅ 𝐵 ≠ 𝐵 ⋅ 𝐴, 
що підтверджує некомутативність множення матриць. 

Відповідь: (23 3431 46). 
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Приклад 5. (Транспонування матриць). 

Транспонувати матриці: 𝐴 = (1 23 4) , 𝐶 = (−2 3 60 7 −9) . 
Розв’язання 

Транспонована матриця утворюється заміною рядків відповід-
ними стовпцями: 𝐴𝑇 = (1 32 4) , 𝐶𝑇 = (−2 03 76 −9) . 
 

Відповідь: (1 32 4), (−2 03 76 −9). 

Приклад 6. Чи існує добуток 𝐴 ∙ 𝐵, якщо 𝐴 = (1   2   13   1   0) , 𝐵 = (1   31   2). 

Розв’язання 

Добуток AB не визначений, оскільки кількість стовпців мат-
риці А не дорівнює кількості рядків матриці B. Водночас добуток 
BA визначено: 𝐵 ∙ 𝐴 = (1   31   2) ∙ (1   2   13   1   0) = (1 ∙ 1 + 3 ∙ 3    1 ∙ 2 + 3 ∙ 1    1 ∙ 1 + 3 ∙ 01 ∙ 1 + 2 ∙ 3    1 ∙ 2 + 2 ∙ 1    1 ∙ 1 + 2 ∙ 0)= (10   5   17    4    1). 

Відповідь: (10   5   17    4    1). 
Приклад 7. Знайти матрицю ТС =  і = ТД , якщо 

















−

−
=

46

28

13

, 







−

−
=

54

92
. 

Розв’язання 

а) знайдемо матрицю Т , яка є траспонованою до матриці В. 

Для цього потрібно перший рядок матриці В зробити першим стовп-

чиком, а другий рядок – другим стовпчиком. 







−

−
=

59

42Т ; 
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б) добуток Т  можна утворити, тому що 
















==



3231

2221

1211

232223

СС
СС
СС

С . Знайдемо 11С , для цього створимо алгеб-

раїчну суму добутків елементів першого рядка матриці А на елемен-

ти першого стовпчика матриці Т . Маємо: 
( ) ( ) 15912311 −=−+−=С        ( ) ( ) 17514312 =−−+=С  

( ) 2922821 =+−=С                ( ) 22524822 =−+=С  

( ) ( ) 48942631 −=−+−=С       ( ) ( ) 44544632 =−−+=С  

















−

−
==

4448

222

1715
ТВАС . 

Утворити АВД =   неможливо, оскільки 




2322
АВ (матриці 

неузгоджені). 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Задано матриці: 𝐴 = (2 −14 3 ) , 𝐵 = ( 5 0−2 1). 
‒ знайти 𝐴 + 𝐵; 

‒ знайти 𝐴 − 𝐵. 

2. Задано матрицю: 𝐴 = (−1 32 0). 

Знайти 4 ⋅ 𝐴. 

3. Задано матриці: 𝐴 = (1 02 1) , 𝐵 = (3 21 4). 
Обчислити добуток 𝐴 ⋅ 𝐵. 

4. Для матриць із завдання 3 знайти добуток 𝐵 ⋅ 𝐴 та порів-
няти результати. 
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5. Транспонувати матрицю: 𝐶 = (2 −1 03 4 5). 
6. Задано матриці: 𝐴 = ( 1 2−1 0) , 𝐵 = (0 13 −2). 
Знайти матрицю 2𝐴 − 𝐵. 

7. Знайти значення многочлена ( )xf  від матриць А, якщо: 

а) ( ) 







=−=

30

12
,42 2xxf ; 

б) ( ) 







−

=+−=
31

21
,132 xxxf . 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається матрицею? Як позначають матрицю та її 
елементи? 

2. Що означає розмірність матриці? Як визначають кількість 
її рядків і стовпців? 

3. Які матриці називають рівними? 

4. Які матриці називають квадратними? Наведіть приклади 
квадратної та прямокутної матриць. 

5. За якої умови можливе додавання (віднімання) матриць? 
Як обчислюються елементи суми двох матриць? 

6. У чому полягає множення матриці на число? Які власти-
вості має ця операція? 

7. За яких умов визначено добуток двох матриць? Якою є  
розмірність матриці-добутку? 

8. За яким правилом обчислюються елементи добутку двох 
матриць? 

9. Що таке транспонування матриці? Як змінюється її розмір-
ність після транспонування? 

10. Чому множення матриць не є комутативним? У яких ви-
падках можливе виконання рівності 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴? 
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Тести 

 

1. Матрицею називається: 

а) впорядкована множина чисел, записаних у один рядок; 

б) прямокутна таблиця чисел, розміщених у рядках і стовпцях; 

в) довільна числова послідовність; 

г) система рівнянь. 

 

2. Розмірність матриці визначається: 

а) кількістю її елементів; 

б) кількістю рядків; 

в) кількістю стовпців; 

г) кількістю рядків і стовпців. 

 

3. Яка з наведених матриць є квадратною: 

а) 2 × 3; 

б) 3 × 2; 

в) 3 × 3; 

г) 1 × 4. 

 

4. Додавання матриць можливе, якщо: 

а) матриці квадратні; 
б) матриці мають однакову кількість елементів; 

в) матриці однакової розмірності; 
г) одна з матриць нульова. 
 

5. Множення матриці 𝐀 на число 𝐤 означає: 

а) множення кожного рядка на 𝑘; 

б) множення кожного стовпця на 𝑘; 

в) множення кожного елемента матриці на 𝑘; 

г) додавання числа 𝑘 до кожного елемента. 
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6. Множення матриць 𝐀 ⋅ 𝐁 можливе, якщо: 

а) матриці квадратні; 
б) кількість рядків матриці 𝐴 дорівнює кількості стовпців 

матриці 𝐵; 

в) кількість стовпців матриці 𝐴 дорівнює кількості рядків 
матриці 𝐵; 

г) матриці мають однакову розмірність. 

 

7. Яка з наведених рівностей є правильною для будь-яких 
узгоджених матриць: 

а) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴; 

б) (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶; 

в) 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐶𝐴; 

г) 𝐴 + 𝐵𝐶 = (𝐴 + 𝐵)𝐶. 

 

8. Одинична матриця позначається символом: 

а) 𝑂; 

б) 𝐸; 

в) 𝐴; 

г) 0. 

 

9. Для будь-якої матриці 𝐀 виконується рівність: 

а) 𝐴 ⋅ 𝑂 = 𝐴; 

б) 𝑂 ⋅ 𝐴 = 𝐴; 

в) 𝐴 ⋅ 𝐸 = 𝐴; 

г) 𝐴 + 𝐸 = 𝐴. 

 

10. Транспонованою до матриці 𝐀 називається матриця: 

а) з протилежними елементами; 

б) утворена перестановкою рядків; 

в) утворена перестановкою стовпців; 

г) утворена заміною рядків відповідними стовпцями. 
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ТЕМА 2. ВИЗНАЧНИКИ,  
ЇХ ВЛАСТИВОСТІ ТА ОБЧИСЛЕННЯ 

 

2.1. Визначник, мінор, алгебраїчне доповнення. 
2.2. Основні властивості визначників. 
2.3. Методи обчислення визначників. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

2.1. Визначник, мінор, алгебраїчне доповнення 

 

Розглянемо систему лінійних рівнянь, що складається з 𝑛 рів-

нянь і 𝑛 невідомих: 
 

{  
  𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 +⋯+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3,…𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + 𝑎𝑛3𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛. 

 

Для такої системи вводиться числова характеристика, що на-
зивається визначником (або детермінантом) і позначається det або Δ: 

 

∆= ||
𝑎11   𝑎12   𝑎13   …   𝑎1𝑛𝑎21   𝑎22   𝑎23   …   𝑎2𝑛𝑎31   𝑎32   𝑎33   …   𝑎3𝑛…     …     …    …     …𝑎𝑛1   𝑎𝑛2   𝑎𝑛3   …   𝑎𝑛𝑛||. 

 

Порядок визначника дорівнює кількості його рядків (або стовп-
ців) і в цьому випадку становить 𝑛. 

Мінором визначника Δ порядку 𝑛 називають визначник по-
рядку 𝑛 − 1, який утворюється в результаті викреслювання 𝑖-го  
рядка та 𝑘-го стовпця. Мінор позначається 𝑀𝑖𝑘. 
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Приклад: 
 Δ = |𝑎11   𝑎12   𝑎13𝑎21   𝑎22   𝑎23𝑎31   𝑎32  𝑎33 | ,   𝑀23 = |𝑎11   𝑎12𝑎31   𝑎32| . 

 

Алгебраїчним доповненням елемента  𝑎𝑖𝑘   називається вели-
чина: 𝐴𝑖𝑘 = (−1)𝑖+𝑘𝑀𝑖𝑘. 
 

Приклад. Знайти мінор та алгебраїчне доповнення до еле-
мента 𝑎23. 

 Δ = |𝑎11   𝑎12   𝑎13𝑎21   𝑎22   𝑎23𝑎31   𝑎32  𝑎33 | ,   𝑀23 = |𝑎11   𝑎12𝑎31   𝑎32| , 𝐴23 = (−1)2+3𝑀23 = −𝑀23. 
 

Значення визначника Δ можна знайти як суму добутків елемен-
тів будь-якого рядка або стовпця на відповідні алгебраїчні допов-
нення (Теорема Лапласа): 

 

𝛥 =  ||
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑗 ⋯ 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑗 ⋯ 𝑎2𝑛⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑗 ⋯ 𝑎𝑖𝑛⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑗 ⋯ 𝑎𝑛𝑛|

| =  𝑎𝑖1    ⋅   𝛢𝑖1   +
  𝑎𝑖2    ⋅   𝛢𝑖2   +  ⋯  + +𝑎𝑖𝑗    ⋅   𝛢𝑖𝑗   + 𝑎𝑖𝑛  

++=+ ijijjjinin aaa 11   ⋯  +  𝑎𝑛𝑗    ⋅   𝛢𝑛𝑗. 

Приклад: розклад за елементами другого стовпця. 
 Δ = 𝑎12𝐴12 + 𝑎22𝐴22 + 𝑎32𝐴32 +⋯+ 𝑎𝑛2𝐴𝑛2. 

 

Обчислимо визначник другого порядку: Δ = |𝑎11   𝑎12𝑎21   𝑎22| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. 
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2.2. Основні властивості визначників 

 

Визначники мають низку властивостей, що широко викорис-
товуються під час їхнього обчислення: 

1) значення визначника не змінюється в разі заміни рядків 
відповідними стовпцями; 

2) перестановка двох рядків змінює знак визначника; 
3) визначник з двома однаковими або паралельними рядками 

дорівнює нулю; 
4) спільний множник елементів рядка (або стовпця) можна 

винести за знак визначника; 
5) визначник, що містить нульовий рядок або стовпець, дорів-

нює нулю; 
6) якщо два паралельні рядки є пропорційними, визначник 

дорівнює нулю; 
7) додавання до елементів одного рядка (стовпця) відповід-

них елементів іншого, помножених на одне й те саме число, не 
впливає на значення визначника; 

8) якщо кожен елемент деякого стовпця є сумою двох додан-
ків, то визначник дорівнює сумі двох визначників. 

 

 

2.3. Методи обчислення визначників 

 

Під час обчислення визначників третього порядку зручно ко-
ристуватися правилом трикутника, яке схематично можна запи-
сати так: 

 Δ = |𝑎11   𝑎12   𝑎13𝑎21   𝑎22   𝑎23𝑎31   𝑎32   𝑎33| == 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎12𝑎23𝑎31 − 𝑎13𝑎22𝑎31− 𝑎11𝑎23𝑎32 − 𝑎12𝑎21𝑎33. 
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Приклад. Обчислити визначник матриці 𝐴 = (5 −2    13 1 −46 0 −3). 

  

Розв’язання 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = |5 −2    13 1 −46 0 −3| = 5 ⋅ 1 ⋅ (−3) + (−2) ⋅ (−4) ⋅ 6 + +3 ⋅ 0 ⋅ 1 − 6 ⋅ 1 ⋅ 1 − 3 ⋅ (−2) ⋅ (−3) − 0 ⋅ (−4) ⋅ 5 = −15 + 48 − −6 − 18 = 48 − 39 = 9. 
 

Визначники третього порядку обчислюються за правилом 
Саррюса: за альтернативною схемою до матриці 𝐴 приписують 
два її перші стовпчики, унаслідок чого утворюється прямокутна 
матриця відповідного розміру. Після цього додатні та від’ємні до-
данки визначника обчислюють за встановленим алгоритмом (по-
дано на схемі). 

 
 

Метод розкладання за елементами рядка або стовпця 

Значення визначника Δ можна знайти як суму добутків елемен-
тів будь-якого рядка або стовпця на відповідні алгебраїчні допов-
нення (Теорема Лапласа): 

 Δ = ∑𝑎𝑖𝑘𝐴𝑖𝑘    або   Δ = ∑𝑎𝑘𝑖𝐴𝑘𝑖 . 
 

𝛥 =  ||
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑗 ⋯ 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑗 ⋯ 𝑎2𝑛⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑗 ⋯ 𝑎𝑖𝑛⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑗 ⋯ 𝑎𝑛𝑛|

| =  𝑎𝑖1    ⋅   𝛢𝑖1   +
  +𝑎𝑖2    ⋅   𝛢𝑖2   +  ⋯  + 𝑎𝑖𝑗    ⋅   𝛢𝑖𝑗  + 𝑎𝑖𝑛 + 

++=+ ijijjjinin aaa 11   ⋯  +  𝑎𝑛𝑗    ⋅   𝛢𝑛𝑗. 
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Розкладання визначника 4-го порядку  
за елементами другого рядка 

Для визначника четвертого порядку Δ4 можна використати 
розкладання за елементами будь-якого рядка або стовпця. На-
приклад, за другим рядком: 

 Δ4 = 𝑎21𝐴21 + 𝑎22𝐴22 + 𝑎23𝐴23 + 𝑎24𝐴24. 
 

Тут 𝐴2𝑘 = (−1)2+𝑘𝑀2𝑘 – алгебраїчне доповнення відповід-
ного елемента, а 𝑀2𝑘 – мінор елемента 𝑎2𝑘. 

Приклад: 
 Δ4 = |𝑎11   𝑎12   𝑎13   𝑎14𝑎21   𝑎22   𝑎23   𝑎24𝑎31   𝑎32   𝑎33   𝑎34𝑎41   𝑎42   𝑎43   𝑎44| = 𝑎21𝐴21 + 𝑎22𝐴22 + 𝑎23𝐴23 + 𝑎24𝐴24. 
 

Метод зниження порядку визначника 

Використовуючи властивості визначників, обчислення Δ𝑛 ≠ 0 

можна звести до визначника (𝑛−1)-го порядку. Для цього в од-
ному з рядків (або стовпців) робимо всі елементи нульовими, 
крім одного, застосовуючи лінійні перетворення рядків чи 
стовпців. 

Приклад. Нехай задано визначник: 
 Δ4 = |1   2   0   32   5   1   41   2   3   12   4   1   2| . 

 

Зробимо нулі в третьому стовпці. Для цього: 
• елементи першого та четвертого рядків залишаємо без 

змін; 
• елементи першого рядка множимо на 3 і додаємо до відпо-

відних елементів другого рядка, результат записуємо в другому  
рядку; 

• відповідні елементи першого й третього рядків додаємо та 
результат записуємо в третьому рядку. 
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Отримаємо: 

Δ4 = |1   2   0   34   9   0   62   4   0   22   4   1   2| . 
 

Далі зробимо нулі в третьому рядку. Для цього: 
• елементи першого стовпця залишаємо без змін; 
• елементи першого стовпця множимо на 2 і додаємо до від-

повідних елементів другого стовпця, результат записуємо в дру-
гому стовпці; 

• елементи першого стовпця множимо на −3 і додаємо до 
відповідних елементів третього стовпця, результат записуємо в 
третьому стовпці. 

Після виконання цих перетворень маємо: 
 Δ4 = |1    6    4    81    1    1    00   0    4    16    5    4    8|. 
 

Метод зведення визначника до трикутного вигляду 

Ще один ефективний спосіб привести визначник Δ𝑛 ≠ 0 до 
верхньої трикутної матриці, використовуючи лінійні перетво-
рення рядків і стовпців. Тоді значення визначника обчислюється 
як добуток елементів головної діагоналі з урахуванням змін 
знака під час перестановок: 

Приклад 

Δ4 = |2   1   2   33   0   1   12   1   2   41   0   2   3|. 
 

1. Використовуючи властивості визначників, перетворюємо 
на трикутну матрицю: 

• перестановки стовпців і рядків; 
• додавання до елементів одного рядка (стовпця) відповід-

них елементів іншого, помножених на константу. 
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2. Отримуємо верхню трикутну форму: 
 Δ4 = |2      1       2        30  − 1  − 2  − 40       0       1       50       0       0       7 |. 
 

Тоді визначник обчислюється як добуток діагональних 
елементів: Δ4 = 2 ⋅ (−1) ⋅ 1 ⋅ 7 = −14. 

 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Обчислити визначник 𝛥 = |1 −24 6 |. 
Розв’язання 𝛥 = |1 −24 6 | = 1  ⋅  6  −  4  ⋅  (−2) = 6  +  8 = 14. 

1. Обчислити визначник 𝛥 = | 2 −3 41 6 7−1 −5 −2| 
а) за правилом трикутників; 
б) за правилом Саррюса. 
Розв’язання 

а) 𝛥 = | 2 −3 41 6 7−1 −5 −2| = 2 ⋅ 6 ⋅ (−2) + 1 ⋅ (−5) ⋅ 4 + (−3) ⋅ 7 ⋅  (−1) −(−1) ⋅ 6 ⋅ 4 − 1 ⋅ (−3) ⋅ (−2) − (−5) ⋅ 7 ⋅ 2 = −24 − 20 + 21 + 24 − 6 + 70 = 65. 

б) 𝛥 =| 2 −3 41 6 7−1 −5 −2|  

2 −3  1 6  −1 −5  |  = 2 ⋅ 6 ⋅ (−2) + (−3) ⋅ 7 ⋅ (−1) + 4 ⋅ 1 ⋅ (−5) −   

       -     -     -        +    +    +  

( ) ( ) ( ) ( ) 6570624202124572213164 =+−+−+−=−−−−−−− . 

Відповідь: 65. 
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Приклад 2. Обчислити всі мінори й алгебраїчні доповнення 
до елементів другого стовпчика визначника: 𝛥 =  |1 2 −34 6 52 −3 7 |. 

Розв’язання 𝛭12 = |4 52 7| = 4  ⋅  7  −  2  ⋅  528   −  10 = 18; 𝛭22 = |1 −32 7 | = 1 ⋅ 7  −  2  ⋅   (−3) = 7  +  6 = 13; 𝛭32 = |1 −34 5 | = 1 ⋅ 5 − 4 ⋅ (−3) = 5 + 12 = 17; 

 𝛢12 = (−1)1+2 ⋅  𝛭12 = −𝛭12 = −18; 𝛢22 = (−1)2+2   ⋅ 𝛭22 = +𝛭22 = 13; 𝛢32 = (−1)3+2 ⋅ 𝛭32 = −𝛭32 = −17. 
 

Приклад 3. Обчислити визначник 4-го порядку: 

𝛥 =  | 1 2 −3 5−2 3 1 44 5 1 −13 2 −5 1 |. 
Розв’язання 

Щоб розкласти визначник за елементами рядка (чи стовп-
чика), потрібно спочатку утворити в цьому рядку (стовпчику)  
нульові елементи, тоді обчислення будуть менш громіздкими. 

Утворимо нульові елементи в першому стовпчику визнач-
ника, для цього: 

1) елементи першого (робочого) рядка перепишемо без змін 
у новий визначник; 

2) помножимо всі елементи першого рядка на 2 і додамо до 
відповідних елементів другого рядка. Результат запишемо в дру-
гий рядок; 

3) помножимо всі елементи першого рядка на –4 і додамо до 
відповідних елементів третього рядка. Результат запишемо в тре-
тій рядок; 

4) помножимо всі елементи першого рядка на –3 і додамо до 
відповідних елементів четвертого рядка. Результат запишемо в  
четвертий рядок. 
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Після цих перетворень значення визначника не змінюється, 
але він набуває такого вигляду: 

 𝛥 =  |1 2 −3 50 7 −5 140 −3 13 −210 −4 4 −14|. 
 

Тепер скориставшись означенням визначника та розклавши 
його за елементами першого рядка, маємо:  

 𝛥 =  1   ⋅   (−1)1+1    ⋅    | 7 −5 14−3 13 −21−4 4 −14|  =
=  | 7 −5 14−3 13 −21−4 4 −14|  =  

 

винесемо спільний множник 7 з елементів третього стовпчика і 2 з 
елементів третього рядка. 
 𝛥 =  | 7 −5 14−3 13 −21−4 4 −14|  =  7  ⋅    | 7 −5 2−3 13 −3−4 4 −2|  =

=  7   ⋅   2   | 7 −5 2−3 13 −3−2 2 −1|  =  =  14   ⋅   (−91 − 12 − 30 + 52 + 42 + 15)  = =  14   ⋅   (−24)  =  −336. 

Відповідь: –336 

Приклад 4. Обчислити визначник, використовуючи метод 
зведення визначника до трикутного вигляду: 

|−4     1   2   0  2 − 1    2   3−3    0   1   12     1 − 2   3 |. 
Розв’язання 

Скористаємося основними властивостями визначників. Якщо 
визначник Δ𝑛 ≠ 0, то через елементарні перетворення рядків або 
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стовпців його можна звести до трикутного вигляду. У цьому разі 
значення визначника дорівнює добутку елементів головної діагоналі 
з урахуванням множників, що виникають у процесі перетворень. 

 

 
 

Водночас, відповідно до властивостей визначника, його знак 
змінюється на протилежний. Далі, виконуючи послідовні елемен-
тарні перетворення рядків (додавання до одного рядка іншого, по-
множеного на відповідне число), зводимо визначник до трикут-
ного вигляду. У результаті одержуємо трикутну матрицю, для якої 
всі елементи під головною діагоналлю дорівнюють нулю. 

 

= −| 1  − 4   2   0−1    2   2   30 − 3   1   11    2 − 2   3 | = − |
1 − 4   2   00 − 2   4   30 − 3   1   10   6 − 4   3| = |

1   0   2 − 40   3   4 − 20   1   1 − 30   3 − 4   6| = − |
1   0   2 − 40   1   1 − 30   3   4 − 20   3 − 4   6| = 

 

− |1   0   2 − 40   1   1 − 30   0   1      70   0 − 7  15| = − |1   0   2 − 40   1   1 − 30   0   1      70   0    0   64| = −1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 64 = −64. 

 

Оскільки визначник трикутної матриці дорівнює добутку її 
діагональних елементів, то ∆ = −1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 64 = −64. 

Відповідь: ∆ = −64. 
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Завдання для самоконтролю 

 

1. Обчислити визначники: 
а) другого порядку:  𝛥 = |2 −36 −8|                   𝛥 = |−3 7−1 −6| 
        (𝛥1 = 2)                         (𝛥2 = 25); 
б) третього порядку: 𝛥1 = |2 3 41 7 02 1 3|        𝛥2 = |4 5 12 3 −22 1 8 |         𝛥3 = |1 1 12 −2 03 1 0|      
  𝛥4 = | 1 5 17 8 3−4 −3 2| 
            (𝛥1 = −19),   (𝛥2 = 0),    (𝛥3 = 8),     (𝛥4 = −94); 
в) четвертого порядку: 

𝛥1 = | 2 −5 1 2−3 7 −1 45 −9 2 74 −6 1 2|              𝛥2 = | 3 −5 −2 2−4 7 4 44 −9 −3 72 −6 −3 2| 
                  (𝛥1 = 9)                                         (𝛥2 = 27). 
2. Побудувати й обчислити всі можливі мінори визначника: 𝛥 = |2 −3 46 8 −93 1 −1|. 
3. Обчислити визначник, розкладаючи його за рядком із букв: 

𝛥 = |2 −3 4 14 −2 3 2𝑎 𝑏 𝑐 𝑑3 −1 4 3|       (𝛥 = 8𝑎   +   15𝑏   + 12𝑐   −   19𝑑). 
 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається визначником квадратної матриці? Який 
зміст має його значення? 

2. Для яких матриць визначник невизначений? 

3. Які основні властивості визначників ви знаєте? 
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4. Як змінюється значення визначника в разі перестановки 

двох рядків (стовпців)? 

5. Як впливає множення рядка (стовпця) матриці на число 𝑘 на значення визначника? 

6. За якої умови визначник дорівнює нулю? 

7. У чому полягає метод обчислення визначника за правилом 
Саррюса? Для яких матриць він застосовується? 

8. У чому полягає розклад визначника за елементами рядка 
або стовпця? 

9. Що таке мінор і алгебраїчне доповнення елемента визнач-
ника? 

10. У чому полягає метод зведення визначника до трикутного 
вигляду? 

11. Чому визначник трикутної матриці дорівнює добутку її 
діагональних елементів? 

 

 

Тести 

 

1. Визначником матриці називається: 

а) будь-яке число, що відповідає матриці; 
б) число, яке обчислюється лише для прямокутних матриць; 

в) скаляр, що однозначно відповідає квадратній матриці; 
г) добуток елементів головної діагоналі. 
 

2. Для якої матриці визначник невизначений: 

а) квадратної; 
б) нульової; 
в) одиничної; 
г) прямокутної. 
 

3. Як змінюється визначник у разі перестановки двох рядків: 

а) не змінюється; 

б) множиться на 2; 

в) змінює знак на протилежний; 

г) стає рівним нулю. 
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4. Якщо всі елементи деякого рядка матриці дорівнюють 
нулю, то визначник: 

а) дорівнює 1; 

б) не змінюється; 

в) дорівнює сумі інших рядків; 

г) дорівнює нулю. 
 

5. Як зміниться визначник, якщо всі елементи одного ряд-

ка помножити на число 𝐤: 

а) не зміниться; 

б) збільшиться на 𝑘; 

в) помножиться на 𝑘; 

г) поділиться на 𝑘. 
 

6. За якої умови визначник дорівнює нулю: 

а) якщо матриця квадратна; 
б) якщо два рядки (стовпці) пропорційні; 
в) якщо всі елементи різні; 
г) якщо визначник додатний. 
 

7. Мінором елемента визначника називається: 

а) визначник, що дорівнює нулю; 

б) елемент матриці; 
в) визначник матриці меншого порядку; 

г) сума елементів рядка. 
 

8. Алгебраїчне доповнення елемента визначника дорівнює: 

а) його мінору; 

б) добутку елемента на мінор; 

в) мінору з відповідним знаком; 

г) сумі мінорів. 
 

9. Визначник трикутної матриці дорівнює: 

а) сумі елементів головної діагоналі; 
б) добутку елементів головної діагоналі; 
в) сумі елементів першого рядка; 

г) добутку всіх елементів матриці. 
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10. Якщо визначник матриці дорівнює нулю, то матриця: 

а) є одиничною; 

б) має обернену матрицю; 

в) є виродженою; 

г) є трикутною. 
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ТЕМА 3. ОБЕРНЕНА МАТРИЦЯ.  
РАНГ МАТРИЦІ 

 

3.1. Обернена матриця. 
3.2. Алгоритм побудови оберненої матриці. 
3.3. Ранг матриці. 
3.4. Методи знаходження рангу матриці. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

3.1. Обернена матриця 
 

Квадратна матриця 𝐴 називається невиродженою, якщо її  
визначник не дорівнює нулю: 

 Δ ≠ 0  (𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0). 
 

Лише для таких матриць існує обернена матриця. 

Матриця 𝐴−1 називається оберненою до матриці 𝐴, якщо: 
 𝐴 ⋅ 𝐴−1 = 𝐴−1 ⋅ 𝐴 = 𝐸, 
 

де 𝐸 – одинична матриця. 
Формула для знаходження оберненої матриці 
Якщо 𝑑𝑒𝑡𝐴 = Δ ≠ 0, то: 
 𝐴−1 = 1Δ ⋅ (𝐴𝑖𝑗)𝑇 , 
 

де 𝐴𝑖𝑗 – алгебраїчні доповнення елементів 𝑎𝑖𝑗. 
Алгебраїчне доповнення визначається за формулою: 
 𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 , 
 

де 𝑀𝑖𝑗 – мінор елемента 𝑎𝑖𝑗. 
Властивості оберненої матриці 
1.  𝑑𝑒𝑡( 𝐴−1) = 1𝑑𝑒𝑡 𝐴. 

2.  (𝐴 ⋅ 𝐵)−1 = 𝐵−1 ⋅ 𝐴−1. 

3.  (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇)−1. 
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3.2. Алгоритм побудови оберненої матриці 
 

1. Задано квадратну матрицю A. 

2. Обчислити визначник матриці: 
 Δ = 𝑑𝑒𝑡 𝐴. 
 

Перевірити умову існування оберненої матриці: 
• якщо Δ = 0, то обернена матриця не існує; 

• якщо Δ ≠ 0, перейти до наступного кроку. 
4. Для кожного елемента 𝑎𝑖𝑗  матриці 𝐴 знайти мінор 𝑀𝑖𝑗 (ви-

креслити 𝑖-й рядок і 𝑗-й стовпець та обчислити визначник матриці, 
що залишилася). 

5. Обчислити алгебраїчні доповнення: 
 𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 . 
 

6. Скласти матрицю алгебраїчних доповнень: 
 (𝐴𝑖𝑗). 
 

7. Транспонувати матрицю алгебраїчних доповнень, отримав-

ши приєднану матрицю: 
 (𝐴𝑖𝑗)𝑇 . 
 

8. Помножити приєднану матрицю на 1∆: 
 𝐴−1 = 1Δ ⋅ (𝐴𝑖𝑗)𝑇 . 
 

9. Виконати перевірку результату: 
 𝐴 ⋅ 𝐴−1 = 𝐸. 
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3.3. Ранг матриці 
 

Розглянемо прямокутну матрицю А розміром nm : 
 

𝐴 = (  . . . 𝑎1𝑛 . . . 𝑎2𝑛. . . . . . . . . . . .𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛). 

 

Виділимо в цій матриці 𝑘 рядків і 𝑘 стовпців, де: 
 𝑘 ≤ min (𝑚; 𝑛). 
 

Із елементів, що стоять на перетині вибраних рядків і стовп-
ців, складаємо визначник 𝑘-го порядку підматриці 𝑘-го порядку. 
Усі такі визначники називаються мінорами цієї матриці. 

У матриці 𝐴 може бути виділений, зокрема, мінор 2-го по-
рядку. 

Означення рангу матриці 
Рангом матриці називається найбільший порядок мінора 

цієї матриці, який не дорівнює нулю. 
Ранг матриці позначають: 
 𝑟, 𝑟(𝐴)  або  𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴. 
 

Мінор, порядок якого визначає ранг матриці, називається ба-
зисним. У матриці може існувати кілька базисних мінорів. 

Властивості рангу матриці 
1. Ранг матриці дорівнює нулю лише тоді, коли матриця є 

нульовою. В інших випадках ранг матриці дорівнює деякому до-
датному числу. 

2. Ранг прямокутної матриці не перевищує меншого з її роз-
мірів 𝑚 чи 𝑛, тобто: 

 0 ≤ 𝑟 ≤ min (𝑚, 𝑛). 
 

3. Для квадратної матриці 𝑛-го порядку виконується рівність 𝑟 = 𝑛 тоді й лише тоді, коли матриця є неособливою. 
4. Якщо 𝑟 < 𝑛, то визначник цієї квадратної матриці дорів-

нює нулю. 

𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22 
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3.4. Методи знаходження рангу матриці 
 

Розглянемо два основні методи знаходження рангу матриці. 
1. Метод обвідних мінорів 

Метод обвідних мінорів полягає в послідовному обчисленні 
мінорів, починаючи з мінорів менших порядків і переходячи до мі-
норів більших порядків. 

Якщо знайдено відмінний від нуля мінор 𝑘-го порядку, то на-
далі обчислюють лише мінори порядку (𝑘+1), які називаються 
обвідними. 

У разі коли всі обвідні мінори (𝑘+1)-го порядку дорівнюють 
нулю, ранг матриці дорівнює 𝑘. 

Зазначений метод є досить громіздким для матриць великого 
порядку. 

2. Знаходження рангу матриці за допомогою елементар-
них перетворень 

Метод елементарних перетворень полягає в застосуванні еле-
ментарних перетворень матриці під час зведення її до діагонального 
вигляду. Основною перевагою цього методу є те, що в процесі вико-
нання елементарних перетворень ранг матриці не змінюється. 

Елементарними перетвореннями матриці називаються такі 
операції: 

1) перестановка місцями довільних двох рядків (або стовпців); 
2) транспонування матриць; 
3) множення кожного елемента довільного рядка (або стовп-

ця) на число, яке не дорівнює нулю; 
4) викреслювання рядка (або стовпця), який містить усі  

нульові елементи; 
5) додавання до елементів довільного рядка (або стовпця) від-

повідних елементів іншого рядка (або стовпця), помножених на 
одне й те саме число, яке не дорівнює нулю. 

Під час виконання наведених елементарних перетворень ранг 
матриці залишається незмінним. 

Означення еквівалентних матриць: 
Дві матриці називаються еквівалентними, якщо їхні ранги 

рівні. Це записують так: А~B, тобто r(A) = r(B). 
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За допомогою елементарних перетворень матрицю зводять 
до діагонального вигляду. Ранг матриці буде дорівнювати кількості 
діагональних елементів, які не дорівнюють нулю. 

 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти матрицю 𝐴−1, обернену до матриці: 𝐴 = (3 7 12 3 21 0 2). 
Крок 1. Обчислення визначника. 
Обчислимо визначник за правилом трикутника. Δ = 3 ∙ 3 ∙ 2 + 7 ∙ 2 ∙ 1 + 2 ∙ 0 ∙ 1 − 1 ∙ 3 ∙ 1 − 2 ∙ 0 ∙ 3 − 2 ∙ 7 ∙ 2= 18 + 14 + 0 − 3 − 0 − 28 = 1 

Крок 2. Обчислення алгебраїчних доповнень (детально): 
1) алгебраїчні доповнення першого рядка: 

– Мінор 𝑀11: 𝑀11 = |3   20   2| = 3 ∙ 2 − 2 ∙ 0 = 6,    𝐴11 = (−1)1+1 ∙ 𝑀11 = (+1) ⋅ 6 = 6. 
 

– Мінор 𝑀12: 𝑀12 = |2   21   2| = 2 ∙ 2 − 2 ∙ 1 = 2,  𝐴12 = (−1)1+2 ∙ 𝑀12 = (−1) ⋅ 2 = −2. 
 

– Мінор 𝑀13: 𝑀13 = |2   31   0| = 2 ∙ 0 − 3 ∙ 1 = −3,  𝐴13 = (−1)1+3 ∙ 𝑀13 = (+1) ⋅ (−3) == −3. 
 

2) алгебраїчні доповнення другого рядка: 

– Мінор 𝑀21: 
 𝑀21 = |7   10   2| = 7 ∙ 2 − 1 ∙ 0 = 14, 𝐴21 = (−1)2+1 ∙ 𝑀21 = (−1) ⋅ 14 = −14. 

 

– Мінор 𝑀22: 𝑀22 = |3   11   2| = 3 ∙ 2 − 1 ∙ 1 = 5, 𝐴22 = (−1)2+2 ∙ 𝑀22 = (+1) ⋅ 5 = 5. 
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– Мінор 𝑀23: 𝑀23 = |3   71   0| = 3 ∙ 0 − 7 ∙ 1 = −7, 𝐴23 = (−1)2+3 ∙ 𝑀23 = (−1) ⋅ (−7) == 7. 
 

3) алгебраїчні доповнення третього рядка: 

– Мінор 𝑀31: 𝑀31 = |7   13   2| = 7 ∙ 2 − 1 ∙ 3 = 11, 𝐴31 = (−1)3+1 ∙ 𝑀31 = (+1) ⋅ 11 = 11. 
 

– Мінор 𝑀32: 𝑀32 = |3   12   2| = 3 ∙ 2 − 1 ∙ 2 = 4, 𝐴32 = (−1)3+2 ∙ 𝑀32 = (−1) ⋅ 4 = −4. 
 

– Мінор 𝑀33: 𝑀33 = |3   72   3| = 3 ∙ 3 − 7 ∙ 2 = −5, 𝐴33 = (−1)3+3 ∙ 𝑀33 = (+1) ⋅ (−5) == −5. 
 

Матриця алгебраїчних доповнень (𝐴𝑖𝑗) = ( 6 −2 −3−14    5    711 −4 −5). 
 

Крок 3. Транспонування та знаходження 𝐴−1 (𝐴)𝑇 = (6  − 14   11−2      5  − 4−3     7  − 5) . 
 

Оскільки Δ = 1, маємо: 𝐴−1 = 1Δ ⋅ (𝐴)𝑇 = 11 ∙ ( 6 −14 11−2 5 −4−3 7 −5) = ( 6 −14 11−2 5 −4−3 7 −5). 
 

Перевірка 

Перевіримо правильність знайденої оберненої матриці через 
множення: 𝐴 ⋅ 𝐴−1 = 𝐸. 
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Виконавши множення матриць, (3 7 12 3 21 0 2) ⋅ ( 6 −14 11−2 5 −4−3 7 −5) = (1 0 00 1 00 0 1) . 
 

Відповідь: отже, матриця 𝐴−1 знайдена правильно. 
Зауваження: 
• рекомендується обов’язково підписувати кожен мінор і 

алгебраїчне доповнення; 

• особливу увагу слід звертати на знак (−1)𝑖+𝑗. 
• після знаходження A−1 доцільно виконувати перевірку 

множенням. 

Приклад 2. Знайти ранг матриці: 𝐴3×5 = (2 −1 3 −2 44 −2 5 1 72 −1 1 8 2) . 
 

Розв’язання 

Оскільки в матриці 𝐴 існують мінори 1-го порядку, що не до-
рівнюють нулю, ранг матриці не менший за 1. 

Перевіримо мінори 2-го порядку: |2  − 14  − 2| = 2 ∙ (−2) − 4 ∙ (−1) = 0. 
 

Розглянемо інший мінор 2-го порядку: |2   34   5| = 2 ∙ 5 − 4 ∙ 3 = −2 ≠ 0 ⇒ 𝑟(𝐴) ≥ 2. 
 

Переставимо 2-й і 3-й стовпці, розмістивши цей мінор у лі-
вому верхньому куті: 𝐴 ∼ 𝐴1 = (2 3 −1 −2 44 5 −2 1 72 1 −1 8 2) . 
 

Обводимо мінор 2-го порядку третім рядком і третім стовпцем: |2   3  − 14   5  − 22   1  − 1| = 2 ∙ 5 ∙ (−1) + 3 ∙ (−2) ∙ 2 + 4 ∙ 1 ∙ (−1) − 2 ∙ 5 ∙ (−1) − −1 ∙ (−2) ∙ 2 − 4 ∙ 3 ∙ (−1) = −10 − 12 − 4 + 10 + 4 + 12 = 0. 
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Аналогічно: | 2   3  − 24    5      1  2    1       8 | = 0, |2   3   44   5   72   1   2| = 0. 
 

Отже, існує ненульовий мінор 2-го порядку, а всі мінори 3-го 
порядку дорівнюють нулю. 

Відповідь:  𝑟(𝐴) = 2. 
Приклад 3. Знайти ранг матриці: 𝐴3×5 = (3 5 2 3 41 3 3 2 53 1 −5 0 −7). 

Розв’язання 

Зробимо такі перетворення, щоб нижче головної діагоналі 
були нулі: спочатку поміняємо місцями перший і другий рядки. 𝐴 =(1 3 3 2 53 5 2 3 43 1 −5 0 −7)× (−3)       ~(1 3 3 2 50 −4 −7 −3 −110 −8 −14 −6 −22)~  

 (1 3 3 2 50 4 7 3 110 −8 −14 −6 −22)  × 2         ~(1 3 3 2 50 4 7 3 110 0 0 0 0 )~ (1 3 3 2 50 4 7 3 11).     
Відповідь: r(A) = 2. 

Приклад 4. Знайти ранг матриці: 𝐴 = (1 −1 3 52 1 −1 42 −2 6 3). 
Розв’язання 𝐴 = (1 −1 3 52 1 −1 42 −2 6 3) 𝑥(−2)      ~ (1 −1 3 50 3 −7 −60 0 0 −7). 
Оскільки можна третій та четвертий стовпці поміняти міс-

цями й отримати третій елемент головної діагоналі, який відмін-
ний від нуля, то rang (A) = 3. 

Відповідь: rang (A) = 3. 
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Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти матриці, обернені до даних: 

а) 𝐴 = (2 −35 −7);             б) 𝐵 = (−1 3 70 9 5−4 1 −2).  

2. Знайти ранг матриці: 

а) (2 5 64 −1 52 −6 −1);      б) ( 2 1 11 21 0 4 −111 4 56 5 );       в) ( 
 4 3 28 6 44 3 28 6 44 3 2) 

 
. 

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Яка матриця називається оберненою до цієї квадратної мат-
риці? 

2. За якої умови квадратна матриця має обернену матрицю? 

3. Який зв’язок існує між визначником матриці та існуванням 
оберненої матриці? 

4. Запишіть рівність, що визначає обернену матрицю через 
одиничну матрицю. 

5. У чому полягає метод знаходження оберненої матриці за 
допомогою алгебраїчних доповнень? 

6. Що називається мінором та алгебраїчним доповненням 
елемента матриці? 

7. Яку роль відіграє транспонування під час побудови обер-
неної матриці? 

8. Чому вироджена матриця не має оберненої? 

9. Що називається рангом матриці? 
10. Який максимальний можливий ранг матриці розміру 𝑚 × 𝑛? 

11. За якої умови ранг матриці дорівнює нулю? 

12. Що називається базисним мінором матриці? 
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13. У чому полягає метод обвідних мінорів для знаходження 
рангу матриці? 

14. Які елементарні перетворення матриці не змінюють її 
ранг? 

15. Як визначити ранг матриці після зведення її до діагональ-
ного вигляду? 

 

 

Тести 

 

1. Яка матриця називається оберненою до даної квадрат-
ної матриці: 

а) матриця, добуток якої на дану дорівнює нульовій матриці; 
б) матриця, добуток якої на дану дорівнює одиничній матриці;  
в) матриця, яка має такий самий визначник, як дана; 

г) матриця, яка є транспонованою до даної. 
 

2. За якої умови квадратна матриця має обернену матрицю: 

а) якщо її визначник не дорівнює нулю;  

б) якщо її ранг менший за порядок матриці; 
в) якщо вона прямокутна. 

 

3. Який зв’язок існує між визначником матриці та існу-
ванням оберненої матриці: 

а) обернена матриця існує тільки, якщо det 𝐴 = 0; 

б) обернена матриця існує тільки, якщо det 𝐴 ≠ 0; 

в) визначник матриці не впливає на існування оберненої; 
г) обернена матриця існує для будь-якої матриці. 
 

4. У чому полягає метод знаходження оберненої матриці 
за допомогою алгебраїчних доповнень: 

а) знаходять визначник матриці та транспонують її; 
б) усі елементи матриці множать на константу; 

в) кожен елемент замінюють на його алгебраїчне доповнен-

ня, потім транспонують і ділять на визначник;  

г) використовують тільки мінори першого порядку. 
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5. Яку роль відіграє транспонування під час побудови обер-

неної матриці: 
а) не відіграє жодної ролі; 
б) потрібне для обчислення алгебраїчних доповнень;  

в) використовується для знаходження мінорів нульового по-
рядку; 

г) транспонування замінює обчислення визначника. 

 

6. Вироджена матриця не має оберненої, тому що: 

а) її визначник дорівнює нулю;  

б) її ранг дорівнює максимальному порядку; 

в) вона квадратна; 

г) всі елементи додатні. 
 

7. Що називається рангом матриці: 
а) максимальна кількість ненульових елементів; 

б) найвищий порядок мінору, що не дорівнює нулю;  

в) визначник матриці; 
г) кількість стовпців у матриці. 
 

8. За якої умови ранг матриці дорівнює нулю: 

а) якщо всі її елементи додатні; 
б) якщо матриця квадратна; 
в) якщо матриця нульова; 
г) якщо визначник не дорівнює нулю. 

 

9. Які елементарні перетворення матриці не змінюють її 
ранг: 

а) перестановка рядків і стовпців, множення рядка на нуль; 

б) перестановка рядків і стовпців, додавання кратних інших 
рядків, множення на число ≠ 0;  

в) вилучення рядка з ненульовими елементами; 

г) додавання всіх елементів до нуля. 
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10. Як визначити ранг матриці після зведення її до діаго-
нального вигляду: 

а) ранг дорівнює кількості нульових елементів; 

б) ранг дорівнює кількості діагональних елементів, що не до-
рівнюють нулю;  

в) ранг дорівнює порядку матриці; 
г) ранг дорівнює сумі всіх елементів. 
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ТЕМА 4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ  
АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ. 

ФОРМУЛИ КРАМЕРА. МАТРИЧНИЙ МЕТОД 

 

4.1. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Основні означення. 
4.2. Розв’язування систем лінійних рівнянь за формулами 

Крамера. 
4.3. Розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь мат-

ричним методом. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

4.1. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь.  

Основні означення 

 

Система співвідношень виду 
 

{ 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2⋮ 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚 ,              (1.1) 

 

де 𝑎𝑖𝑗 ,  𝑏𝑖 (𝑖 = 1, 2, … ,𝑚;  j = 1, 2, … , 𝑛) – довільні дійсні числа, на-
зивається системою 𝑚  лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) з 𝑛 невідомими 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. 

• Числа 𝑎𝑖𝑗  називаються коефіцієнтами системи. 

• Числа 𝑏𝑖 – вільними членами системи. 
Система (1.1) називається однорідною, якщо всі її вільні 

члени дорівнюють нулю, тобто: 
 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑚 = 0. 

 

Якщо ж хоч один вільний член відмінний від нуля, система 
називається неоднорідною. 
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Деяка множина чисел називається впорядкованою, якщо вка-
зано порядок слідування цих чисел, тобто кожному числу прис- 

воєно порядковий номер. 
Упорядкований набір (𝑥10, 𝑥20, … , 𝑥𝑛0)𝑇  називається розв’язком 

системи (1.1), якщо в разі підстановки цих чисел замість невідомих 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 усі рівняння системи перетворюються на тотожності. 
Система (1.1) називається сумісною, якщо вона має хоча б 

один розв’язок. 
• Однорідна система завжди сумісна, оскільки тривіальний 

розв’язок: 
 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0 

 

завжди задовольняє її. 
• Якщо система не має жодного розв’язку, вона називається 

несумісною. 

Сумісна система називається: 
– визначеною, якщо має єдиний розв’язок; 
– невизначеною, якщо має більше ніж один розв’язок. 
Дві системи називаються еквівалентними, якщо множини їх 

розв’язків однакові. 
Матриці системи 

Матриця коефіцієнтів системи (1.1): 
 

          𝐴 = (𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛) .                    (1.2) 
 

Розширена матриця системи (1.1): 
 

𝐴̄ = (𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 ∣ 𝑏1𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛 ∣ 𝑏2⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ∣ ⋮ 𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛 ∣ 𝑏𝑚) ,         (1.3) 

 

де: 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚) – матриця вільних членів; 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) – матриця невідомих. 
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У матричному вигляді систему (1.1) можна записати як: 
 

(𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛)(
𝑥1𝑥2⋮ 𝑥𝑛) = (𝑏1𝑏2⋮ 𝑏𝑚)             (1.4) 

 

або коротко в матрично-векторній формі СЛАР: 
 𝐴𝑋 = 𝐵.                                           (1.5) 

 

Системи з однаковою кількістю рівнянь і невідомих 

Якщо 𝑚 = 𝑛, то кількість рівнянь системи дорівнює кількості 
невідомих. Тоді система (1.1) має вигляд: 

 

{𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2⋮ 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 .               (1.6) 

 

Відповідні матриці: 
Матриця коефіцієнтів: 
 

𝐴 = (𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛) .                    (1.7) 

 

Матриці вільних членів і невідомих: 
 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛), 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 

 

Тоді систему (1.6) можна записати як: 
 

(𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛)(
𝑥1𝑥2⋮ 𝑥𝑛) = (𝑏1𝑏2⋮ 𝑏𝑛)             (1.8) 

 

або коротко: 𝐴𝑋 = 𝐵.                                           (1.9) 
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4.2. Розв’язування систем лінійних рівнянь  
за формулами Крамера 

 

Правило Крамера застосовується для розв’язування систем 
лінійних рівнянь  

 

{𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2⋮ 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 ,              (1.6) 

 

в яких кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих і визначник 
матриці коефіцієнтів системи (1.7) відмінний від нуля. 

Правило Крамера 

Нехай задано систему лінійних алгебраїчних рівнянь (1.6). 

Визначник матриці коефіцієнтів системи (1.7): 
 Δ = det 𝐴 ≠ 0. 
 

Тоді система (1.6) має єдиний розв’язок, який перебуває за 
формулами Крамера: 

 𝑥1 = Δ1Δ , 𝑥2 = Δ2Δ , 𝑥𝑛 = Δ𝑛Δ ,                 (1.10) 
 

де визначник Δ𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛) отримується із визначника Δ замі-
ною в ньому 𝑖-го стовпця стовпцем вільних членів: 
 

 Δ𝑖 = |𝑎11   …   𝑏1   …   𝑎1𝑛𝑎21   …   𝑏2   …   𝑎2𝑛…    …       …      …𝑎𝑛1   …   𝑏𝑛   …   𝑎𝑛𝑛| .                (1.11) 

 

Доведення 

Розглянемо першу формулу (1.10). Множимо перше рівняння 
системи (1.6) на 𝐴11, друге – на 𝐴21, …, 𝑛-е – на 𝐴𝑛1, і складаємо 
отримані рівняння: 𝐴11(𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛) + ⋯+ 𝐴𝑛1(𝑎𝑛1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛)= 𝑏1𝐴11 +⋯+ 𝑏𝑛𝐴𝑛1. 
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Після групування доданків: 𝑥1(𝐴11𝑎11 + 𝐴21𝑎21 +⋯+ 𝐴𝑛1𝑎𝑛1) + 𝑥2(𝐴11𝑎12 +⋯+ 𝐴𝑛1𝑎𝑛2)+ ⋯+ 𝑥𝑛(…  ) = 𝑏1𝐴11 +⋯+ 𝑏𝑛𝐴𝑛1. 
• Сума в першій дужці – розклад визначника матриці (1.7) за 

елементами першого стовпця. 
• Усі інші суми – добутки алгебраїчних доповнень елементів 

першого стовпця на елементи інших стовпців, які дорівнюють 
нулю. 

• Сума 𝑏1𝐴11 +⋯+ 𝑏𝑛𝐴𝑛1 – розклад визначника Δ1(1.11) за 
елементами першого стовпця. 

Отже: 𝑥1 ⋅ Δ = Δ1 ⇒ 𝑥1 = Δ1Δ . 
 

Аналогічно для довільного 𝑥𝑖   множимо перше рівняння на 𝐴1𝑖, друге – на 𝐴2𝑖  тощо, отримуючи формули Крамера (1.10). 

Зауваження 

Якщо система (1.6) однорідна, то всі визначники (1.11) Δ𝑖 = 0, 

оскільки 𝑖-й стовпець складається з нулів. Тому така система в разі Δ ≠ 0  має єдиний нульовий розв’язок. 

Найпростіші випадки застосування правила Крамера 

1) система двох рівнянь з двома невідомими: 
 {𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑏2 .                         (1.12) 

 

Визначники: 
 Δ = |𝑎11   𝑎12𝑎21   𝑎22| , Δ1 = |𝑏1   𝑎12𝑏2   𝑎22| , Δ2 = |𝑎11   𝑏1𝑎21   𝑏2| . (1.13) 

 

Можливі випадки: 
1. Δ ≠ 0 ⇒система має єдиний розв’язок: 

 𝑥1 = Δ1Δ , 𝑥2 = Δ2Δ .                           (1.14) 
 

2. Δ = 0, а Δ1 ≠ 0або Δ2 ≠ 0 ⇒  система несумісна. 

3. Δ = Δ1 = Δ2 = 0 ⇒  система невизначена, має безліч 
розв’язків. 
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2) система трьох рівнянь з трьома невідомими: 
 {𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 𝑏2𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 𝑏3 .                   (1.15) 

 

Визначники: 
  ∆= |𝑎11   𝑎12   𝑎13𝑎21   𝑎22   𝑎23𝑎31   𝑎32   𝑎33| , ∆1= |𝑏1   𝑎12   𝑎13𝑏2   𝑎22   𝑎23𝑏3   𝑎32   𝑎33| , ∆2= |𝑎11   𝑏1   𝑎13𝑎21   𝑏2   𝑎23𝑎31   𝑏3   𝑎33| , ∆3= |𝑎11   𝑎12   𝑏1𝑎21   𝑎22   𝑏2𝑎31   𝑎32   𝑏3| . 

 

Якщо Δ ≠ 0, то система має єдиний розв’язок: 𝑥1 = Δ1Δ , 𝑥2 = Δ2Δ , 𝑥3 = Δ3Δ .                 (1.16) 
 

 

4.3. Розв’язування систем лінійних  
алгебраїчних рівнянь матричним методом 

 

Розглянемо систему лінійних рівнянь вигляду  
 

{𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2⋮ 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 ,              (1.17) 

 

у якій кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих, та її матрич-
ний запис (1.9), тобто рівняння: 
 𝐴𝑋 = 𝐵. 

 

Якщо визначник матриці 𝐴 відмінний від нуля, то існує обер-
нена до неї матриця 𝐴−1. Помножимо обидві частини рівняння 
(1.9) зліва на матрицю 𝐴−1 та одержимо: 

 𝐴−1𝐴𝑋 = 𝐴−1𝐵. 
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Оскільки 𝐴−1𝐴 = 𝐸 та 𝐸𝑋 = 𝑋, маємо: 
 𝑋 = 𝐴−1𝐵.                           (1.18) 
 

Формула (1.18) задає матричний розв’язок системи лінійних 
рівнянь (1.6). Отже, для розв’язання системи рівнянь (1.6) достатньо 

знайти матрицю, обернену до матриці коефіцієнтів системи, та по-
множити її справа на матрицю вільних членів. Зазначимо, що мат-
ричний метод розв’язання систем лінійних рівнянь застосовується 
лише в разі, коли матриця системи є невиродженою, тобто det 𝐴 ≠ 0. 

 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь за формулами Крамера: 

 { 𝑥1 − 5𝑥2 = 72𝑥1 + 𝑥2 = 12. 

 

Розв’язання 

Обчислюємо визначники: 
 Δ = |1  − 52        1| = 11,   ∆≠ 0, Δ1 = |7  − 512      1| = 67,   Δ2 = | 1   72   12| = −2 

 𝑥1 = Δ1Δ = 6711 ;  𝑥2 = Δ2Δ = −211 . 
 

Отже: 𝑥1 = 6711 ,  𝑥2 = −211. 
Приклад 2. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рів-

нянь за формулами Крамера: 
 { 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 32𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 11𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 8 . 

Розв’язання 
 𝐴 = (1 −1 12 1 11 1 2) , 𝐵 = ( 3118 ), 𝑋 = (𝑥1𝑥2𝑥3) 
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Δ = det 𝐴 = | 1  − 1   12      1     11      1     2 |= 1 ∙ 1 ∙ 2 + 1 ∙ 1 ∙ (−1) + 2 ∙ 1 ∙ 1 − 1 ∙ 1 ∙ 1 − 1 ∙ 1 ∙ 1 − 2∙ 2 ∙ (−1) = 5, ∆≠ 0 
 Δ1 = |3  − 1   111     1   18       1   2| = 20, Δ2 = | 1     3   12   11   11     8    2 | = 10, Δ3 = | 1  − 1   32      1   111     1       8| = 5. 

 

Отже: 𝑥1 = 205 = 4, 𝑥2 = 105 = 2, 𝑥3 = 55 = 1, 
 

тому 𝑋 = (421)
𝑇 . 

Відповідь: розв’язком системи є матриця-стовпець: 𝑋 = (421)
𝑇

. 

Приклад 3. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь за формулами Крамера: 

 { 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 02𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 0−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0 . 

Розв’язання 

1. Однорідна система 

Розглянемо однорідну систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь: { 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 02𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 0−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0 . 

Крок 1. Записуємо систему в матричному вигляді: 
 𝐴𝑋 = 𝐵,  де 𝐵 = (000) , 𝑋 = (𝑥1𝑥2𝑥3) , 𝐴 = ( 1 2 −12 −1 3−1 1 1 ) . 
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Крок 2. Обчислюємо визначник матриці коефіцієнтів: Δ = det 𝐴 =∣ 1 2 −12 −1 3−1 1 1 ∣== 1(−1 ⋅ 1 − 3 ⋅ 1) − 2(2 ⋅ 1 − 3 ⋅ (−1)) + +(−1)(2 ⋅ 1 − (−1)(−1)) = −4 − 10 − 1 = −15 ≠ 0. 
 

Крок 3. Висновок: оскільки Δ ≠ 0, система однорідна має 
єдиний розв’язок, і він тривіальний: 𝑋 = (000). 

Приклад 4. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь: 
 { 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 62𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 3𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 4. 
Розв’язання 

1. Неоднорідна система 

Розглянемо систему трьох рівнянь з трьома невідомими: 
 { 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 62𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 3𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 4 . 

 

Крок 1. Записуємо систему в матричному вигляді: 
 𝐴𝑋 = 𝐵, 𝐴 = (1 1 12 −1 11 3 −1) , 𝐵 = (634) , 𝑋 = (𝑥1𝑥2𝑥3) . 

 

Крок 2. Перевіряємо визначник матриці коефіцієнтів: Δ = det 𝐴 =∣ 1 1 12 −1 11 3 −1 ∣== 1((−1)(−1) − 1 ⋅ 3) − 1(2 ⋅ (−1) − 1 ⋅ 1) + 1(2 ⋅ 3 − (−1) ⋅ 1) == −2 + 3 + 7 = 8 ≠ 0. 
 

Крок 3. Знаходимо визначники для невідомих (формули 
Крамера): Δ1 =∣ 6 1 13 −1 14 3 −1 ∣= −8, Δ2 =∣ 1 6 12 3 11 4 −1 ∣= 16, Δ3 =∣ 1 1 62 −1 31 3 4 ∣= 8. 
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Крок 4. Знаходимо невідомі: 
 𝑥1 = Δ1Δ = −88 = −1, 𝑥2 = Δ2Δ = 168 = 2, 𝑥3 = Δ3Δ = 88 = 1. 

 

Крок 5. Висновок: розв’язком системи є матриця-стовпець: 
 𝑋 = (−121 ). 
Пояснення кроків 

1. Записати систему в матричній формі 𝐴𝑋 = 𝐵. 

2. Обчислити визначник матриці коефіцієнтів Δ = det 𝐴. 

3. Для кожного невідомого 𝑥𝑖  замінити i-й стовпець матриці 
A на стовпець вільних членів 𝐵 та обчислити Δ𝑖. 

4. Знайти 𝑥𝑖 = Δ𝑖/Δ. 

5. Записати розв’язок у формі матриці-стовпця. 
Зауваження 

Якщо Δ = 0, потрібно перевірити сумісність системи: 
• якщо хоча б один Δ𝑖 ≠ 0 – система несумісна; 
• якщо всі Δ𝑖 = 0 – система має безліч розв’язків. 
Приклад 5. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

матричним методом: { 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 5,2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3 = 1,2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 = 11. 
Розв’язання 

Запишемо матрицю коефіцієнтів заданої системи: 𝐴 = (3 2 12 3 12 1 3). 
 

Обчислюємо визначник матриці 𝐴: det 𝐴 = |3   2   12   3   12   1   3| = 3 ∙ 3 ∙ 3 + 2 ∙ 1 ∙ 2 + 2 ∙ 1 ∙ 1 − 2 ∙ 3 ∙ 1 − 1 ∙ 1 ∙ 3 − 2 ∙ 2 ∙ 3 = 12 

                                                              det A= 12 ≠ 0 

отже, існує обернена матриця 𝐴−1. 
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Знайдемо її, обчисливши відповідні алгебраїчні доповнення 
за формулою: 𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 𝐴11 = |3   11   3| = 8, 𝐴12 = − |2   12   3| = −4, 𝐴13 = |2   32   1| = −4, 𝐴21 = − |2   11   3| = −5, 𝐴22 = |3   12   3| = 7, 𝐴23 = − |3   22   1| = 1, 𝐴31 = |2   13   1| = −1, 𝐴32 = − |3   12   1| = −1, 𝐴33 = |3   22   3| = 5. 
 

Складемо матрицю алгебраїчних доповнень: (𝐴𝑖𝑗) = (8  − 4  − 4−5     7       1−1  − 1     5). 

Транспонуємо матрицю алгебраїчних доповнень, отримавши 
приєднану матрицю: (𝐴𝑖𝑗)𝑇 . = (8  − 5  − 1−4    7  − 1−4     1       5). 

Помножимо приєднану матрицю на 1∆: 𝐴−1 = 1Δ ⋅ (𝐴𝑖𝑗)𝑇 . 
Тоді обернена матриця має вигляд: 𝐴−1 = 112( 8 −5 −1−4 7 −1−4 1 5 ) . 

 

Оскільки: 𝐵 = ( 5111) , 
 

остаточно одержуємо: 𝑋 = 𝐴−1𝐵 = 112( 8 −5 −1−4 7 −1−4 1 5 )( 5111) = 112( 40 − 5 − 11−20 + 7 − 11−20 + 1 + 55) = ( 2−23 ) . 
 

Отже, розв’язком системи є матриця-стовпець: 𝑋 = ( 2−23 ). 
Відповідь: 𝑋 = ( 2−23 ). 
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Завдання для самоконтролю 

 

1. Розв’язати СЛАР за правилом Крамера: 

а) 




=−
=+

745

1232

ух
ух

 ;        б) 




−=−
=−−
135

0834

ух
ух

;        в) 








=−
−=++

=−−−

1

12

0

yx

zyx

zух
; 

г) 








=+−
=−+

−=+−

31046

84

1523

zyx

zyx

zух
;             д) 









=+−
=+−
=+−

181293

643

178

321

321

321

xxx

xxx

xxх
; 

е) 











−=+++
−=+++

=+++
=+++

343

3232

125

251132

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх

хххх

 . 

2. Розв’язати СЛАР методом оберненої матриці: 

а) 




=−−
=−−

05208

0152

ух
ух

;    б) 




−=+
=−

182

63

ух
ух

;    в) 








=+−
−=−+−

=++

10543

5332

82

321

321

321

xxx

xxx

xxх
; 

г) 








=+++
=+++
=+−−

02

05343

0632

321

321

321

xxx

xxx

xxх
;          д) 









=−+
=+−

=−+

9222

4578

3

zyx

zyx

zух
; 

е) 











=+++
=+++

=+++
=+++

372983

4079102

1123

20452

4321

4321

4321

4321

хххх
хххх

хххх
хххх

. 

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається системою лінійних алгебраїчних рівнянь 
та з яких елементів вона складається? 

2. У чому полягає різниця між однорідною та неоднорідною 
системами лінійних алгебраїчних рівнянь? 

3. Яка система лінійних алгебраїчних рівнянь називається су-
місною, несумісною, визначеною та невизначеною? 
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4. Що називається матрицею коефіцієнтів системи, матрицею 
вільних членів і розширеною матрицею системи? 

5. За яких умов можна застосовувати правило (формули) Кра-
мера для розв’язування системи лінійних рівнянь? 

6. Як утворюються визначники Δ𝑖  у формулах Крамера та 
який їхній геометричний зміст? 

7. Які можливі випадки розв’язності системи двох лінійних 
рівнянь з двома невідомими залежно від значень Δ, Δ1, Δ2? 

8. У чому полягає сутність матричного методу розв’язання 
систем лінійних рівнянь та за якої умови він застосовується? 

9. Як пов’язані між собою визначник матриці коефіцієнтів 
системи й існування оберненої матриці? 

10. У чому полягають переваги та обмеження застосування 
формул Крамера й матричного методу для розв’язування систем 
лінійних рівнянь? 

 
 

Тести 
 

1. Системою лінійних алгебраїчних рівнянь називається: 

а) система рівнянь, у яких змінні входять лише в першому 
степені; 

б) будь-яка система рівнянь з кількома змінними; 

в) система рівнянь, що містить добутки змінних; 

г) система рівнянь, у яких змінні входять у квадраті. 
 

2. Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається 
однорідною, якщо: 

а) усі коефіцієнти дорівнюють нулю; 
б) усі вільні члени дорівнюють нулю; 
в) кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих; 
г) вона має єдиний розв’язок. 
 

3. Система лінійних алгебраїчних рівнянь є сумісною, якщо: 

а) її визначник дорівнює нулю; 
б) вона має хоча б один розв’язок; 
в) вона має нескінченно багато розв’язків; 
г) вона є однорідною. 
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4. Матрицею коефіцієнтів системи лінійних рівнянь нази-
вається: 

а) матриця, складена з вільних членів; 
б) матриця змінних системи; 
в) матриця, елементами якої є коефіцієнти в разі невідомих; 
г) розширена матриця системи. 
 

5. Правило Крамера застосовується до системи лінійних 
рівнянь, якщо: 

а) система є однорідною; 
б) кількість рівнянь більша за кількість невідомих; 
в) визначник матриці коефіцієнтів дорівнює нулю; 
г) кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих і det a ≠ 0. 
 

6. Визначник 𝜟𝒊 у формулах Крамера отримується за до-
помогою: 

а) заміни i-го рядка матриці коефіцієнтів на нульовий; 
б) заміни i-го стовпця матриці коефіцієнтів стовпцем вільних 

членів; 
в) додавання стовпця вільних членів до матриці; 
г) транспонування матриці коефіцієнтів. 
 

7. Якщо для системи двох рівнянь з двома невідомими ви-
конується 𝚫 = 𝟎, 𝚫𝟏 ≠ 𝟎, то система: 

а) має єдиний розв’язок; 
б) є однорідною; 
в) є несумісною; 
г) має безліч розв’язків. 
 

8. Матричний метод розв’язання системи ґрунтується на 
формулі: 

а) 𝐴𝑋 = 0; 

б) 𝐴𝑇𝑋 = 𝐵; 

в) 𝑋 = 𝐴−1𝐵; 

г) 𝑋 = 𝐴𝐵−1. 
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9. Обернена матриця 𝐀−𝟏 існує тоді й тільки тоді, коли: 

а) матриця є прямокутною; 

б) матриця є симетричною; 

в) det a = 0; 

г) det a ≠ 0. 

 

10. Яке твердження є правильним: 

а) матричний метод можна застосовувати до будь-якої сис-
теми; 

б) формули Крамера застосовуються до систем будь-якого 
розміру; 

в) обидва методи застосовуються лише до квадратних неви-
роджених систем; 

г) формули Крамера простіші за метод Гауса для великих 
систем. 
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ТЕМА 5. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ  
АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ. 

МЕТОДИ ГАУСА ТА ЖОРДАНА-ГАУСА 

 

5.1. Розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь ме-
тодом Гауса. 

5.2. Розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь ме-
тодом Жордана-Гауса. 

5.3. Системи лінійних однорідних рівнянь. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

5.1. Розв’язування систем лінійних  
алгебраїчних рівнянь методом Гауса 

 

У разі 𝑛 > 3 обчислення визначників призводить до громізд-
ких і трудомістких перетворень, унаслідок чого використання фор-
мул Крамера або матричного методу стає неефективним. Одним із 
найбільш універсальних і практично важливих методів розв’язу-
вання систем лінійних алгебраїчних рівнянь є метод Гауса, який 
ґрунтується на послідовному вилученні невідомих. 

Сутність методу полягає в приведенні заданої системи до ек-
вівалентної системи більш простого вигляду через виконання еле-
ментарних перетворень над рівняннями. 

 

{  
  𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + . . . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,       𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + . . . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,                𝑎33𝑥3 + . . . +𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.  

 

Етапи методу Гауса 

Перший етап (прямий хід) 
Послідовно вилучають невідомі: − 𝑥1 – з усіх рівнянь, починаючи з другого; − 𝑥2 – з усіх рівнянь, починаючи з третього тощо. 
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У результаті система зводиться до трикутного (або трапеціє-
подібного) вигляду, що істотно спрощує подальші обчислення. 

Другий етап (обернений хід) 
З останнього рівняння знаходять значення 𝑥𝑛, після чого по-

слідовно визначають 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−2, … , 𝑥1 за допомогою підстановки. 
Елементарні перетворення 

Перший етап методу Гауса зручно реалізовувати над розши-
реною матрицею системи за допомогою таких елементарних пере-
творень: 

– додавання до елементів одного рядка відповідних елемен-
тів іншого рядка, помножених на деяке число; 

– перестановка рядків або стовпців матриці; 
– множення рядка на ненульове число. 
Застосування цих перетворень не змінює множину розв’язків 

системи. 
Приклад 

Користуючись методом Гауса, розв’язати систему рівнянь: 
 { 2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1,𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2,3𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0. 

 

Розв’язання 

Для зручності першим рівнянням обираємо те, в якому коефі-
цієнт у разі 𝑥1 дорівнює 1. Поміняємо місцями перше та друге рів-
няння: { 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2,2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1,3𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 0. 
 

Запишемо розширену матрицю системи та виконаємо прямий 
хід. Домножимо перший рядок на (–2) і додамо до другого рядка; 
перший рядок домножимо на (–4) і додамо до третього рядка. 

Наступним етапом домножимо другий рядок на 6 і додамо до 
третього рядка. 

 𝐴̅1 = (1 1 12 3 −34 −2 3 | 21−5)
   ~ (1 1 10 1 −50 −6 −1 | 2−3−13)~      

 



64 

Отримаємо: 

~(1 1 10 1 −50 0 −31 | 2−3−31) ⇒ {𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 2𝑥2 − 5𝑥3 = −3−31𝑥3 = −31     {𝑥1 = 2 − 𝑥2 − 𝑥3 = −1𝑥2 = −3 + 5𝑥3 = 2                        𝑥3 = 1 . 
Відповідь: 𝑥1 = −1,  𝑥2 = 2,  𝑥3 = 1. 
 

 

5.2. Розв’язування систем лінійних  
алгебраїчних рівнянь методом Жордана-Гауса 

 

Метод Жордана-Гауса є модифікацією методу Гауса і дає 
змогу уникнути виконання оберненого ходу. Його ідея полягає в 

повному вилученні невідомої не лише нижче, а й вище розв’язуваль-
ного елемента, що дає нагоду безпосередньо отримати значення 
змінних. 

Алгоритм одного кроку методу Жордана-Гауса: 

1. Обирають розв’язувальний елемент 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0 (бажано рівний 1). 
2. Усі елементи 𝑖-го рядка (розв’язувального) ділять на 𝑎𝑖𝑗 і 

записують в 𝑖 рядок. 
3. У розв’язувальному 𝑗-му стовпці замість 𝑎𝑖𝑗  записують 1, 

а замість інших елементів – 0. 

4. Інші елементи обчислюють за формулою: 𝑎𝑘𝑙 = 𝑎𝑘𝑙 − 𝑎𝑘𝑗 ⋅ 𝑎𝑖𝑙𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑙 − 𝑎𝑘𝑗𝑎𝑖𝑙𝑎𝑖𝑗 , 𝑘 = 1, … ,𝑚,  𝑙 = 1, … , 𝑛. 
5. Обчислення елементів kla  за цією формулою доцільно ви-

конувати за схемою прямокутника: 𝑎𝑖𝑙     𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑙  𝑎𝑘𝑗    +              − 

6. Після виконання цих перетворень провідний стовпець мат-
риці набуває вигляду одиничного вектора, а отримана матриця є 
еквівалентною початковій. 
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Результат одного кроку 

У результаті одного кроку методу Жордана-Гауса: 
• у вибраному стовпці міститься одна одиниця та всі інші еле-

менти дорівнюють нулю; 
• кількість ненульових елементів у матриці зменшується; 

• система переходить до простішого еквівалентного вигляду. 
Повторюючи описані кроки для всіх змінних, матрицю зво-

дять до приведеного ступінчастого вигляду, з якого безпосередньо 
знаходять розв’язок системи або роблять висновок про його відсут-
ність чи нескінченність. 

 

 

5.3. Системи лінійних однорідних рівнянь 
 

Розглянемо систему лінійних однорідних рівнянь: 
 𝐴𝑥⃗ = 0. 

 

Однорідна СЛАР завжди сумісна, оскільки 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴1), і 
завжди має нульовий розв’язок: 

 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0. 
 

Умови існування ненульового розв’язку: 

1. Однорідна система має ненульовий розв’язок тоді й тільки 
тоді, коли: 𝑟 < 𝑛. 

 

2. Однорідна система 𝑛 рівнянь з 𝑛 невідомими має ненульо-
вий розв’язок тоді й тільки тоді, коли її визначник дорівнює нулю. 

Приклад. Розв’язати систему: 
 { 𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 0,2𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑥3 = 0. 

 

Розв’язання 

Оскільки 𝑟 = 2, 𝑛 = 3, 𝑟 < 𝑛, система має безліч розв’язків. 𝑥1, 𝑥2 – базисні змінні, 𝑥3 – вільна. 
 𝑥1 = 2𝐶, 𝑥2 = 3𝐶, 𝑥3 = 𝐶. 
Відповідь: 𝑥1 = 2𝐶, 𝑥2 = 3𝐶, 𝑥3 = 𝐶. 
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Розв’язування типових прикладів 
 

Приклад 1. Знайти розв’язок СЛАР методом Гауса: {2𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 = −1,5𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 4,𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 14.  
Розв’язання 

Використовуючи елементарні перетворення розширеної мат-
риці, отримаємо: 

 𝐴̅ = (2  − 3   1| − 15     1 − 1|     41   2       3|  14) ~ ( 1      2     3| 142 − 3      1| − 15     1 − 1|    4 ) ~(1       2        3|      140  − 7  − 5| − 290 − 9 − 16| − 66) ~  ~(1        2      3|         140      −7 − 5|     − 290     0 − 677 |  − 2017 ). 

Перейдемо до системи рівнянь: 

{𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 14,−7𝑥2 − 5𝑥3 = −29,−677 = −2017  → 

Відповідно до оберненого ходу: 

{ 𝑥3 = 2017 ∙ 767 = 3,𝑥2 = (−29 + 5 ∙ 3) ÷ (−7) = 2,𝑥1 = 14 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = 14 − 2 ∙ 2 − 3 ∙ 3 = 1. 
 

Відповідь: 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2, 𝑥3 = 3. 
Приклад 2. Знайти розв’язок СЛАР методом Гауса: {2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = 24𝑥1 + 𝑥3 − 3𝑥4 = 32𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑥4 = 1.  

Розв’язання 

Маємо випадок СЛАР, коли 𝑛 = 4,𝑚 = 3. Складаємо розши-
рену матрицю і зводимо її до трикутного виду:  𝐴1 = (2 1 −14 0 10 2 −3 −1−31 |231)

×(−2)     ~(2 1 −10 −2 30 2 −3−1−11 | 2−11 )       ~(2 1 -1 -10 -2 3 -10 0 0 0 | 2−10 )~(2 1 −1 −10 −2 3 −1 | 2−1). 
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𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴1) = 2, тому СЛАР сумісна, оскільки 𝑟 = 2, 𝑛 = 4 і  𝑟 < 𝑛, то система невизначена. Дві невідомі (𝑟 = 2) базисні та дві 𝑛 − 𝑟 = 2 будуть вільні. Невідомі 𝑥1 та 𝑥2 можна обрати за базисні, 

тому що базисний мінор |2 10 −2|𝑥1        𝑥2 = – 4 ≠ 0, тоді 𝑥3, 𝑥4 – вільні не- 
відомі. 

Останній вигляд розширеної матриці відповідає такій системі: {2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = 2−2𝑥2 + 3𝑥3 − 𝑥4 = −1 ⇒ {2𝑥1 + 𝑥2 = 2 + 𝑥3 + 𝑥42𝑥2 = 1 + 3𝑥3 − 𝑥4 . 

 

Вільні невідомі перенесли в праву частину: {2𝑥1 = 𝑥3 + 𝑥4 + 2 − 𝑥2𝑥2 = 12+ 32 𝑥3 − 12 𝑥4 ⇒ {𝑥1 = − 14 𝑥3 + 34 𝑥4 + 34𝑥2 = 12 + 32 𝑥3 − 12 𝑥4  . 

Вільним невідомим 𝑥3 та 𝑥4 можна надавати будь-які зна-
чення, наприклад 𝑥3 = 𝐶1,  𝑥4 = 𝐶2, де 𝐶1 і 𝐶2 – довільні сталі. 

Загальний розв’язок СЛАР матиме вигляд: 𝑥1 = −14𝑥3 + 34𝑥4 + 34 = −𝐶14 + 3𝐶24 + 34𝑥2 = 12 + 32𝑥3 − 12𝑥4 = 12 + 3𝐶12 − 𝐶24      𝑥3 = 𝐶1                                       𝑥4 = 𝐶2.                                      
 

Відповідь: 𝑥1 = 8, 𝑥2 = 6, 𝑥3 = 4, 𝑥4 = 2. 
 

Приклад 3. Знайти розв’язок систем лінійних алгебраїчних 
рівнянь методом Жордана-Гауса: 

{𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 + 2𝑥4 = 6𝑥1 − 2𝑥2       − 𝑥4 = −6     𝑥2 + 𝑥3 + 3𝑥4 = 162𝑥1 − 3𝑥2 + 2𝑥3    = 6 . 

Розв’язання 

Складаємо таблицю ( – контрольний стовпчик) 
 

х1 х2 х3 х4 b   

1 

1 

0 

2 

1 

–2 

1 

-3 

–3 

0 

1 

2 

2 

–1 

3 

0 

6 

–6 

16 

6 

7 

–8 

21 

7 
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Розв’язуючий елемент 𝑎11 = 1. Перепишемо без змін рядок, 
який містить розв’язуючий елемент, а всі елементи розв’язуючого 
стовпчика замінимо на 0. Інші елементи знайдемо за правилом 
прямокутника. 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑏   

1 

0 

0 

0 

1 

 

1 

–5 

–3 

3 

1 

8 

2 

–3 

3 

–4 

6 

–12 

16 

–6 

7 

–15 

21 

–7 
 

 
Розв’язуючий елемент дорівнює (–3). Поділимо на (–3) еле-

менти 2-го рядка, одержимо: 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑏   

1 

0 

0 

0 

1 

 1 

1 

–5 

–3 

–1 

1 

8 

2 

1 

3 

–4 

6 

4 

16 

–6 

7 

5 

21 

–7 

 
Розв’язуючий 2-й рядок записуємо без змін, елементи розв’я-

зуючого 2-го стовпчика замінимо на 0. Перший стовпчик запису-
ємо без змін. Елементи інших клітинок знаходимо за правилом 
прямокутника: 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑏   

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

–2 

–1 

2 

3 

1 

1 

2 

1 

2 

4 

12 

14 

2 

5 

16 

18 

 

 

 

-3 
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Поділимо 3-й рядок на 2, виберемо розв’язувальний елемент 
і виконаємо всі перетворення кроку Жордана-Гауса. 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑏   

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

–2 

–1 1  

3 

1 

1 

1 

1 

2 

4 

6 

14 

2 

5 

8 

18 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

3 

2 

1 −2  

14 

10 

6 

–4 

18 

13 

8 

–6 

 

Поділимо 4-й рядок на (–2), виберемо наступний розв’язуваль-
ний елемент і повторимо підрахунки. 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑏   

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

3 

2 

1 1  

14 

10 

6 

2 

18 

13 

8 

3 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

8 

6 

4 

2 

9 

7 

5 

3 

 

Відповідь системи міститься в стовпчику b: 𝑥1= 8, 𝑥2 = 6, 𝑥3 = 4, 𝑥4 = 2. 
 

 

Завдання для самоконтролю 
 

1. Знайти розв’язок СЛАР методом Гауса: 

а) { 𝑥1 − 4𝑥2 = 10−𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = 46𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3 = 1;   б) { 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 4𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = 82𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 + 10𝑥4 = 202𝑥1 − 4𝑥2 + 𝑥3 − 6𝑥4 = 4 . 

 1 
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2. Знайти розв’язок СЛАР методом Жордана-Гауса: 

а) {2𝑥1 − 4𝑥2 + 3𝑥3 = 1𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3 = 33𝑥1 − 𝑥2 + 5𝑥3 = 2 ;   б) { 𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 1𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −1𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = −1. 

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що таке система лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР)? 

Поясніть визначення та наведіть приклад СЛАР із трьома змін-
ними. 

2. Які розв’язки може мати СЛАР? Назвіть усі можливі випад-

ки й дайте приклади для кожного. 
3. Що таке розширена матриця СЛАР і як вона формується? 

Наведіть приклад для системи трьох рівнянь з трьома невідомими. 
4. Який принцип прямого ходу методу Гауса? Опишіть, як 

послідовно вилучаються невідомі. 
5. Що таке трикутна (ступінчаста) форма матриці й навіщо 

вона потрібна? 

6. Які елементарні перетворення застосовуються за методом 

Гауса? Поясніть, чому вони не змінюють множину розв’язків. 
7. Як здійснюється обернений хід методу Гауса? Поясніть 

порядок обчислення змінних після приведення матриці до трикут-
ного вигляду. 

8. У чому відмінність методу Жордана-Гауса від класичного 
методу Гауса? Назвіть ключову особливість одного кроку. 

9. Опишіть алгоритм одного кроку методу Жордана-Гауса. 
Перерахуйте основні дії над провідним елементом і стовпцем. 

10. Як змінюються елементи матриці під час занулення стовпця 
в методі Жордана-Гауса? Наведіть загальну формулу для перера-
хунку елементів. 
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Тести 

 

1. Що таке система лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР): 
а) сукупність нелінійних рівнянь з кількома змінними; 

б) сукупність рівнянь, у яких змінні входять лише в першому 
степені; 

в) сукупність лінійних рівнянь, що містять одні й ті самі змінні; 
г) будь-яка система рівнянь з матрицею коефіцієнтів. 

 

2. Які розв’язки може мати СЛАР: 

а) лише один або жодного; 

б) лише скінченну кількість розв’язків; 

в) єдиний розв’язок, нескінченну множину розв’язків або 
жодного розв’язку; 

г) завжди має хоча б один розв’язок. 

 

3. Що таке розширена матриця СЛАР: 

а) матриця, що складається лише з вільних членів; 

б) матриця, утворена транспонуванням матриці коефіцієнтів; 

в) матриця, отримана приєднанням стовпця вільних членів до 
матриці коефіцієнтів; 

г) квадратна матриця системи. 

 

4. У чому полягає принцип прямого ходу методу Гауса: 

а) у знаходженні визначника матриці; 
б) у підстановці змінних у зворотному порядку; 

в) у послідовному вилученні змінних для зведення системи 
до трикутного вигляду; 

г) у нормуванні кожного рядка матриці. 
 

5. Що називають трикутною (ступінчастою) формою мат-
риці: 

а) матрицю, у якій усі елементи дорівнюють одиниці; 
б) матрицю, у якій усі елементи під головною діагоналлю до-

рівнюють нулю; 

в) матрицю з однаковими рядками; 

г) матрицю, що має обернену. 
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6. Які елементарні перетворення застосовуються в методі 
Гауса: 

а) лише додавання рядків; 

б) лише множення рядка на число; 

в) лише перестановка стовпців; 

г) додавання рядків, перестановка рядків, множення рядка на 
ненульове число. 

 

7. Елементарні перетворення не змінюють множину роз-

в’язків СЛАР тому що: 
а) змінюється лише порядок рівнянь; 

б) змінюється кількість рівнянь; 

в) нова система є еквівалентною початковій; 

г) зберігається визначник матриці; 
 

8. Як здійснюється обернений хід методу Гауса: 

а) починаючи з першого рівняння; 

б) одночасно для всіх змінних; 

в) починаючи з останнього рівняння з послідовною підста-
новкою; 

г) за допомогою визначників. 

 

9. Основна відмінність методу Жордана-Гауса від методу 
Гауса у: 

а) використанні лише квадратних матриць; 

б) відсутності оберненого ходу; 

в) зануленні всіх елементів провідного стовпця, крім одного; 

г) знаходженні розв’язку через визначники. 

 

10. Як змінюються елементи матриці під час занулення 

стовпця в методі Жордана-Гауса: 

а) усі елементи ділять на провідний; 

б) лише провідний рядок змінюється; 

в) усі інші елементи перераховують за формулою з викорис-
танням провідного елемента; 

г) матриця не змінюється.  
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РОЗДІЛ ІI 

АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 
 

ТЕМА 6. ВЕКТОРИ В ПРОСТОРІ. СКАЛЯРНИЙ,  
ВЕКТОРНИЙ ТА МІШАНИЙ ДОБУТКИ 

 

6.1. Вектори в просторі. Скалярний добуток двох векторів. 
6.2. Векторний добуток векторів. 
6.3. Мішаний добуток векторів. 
6.4. Векторний простір, його розмірність і базис. 
6.5. Розклад вектора за базисом. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

6.1. Вектори в просторі.  
Скалярний добуток двох векторів 

 

Геометричним вектором називається напрямлений відрі-
зок, тобто відрізок, початок і кінець якого вказані. 

Вектори можна задати двома точками 𝐴 і 𝐵. Якщо точка 𝐴 

має координати (𝑥1; 𝑦1; 𝑧1), а точка 𝐵 має координати (𝑥2; 𝑦2; 𝑧2), 
тоді вектор 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  має такі координати: (𝑥2 − 𝑥1; 𝑦2 − 𝑦1; 𝑧2 − 𝑧1). 

Довжиною, або модулем, вектора 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  називається довжина 
відрізка АВ, яка позначається символом |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ |. 

Нульовий вектор – це вектор, початок і кінець якого збіга-
ються. Позначається 0̅. 

Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать або 
на одній прямій, або на паралельних прямих. 

Позначення: а b  – колінеарні й однаково напрямлені вектори; 

       а b  – колінеарні вектори з різним напрямком. 
Два вектори називаються рівними, якщо вони колінеарні,  

мають однакову довжину та однаково напрямлені. Водночас усі 
нульові вектори вважаються рівними. 

Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називається оди-
ничним, або нормованим вектором. 
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Три вектори називаються компланарними, якщо вони пара-
лельні одній площині або лежать в одній площині.  

Сумою 𝑎̅ + 𝑏̅ двох векторів 𝑎̅ і 𝑏̅ називається вектор, що ви-
ходить з початку вектора 𝑎̅ в кінець вектора 𝑏̅ за умови, що початок 
вектора 𝑏̅ був прикладений до кінця вектора 𝑎̅ (рис. 6.1). Це пра-
вило зазвичай називають правилом трикутника: 

 
Рисунок 6.1 

 

Властивості додавання векторів: 

1) 𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑏̅ + 𝑎̅ (комутативність); 
2) 𝑎̅ + 0̅ = 𝑎̅ (наявність нейтрального елемента); 
3) ∃ 𝑎̅∗: 𝑎̅ + 𝑎̅∗ = 0̅ (наявність протилежного елемента); 
4) (𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐̅ = 𝑎̅ + (𝑏̅ + 𝑐̅) (асоціативність). 
Існує другий спосіб побудови суми двох векторів, так зване 

«правило паралелограму»: сумою двох векторів  𝑎̅  і  𝑏̅, відкладених 
від спільного початку 𝑂, є вектор 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ , який збігається з діагоналлю 
паралелограма, побудованого на векторах 𝑎̅ і  𝑏̅ як на сторонах. 

Добутком 𝛼 ∙ 𝑎̅ вектора 𝑎̅ на дійсне число 𝛼 називається век-
тор 𝑏̅, колінеарний вектору 𝑎̅, довжина якого дорівнює |𝛼| ∙ |𝑎̅|, а 
напрямок співпадає з напрямком вектора 𝑎̅, якщо 𝛼 > 0, і проти-
лежний напрямку вектора 𝑎̅, якщо 𝛼 < 0.  

Властивості операції множення вектора на число: 

1) 𝛼(𝑎̅ + 𝑏̅) =  𝛼 ∙ 𝑎̅ + 𝛼 ∙ 𝑏̅  (дистрибутивність); 

2) 𝑎̅(𝛼 + 𝛽) =  𝛼 ∙ 𝑎̅ + 𝛽 ∙ 𝑎̅; 

3) (𝛼𝛽)𝑎̅ = (𝛼𝑎̅)𝛽  (асоціативність). 

Теорема 6.1. Якщо вектор 𝑏̅ колінеарний деякому ненульо-
вому вектору 𝑎̅, то існує дійсне число 𝜆 таке, що 𝑏̅ = 𝜆 ∙ 𝑎̅. 

Скалярним добутком двох векторів називається число, яке 
дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними. 
Позначення 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ або (𝑎̅𝑏̅).  
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𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = |𝑎̅| ∙ |𝑏̅| ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 

  
Рисунок 6.2 

 

Скалярним добутком двох векторів називається число, яке 
дорівнює добутку довжини одного з цих векторів на проєкцію дру-
гого вектора на вісь, що визначається першим із зазначених векто-
рів: 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = |𝑎̅| ∙ 𝑛𝑝𝑎̅𝑏̅ = |𝑏̅| ∙ 𝑛𝑝𝑏̅𝑎̅. 

Теорема 6.2. Два вектори ортогональні тоді та лише тоді, 
коли їхній скалярний добуток дорівнює 0. 

Фізичний зміст скалярного добутку 

Якщо на будь-яку матеріальну точку діє сила 𝐹̅, у наслідок 
чого точка переміщується в напрямку 𝑆̅, то скалярним добутком 
сили на переміщення є робота. 𝐴 = 𝐹̅ ∙ 𝑆̅. 

Алгебраїчні властивості скалярного добутку: 

1) 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = 𝑏̅ ∙ 𝑎̅ (комутативність); 
2) (𝛼𝑎̅)𝑏̅ = 𝛼(𝑎̅ ∙ 𝑏̅)   ( a)b (a b) =    (асоціативність); 
3) (𝑎̅ + 𝑏̅) ∙ 𝑐̅ = 𝑎̅ ∙ 𝑐̅ + 𝑏̅ ∙ 𝑐 ̅ (дистрибутивність); 
4) 𝑎̅ ∙ 𝑎̅ ≥ 0, 𝑎̅2 = 0 ↔ 𝑎̅ = 0̅; 

5) 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = |𝑎̅| ∙ |𝑏̅| ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 > 0, коли 𝛼 – гострий кут; 
    𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = |𝑎̅| ∙ |𝑏̅| ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 < 0, коли 𝛼 – тупий кут. 
Ці властивості дають нам змогу із векторами працювати як із 

числами в разі знаходження скалярного добутку. 
Трійка векторів називається упорядкованою, якщо вказано, 

який із векторів взяти першим, який – другим, який – третім. 
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6.2. Векторний добуток векторів 

 

Векторним добутком вектора 𝑎̅ на вектор 𝑏̅ (позначається 𝑎̅ × 𝑏̅ = [𝑎̅𝑏̅]) називається вектор 𝑐̅, який задовольняє таким трьом 
умовам: 

довжина вектора 𝑐̅ дорівнює добутку довжин векторів  𝑎̅ і 𝑏̅  

на синус кута між ними, тобто: 
1) |𝑐̅| = |𝑎̅| ∙ |𝑏̅| ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛼; 

2) вектор 𝑐̅ ортогональний до кожного з векторів 𝑎̅ і 𝑏̅ ; 

3) вектор 𝑐̅ напрямлений так, що трійка векторів 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅  є 
правою. 

Вектори колінеарні тоді й лише тоді, коли їхній векторний 
добуток дорівнює нульовому вектору. 

Геометричний зміст векторного добутку 
 |𝑎̅ × 𝑏̅| = |𝑎̅| ∙ |𝑏̅| ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑆. 
 

Модуль векторного добутку |𝑎̅ × 𝑏̅| дорівнює площі парале-
лограма, побудованого на векторах 𝑎̅ і 𝑏̅, приведених до спільного 
початку. 

Фізичний зміст векторного добутку 

Якщо на точку 𝑂 діє сила 𝐹̅, прикладена до точки 𝑀, сила 
позначена вектором 𝑏̅ і вектор 𝑎̅ з’єднує точки 𝑂 та 𝑀, то вектор-
ний добуток 𝑎̅ × 𝑏̅  – це момент сили F  стосовно точки 𝑂. 

 𝑎̅ × 𝑏̅ = 𝑚𝑜𝑚𝑂 𝐹̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
 

Ортом будь-якого вектора а  називається одиничний вектор, 
колінеарний 𝑎̅, напрямок якого збігається з напрямком 𝑎̅. 

Якщо 𝑎̅ і 𝑏̅ задані своїми координатами, то векторний добуток 𝑎̅ × 𝑏̅ можна обчислити за допомогою визначника третього порядку. 
 𝑎̅ = (𝑥1; 𝑦1; 𝑧1), 𝑏̅ = (𝑥2; 𝑦2; 𝑧2) 
 𝑎̅ × 𝑏̅ = | 𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅𝑥1 𝑦1 𝑧1𝑥2 𝑦2 𝑧2|. 
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Якщо координати векторів пропорційні, то векторний добуток 
дорівнює нулеві, й можна стверджувати, що вектори колінеарні. 

Алгебраїчні властивості векторного добутку 

1. 𝑎̅ × 𝑏̅ =− 𝑏̅ × 𝑎̅  некомутативність множення; 

2. (𝛼𝑎̅) × 𝑏̅ = 𝛼(𝑎̅ × 𝑏̅) асоціативність щодо скалярного множ-

ника; 
3. (𝑎̅ + 𝑏̅) × 𝑐̅ = 𝑎̅ × 𝑐̅ + 𝑏̅ × 𝑐 ̅дистрибутивність стосовно до-

давання; 

4.  𝑎̅ × 𝑎̅ = 0. 

 

 

6.3. Мішаний добуток векторів 

 

Нехай задано три довільні вектори 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅. Якщо вектор 𝑎̅  

векторно помножити на вектор 𝑏̅, а потім отриманий вектор 𝑎̅ × 𝑏̅ 

скалярно помножити на вектор 𝑐̅, то отримаємо число (𝑎̅ × 𝑏̅) ∙ 𝑐,̅ 

яке називається мішаним добутком векторів 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅. 
Геометричний зміст мішаного добутку векторів 

Мішаний добуток (𝑎̅ × 𝑏̅) ∙ 𝑐 ̅ дорівнює об’єму паралелепі-
педа, побудованого на векторах 𝑎̅, 𝑏̅ i 𝑐̅, який береться зі знаком 
«+», якщо трійка 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐 ̅є правою, та зі знаком «–», якщо трійка 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐 ̅  є лівою. Якщо вектори 𝑎̅, 𝑏̅ i 𝑐̅ компланарні, то (𝑎̅ × 𝑏̅) ∙ 𝑐 ̅

дорівнює 0. Позначається 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅. 
Відповідною та достатньою умовою компланарності трьох 

векторів є рівність нулеві їхнього мішаного добутку. 
Якщо три вектори 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐 ̅визначені своїми декартовими пря-

мокутними координатами: 𝑎̅ = (𝑥1; 𝑦1; 𝑧1), 𝑏̅ = (𝑥2; 𝑦2; 𝑧2),  𝑐̅ = (𝑥3; 𝑦3; 𝑧3), то мішаний добуток 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐̅ дорівнює визначнику,  
рядки якого, відповідно, дорівнюють координатам векторів, що 
перемножуються: 

 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐 ̅=|𝑥1 𝑦1 𝑧1𝑥2 𝑦2 𝑧2𝑥3 𝑦3 𝑧3|. 
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6.4. Векторний простір, його розмірність і базис 

 

Упорядкована множина n дійсних чисел naaaa ,...,,, 321  нази-

вається n-вимірним векторним простором Rn. 

Частинні випадки Rn: R1 – одномірний простір, елементами 
якого є вектори з однією координатою, тобто вектори, що нале-
жать деякій прямій; R2 – двовимірний простір, елементами якого є 
вектори, що належать деякій площині та мають по дві координати; 
R3 – тривимірний простір, елементами якого є вектори з трьома  
координатами. 

У n-вимірному векторному просторі можна виконувати дії: 

додавання векторів );...;;(),...,,( 2121 nn bbbbiaaaa ==
→→

 та множина 
вектора на число Rk  

( )nn babababa +++=+
→→

;...; 2211 , 

( )nkakakaak ;...;; 21=
→

. 

Вектори );...;;(),...,,,( 21321 nn bbbbiaaaaa ==
→→

 називаються рі-
вними, якщо niba ii ,1, == . 

Роль нуль-вектора відіграє ( )0;...;0;0=
→
O . 

Вектор 
→
b  є лінійною комбінацією векторів maaa

→→→
,...,, 21 , 

якщо існують такі числа mxxx ,...,, 21 , які одночасно не дорівнюють 

нулю, що mm axaxaxb
→→→→

+++= ...2211 .  

Система векторів maaa
→→→

,...,, 21  називається лінійно залеж-
ною, якщо існують такі числа mxxx ,...,, 21  , які одночасно не дорі-
внюють нулю, що виконується рівність: 

 

0...2211 =+++
→→→

mm axaxax . 
 

Якщо ця рівність можлива лише за умови, що 0...21 ==== mxxx , 

то вектори maaa
→→→

,...,, 21  називаються лінійно незалежними. 

У просторі Rn існує безліч лінійно незалежних систем векторів. 
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Базисом n-вимірного векторного простору Rn називається 
будь-яка сукупність n лінійно незалежних векторів, через які лі-
нійно виражається довільний вектор цього простору. 

Максимальне число лінійно незалежних векторів простору 
називається його розмірністю. Розмірність простору дорівнює кіль-
кості базисних векторів цього простору. 

Наведемо без доведення такі важливі твердження. 

1. Якщо вектори maaa
→→→

,...,, 21  лінійно залежні, то після приєд-
нання до них одного або кількох нових векторів дістанемо знову 
лінійно залежну систему векторів. 

2. Якщо вектори maaa
→→→

,...,, 21  лінійно незалежні, то після від-
кидання одного чи кількох векторів дістанемо знову лінійно неза-
лежну систему векторів. 

3. Вектори maaa
→→→

,...,, 21  лінійно залежні тоді й тільки тоді, 
коли хоча б один із цих векторів є лінійною комбінацією інших. 

4. У просторі Rn будь-яка система (n + 1) векторів є лінійно 
залежною. 

Для з’ясування питання про лінійну залежність векторів 

naaa
→→→

,...,, 21  в просторі nR  за означенням 5 перепишемо рівність 
→→→
=+++ 0...2211 nn axaxax  в координатній формі, де 

( ) niaaaa niiii ,1,;...;; 21 ==
→

: 
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Маємо лінійну однорідну систему рівнянь (n   n) стосовно 

невідомих nxxx ,...,, 21  

Якщо основний визначник системи 0 , то система має  

нульовий розв’язок 0...21 ==== nxxx , і тоді вектори naaa
→→→

,...,, 21  є 
лінійно незалежними за означенням. 
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Якщо 0= , то система має ненульові розв’язки, і тоді век-

тори naaa
→→→

,...,, 21  є лінійно залежними за означенням. 
Для з’ясування питання про лінійну залежність векторів 

maaa
→→→

,...,, 21  (m < n) достатньо обчислити ранг матриці, складеної 
з координат цих векторів: 

 



















=

nmnn

m

m

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

 

Якщо mAr =)( , то вектори лінійно незалежні, а якщо mAr )( , 

то вектори лінійно залежні. 
 

 

6.5. Розклад вектора за базисом 

 

Якщо вектори naaa
→→→

,..., 21  утворюють базис у просторі Rn, 

то довільний вектор 
→

a  цього простору є лінійною комбінацією 
базисних векторів, тобто існують такі числа nxxx ,...,, 21 , які  
одночасно не дорівнюють нулю, що виконується рівність:  

nanxaxax
→

++
→

+
→

=
→

...2211 . 

Числа nxxx ,...,, 21  називаються координатами вектора 
→

a  в  

базисі naaa
→→→

,..., 21 . 

Цей вираз називається розкладом вектора 
→

  у базисі 

naaa
→→→

,..., 21 . Легко показати, що цей вираз – єдиний для вектора 
→

 . 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти координати вектора  𝑏̅ = (𝑎, 2𝑎,−𝑎), 
якщо його довжина дорівнює √96. 

Розв’язання 

За умовою задачі |𝑏̅| = √𝑎2 + (2𝑎)2 + (−𝑎)2 = √96, 6𝑎2 =96, 𝑎2 = 16, 𝑎 = ±4 

Відповідь: 𝑏1̅ = (4; 8;−4), 𝑏2̅̅ ̅ = (−4; 8; 4). 
Приклад 2. Доведіть, що за будь-яких значень чисел 𝑎2, 𝑎3, 𝑏2, 𝑏3, 𝑐2, 𝑐3 три вектори 𝑎̅ = (0; 𝑎2; 𝑎3), 𝑏̅ = (0; 𝑏2; 𝑏3) та 𝑐̅ = (0; 𝑐2; 𝑐3) компланарні. 
Доведення 

Перші координати заданих векторів – нулі. Якщо відкласти 
ці вектори від початку координат, усі відповідні їм напрямлені від-
різки розмістяться в площині 𝑦𝑧. Отже, задані вектори компла-
нарні. 

Приклад 3. Визначте початок вектора 𝑎̅ = (3, −4, −2), якщо 
його кінець розміщений у точці 𝐵(3; −4;  5). 

Розв’язання 

Нехай початок вектора перебуває в точці 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧), тоді: 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = (3 − 𝑥,−4 − 𝑦, 3 −  𝑧). Маємо 3 − 𝑥 = 3, −4 − 𝑦 = −4, 5 −  𝑧 = −2, звідки знаходимо 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 7, тобто 𝐴(0; 0; 7). 
Відповідь: 𝐴(0; 0; 7). 
Приклад 4. Знайдіть вектор 𝑥̅, якщо відомо, що він колінеар-

ний вектору 𝑎̅ = (2,4,−1) і (𝑥̅𝑎̅) = 10. 

Розв’язання 

Оскільки вектор 𝑥̅ колінеарний вектору 𝑎̅, то його коорди-
нати пропорційні координатам вектора 𝑎̅. Отже, 𝑥̅ = (2𝜆; 4𝜆;−𝜆). 
Залишилося знайти  𝜆. Для цього скористаємось умовою (𝑥̅𝑎̅) = 10. 

Відомо, що скалярний добуток двох векторів, заданих коор-
динатами, можна обчислити як суму добутків відповідних коорди-
нат. Маємо: 2𝜆 + 4𝜆 − 𝜆 = 10, звідки 𝜆 = 2. Отже, 𝑥̅ = (4; 8; −2). 

Відповідь: 𝑥̅ = (4; 8;−2). 
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Приклад 5. Яку трійку утворюють три вектори 𝑎̅, 𝑏̅,  𝑐̅, якщо 𝑎̅ = (1,2,3), 𝑏̅ = (−1,0,2), 𝑐̅ = (1,−2,5)? 

Розв’язання 

Оскільки мішаний добуток 𝑎̅ ∙ 𝑏̅ ∙ 𝑐 ̅=| 1 2 3−1 0 21 −2 5| = 24 > 0, 

то за властивістю мішаного добутку задані вектори утворюють 
праву трійку.  

Відповідь: права трійка. 
 
 

Завдання для самоконтролю 
 

1. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах: 

( ) ( )1;1;01;2;2 ==
→→
bia . 

2. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах: 

( )0;3;2=
→
a , 

( )2;3;0 −=
→
b , 

( )3;2;1=
→
c . 

3. Дослідити на лінійну залежність системи векторів: 

а) ( )3;1;21 −=
→
a , 

( )1;0;32 −=
→
a , 

( )5;2;43 =
→
a , 

( )0;1;14 −=
→
a ; 

б) ( )1;0;11 −=
→
a , 

( )3;1;22 −=
→
a , 

( )1;1;03 −=
→
a ; 

в) ( )2;1;0;11 −=
→
a ,  

( )2;0;1;32 −=
→
a ,  

( )1;2;1;03 −=
→
a . 
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4. У декартовій системі координат задано вектори 𝑎⃗(𝑥1; 𝑦1; 𝑧1) 
і 𝑏⃗⃗(𝑥2; 𝑦2; 𝑧2): 

1) обчисліть модулі векторів 𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗, 𝑎⃗ − 𝑏⃗⃗; 

2) знайдіть вектори 𝑎0⃗⃗⃗⃗⃗ – одиничний для вектора 𝑎⃗ і 𝑏1⃗⃗ ⃗⃗ – про-
тилежний до одиничного для вектора 𝑏⃗⃗; 

3) знайдіть точку B, з якою збігається кінець вектора  𝑎⃗, якщо 
відомо, що його початок збігається з точкою 𝐴(1; 0;−1); 

4) знайдіть точку C , з якою збігається початок вектора b , 

якщо відомо, що його кінець збігається з точкою 𝐷(4; 4;−4); 
5) обчисліть скалярні добутки (𝑎⃗, 𝑏⃗⃗); (𝑎⃗, 𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗); (2𝑎⃗ − 3𝑏⃗⃗, 𝑏⃗⃗);  (2𝑎⃗ − 3𝑏⃗⃗, 𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗); 
6) обчисліть векторні добутки [𝑎⃗, 𝑏⃗⃗ ]; [𝑎⃗, 𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗]; [2𝑎⃗ − 3𝑏⃗⃗, 𝑏⃗⃗];  [2𝑎⃗ − 3𝑏⃗⃗, 𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗]; 
7) вектори 𝑎⃗ і 𝑏⃗⃗ зведені до спільного початку. Обчисліть 

площу паралелограма, побудованого на цих векторах; 
8) з’ясуйте, чи компланарні вектори 2𝑎⃗ − 3𝑏⃗⃗, 𝑏⃗⃗ і 𝑐. 

 

Варіант 𝑎⃗(𝑥1; 𝑦1; 𝑧1) 𝑏⃗⃗(𝑥2; 𝑦2; 𝑧2) Варіант 𝑎⃗(𝑥1; 𝑦1; 𝑧1) 𝑏⃗⃗(𝑥2; 𝑦2; 𝑧2) 
1 𝑎⃗(1; 2; −1) 𝑏⃗⃗(−2; 4; 5)

 
11 𝑎⃗(−1; 4; 1) 𝑏⃗⃗(2;−2; 5) 

2 𝑎⃗(−1; 2; 3) 𝑏⃗⃗(2; −1; 0) 12 𝑎⃗(1; −3; 2) 𝑏⃗⃗(6; 1;−1) 
3 𝑎⃗(4; −3; 2) 𝑏⃗⃗(−1; 5; 1) 13 𝑎⃗(3; 5; −2) 𝑏⃗⃗(2; 4;−1) 
4 𝑎⃗(−2; 6; 1) 𝑏⃗⃗(3; −1;−2) 14 𝑎⃗(5; 3; 1) 𝑏⃗⃗(−2; 4; 1) 
5 𝑎⃗(3; −1; 2) 𝑏⃗⃗(4; 5; −3) 15 𝑎⃗(1; 7; −2) 𝑏⃗⃗(−1; 2; 4) 
6 𝑎⃗(2; −2; 3) 𝑏⃗⃗(4; 1; −1) 16 𝑎⃗(−5; 3; −2) 𝑏⃗⃗(1;−1; 4) 
7 𝑎⃗(3; −1; 5) 𝑏⃗⃗(2; −2; 1) 17 𝑎⃗(4; −1; 0) 𝑏⃗⃗(5; 1; 2) 
8 𝑎⃗(1; 4; −2) 𝑏⃗⃗(5; −1; 3) 18 𝑎⃗(−2; 6; 0) 𝑏⃗⃗(5; 0; 4) 
9 𝑎⃗(−3; 3; 1) 𝑏⃗⃗(2; −3; 2) 19 𝑎⃗(0; 4; −2) 𝑏⃗⃗(1; 8; 4) 
10 𝑎⃗(−4; 1; 2) 𝑏⃗⃗(3; −1; 4) 20 𝑎⃗(4; −2; 0) 𝑏⃗⃗(2;−3; 3) 
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Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається вектором у просторі?  
2. Як обчислити довжину (модуль) вектора в тривимірному 

просторі?  
3. За якої умови два вектори в просторі є колінеарними?  
4. Що таке скалярний добуток векторів і яке його геометричне 

значення?  
5. Як за допомогою скалярного добутку визначити кут між 

двома векторами?  
6. За якої умови два вектори є перпендикулярними? Як це 

пов’язано зі скалярним добутком?  
7. Що називається векторним добутком двох векторів? Які 

його основні властивості?  
8. Який геометричний зміст має модуль векторного добутку 

двох векторів?  
9. Що таке мішаний добуток трьох векторів і яке його геомет-

ричне застосування?  
10. Як за допомогою мішаного добутку визначити, чи є три 

вектори компланарними? 

 

 

Тести 

 

1. Векторною величиною є: 
а) температура тіла; 
б) напруженість електричного поля; 
в) щільність речовини; 
г) енергія взаємодії. 
 

2. Для заданих векторів 𝑎̅ = (−1, 2, 5), 𝑏̅ = (0, 1, 2) вектор 𝑐̄ = 4а̄− 𝑏̄ має координати: 
а) (−4, 7, 19); 
б) (−4, 7, 18); 
в) (−4,−7, 18); 
г) інша відповідь. 
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3. Три вектори, що лежать в одній площині або в паралель-

них площинах, називаються: 
а) паралельними; 
б) компланарними; 
в) колінеарними; 
г) однаково напрямленими. 
 

4. Задано координати двох точок 𝐴(1,−2, 3) і 𝐵(−2, 1, 6). 
Координати вектора АВ̅̅ ̅̅  мають вигляд: 

а) (–1, –1, 9); 

б) (3, –3, –3); 

в) (–3, 3, 3);  

г) (1, 1, –9). 

 

5. Модуль вектора bаc 23 += , якщо )4;0;1(=а  і )0;0;1(=b  

дорівнює: 
а) 17 ; 

б) 17; 
в) 13; 
г) 119 . 

 

6. За яких значень р вектори )4;;4(),;1;2( pbpа −=−=  будуть 
колінеарні: 

а) –2; 

б) 6; 
в) 2; 
г) таких р немає. 
 

7. Скалярний добуток векторів )7;2;0(),0;7;1( =−= bа   

дорівнює: 
а) –12;  

б) –14; 

в) 7; 
г) –13. 
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8. За яких значень р вектори )2;;1(),;1;3( pbpа =−=  будуть 
ортогональними: 

а) –2; 

б) –3; 

в) 3; 
г) 1. 
 

9. Кут між векторами а = (√3;1;0) і в̄ = (1; 0; 0) дорівнює:  
а) 0; 
б) 90; 
в) 60; 
г) 30. 
 

10. Абсолютна величина вектора bаc 23 += , якщо 

)7,2,1( −=а  і )2,7,4(=b дорівнює: 
а) 5; 
б) 10; 
в) 13; 
г) інша відповідь. 
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ТЕМА 7. ПРЯМА НА ПЛОЩИНІ 
 

7.1. Різновиди рівняння прямої на площині. 
7.2. Кут між двома прямими. 

7.3. Відстань від точки до прямої. 
 
 

Основні теоретичні відомості 
 

7.1. Різновиди рівняння прямої на площині 
 

Означення 1. Рівняння 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 називається рівнянням 
деякої лінії на площині, якщо це рівняння задовольняє координати 
( )yx,  будь-якої точки, що лежить на цій лінії, і не задовольняє 
координати жодної точки, що не лежить на цій лінії. 

Рівняння 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 буде рівнянням прямої на площині, 
якщо функція F  є лінійною стосовно х та у. 

Пряма на площині може бути задана різними способами: точ-
кою та вектором, паралельним цій прямій; двома точками; точкою 
та вектором, перпендикулярним до цієї прямої тощо. Різним спо-
собам задання прямої відповідають різні види її рівнянь. 

Рівняння прямої, що проходить через задану точку 

паралельно до заданого вектора 

Відомі координати точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0), що належить прямій 𝐿, 

і координати вектора 𝑙→(𝑚, 𝑘), паралельного прямій (рис. 7.1). 
 

 

Рисунок 7.1 
 

Потрібно вивести рівняння прямої 𝐿 як сукупності точок, ко-
ординати яких задовольняють це рівняння.  
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Означення 2. Будь-який вектор 𝑙→(𝑚, 𝑘) паралельний до пря-
мої або який лежить на цій прямій, називається напрямним век-
тором прямої. 

Візьмемо змінну точку 𝑀(𝑥; 𝑦) на прямій 𝐿, тоді вектори 𝑀0𝑀→ (𝑥 − 𝑥0; 𝑦 − 𝑦0) і 𝑙→(𝑚; 𝑘) є колінеарними. 
З умови колінеарності цих векторів випливає пропорційність 

відповідних координат, тобто   𝑥−𝑥0𝑚 = 𝑦−𝑦0𝑘 . 

Отримане рівняння називається канонічним рівнянням прямої 
на площині. 

Рівняння прямої, що проходить через дві точки 

Відомі координати двох точок на прямій 𝐿: 𝑀1(𝑥1; 𝑦1) та 𝑀2(𝑥2; 𝑦2) (рис. 7.2). Складемо рівняння прямої 𝐿. Вектор 𝑀1𝑀2→ (𝑥2 − 𝑥1; 𝑦2 − 𝑦1) лежить на прямій 𝐿, отже, це напрямний 
вектор прямої 𝐿. 

 

 
Рисунок 7.2 

 

Якщо в канонічне рівняння прямої замість координат точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) підставити координати точки 𝑀1(𝑥1; 𝑦1), а замість коор-
динат цього напрямного вектора 𝑙→(𝑚; 𝑘) підставити координати  
іншого напрямного вектора прямої – вектора 𝑀1𝑀2→ (𝑥2 − 𝑥1; 𝑦2 − 𝑦1), 
то одержимо рівняння прямої за двома точками: 

 𝑥−𝑥1𝑥2−𝑥1 = 𝑦−𝑦1𝑦2−𝑦1. 
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Рівняння прямої у відрізках на осях 

Відомо, що пряма L  відсікає на осях координат відрізки дов-
жиною а і b  (рис. 7.3). Складемо рівняння цієї прямої. Точки пере-
тину прямої 𝐿 з осями координат: 𝑀1(𝑎; 0),𝑀2(0; 𝑏). Використаємо 

рівняння прямої за двома точками й одержимо:  
 𝑥 − 𝑎0 − 𝑎 = 𝑦 − 0𝑏 − 0, 𝑥 − 𝑎−𝑎 = 𝑦𝑏 , − 𝑥𝑎 + 1 = 𝑦𝑏, 
 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 = 1 – рівняння прямої у відрізках на осях, де а – довжина 

відрізка на осі Ох, а 𝑏 – довжина відрізка на осі Оу. 
 

 
Рисунок 7.3 

 

Рівняння прямої, що проходить  
через задану точку перпендикулярно до вектора 

Відомі координати точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) прямої та координати 
перпендикулярного вектора 𝑛→(𝐴; 𝐵) (рис. 7.4). Нехай 𝑀(𝑥; 𝑦) –  

деяка змінна точка на прямій, тоді вектори 𝑀0𝑀→ (𝑥 − 𝑥0;  𝑦 − 𝑦0) 
та 𝑛→(𝐴; 𝐵) перпендикулярні. 

З умови перпендикулярності векторів випливає, що 𝑀0𝑀→ ⋅𝑛→ = 0, звідки одержимо 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0 – рівняння пря-
мої, що проходить через задану точку перпендикулярно до цього 
вектора.  
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Рисунок 7.4 

 

Загальне рівняння прямої та його частинні випадки 

Якщо в рівнянні 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0 розкрити дужки 
й ввести позначення 𝐶 = −𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0, то одержимо загальне рів-
няння прямої на площині 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0, де 𝐴, 𝐵 – координати 
перпендикулярного вектора, причому 𝐴, 𝐵  ≠ 0 одночасно.  

Дослідження загального рівняння прямої 
– якщо 𝐴 = 0, то рівняння 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 або 𝑦 = − 𝐶𝐵 визначає 

пряму, паралельну осі Ох; 

– якщо 𝐵 = 0, то пряма 𝑥 = − 𝐶𝐴 визначає пряму, паралельну 
осі Оу; 

– якщо 𝐶 = 0, то пряма 𝑦 = − 𝐴𝐵 𝑥 визначає пряму, що прохо-
дить через початок координат; 

– якщо 𝐴 = 𝐶 = 0, то пряма 𝑦 = 0 визначає вісь Ох; 

– якщо 𝐵 = 𝐶 = 0, то пряма 𝑥 = 0 визначає вісь Оу. 

Нормальне рівняння прямої 
Означення 3. Вектор, опущений з початку координат пер- 

пендикулярно на пряму, називається вектором нормалі цієї прямої. 
Нехай відома відстань р від точки ( )0;0O  до прямої 𝐿, тобто 𝑝 = |𝑂𝑃→ |, відомо кут 𝛼 між вектором нормалі та додатним напря-

мом осі 𝑂𝑥 (рис. 7.5). Потрібно скласти рівняння прямої 𝐿. 
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Рисунок 7.5 

 

Координати вектора нормалі 𝑂𝑃→  знайдемо як проєкції його 
на осі координат:  

пр.𝑥  𝑂𝑃→ = 𝑝 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼,  пр.𝑦  𝑂𝑃→ = 𝑝 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝛼, де 𝛼 – кут між век-

тором 𝑂𝑃→  і віссю Ох. 

Точка Р прямої 𝐿 має такі самі координати, що й вектор 𝑂𝑃→ , 

тобто 𝑃(𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ; 𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝛼). 
Складемо рівняння прямої 𝐿 за точкою 𝑃(𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ;  𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝛼) і 

перпендикулярним вектором 𝑝→(𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ;  𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝛼):  𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝑥 − 𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝛼) + 𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝛼 (𝑦 − 𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝛼) = 0, звідки одер-
жимо нормальне рівняння прямої на площині: 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑝 =0, дe р – довжина перпендикуляра, опущеного на пряму з початку 
координат (𝑝 > 0), а   – кут між цим перпендикуляром і додатним 
напрямом осі Ох. 

Якщо загальне рівняння прямої 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 помножити 
на нормуючий множник 𝜇 = ± 1√𝐴2+𝐵2, де знак обирається проти-
лежним до знака вільного члена С, то одержимо нормальне рів-
няння прямої на площині. 

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 

Точка 𝐵(0; 𝑏) і кут 𝛽 однозначно визначають пряму L  на 
площині (рис. 7.6). 

Дійсно, 𝑦 = 𝑀𝐶 + 𝐶𝑁 = 𝐵𝐶 ⋅ 𝑡𝑔𝛽 + 𝑏 = 𝑥 ⋅ 𝑡𝑔𝛽 + 𝑏. 

Позначимо 𝑘 = 𝑡𝑔𝛽 та одержимо шукане рівняння прямої з 
кутовим коефіцієнтом 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏, де 𝑘 – кутовий коефіцієнт пря-
мої, 𝛽 – це кут між прямою та додатним напрямом осі ОХ. 
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Рисунок 7.6 

 

Рівняння прямої, що проходить  
через задану точку у вказаному напрямі 

Відомі координати деякої точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) прямої 𝐿 та кут 
нахилу 𝛽 її до осі Ох (рис. 7.7). 

 

 
Рисунок 7.7 

 

Скористаємося рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏.  

Підставляючи в нього координати цієї точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) і кут 𝛽, знайдемо значення 𝑏 = 𝑦0 − 𝑘𝑥0. Шукане рівняння прямої на-
буває вигляду 𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0). 

Якщо 𝑘 – змінна величина, то це рівняння описує пучок пря-
мих, які проходять через точку 𝑀0(𝑥0; 𝑦0). 
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7.2. Кут між двома прямими 

 

Кут між прямими, заданими канонічними рівняннями, ви-
значається кутом між напрямними векторами цих прямих 𝑙1→(𝑚1; 𝑘1) та 𝑙2→ (𝑚2; 𝑘2) (рис. 7.8). 

 

 
Рисунок 7.8 

 

Косинус кута між ними 𝑐𝑜𝑠 𝜙 = 𝑙1→ ⋅𝑙2→|𝑙1→ |⋅|𝑙2→ | = 𝑚1𝑚2+𝑘1𝑘2√𝑚12+𝑘12⋅√𝑚22+𝑘22. 
Звідси випливають умови паралельності й перпендикулярності 

прямих 𝐿1 та 𝐿2:  

1L    2L   1

→

l    
→

2l
2

1

2

1

k

k

m

m
= , 

          𝐿1  ⊥  𝐿2 ⇔ 𝑙1→ ⊥ 𝑙2→ ⇔𝑚1𝑚2 + 𝑘1𝑘2 = 0. 
 

Кут між прямими, заданими загальними рівняннями  𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 та 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0, визначається кутом 
між нормальними векторами 𝑛→1(𝐴1; 𝐵1) та 𝑛→2(𝐴2; 𝐵2) цих прямих 
(рис. 7.9), тобто 
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Рисунок 7.9 

 𝑐𝑜𝑠 𝜙 = 𝑛1→ ⋅𝑛2→|𝑛1→ |⋅|𝑛2→ | = 𝐴1𝐴2+𝐵1𝐵2√𝐴12+𝐵12⋅√𝐴22+𝐵22, звідки випливає, що 𝐿1   𝐿2 

𝑛→1   𝑛2→   ⇔ 𝐴1𝐴2 = 𝐵1𝐵2, 𝐿1 ⊥ 𝐿2 ⇔ 𝑛1→ ⊥ 𝑛2→ ⇔ 𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 = 0. 

 

Кут між прямими, заданими рівняннями  
з кутовими коефіцієнтами 𝑦 = 𝑘1𝑥 + 𝑏1 та 𝑦 = 𝑘2𝑥 + 𝑏2 визначається з рівності  𝛼2 = 𝛼1 + 𝜙 (рис. 7.10), звідки 

 
Рисунок 7.10 
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𝜙 = 𝛼2 − 𝛼1, 𝑡𝑔𝜙 = 𝑡𝑔(𝛼2 − 𝛼1) = 𝑡𝑔𝛼2−𝑡𝑔𝛼11+𝑡𝑔𝛼1𝑡𝑔𝛼2 = 𝑘2−𝑘11+𝑘1𝑘2. 
Отже, маємо 𝑡𝑔𝜙 = 𝑘2−𝑘11+𝑘1𝑘2, звідки випливають умови паралель- 

ності та перпендикулярності прямих 𝐿1 та 𝐿2:  𝐿1||𝐿2 ⇔ 𝑘1 = 𝑘2,    𝐿1  ⊥  𝐿2 ⇔ 1+ 𝑘1𝑘2 = 0,  𝑘1𝑘2 = −1,  𝑘1 = − 1𝑘2.     
 

 

7.3. Відстань від точки до прямої 
 

 
Рисунок 7.11 

 

Відстань від точки 0M (𝑥0; 𝑦0) до прямої 𝐿 дорівнює довжині 
перпендикуляра 𝑀0𝑀1, опущеного з точки 0M  на пряму (рис. 7.11). 

Складемо рівняння прямої 𝑀0𝑀1 як рівняння прямої, що прохо-
дить через цю точку 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) паралельно до цього вектора 𝑛→(𝐴; 𝐵): 𝑥−𝑥0𝐴 = 𝑦−𝑦0𝐵 , звідки 𝐵(𝑥 − 𝑥0) − 𝐴(𝑦 − 𝑦0) = 0. 

Координати точки 𝑀1(𝑥; 𝑦) як точки перетину прямих 𝐿 і 𝑀0𝑀1 задовольняють рівняння обох прямих, тобто систему рів-

нянь: { 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0𝐵(𝑥 − 𝑥0) − 𝐴(𝑦 − 𝑦0) = 0. 

Після перетворень одержимо (𝐴2 + 𝐵2)((𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 −−𝑦0)2) = (𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶)2, (𝐴2 + 𝐵2) ⋅ 𝑑2 = (𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶)2, 

звідки:  
 𝑑 = √(𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶)2𝐴2+𝐵2 = |𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶|√𝐴2+𝐵2  –  

 

відстань від точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) до прямої 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0. 
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Розв’язування типових прикладів 

Приклад 1. Трикутник АВС заданий своїми вершинами  
А (–2; –1), В (4; 3), С (6; 1). Знайти: а) рівняння сторони ВС та за-
писати його у відрізках на осях; 

б) рівняння прямої, яка проходить через точку А паралельно 
до ВС; 

в) рівняння та довжину висоти АН. 
Розв’язання 

а) рівняння сторони ВС складемо як рівняння прямої, що про-
ходить через дві задані точки 𝑥−𝑥1𝑥2−𝑥1 = 𝑦−𝑦1𝑦2−𝑦1, підставивши в це рів-
няння координати точок В (4; 3) і С (6; 1), а саме: 𝑥−46−4 = 𝑦−31−3 ,   𝑥−42 = 𝑦−3−2 ,   𝑥 − 4 = −(𝑦 − 3), звідки 𝑥 + 𝑦 −7 = 0 – рівняння сторони ВС. 

Перепишемо це рівняння у формі рівняння прямої у відрізках 
на осях 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 = 1, поділивши обидві сторони рівняння 𝑥 + 𝑦 = 7 

на 7: 𝑥7 + 𝑦7 = 1. Отже, 𝑎 = 7,  𝑏 = 7 – відрізки, які відтинає пряма 
ВС на осі Ох і та осі Оу, відповідно; 

б) застосовуємо рівняння прямої, яка проходить через задану 
точку паралельно до заданого вектора 𝑥−𝑥0𝑚 = 𝑦−𝑦0𝑘 , підставивши в 
це рівняння замість точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) точку А (–2; –1), а замість на-

прямного вектора 𝑙→(𝑚; 𝑘) – вектор 𝐵𝐶→ = (6 − 4;   1 − 3) =(2;−2). Одержимо, 𝑥−(−2)2 = 𝑦−(−1)−2 ,   𝑥+22 = 𝑦+1−2 , звідки 𝑥 + 𝑦 +3 = 0 – рівняння шуканої прямої; 
в) складемо рівняння висоти АН, застосовуючи рівняння пря-

мої, що проходить через задану точку перпендикулярно до зада-
ного вектора 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0, підставляючи в це рів-
няння замість точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) точку А (–2; –1), а замість вектора 𝑛→(𝐴; 𝐵) – вектор 𝐵𝐶→ (2;−2): 2(𝑥 + 2) − 2(𝑦 + 1) = 0, 
звідки х−𝑦 + 1 = 0 – рівняння висоти АН. 
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Обчислимо довжину висоти АН, використовуючи формулу 
відстані від точки до прямої, підставляючи в неї замість точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) точку А(–2; –1), а замість коефіцієнтів А, В, С – коефі-
цієнти прямої ВС (𝑥 + 𝑦 − 7 = 0) 1, 1 та –7, відповідно: 𝐴𝐻 = 𝑑 =|1⋅(−2)+1⋅(−1)−7|√12+12 = |−10|√2 = 10√2 = 5√2. 

 

Приклад 2. Скласти рівняння двох прямих, що проходять че-
рез точку D  (–2; 1), з яких одна – паралельна, а друга – перпенди-
кулярна прямій 5𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0. 

Розв’язання 

Застосовуємо рівняння пучка прямих 𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0), під-

ставляючи замість точки 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) точку 𝐷 (–2; 1), а замість 𝑘 – 

шукані кутові коефіцієнти прямих; одержимо 𝑦 − 1 = 𝑘(𝑥 + 2). 
Знайдемо кутовий коефіцієнт прямої 5𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0. Для 

цього виразимо у через х: 𝑦 = 52 𝑥 + 2, звідки 𝑘0 = 52. 
Якщо шукана пряма 𝑦 − 1 = 𝑘(𝑥 + 2) паралельна до заданої, 

то 𝑘 = 𝑘0 = 52. Одержимо 𝑦 − 1 = 52 (𝑥 + 2),   2𝑦 − 2 = 5𝑥 + 10, 

звідки 5𝑥 − 2𝑦 + 12 = 0 – рівняння шуканої прямої, паралельної 
до заданої. 

Якщо шукана пряма 𝑦 − 1 = 𝑘(𝑥 + 2) перпендикулярна до 
заданої, то 𝑘 = − 1𝑘0 = − 25, тоді 𝑦 − 1 = − 25 (𝑥 + 2),   5𝑦 − 5 =−2𝑥 − 4, звідки 2𝑥 + 5𝑦 − 1 = 0 – рівняння шуканої прямої, пер-
пендикулярної до заданої прямої. 

 

Приклад 3. Знайти канонічне рівняння прямої, що проходить 
через точку 𝑀0(2, − 1) і має напрямний вектор 𝑎⃗ = (3, 4). 

Розв’язання 

I спосіб. Записуємо загальну формулу канонічного рівняння 
прямої: 𝑥 − 𝑥0𝑎1 = 𝑦 − 𝑦0𝑎2 , 
підставляємо дані 𝑥0 = 2, 𝑦0 = −1, 𝑎1 = 3, 𝑎2 = 4: 𝑥 − 23 = 𝑦 − (−1)4  
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Оскільки 𝑦 − (−1) = 𝑦 + 1, маємо: 𝑥 − 23 = 𝑦 + 14  𝑥 − 23 = 𝑦 + 14  

II спосіб. Перевірка через параметричний запис 

Можемо записати: { 𝑥 = 2 + 3𝑡𝑦 = −1 + 4𝑡. 
Це означає: 

‒ за 𝑡 = 0 отримуємо точку 𝑀0(2,−1); 
‒ у разі зміни 𝑡 рухаємося вздовж прямої в напрямі 

вектора 𝑎⃗ = (3, 4). 
Отже, канонічне рівняння прямої: 𝑥 − 23 = 𝑦 + 14  

 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. У трикутнику ABC з вершинами A (–3; –2), B (5; 4), C (7; –4) 

знайти:  
а) рівняння сторони AC; 

б) кут A; 

в) рівняння та довжину висоти AH; 

г) рівняння прямої, що проходить через точку A паралельно 
стороні ВС, і прямої, що проходить через точку А перпендикулярно 
стороні АВ; 

д) периметр 𝛥𝐴𝐵𝐶; 

е) площу 𝛥𝐴𝐵𝐶. 

2. Знайти кут між прямими: 
а) 3𝑥 − 2𝑦 + 5 = 0,  2𝑥 + 3𝑦 − 1 = 0; 

б) 𝑥4 + 𝑦3 = 1, 
𝑥−12 = 𝑦+2−3 ; 

в) 𝑦 = 2𝑥 + 5,  𝑥 − 𝑦 + 7 = 0; 

г) 𝑦 = 2𝑥 + 1і 𝑦 = − 12 𝑥 + 3. 
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3. Знайти рівняння прямої, що проходить через точки 𝐴(1, 2) і 𝐵(3,−4).  
4. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку 𝑀(0,−2) і паралельна прямій 3𝑥 − 𝑦 + 4 = 0.  

5. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку 𝑃(1, 1) і 
перпендикулярна до прямої 𝑥 + 2𝑦 − 6 = 0. 

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається рівнянням лінії на площині? Яка умова 
того, що рівняння задає саме пряму?  

2. Що таке напрямний вектор прямої? Яке його геометричне 
значення?  

3. Запишіть канонічне рівняння прямої, що проходить через 
задану точку паралельно заданому вектору.  

4. Як вивести рівняння прямої, що проходить через дві за-
дані точки?  

5. Який вигляд має рівняння прямої у відрізках на осях? Що 
означають параметри 𝑎 і 𝑏?  

6. Запишіть рівняння прямої, що проходить через задану  
точку перпендикулярно до вектора.  

7. Який вигляд має загальне рівняння прямої на площині? 
Що означають коефіцієнти 𝐴, 𝐵, 𝐶?  

8. Які частинні випадки загального рівняння прямої відпові-
дають:  

‒ прямій, паралельній осі 𝑂𝑥;  

‒ прямій, паралельній осі 𝑂𝑦;  

‒ прямій, що проходить через початок координат?  
9. Що таке нормальне рівняння прямої? Який геометричний 

зміст параметрів 𝑝 та 𝛼?  

10. Що називається кутовим коефіцієнтом прямої? Як запи-
сується рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом?  
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11. Як визначається кут між двома прямими:  
‒ за напрямними векторами;  
‒ за загальними рівняннями;  
‒ за кутовими коефіцієнтами?  
12. За якою формулою обчислюється відстань від точки до 

прямої на площині? Який геометричний зміст цієї відстані? 

 

 

Тести 

 

1. Рівнянням прямої на площині називається рівняння, 
що: 

а) задає коло; 
б) описує тільки точки прямої; 
в) містить квадрат змінної; 
г) має лише одну змінну. 
 

2. Що називається напрямним вектором прямої: 
а) вектор, що перпендикулярний прямій; 
б) вектор, який паралельний прямій; 
в) вектор одиничної довжини; 
г) вектор, що лежить на осі координат. 
 

3. Який спосіб можна використати для задання прямої  
на площині: 

а) тільки однією точкою; 
б) двома точками; 
в) тільки кутом нахилу; 
г) тільки довжиною відрізка. 
  

4. Що показує кутовий коефіцієнт прямої: 
а) довжину прямої; 
б) кут нахилу прямої до осі абсцис; 
в) відстань до початку координат; 
г) координати середини відрізка. 
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5. Паралельними називаються прямі, що: 
а) перетинаються під прямим кутом; 
б) мають спільну точку; 
в) не перетинаються; 
г) проходять через початок координат. 
  

6. Перпендикулярними називаються прямі, що: 
а) не мають спільних точок; 
б) утворюють прямий кут; 
в) лежать на одній осі; 
г) мають однаковий напрям. 
  

7. Що називається нормаллю до прямої: 
а) вектор, паралельний прямій; 
б) вектор, що утворює гострий кут з прямою; 
в) вектор, перпендикулярний до прямої; 
г) вектор довільного напряму. 
  

8. Відстань від точки до прямої – це: 

а) довжина будь-якого відрізка між ними; 

б) довжина перпендикуляра, опущеного з точки на пряму; 

в) відстань до початку координат; 
г) довжина напрямного вектора. 
  

9. Яка пряма проходить через початок координат: 

а) та, у якої немає спільних точок з осями; 
б) та, що перетинає обидві осі; 
в) та, що містить точку початку координат; 
г) та, що паралельна осі ординат. 
  

10. Що визначає кут між двома прямими: 

а) кут між їхніми напрямами; 
б) довжину прямої; 
в) відстань між прямими; 
г) координати точки перетину. 
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ТЕМА 8. РІВНЯННЯ КРИВИХ  
ДРУГОГО ПОРЯДКУ. 

РІВНЯННЯ ПОВЕРХОНЬ 

 

8.1. Коло. 
8.2. Еліпс. 
8.3. Гіпербола. 
8.4. Парабола. 
8.5. Дослідження рівняння другого порядку. 

 
Основні теоретичні відомості 

 

Лінією (кривою) другого порядку називають множину точок 
площини, декартові координати яких задовольняють алгебраїчне 
рівняння другого степеня: 
 𝑎1𝑥2 + 𝑎2𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎5𝑦 + 𝑎0 = 0,               (1) 

 

де 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒, 𝒂𝟓, 𝒂𝟎 – дійсні числа, причому хоча б одне з чисел 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑 відмінне від нуля. Рівняння (1) називається загальним 
рівнянням лінії другого порядку. До ліній другого порядку нале-
жать: коло, еліпс, гіпербола, парабола. 
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8.1. Коло 

 

Колом називається множина точок площини, відстані яких 
від заданої точки площини (центра кола) дорівнюють сталому  
числу (радіусу). 

Рівняння: 
 (𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑅2                              (2) 

 

визначає коло з центром у точці 𝑪(𝒙𝟎; 𝒚𝟎) і радіусом 𝑹. 

 

Якщо центром кола є початок координат, то рівняння кола 
має вигляд: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2                                            (3) 
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8.2. Еліпс 

 

Еліпсом називається геометричне місце точок, сума відста-
ней від кожної з яких до двох фіксованих точок 𝑭𝟏 і 𝑭𝟐 (фокусів) є 
величина стала. 

Канонічне рівняння еліпса з півосями 𝒂 і 𝒃, центром у початку 

координат і вершинами 𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑩𝟏, 𝑩𝟐, розташованими на осях  
координат, має вигляд: 𝑥2𝑎2 + 𝑦2𝑏2 = 1                                                (4) 

 
 

Відстані між вершинами називаються осями еліпса: 𝑨𝟏𝑨𝟐 =𝟐𝒂 – велика вісь, 𝑩𝟏𝑩𝟐 = 𝟐𝒃 – мала вісь. Точки 𝑭𝟏 і 𝑭𝟐 назива-
ються фокусами, а 𝑭𝟏𝑭𝟐 = 𝟐𝒄 – фокусна відстань. Відповідно до 
означення еліпса виконується співвідношення: 𝒃𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒄𝟐. 

Ексцентриситетом еліпса називається відношення фокусної 
відстані до довжини великої осі: 

 𝘀 = 2𝑐2𝑎 = 𝑐𝑎 ;     0 ≤ 𝘀 < 1. 
 

Директрисами називаються прямі, паралельні до малої осі 
еліпса, рівняння яких: 𝑥 = ±𝑎𝘀 = ±𝑎2𝑐  . 
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8.3. Гіпербола 
 

Гіперболою називається геометричне місце точок, різниця 
відстаней від кожної з яких до двох фіксованих точок 𝑭𝟏 і 𝑭𝟐  

(фокусів) є величина стала. 

 
 

Канонічне рівняння гіперболи: 
 𝑥2𝑎2 − 𝑦2𝑏2 = 1                                               (5) 
 

Параметри 𝟐𝒂, 𝟐𝒃 називаються дійсною та уявною осями гі-
перболи, 𝒂, 𝒃 – її півосі, точки 𝑨𝟏(−𝒂; 𝟎), 𝑨𝟐(𝒂; 𝟎) – вершини, 𝑶(𝟎; 𝟎) – центр гіперболи. 

Прямі 𝒚 = ± 𝒃𝒂𝒙 називаються асимптотами гіперболи. 

Точки 𝑭𝟏(−𝒄; 𝟎), 𝑭𝟐(𝒄; 𝟎) – фокуси гіперболи. Число 𝜺 = 𝒄𝒂 – 

ексцентриситет гіперболи, причому 𝟏 < 𝜺 < ∞. Прямі 𝒙 = ± 𝒂𝜺 на-
зиваються директрисами гіперболи. Виконується співвідношення 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐. 

Гіпербола, для якої 𝒂 = 𝒃, називається рівносторонньою. 
Гіпербола, рівняння якої має вигляд: 
 𝑦2𝑏2 − 𝑥2𝑎2 = 1 , 

 

називається спряженою гіперболою.  
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8.4. Парабола 

 

Параболою називається геометричне місце точок площини, 
що перебувають на однаковій відстані від даної точки (фокуса) та 
даної прямої (директриси). 

Є чотири види канонічного рівняння параболи: 
 

 
 

Ексцентриситет параболи 𝜺 = 𝟏. 

 

 

  



 

107 

8.5. Дослідження рівняння другого порядку 

 

Розглянемо загальне рівняння другого порядку, яке не міс-
тить добутку 𝑥 ⋅ 𝑦, а саме: 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐹 = 0.    

Якщо це рівняння є рівнянням деякої кривої другого порядку 
і, крім того, 

1) 𝐴 = 𝐵, то це рівняння кола; 
2) 𝐴 ⋅ 𝐵 > 0, тобто коефіцієнти А і В одного знаку, але різні 

за величиною, то це рівняння еліпса; 
3) 𝐴 ⋅ 𝐵 < 0, тобто коефіцієнти А і В мають різні знаки, то 

це рівняння гіперболи; 
4) 𝐴 = 0 (або 𝐵 = 0), то це рівняння параболи. 
 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти координати центра та радіус кола, зада-
ного рівнянням 4𝑥2 + 4𝑦2 + 8𝑥 − 16𝑦 − 61 = 0. 

Розв’язання 

Виділимо повні квадрати при 𝑥 та 𝑦 4(𝑥2 + 2𝑥) + 4(𝑦2 − 4𝑦) − 61 = 0 4(𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1) + 4(𝑦2 − 4𝑦 + 4 − 4) − 61 = 0 4(𝑥 + 1)2 − 4 + 4(𝑦 − 2)2 − 16 − 61 = 0 4(𝑥 + 1)2 + 4(𝑦 − 2)2 = 81 |:  4 (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 814  

Отже, центр кола перебуває в точці 𝑀0(−1; 2), а радіус кола 𝑅 = 92 = 4,5. 

Приклад 2. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо: 
а) мала вісь еліпса дорівнює 12, а ексцентриситет еліпса 

5

4
; 

б) відстань між директрисами еліпса 
3

100 , а відстань між фо-

кусами еліпса 12. 

Розв’язання 

а) за умовою 2𝑏 = 12, звідки 𝑏 = 6;  𝘀 = 𝑐𝑎 = 45. 
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Використаємо співвідношення: 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2, звідки 𝑐2 =𝑎2 − 𝑏2. Піднесемо обидві частини рівності 𝑐𝑎 = 45 до квадрата, зро-
бимо заміну 𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑎2 − 36 та одержимо рівняння від- 

носно а: 
𝑐2𝑎2 = 1625 ,   𝑎2−36𝑎2 = 1625, після перетворень знайдемо 𝑎2 = 100. 

Маємо 𝑏2 = 36,  𝑎2 = 100, шукане рівняння еліпса: 𝑥2100+ 𝑦236 = 1; 

б) за умовою 2𝑎𝜀 = 1003 , звідки 𝑎𝜀 = 503 . Відстань між фокусами 
еліпса 2𝑐 = 12, звідки 𝑐 = 6;  𝘀 = 𝑐𝑎 = 6𝑎. 

Підставимо значення 𝘀 = 6𝑎 у рівність 𝑎𝜀 = 503  і одержимо рів-

няння відносно а: 
𝑎6 𝑎⁄ = 503 ,   𝑎26 = 503 ,  звідки 𝑎2 = 6⋅503 = 100. 

Знайдемо 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 = 100 − 36 = 64. 

Одержимо рівняння еліпса 𝑥2100+ 𝑦264 = 1. 

Приклад 3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, фокуси 
якої лежать на осі Ох, якщо: 

а) рівняння асимптот гіперболи 𝑦 = ± 512 𝑥, а відстань між фо-
кусами дорівнює 26; 

б) точки 𝑀1(6; −1),  𝑀2(−8;  2√2) належать гіперболі. 
Розв’язання 

а) з означення асимптот гіперболи випливає, що 𝑏𝑎 = 512, 
звідки 𝑏 = 512 𝑎. Згідно з умовою 2𝑐 = 26, 𝑐 = 13. Використаємо 
співвідношення для а,b  і с гіперболи 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2. Підставимо в 
нього значення 𝑏 = 512𝑎 і 𝑐 = 13 і одержимо рівняння ( 512𝑎)2 =132 − 𝑎2, звідки 𝑎2 = 144, а = 12. Знайдемо 𝑏2 = 169 − 144 = 25. 

Маємо рівняння гіперболи 𝑥2144− 𝑦225 = 1; 

б) точки 𝑀1(6;−1),  𝑀2(−8; 2√2) задовольняють рівняння 
гіперболи, тому, підставивши ці точки в рівняння гіперболи, одер-
жимо систему двох рівнянь стосовно невідомих 𝑎 та 𝑏: 

{36𝑎2 − 1𝑏2 = 1,64𝑎2 − 8𝑏2 = 1. 
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Позначимо 1𝑎2 = 𝑢,  1𝑏2 = 𝑣. Одержимо систему рівнянь: { 36𝑢 − 𝑣 = 164𝑢 − 8𝑣 = 1. 

Розв’язавши цю систему, одержимо 36𝑢 − 4𝑢 = 1,  32𝑢 =1,  𝑢 = 132 ,  𝑣 = 4 ⋅ 132 = 8

1
. 

Перейдемо до заміни: 1𝑎2 = 132, звідки 𝑎2 = 32,  1𝑏2 = 18, звідки 
82 =b . 

Шукане рівняння гіперболи  
𝑥232− 𝑦28 = 1. 

Приклад 4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її 
фокус перебуває в точці перетину прямої 4𝑥 − 3𝑦 − 4 = 0 з віссю Ох. 

Розв’язання 

Спочатку знайдемо точку перетину прямої з віссю Ох. Для 
цього в рівняння прямої підставимо 𝑦 = 0, одержимо 4𝑥 − 3 ⋅ 0 −4 = 0, звідки 𝑥 = 1. Отже, 𝐹(1;   0) – фокус параболи.  

Оскільки 𝐹 (𝑝2 ;  0), то 𝑝2 = 1, звідки 𝑝 = 2. У рівняння 𝑦2 =2𝑝𝑥 підставимо 𝑝 = 2 та одержимо рівняння параболи 𝑦2 = 4𝑥. 

Приклад 5. На параболі 𝑦2 = 8𝑥 знайти точку, відстань якої 
від директриси дорівнює 4. 

Розв’язання 

З рівняння параболи випливає, що 2𝑝 = 8,  𝑝 = 4, ⥂ 𝑝2 =2,   𝑥 = −2 – рівняння директриси. Згідно з умовою 𝑑 = 4, але  𝑑 = 2 + 𝑥, де х – абсциса шуканої точки параболи. Маємо 4 = 2 +𝑥,   𝑥 = 2. Підставимо 2=x  в рівняння параболи й одержимо 𝑦2 =8 ⋅ 2 = 16, звідки 𝑦 = ±4. 

Отже, одержали дві шуканих точки 𝑀1(2; 4), 𝑀2(2; −4). 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти центр і радіус кола 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 − 4𝑦 + 25 = 0. 

2. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо його велика вісь 8, 
а відстань між директрисами 16. 
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3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо рівняння 
асимптот 𝑦 = ± 43 𝑥, а відстань між вершинами 12. 

4. Обчислити фокальний радіус точки М параболи 𝑦2 = 20𝑥, 

якщо абсциса точки М дорівнює 7. 
 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що називається кривою другого порядку? Які криві нале-
жать до кривих другого порядку?  

2. Дайте означення кола. Яке канонічне рівняння кола з цент-
ром у точці (𝑥0; 𝑦0)?  

3. Як із загального рівняння кола визначити координати 
центра та радіус кола?  

4. Дайте означення еліпса. Що називається фокусами, вели-
кою та малою осями еліпса?  

5. Запишіть канонічне рівняння еліпса та поясніть зміст пара-
метрів 𝑎, 𝑏, 𝑐.  

6. Що таке ексцентриситет еліпса? Які значення він може на-
бувати та що характеризує?  

7. Дайте означення гіперболи. Чим означення гіперболи від-
різняється від означення еліпса?  

8. Запишіть канонічне рівняння гіперболи. Що називають 
дійсною та уявною осями гіперболи?  

9. Що таке асимптоти гіперболи? Як записують їхні рівняння?  
10. Дайте означення параболи. Що називають фокусом і ди-

ректрисою параболи?  
11. Запишіть канонічне рівняння параболи та поясніть геомет-

ричний зміст параметра 𝑝.  

12. За якими ознаками в загальному рівнянні другого порядку 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐶𝑥 + 𝐷𝑦 + 𝐸 = 0 

можна визначити, чи задає воно коло, еліпс, гіперболу або параболу? 
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Тести 

 

1. Яка з наведених кривих належить до кривих другого 
порядку: 

а) спіраль; 
б) синусоїда; 
в) еліпс; 
г) ламана. 
  

2. Що називається колом: 

а) лінія, що має дві вершини; 
б) множина точок, рівновіддалених від центра; 
в) лінія з двома фокусами; 
г) нескінченна крива. 
  

3. Фокусами еліпса є: 
а) точки перетину осей; 
б) центри симетрії; 
в) дві задані точки, пов’язані з означенням еліпса; 
г) вершини еліпса. 
  

4. Яку форму має еліпс: 

а) овала; 
б) трикутника; 
в) прямокутника; 
г) спіралі. 
  

5. Що характеризує ексцентриситет еліпса: 

а) колір кривої; 
б) розтягнення еліпса; 
в) кількість вершин; 
г) напрям осей. 
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6. Скільки віток має гіпербола: 

а) одну; 
б) дві; 
в) три; 
г) чотири. 

  

7. Прямі, до яких наближаються вітки гіперболи, назива-
ються: 

а) радіуси; 
б) діаметри; 
в) асимптоти; 
г) хорди. 
  

8. Що таке парабола: 

а) коло з великим радіусом; 
б) лінія з двома центрами; 
в) геометричне місце точок, рівновіддалених від точки та 

прямої; 
г) замкнена крива. 
 

9. Ексцентриситет параболи дорівнює: 
а) нулю; 
б) одиниці; 
в) двом; 
г) трьом. 
  

10. Яка крива другого порядку має ексцентриситет біль-
ший за одиницю: 

а) коло; 
б) еліпс; 
в) парабола; 
г) гіпербола. 
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ТЕМА 9. РІВНЯННЯ ПРЯМОЇ  
ТА ПЛОЩИНИ В ПРОСТОРІ 

 

9.1. Рівняння площини в просторі. 
9.2. Кут між площинами. 
9.3. Пряма лінія в просторі. 
9.4. Кут між двома прямими в просторі. 
9.5. Кут між прямою та площиною. 
 

 

Основні теоретичні відомості 
 

9.1. Рівняння площини в просторі 
 

Нехай у прямокутній системі координат 𝑶𝒙𝒚𝒛 задано пло-
щину точкою 𝑴𝟎(𝒙𝟎; 𝒚𝟎; 𝒛𝟎) і вектором 𝒏⃗⃗⃗(𝑨; 𝑩; 𝑪), перпендикуляр-
ним до цієї площини. Тоді: 

 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0                (1) 
 

є рівняння площини, що проходить через точку 𝑴𝟎(𝒙𝟎; 𝒚𝟎; 𝒛𝟎) і 
має нормальний вектор 𝒏⃗⃗⃗(𝑨; 𝑩; 𝑪). 

Якщо позначити 𝑫 = −𝑨𝒙𝟎 − 𝑩𝒚𝟎 − 𝑪𝒛𝟎, то отримаємо за-
гальне рівняння площини: 

 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0.                                (2) 
 

Окремі випадки загального рівняння площини: 
1) 𝑫 = 𝟎 – рівняння площини, що проходить через початок 

координат; 
2) 𝑪 = 𝟎 – рівняння площини, паралельної осі 𝑶𝒛; 

3) 𝑪 = 𝑫 = 𝟎 – рівняння площини, що проходить через вісь 𝑶𝒛; 

4) 𝑩 = 𝑪 = 𝟎 – рівняння площини, паралельної площині 𝑶𝒚𝒛; 

5) 𝒙 = 𝟎, 𝒚 = 𝟎, 𝒛 = 𝟎 – рівняння координатних площин. 
Площина в декартовій системі координат може бути задана 

також рівняннями: 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 + 𝑧𝑐 = 1                                        (3) 
 

рівняння площини у відрізках на осях; 
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| 𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1| = 0                           (4) 
 

рівняння площини, що проходить через три точки 𝑴𝟏(𝒙𝟏; 𝒚𝟏; 𝒛𝟏), 𝑴𝟐(𝒙𝟐; 𝒚𝟐; 𝒛𝟐), 𝑴𝟑(𝒙𝟑; 𝒚𝟑; 𝒛𝟑). 
 

 

9.2. Кут між площинами 

 

Величину кута 𝜑 між площинами 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0 

і 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0 обчислюють за формулою: 
 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2√𝐴12 + 𝐵12 + 𝐶12 ⋅ √𝐴22 + 𝐵22 + 𝐶22  ,                   (5) 

 

звідки випливає умова паралельності площин: 
 𝐴1𝐴2 = 𝐵1𝐵2 = 𝐶1𝐶2 , 
 

умова перпендикулярності площин: 
 𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2 = 0. 

 

 

9.3. Пряма лінія в просторі 
 

Залежно від способу задання прямої в просторі можна роз-
глядати різні її рівняння. 

1. Канонічне рівняння прямої: 
 𝑥 − 𝑥0𝑚 = 𝑦 − 𝑦0𝑛 = 𝑧 − 𝑧0𝑝 . 
 

2. Параметричні рівняння прямої: 
 {𝑥 = 𝑥0 +𝑚𝑡𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡𝑧 = 𝑧0 + 𝑝𝑡 . 
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3. Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки: 
 𝑥 − 𝑥1𝑥2 − 𝑥1 = 𝑦 − 𝑦1𝑦2 − 𝑦1 = 𝑧 − 𝑧1𝑧2 − 𝑧1. 
 

4. Дві площини, що перетинаються (загальні рівняння прямої): 
 {𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0 , 

 

її напрямний вектор визначається за формулою: 
 𝑠 = | 𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗𝐴1 𝐵1 𝐶1𝐴2 𝐵2 𝐶2|. 

 

 

9.4. Кут між двома прямими в просторі 
 

Якщо прямі задані канонічними рівняннями в просторі: 
 𝑥 − 𝑥1𝑚1 = 𝑦 − 𝑦1𝑛1 = 𝑧 − 𝑧1𝑝1    і   𝑥 − 𝑥2𝑚2 = 𝑦 − 𝑦2𝑛2 = 𝑧 − 𝑧2𝑝2 , 

 

то кут між ними визначається за формулою: 
 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 + 𝑝1𝑝2√𝑚12 + 𝑛12 + 𝑝12 ∙ √𝑚22 + 𝑛22 + 𝑝22 . 

 

Умова паралельності: 
 𝑚1𝑚2 = 𝑛1𝑛2 = 𝑝1𝑝2 . 
 

Умова перпендикулярності: 
 𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 + 𝑝1𝑝2 = 0. 
 

 

 



116 

9.5. Кут між прямою та площиною 

 

Кутом між прямою та площиною називається кут між пря-
мою 𝑙 та її проєкцією на площину 𝑙′: 

 

 
 

Величина кута 𝜑 між прямою: 
 𝑥 − 𝑥0𝑚 = 𝑦 − 𝑦0𝑛 = 𝑧 − 𝑧0𝑝  

 

та площиною 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 обчислюється за формулою: 
 𝑠𝑖𝑛𝜑 = |𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝|√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2√𝑚2 + 𝑛2 + 𝑝2 . 

 

Умова паралельності прямої та площини: 
 𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝 = 0. 
 

Умова перпендикулярності прямої та площини: 
 𝐴𝑚 = 𝐵𝑛 = 𝐶𝑝. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти висоту 𝐴𝐻 піраміди 𝐴𝐵𝐶𝐷, заданої  
своїми вершинами 𝐴(1; −2;  3), 𝐵(−2;  0; −1), 𝐶(−1; −1;  2), 𝐷(0;  1;  0).  

Розв’язання 

Знайдемо рівняння площини 𝐵𝐶𝐷 як рівняння площини, що 
проходить через три заданих точки: | 𝑥 + 2 𝑦 − 0 𝑧 + 1−1 + 2 −1 − 0 2 + 10 + 2 1 − 0 0 + 1| = 0, звідки |𝑥 + 2 𝑦 𝑧 + 11 −1 32 1 1 | = 0, (𝑥 + 2) ⋅ (−4) − 𝑦 ⋅ (−5) + (𝑧 + 1) ⋅ 3 = 0,  −4𝑥 − 8 + 5𝑦 + 3𝑧 ++3 = 0,  4𝑥 − 5𝑦 − 3𝑧 + 5 = 0 – рівняння площини 𝐵𝐶𝐷.   

Знайдемо висоту 𝐴𝐻 як відстань від точки 𝐴(1; −2;  3) до 
площини 𝐵𝐶𝐷 за формулою відстані від точки площини, а саме: 

 𝐴𝐻 = 𝑑 = |4 ⋅ 1 − 5 ⋅ (−2) − 3 ⋅ 3 + 5|√42 + (−5)2 + (−3)2 = 10√50 = 105√2 = √2. 
 

Приклад 2. Скласти рівняння площини, яка проходить  
через точку А (1; 2; –1) паралельно векторам 𝑎⃗ = (3;  0;  1) та  𝑏⃗⃗ = (−2;  1;  3). 

Розв’язання 

Шукана площина паралельна площині векторів 𝑎⃗ і 𝑏⃗⃗, отже, 
нормальний вектор площини векторів 𝑎⃗ і 𝑏⃗⃗ може бути нормальним 
вектором шуканої площини. Знайдемо нормальний вектор пло-
щини як векторний добуток векторів 𝑎⃗ і 𝑏⃗⃗: 

 𝑛⃗⃗ = 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = | 𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗3 0 1−2 1 3| = −𝑖 − 11𝑗 + 3𝑘⃗⃗, тобто 𝑛⃗⃗ = (−1; −11;  3). 
 

Скористаємося формулою рівняння площини, що проходить 
через задану точку перпендикулярно до заданого вектора.  

Одержимо –1(x – 1) – 11  ּ (y – 2) + 3(z + 1) = 0, звідки x + 11y – 

3z – 26 = 0 – шукана площина. 
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Приклад 3. Знайти кут між прямою 𝑥−21 = 𝑦−31 = 𝑧−42   і  пло-
щиною 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 6 = 0 та точку їхнього перетину. 

Розв’язання 

Підставляючи у формулу кута між прямою та площиною  
координати напрямного вектора прямої 𝑙(1;  1;   2) і нормального 
вектора площини 𝑛⃗⃗(2;  1;  1), одержимо значення синуса шуканого 
кута: 

sinφ = 1⋅2+1⋅1+2⋅1√12+12+22⋅√22+12+12 = 56,  звідки φ = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 56. 
 

Для відшукання точки перетину прямої та площини потрібно 

розв’язати систему рівнянь { 𝑥−21 = 𝑦−31 = 𝑧−422𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 6 = 0. 
 

Перейдемо від канонічного рівняння прямої до її параметрич-
них рівнянь: 

{  
  𝑥−21 = 𝑡𝑦−31 = 𝑡𝑧−42 = 𝑡,      {

𝑥 = 2 + 𝑡𝑦 = 3 + 𝑡𝑧 = 4 + 2𝑡. 
 

Підставимо значення x, y, z із останньої системи рівнянь у  

рівняння площини 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 6 = 0 і знайдемо значення пара-
метра t: 2(2 + 𝑡) + (3 + 𝑡) + (4 + 2𝑡) − 6 = 0, звідки 𝑡 = −1. 

Підставимо значення 𝑡 = −1 в параметричні рівняння прямої 

та одержимо шукану точку  { 𝑥 = 2 − 1 = 1𝑦 = 3 − 1 = 2𝑧 = 4 + 2 ⋅ (−1) = 2. 
Отже, точка 𝑀(1;  2;  2) – точка перетину прямої та площини. 
Приклад 4. Знайти рівняння площини, яка паралельна пло-

щині xOy та проходить через точку A(1, 2, –4). 

Розв’язання 

Рівняння площини, паралельної до площини xOy, має вигляд: 
Cz + D = 0. 

Підставляючи координати точки A, отримаємо: –4C + D = 0, 

або D = 4C. 

Підставляючи це значення у Cz + D = 0, отримаємо: Cz + 4C = 0, 

а скорочуючи на C, будемо мати: z + 4 = 0. 
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Приклад 5. Які відрізки на координатних осях відтинає пло-
щина: 

2x + 3y – 5z + 30 = 0 ? 

Розв’язання 

Перенесемо в праву частину рівності вільний член. Це рів-
няння запишеться у формі 2x + 3y – 5z = –30. 

Поділимо тепер обидві його частини на –30 та отримаємо: 

 
Величини відрізків, що відтинаються на координатних вісях, 

дорівнюють 

a = –15; b = –10; c = 6. 

Приклад 6. Знайти рівняння площини, що проходить через 
точки M1(1, 2, –1); M2(–1, 0, 4); M3(–2, –1, 1). 

Розв’язання 

Підставляючи в рівняння площини за трьома заданими точками: | 𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1| = 0, 

отримаємо: | 𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 + 1−1 − 1 0 − 2 4 − (−1)−2 − 1 −1 − 2 1 − (−1)| = 0. 
 |𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝑧 + 1−2 −2 5−3 −3 2 | = 0. 
Обчислюючи значення цього визначника, отримаємо: 

–4(x – 1) – 15(y – 2) + 6(z + 1) + 15(x – 1) + 4(y – 2) – 6(z + 1) = 0. 

Приклад 7. Розкриваючи дужки й проводячи перетворення, 
отримаємо x – y + 1 = 0. Це рівняння визначає площину, що прохо-
дить паралельно до осі Oz. Знайдіть точку перетину прямої АВ і 
площини 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 0. 

Розв’язання 

Рівняння прямої АВ нам уже відомо (складали в завданні 1): 𝑥 + 13 = 𝑦 − 21 = 𝑧 − 1−3 . 
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Перейдемо до параметричного вигляду: { 𝑥 = 3𝑡 − 1𝑦 = 𝑡 + 2𝑧 = −3𝑡 + 1. 

Підставимо значення x, y, z у рівняння площини та розв’я-

жемо це рівняння стосовно 𝑡: 3𝑡 − 1 − 2(𝑡 + 2) + 2(−3𝑡 + 1) − 4 = 0; 
3 𝑡 − 1 − 2𝑡 − 4 − 6𝑡 + 2 − 4 = 0; −5 𝑡 − 7 = 0; 𝑡 =  − 75. 

Далі обчислимо координати точки перетину прямої та пло-
щини (підставимо значення 𝑡 у параметричні рівняння прямої): 𝑥 = 3𝑡 − 1 = 3 (− 75) − 1 = −265 ; 𝑦 = 𝑡 + 2 = − 75 + 2 =  35 ; 𝑧 = −3𝑡 + 1 = −3(− 75) + 1 = 265 . 

Отже, 𝑀(− 265 ; 35 ;  265 ). 

Приклад 8. За якого значення параметра а пряма АВ і пло-
щина 𝛼𝑥 + 3𝑦 − 5𝑧 + 12 = 0 паралельні? 

Розв’язання 

Складемо рівняння прямої АВ: 𝑥 + 13 = 𝑦 − 21 = 𝑧 − 1−3 . 
Рівняння площини 𝜋: 𝛼𝑥 + 3𝑦 − 5𝑧 + 12 = 0; 𝑙(̅3; 1;−3) – вектор, що задає напрям прямої; 𝑛̅(𝛼; 3; −5) – нормальний вектор площини. 
Пряма АВ паралельна площині 𝜋, якщо (𝑙 ̅ ∙ 𝑛̅) = 0, отже: 3𝛼 + 3 + 15 = 0;      3𝛼 = −18;    𝛼 = −6. 
Приклад 9. За яких значень параметрів а та b пряма АВ і пло-

щина 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − −3𝑧 + 4 = 0 перпендикулярні? 

Розв’язання 

Рівняння прямої АВ уже відомо (складали в завданні 1): 𝑥 + 13 = 𝑦 − 21 = 𝑧 − 1−3 . 
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Рівняння площини 𝜋: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − −3𝑧 + 4 = 0; 𝑙(̅3; 1 − 3) – вектор, що задає напрям прямої; 𝑛̅(𝑎; 𝑏; −3) – нормальний вектор площини. 
Пряма АВ і площина 𝜋 перпендикулярні, якщо вектори 𝑙 ̅та 𝑛̅ 

колінеарні, тобто їхні координати повинні бути пропорційними: 3𝑎 = 1𝑏 = −3−3 ;  3𝑎 = 1𝑏 = 11 , звідки знаходимо    𝑎 = 3, 𝑏 = 1. 
Приклад 10. Складіть рівняння площини 𝜋, що проходить 

через точку 𝑃(1;−1; 1) і пряму ВС. 

Розв’язання 

Рівняння прямої ВС уже відомо (складали в завданні 1): 𝑥 − 2−1 = 𝑦 − 31 = 𝑧 + 2−1 . 
Оскільки пряма ВС лежить у площині, то треба скласти рів-

няння площини, що проходить через три точки: В, С, Р.  | 𝑥 − 𝑥𝐵 𝑦 − 𝑦𝐵 𝑧 − 𝑧𝐵𝑥𝐶 − 𝑥𝐵 𝑦𝐶 − 𝑦𝐵 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵𝑥𝑃 − 𝑥𝐵 𝑦𝑃 − 𝑦𝐵 𝑧𝑃 − 𝑧𝐵| = 0. 

 

Обчислимо визначник, який стоїть у лівій частині рівності: 
 |𝑥 − 2 𝑦 − 3 𝑧 + 21 − 2 4 − 3 −3 + 21 − 2 −1 − 3 1 + 2 | = |𝑥 − 2 𝑦 − 3 𝑧 + 2−1 1 −1−1 −4 3 | = (𝑥 − 2)| 1 −1−4 3 | − 

 

 − (𝑦 − 3) |−1 −1−1 3 | + (𝑧 + 2) |−1 1−1 −4| = − (𝑥 − 2) + 4(𝑦 − 3) + 5(𝑧 + 2) =  

 

=−𝑥 + 4𝑦 + 5𝑧 = 0. 
 

Отже, рівняння шуканої площини: 
 −𝑥 + 4𝑦 + 5𝑧 = 0, або 𝑥 − 4𝑦 − 5𝑧 = 0. 
 

Приклад 11. Попит населення певної країни на товар є ста-
лим і становить 500 кг. Постачальники погоджуються привезти 
1 200 кг товару, якщо ціна становитиме 12 гривень за кг. Але якщо 
ціна знизиться до 9 гривень за 1 кг товару, постачальники приве-
зуть на продаж лише 150 кг товару. 

Визначити: 
1) скільки товару мають привезти та продати постачальники, 

щоб ринок товару для цієї країни перебував у стані рівноваги; 
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2) функцію пропозиції товару за умов її лінійності; 
3) чому дорівнює рівноважна ціна 1 кг товару? Знайти відпо-

відь аналітично й графічно; 
4) які економічні наслідки матиме примусове встановлення 

ціни на товар на рівні 11 гривень за 1 кг? Зробити відповідні роз-
рахунки. 

Розв’язання 

1. У стані рівноваги величина попиту дорівнює величині 
пропозиції, а оскільки попит сталий (500 кг), то постачальники ма-
ють привезти 500 кг товару. 

2. Рівняння, що описує функцію пропозиції товару, можна 
знайти за координатами двох точок: А(1200; 12); В(150; 9): 𝑦𝐴 − 𝑦𝐵𝑥𝐴 − 𝑥𝐵 = 𝑦𝐵 − 𝑦𝑥𝐵 − 𝑥 ; 12 − 91200 − 150 =  9 − 𝑦150 − 𝑥 ; 31050 =  9 − 𝑦150 − 𝑥 ; 3(150 − 𝑥) = 1050(9 − 𝑦); 450 − 3𝑥 = 9450 − 1050𝑦; 1050𝑦 = 9000 + 3𝑥; 350𝑦 = 3000 + 𝑥; 𝑦 = 3000 + 𝑥350 ; 𝑃𝑠 =  3000 + 𝑄𝑠350 . 

3. Графічно: крива попиту D вертикальна лінія, оскільки за 
умов величина попиту не змінюється від коливання цін. Криву пропо-
зиції можемо побудувати за двома точками 𝐴(1200; 12); 𝐵(150; 9). 

 
Рисунок 9.1 – Крива пропозиції 
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Як показує графік, ціна ринкової рівноваги дорівнює 10 грн. 
Знайти значення ціни ринкової рівноваги можна, користую-

чись рівнянням, що описує функцію пропозиції. Оскільки в точці 
рівноваги величина попиту дорівнює величині пропозиції, тобто 
500 кг, то рівноважна ціна: 𝑃𝐸 = 3000 + 500350 = 10 грн 

4. Якщо ціна на товар буде примусово встановлена на рівні 
11 грн за 1 кг, то існуватиме надлишок товару. 

Підставимо значення ціни 11 грн у формулу функції пропо-
зиції:  3000 + 𝑄𝑠350 = 1, 
де 𝑄𝑠 = 850. 

Оскільки величина попиту є сталою та становить 500 кг, то 
надлишок становитиме 850 – 500 = 350 кг. 

 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Скласти рівняння площини, що проходить: 
а) через точку N(3; –1; 2) паралельно площині 5𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 −−1 = 0; 

б) через три точки А(–3; 2; 1), В(0; –1; 2), С(5; 1; 0); 

в) через точки А(2; –1; 2) і В(1; 3; –1) перпендикулярно пло-
щині 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 3 = 0. 

2. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку  
А(–1; 2; 3) паралельно прямій: 

а) 𝑥−52 = 𝑦+1−4 = 𝑧3; 
б) { 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0. 
3. Знайти кут між:  
а) площинами 3𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 та 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 + 5 = 0; 

б) між прямою 𝑥−12 = 𝑦+2−3 = 𝑧4 та площиною 2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 −−1 = 0. 
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4. Попит населення певної країни на товар є сталим і стано-
вить 𝛼 кг. Постачальники погоджуються привезти 𝛽 кг товару, 
якщо ціна становитиме 𝛾 гривень за 1 кг. Якщо ціна знизиться до 𝜂 гривень за 1 кг товару, постачальники привезуть на продаж лише 𝜇 кг товару. 

Визначити: 
1) скільки товару мають привезти та продати постачальники, 

щоб ринок товару для цієї країни перебував у стані рівноваги; 
2) функцію пропозиції товару за умов її лінійності; 
3) чому дорівнює рівноважна ціна 1 кг товару? Знайти відпо-

відь аналітично та графічно; 
4) які економічні наслідки матиме примусове встановлення 

ціни на товар на рівні 11 гривень за 1 кг? Зробити відповідні роз-
рахунки. 

 

В 𝛼 𝛽 𝛾 𝜂 𝜇 В 𝛼 𝛽 𝛾 𝜂 𝜇 

1 350 1150 11 8 130 11 390 1370 17 14 145 

2 240 1300 15 7 125 12 410 1230 18 15 138 

3 670 1350 16 6 147 13 430 900 14 9 156 

4 340 1380 17 5 158 14 520 1000 16 8 147 

5 210 1230 18 14 123 15 250 1100 10 6 169 

6 460 1450 15 13 150 16 270 1160 15 13 153 

7 530 1240 12 7 134 17 480 1340 11 7 141 

8 580 1280 13 10 168 18 490 1170 13 6 197 

9 600 1260 14 11 210 19 380 1430 12 9 162 

10 370 1450 16 13 190 20 360 1320 10 8 215 

 

 

Питання для самоперевірки 

 

1. Які види рівняння прямої на площині ви знаєте? З’ясуйте 
геометричний зміст параметрів, що входять до складу цих рівнянь. 

2. Написати рівняння прямої, що проходить через точку Р(a, b): 

а) перпендикулярно до вектора з координатами  qp; ; 

б) паралельно цьому вектору.
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3. Написати рівняння прямих, що проходять через точку М(a, b) 

паралельно координатним осям. 
4. У чому полягає геометрична сутність процесу нормування 

загального рівняння прямої? 

5. Написати нормальне рівняння прямої, що проходить через 
початок координат. 

6. Написати нормальне рівняння прямих, паралельних коор-
динатним осям. 

7. Визначити кутовий коефіцієнт прямої: 
а) заданої загальним рівнянням; 
б) заданої нормальним рівнянням; 
в) заданої двома точками; 
г) заданої параметричними рівняннями. 
8. Написати рівняння прямих, паралельних прямим: 

а) 1=+
b

y

a

x
; 

б) 0sincos =−+ pyx ; 

в) mtbtxx +=+= 00 yy , . 

9. Написати рівняння прямих, перпендикулярних до прямих, 
заданих у попередньому прикладі. 

10. Які значення параметра   відповідають двом основним 
прямим пучка 0)( 222111 =+++++ CyBxACyBxA . 

11. Написати рівняння бісектриси кута між двома прямими, 
заданими загальними рівняннями. 

12. Сторони трикутника на площині задано рівняннями: 
0111 =++ CyBxA ; 0222 =++ CyBxA ; 0333 =++ CyBxA . 

Як дізнатися, де розміщена точка М(a, b): в середині чи зовні 
трикутника. 

13. Яким умовам мають задовольняти числа m, n, p для того, 
щоб mx + ny + p=0 було рівнянням прямої в нормальному вигляді. 

14. Які види рівняння площини ви знаєте? З’ясуйте геометрич-
ний зміст параметрів, що входять у ці рівняння. 

15. Яке геометричне місце точок задається в просторі рівнян-
нями: 

а) x = a; 

б) 0sincos =−− pyx ; 
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в) By + Cz = 0;  

г) 1=++
c

z

b

y

a

x
? 

16. Написати рівняння площини, що проходить через дві па-
ралельні прямі. 

17. Вивести рівняння спільного перпендикуляра двох мимо-
біжних прямих. 

18. Визначити відстань між двома паралельними площинами. 
19. Визначити відстань між двома паралельними прямими в 

просторі. 
20. Вказати рівняння прямої у векторній формі. 
21. Вказати рівняння площини у векторній формі. 
 

 

Тести 

 

1. Що називається загальним рівнянням площини в 

просторі: 
а) рівняння кола; 
б) рівняння площини першого степеня; 
в) рівняння прямої; 
г) рівняння сфери. 
 

2. Нормальним вектором площини називається вектор: 
а) що лежить у площині; 
б) паралельний площині; 
в) перпендикулярний площині; 
г) будь-який вектор. 
 

3. Якщо один із коефіцієнтів рівняння площини дорів-
нює нулю, то площина може бути: 

а) перпендикулярною осі; 
б) паралельною осі; 
в) похилою до осі; 
г) збігатися з прямою.  



 

127 

4. Кут між площинами визначається через: 
а) відстань між ними; 
б) кут між нормальними векторами; 
в) кут між осями координат; 
г) довжину векторів. 
  

5. Яка умова паралельності двох площин: 

а) їхні нормальні вектори перпендикулярні; 
б) їхні нормальні вектори пропорційні; 
в) їхні рівняння однакові; 
г) вони проходять через одну точку. 
  

6. Що задає напрям прямої в просторі: 
а) нормальний вектор; 
б) координати точки; 
в) напрямний вектор; 
г) відстань до площини. 
  

7. Кут між двома прямими визначається через: 
а) кут між їхніми напрямними векторами; 
б) відстань між прямими; 

в) кут між площинами; 
г) довжину прямої. 
  

8. Яка умова перпендикулярності двох прямих: 

а) напрямні вектори однакові; 
б) напрямні вектори пропорційні; 
в) скалярний добуток напрямних векторів дорівнює нулю; 
г) прямі лежать у різних площинах. 
  

9. Кут між прямою та площиною залежить від: 
а) напрямного вектора прямої та нормального вектора пло-

щини; 
б) відстані між прямою та площиною; 
в) координат точки; 
г) довжини прямої. 
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10. Для знаходження точки перетину прямої та площини 
потрібно: 

а) побудувати графік; 
б) знайти середину відрізка; 
в) розв’язати систему рівнянь; 
г) обчислити площу. 
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РОЗДІЛ ІІІ 

ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 

ТЕМА 10. КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА 

 

10.1. Поняття комплексного числа. 
10.2. Форми запису комплексних чисел. 
10.3. Дії над комплексними числами в алгебраїчній формі. 
10.4. Дії над комплексними числами в тригонометричній 

формі. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

10.1. Поняття комплексного числа 

 

Комплексним числом називають вираз виду 𝑎 + 𝑏𝑖, де 𝑎 та 𝑏 – 

дійсні числа, 𝑖 – уявна одиниця, яка визначається рівністю 𝑖2 = −1. 

Комплексні числа часто позначають однією літерою: 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖. 
Символічно її позначають так:  

 𝑎 = 𝑅𝑒 𝑧,   𝑏 = 𝐼𝑚 𝑧. 
 

Будь-яке число можна розглядати як комплексне число, в 
якого уявна частина дорівнює 0:  𝑎 = 𝑎 + 0 𝑖.  

Комплексне число 𝑧 = 𝑦𝑖, в якому 𝑅𝑒 𝑧 = 0 називають суто 
уявним числом. 

Два комплексні числа 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖  та  𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖  нази-
вають рівними тоді й тільки тоді, коли 𝑎1 = 𝑎2 та 𝑏1 = 𝑏2, тобто:  

 𝑎1 + 𝑏1𝑖 =  𝑎2 + 𝑏2𝑖 ⇔ {𝑎1 = 𝑎2𝑏1 = 𝑏2 . 

 

Число 𝑎 − 𝑏𝑖 називають спряженим до комплексного числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 та позначають 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖. 
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10.2. Форми запису комплексних чисел 

 

Виберемо на площині прямокутнику декартову систему ко-
ординат. Якщо кожному комплексному числу 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 поста-
вити у відповідність точку (𝑥, 𝑦) площини 𝑥𝑂𝑦, то між множиною 
всіх комплексних чисел і множиною всіх точок площини буде 
встановлено взаємно однозначну відповідність. Дійсні числа вод-
ночас зображують точками осі 𝑂𝑥, а суто уявні числа – точками осі 𝑂𝑦. Тому вісь 𝑂𝑥 називають дійсною, а вісь 𝑂𝑦 – уявною. Числу 𝑧 = 0 відповідає точка 𝑂(0; 0). 

Наприклад, зобразимо на комплексній площині числа:  𝑧1 = 1 + 𝑖, 𝑧2 = 3𝑖, 𝑧3 = 4, 𝑧4 = −2, 𝑧5 = −1 − 3𝑖. 
 

 
 

Комплексне число 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 можна також зображати векто-
ром, початок якого перебуває в точці (0;0), а кінець – у точці (𝑥; 𝑦). 
Такий вектор називають радіус-вектором точки (𝑥; 𝑦). Довжину 
радіус-вектора називають модулем комплексного числа та позна-
чають |𝑧|, або r.  

Кут 𝜑, який утворює радіус-вектор точки 𝑧 з додатним напрям-

ком осі 𝑂𝑥, називають аргументом комплексного числа та позна-
чають 𝐴𝑟𝑔 𝑧:  𝜑 = 𝐴𝑟𝑔 𝑧. 
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Водночас 𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜑; 𝑦 = 𝑟 ∙ sin 𝜑; 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 = 𝑟 ∙ cos𝜑 ++𝑟 ∙ sin 𝜑 ∙ 𝑖; 𝑧 = 𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin 𝜑) 
 

Це так звана тригонометрична форма комплексного числа. 
Кожне комплексне число має модуль, причому 0 ≤ |𝑧| < +∞, |𝑧| = 0, тоді й тільки тоді, коли 𝑧 = 0. Аргумент числа 𝑧 = 0  не-
визначений, а для всіх інших комплексних чисел аргумент визна-
чається не однозначно, а з точністю до сталого доданку виду 2 𝑘, 𝑘 є 𝑍. 

Основним значенням аргументу вважається те значення кута 𝜑, яке дозволяє нерівності − < 𝜑 < . Це значення позначають 
через 𝑎𝑟𝑔 𝑧.  𝐴𝑟𝑔 𝑧 = arg z + 2𝑘 , 𝑘 є 𝑍. 

Для обчислення |𝑧| та arg z комплексного числа 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 
користуються такими формулами: 

 |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2 

arg(𝑥 + 𝑦𝑖) = {  
  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑦𝑥 , якщо 𝑥 > 0;𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑦𝑥 + , якщо 𝑥 < 0; 𝑦 ≥ 0 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑦𝑥 − , якщо 𝑥 < 0; 𝑦 < 0. 

arg (𝑦𝑖) = { 2 , якщо 𝑦 > 0− 2 , якщо 𝑦 < 0 arg 0 = невизначений. 
 

Показникова форма комплексного числа:  𝑧 = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝜑 
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10.3. Дії над комплексними числами  
в алгебраїчній формі 

 

Операції додавання та множення комплексних чисел визна-
чають за такими формулами: 

 (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑏) + (𝑏 + 𝑑)𝑖, (𝑎 + 𝑏𝑖) ∙ (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖. 
 

Наприклад, виконаємо дії: 
1) (2 + 𝑖) + (4 − 3𝑖) = (2 + 4) + (1 − 3)𝑖 = 6 − 2𝑖; 
2) 3𝑖 + (2 − 𝑖) = (0 + 2) + (3 − 1)𝑖 = 2 + 2𝑖; 
3) (−4 + 2𝑖) ∙ (7 + 3𝑖) = −4 ∙ 7 + 2 ∙ 7𝑖 − 4 ∙ 3𝑖 + 2 ∙ 3𝑖2 = = −28 + 14𝑖 − 12𝑖 − 6 = −34 + 2𝑖. 
Сума та добуток пряжених чисел завжди є дійсним числом. 

Дійсно, для будь-якого числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖: 
 𝑧 + 𝑧̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑎 − 𝑏𝑖) = (𝑎 + 𝑎) + (𝑏 − 𝑏)𝑖 =2a; 𝑧 ∙ 𝑧̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖) ∙ (𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑎2 + 𝑏2 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑏)𝑖 = 𝑎2 + 𝑏2. 
 

Різницею чисел 𝑧1 та 𝑧2 називають число: 
 𝑧 = (𝑎 + 𝑏𝑖) − (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)𝑖. 
 

Наприклад, (7 − 2𝑖) − (5 + 𝑖) = (7 − 5) + (−2 − 1)𝑖 = 2 − 3𝑖. 
Часткою двох комплексних чисел 𝑧1  та 𝑧2 (𝑧2 ≠ 0) назива-

ють комплексне число: 
 𝑧 = 𝑧1𝑧2 = 𝑧1𝑧2̅𝑧2𝑧2̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 − 𝑑𝑖)𝑐2 + 𝑑2 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑𝑐2 + 𝑑2 + 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑𝑐2 + 𝑑2 𝑖 𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑𝑐2 + 𝑑2 + 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑𝑐2 + 𝑑2 𝑖 
 

Наприклад, обчислимо вирази: 
 1) 2 − 𝑖3 + 5𝑖 = (2 − 𝑖)(3 − 5𝑖)(3 + 5𝑖)(3 − 5𝑖) = 2 ∙ 3 − 1 ∙ 3𝑖 − 2 ∙ 5𝑖 + 5𝑖232 − (5𝑖)2 = 1 − 13𝑖34 == 134 − 1334 𝑖 2) 1𝑖 − 2 = 1−2 + 𝑖 = 1 ∙ (−2 − 𝑖)(−2 + 𝑖)(−2 − 𝑖) = −2 − 𝑖4 − 𝑖2 = −25 − 15 𝑖 
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10.4. Дії над комплексними числами  
в тригонометричній формі 

 

Теорема. Нехай комплексні числа 𝑧1 та 𝑧2 записані в триго-
нометричній формі: 

 𝑧1 = |𝑧1|(cos𝜑1 + 𝑖 ∙ sin 𝜑1)  та  𝑧2 = |𝑧2|(cos𝜑2 + 𝑖 ∙ sin 𝜑2). 
 

Тоді: 
 𝑧1 ∙  𝑧2 = |𝑧1| ∙ |𝑧2|(𝑐𝑜𝑠(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 + 𝜑2)) 𝑧1𝑧2 = |𝑧1||𝑧2| (𝑐𝑜𝑠(𝜑1 − 𝜑2) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 − 𝜑2)). 
 

Степінь комплексного числа обчислюють за формулою 
Муавра: 

 (|𝑧|(𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑))𝑛 = |𝑧|𝑛(𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜑) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜑)). 
 

Коренем 𝑛-го степеня із комплексного числа 𝑧 називають 
комплексне число 𝑤, яке в разі піднесення до степеня 𝑛 дає 𝑧, 

тобто: 𝑤 = √𝑧 𝑛  ⇔  𝑤𝑛 = 𝑧. 
 

Теорема. Існує рівно 𝑛 значень кореня 𝑛-го степеня із комп-

лексного числа 𝑧 = |𝑧|(𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑). Ці значення визначають 
формулою: 

 𝑤 = √|𝑧| 𝑛 (cos𝜑 + 2𝑘𝑛 + 𝑖 ∙ sin 𝜑 + 2𝑘𝑛 ) , 𝑘 = 0, 1,… , 𝑛 − 1. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Представити комплексні числа в тригонометрич-
ній формі: 

1) 𝑧 = 2 + 2𝑖 |𝑧| = √22 + 22 = 2√2, 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 22 = 𝜋4 𝑧 = 2√2 (𝑐𝑜𝑠 𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋4) 

2) 𝑧 = −1 − √3𝑖 |𝑧| = √(−1)2 + (−√3)2 = 2,𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 −√3−1 − 𝜋 = −2𝜋3  𝑧 = 2(𝑐𝑜𝑠 (−2𝜋3 ) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (−2𝜋3 )) 

3) 𝑧 = 5𝑖 |𝑧| = √02 + 52 = 5, 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝜋2 𝑧 = 5 (𝑐𝑜𝑠 𝜋2 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋2) 

4) 𝑧 = −3𝑖 |𝑧| = √02 + (−3)2 = 3, 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = −𝜋2 𝑧 = 3(𝑐𝑜𝑠 (−𝜋2) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (−𝜋2)) 

5) 𝑧 = 4 |𝑧| = √42 + 02 = 4, 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 04 = 0 𝑧 = 4(𝑐𝑜𝑠0 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛0) 
6) 𝑧 = −16 |𝑧| = √(−16)2 + 02 = 16, 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 0−16 + 𝜋 = 𝜋 𝑧 = 16(𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜋) 
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Приклад 2. Представити число 𝑧 = −1 + 𝑖 в показниковій 
формі. |𝑧| = √(−1)2 + 12 = √2,𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 1−1 + 𝜋 = −𝜋4 + 𝜋 = 3𝜋4  𝑧 = −1 + 𝑖 = √2 ∙ 𝑒3𝜋4 𝑖 

Приклад 3. Дано числа 𝑧1 = −1 + 𝑖, 𝑧2 = √3 + 𝑖. Записати їх 
у тригонометричній формі та виконати дії: 𝑧1 ∙ 𝑧2;  𝑧1𝑧2 ;  𝑧120;  √𝑧13 . 

Тригонометрична форма: 𝑧1 = √2 (𝑐𝑜𝑠 3𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋4 )     𝑧2 = 2(𝑐𝑜𝑠 𝜋6 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋6) 𝑧1 ∙ 𝑧2 = √2 (𝑐𝑜𝑠 3𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋4 ) ∙ 2 (𝑐𝑜𝑠 𝜋6 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋6) == 2√2(𝑐𝑜𝑠 (3𝜋4 + 𝜋6) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (3𝜋4 + 𝜋6)) == 2√2 (𝑐𝑜𝑠 11𝜋12 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 11𝜋12 ) 𝑧1𝑧2 = √2 (𝑐𝑜𝑠 3𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋4 )2 (𝑐𝑜𝑠 𝜋6 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋6) =
= √22 (𝑐𝑜𝑠 (3𝜋4 − 𝜋6) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (3𝜋4 − 𝜋6)) == 1√2 (𝑐𝑜𝑠 7𝜋12 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 7𝜋12) 

𝑧120 = (√2 (𝑐𝑜𝑠 3𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋4 ))20= (√2)20 ∙ (𝑐𝑜𝑠 20 ∙ 3𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 20 ∙ 3𝜋4 ) == 1024 ∙ (𝑐𝑜𝑠15𝜋 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛15𝜋) = 1024 ∙ (−1 + 0𝑖) == −1024 √𝑧13 = √√23 ∙ (cos 3𝜋4 + 2𝑘𝑛 + 𝑖 ∙ sin 3𝜋4 + 2𝑘𝑛 )     𝑘 = 0, 1, 2. 
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Звідси: 𝑤1 = √26 (𝑐𝑜𝑠 𝜋4 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋4) ; 𝑤2 = √26 (𝑐𝑜𝑠 11𝜋12 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 11𝜋12 ) ; 𝑤3 = √26 (𝑐𝑜𝑠 19𝜋12 + 𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 19𝜋12 ). 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Розв’язати рівняння: 
1) 𝑥2 − 6 ⋅ 𝑥 + 18 = 0; 

2) 𝑥2 + 4 ⋅ 𝑥 + 5 = 0; 

3) 5 ⋅ 𝑥2 − 4 ⋅ 𝑥 + 1 = 0; 

4) 𝑥2 + 9 = 0;  

5) 𝑥2 − 6 ⋅ 𝑥 + 25 = 0;  

6) 𝑥2 + 10𝑥 + 41 = 0.  

2. Представити комплексне число в алгебраїчній, тригономет-

ричній і показниковій формах: . 

3. Представити комплексне число в алгебраїчній, тригономет-

ричній і показниковій формах . 

4. Виконати дії: 1) (3 + 𝑖) + (−3 − 8𝑖);  2) (5 − 4𝑖)  +  (7 + 4𝑖);  3) (−6 + 2𝑖)  + (−6 − 2𝑖);  4) (0,2 + 0,1𝑖) + (0,8 − 1,1𝑖);  5) (2 − 3𝑖)  +  (5 + 6𝑖)  +  (−3 − 4𝑖).  
5. Виконати дії: 1) (5 − 3𝑖)2𝑖;                                                     2) (3 + 4𝑖)(3 − 4𝑖);                                              3) (5 + 3𝑖)(2 − 5𝑖);                                              4)  (−2 − 𝑖)(1 + 𝑖);                                               5) (0,2 − 0,3𝑖)(0,5 + 0,4𝑖).                                  
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6. Виконати дії: 1) 1 − 𝑖1 + 𝑖  ;                                                           
 2) 3 − 2𝑖1 + 3𝑖  ;                                                         
 3) √5 + 𝑖√5 − 2𝑖  ;                                                     
 4) (1 − 2𝑖) ⋅ (2 + 𝑖)3 − 2𝑖  ;                                             
 5) 2 + 3𝑖(4 + 𝑖) ⋅ (2 − 2𝑖) .                                             

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Дати означення комплексного числа. 
2. Які є форми комплексних чисел? 

3. Які дії можна виконувати над комплексними числами? 
4. За якими формулами виконують дії в алгебраїчній і триго-

нометричній формах? 

 

 

Тести 

 

1. Комплексне число складається з: 
а) дійсної та раціональної частин;   

б) раціональної та уявної частин; 

в) цілої та дробової частин; 

г) дійсної та уявної частин. 
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2. Як називається число 𝒛 = 𝟏𝟐𝒊: 
а) комплексним; 

б) дійсним; 

в) суто уявним; 

г) спряженим.  

 

3. Яку назву мають комплексні числа 𝟓 + 𝟕𝒊 та 𝟓 − 𝟕𝒊: 
а) рівні; 
б) спряжені; 
в) додатні; 
г) протилежні. 
 

4. Комплексні числа −𝟐 + 𝟑𝒊 та 𝟐 − 𝟑𝒊 називають: 

а) спряжені; 
б) протилежні; 
в) рівні; 
г) невід’ємні. 
 

5. Сума (𝟑 + 𝟐𝒊) + (−𝟏 − 𝟓𝒊) + (𝟒 − 𝟓𝒊) + (𝟔 − 𝟑𝒊) дорівнює: 
а) 12 + 11𝑖; 
б) 12 − 11𝑖; 
в) 0; 

г) −12 − 11𝑖. 
 

6. Різницею чисел 𝟑 + 𝟓𝒊 та 𝟏𝟎 − 𝟔𝒊 є: 
а) −7 − 11𝑖; 
б) −7 + 11𝑖; 
в) 7 + 11𝑖; 
г) 11𝑖. 
 

7. Геометричним зображенням комплексного числа є: 
а) відрізок; 

б) пряма; 
в) радіус-вектор; 

г) промінь. 
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8. Форма комплексного числа 𝒛 = 𝒓(𝒄𝒐𝒔𝜶 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜶) нази-
вається: 

а) алгебраїчною; 

б) показниковою; 

в) логарифмічною; 

г) тригонометричною. 

 

9. Для того щоб помножити два комплексні числа в три-
гонометричній формі, потрібно: 

а) модулі перемножити, а аргументи додати; 

б) модулі розділити, а аргументи відняти; 

в) модулі розділити, а аргументи додати; 

г) модулі перемножити, а аргументи відняти. 

 

10. Корінь четвертого степеня з 1 має: 

а) 2 значення; 

б) 8 значень; 

в) 4 значення; 

г) безліч значень. 
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ТЕМА 11. ГРАНИЦІ.  
ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ ПРО ГРАНИЦІ 

 

11.1. Поняття границі функції. 
11.2. Нескінченно малі та нескінченно великі функції. 
11.3. Основні теореми про границю. 
11.4. Розкриття деяких невизначеностей.  
11.5. Перша та друга важливі границі. 

 

Основні теоретичні відомості 
 

11.1. Поняття границі функції 
 

Означення. Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) визначена на проміжку (−∞; +∞). Число А називається границею функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → ∞, якщо для будь-якого малого 𝘀  > 0 існує таке додатнє  
число 𝑀 = 𝑀(𝘀) > 0, що для всіх х таких, що |𝑥| > 𝑀, викону-
ється нерівність |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝘀. 

Позначають 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝑓(𝑥) = 𝐴. 

Означення. Число А називається границею функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
в точці 𝑥0, якщо для будь-якого малого числа 𝘀 > 0 існує число 𝛿 = 𝛿(𝘀) таке, що при всіх х, що задовольняють нерівність |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, виконується нерівність |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝘀. 

Позначають 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) = 𝐴. 

Зауваження. Означення границі не вимагає існування функ-
ції в точці 𝑥0, тобто 𝑥 → 𝑥0, але 𝑥 ≠ 𝑥0. 
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 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑘𝑥 = [𝑘∞] = 0 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑘𝑥 = [𝑘0] = ∞ 

 
 

11.2. Нескінченно малі та нескінченно великі функції 
 

Означення. Функція 𝛼(𝑥) називається нескінченно малою 

при 𝑥 → 𝑥0(𝑥 → ∞), якщо  𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝛼(𝑥) = 0 ( 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝛼(𝑥) = 0). 

Означення. Функція 𝑓(𝑥) називається нескінченно великою 

при 𝑥 → 𝑥0, якщо 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥). 
 

Означення. Якщо 𝛼(𝑥) і 𝛽(𝑥) нескінченно малі функції в  
точці 𝑥0 і 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) = 1, то функції 𝛼(𝑥) і 𝛽(𝑥) називаються екві-

валентними нескінченно малими функціями й позначають  𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0. 

Ланцюжок еквівалентних нескінченно малих функцій. 
Якщо  𝑥 → 0, то: 

( ) ~1~1ln~
ln

1
~~arcsin~~sin~ −+

− x
x

ex
a

a
arctgxxtgxxx

(1+𝑥)𝛼−1𝛼 ,  

де 𝛼 ∈ 𝑅. 
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Якщо  𝑥 → 𝑥0, то: 𝑥 − 𝑥0~𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑥0)~𝑡𝑔(𝑥 − 𝑥0)~𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑥0)~𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 − 𝑥0)~ ~𝑎𝑥−𝑥0 − 1𝑙𝑛 𝑎 ~ 𝑙𝑛(1 + (𝑥 − 𝑥0))~𝑒𝑥−𝑥0− 1~(1 + (𝑥 − 𝑥0))𝛼 − 1𝛼 ,   де 𝛼 ∈ 𝑅. 
Ланцюжок еквівалентних нескінченно малих функцій засто-

совується під час обчислення границь функцій. 
Теорема. Якщо 𝛼(𝑥)~𝛼1(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0 та 𝛽(𝑥)~𝛽1(𝑥) при 𝑥 → 𝑥0, то 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝛼1(𝑥)𝛽2(𝑥). 
Отже, під знаком границі можна заміняти нескінченно малі 

функції еквівалентними нескінченно малими функціями. 
 

 

11.3. Основні теореми про границю 

 

Властивості границь функцій 

Теорема. Якщо 𝑓(𝑥) = 𝑐, де с – довільне дійсне число, то 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) = 𝑐, тобто границя сталої в довільній точці х0 дорівнює 

саме цій сталій. 
Теорема. Якщо кожна із функцій 𝑓(𝑥) та 𝜙(𝑥) має границю 

в точці х0, то в цій точці існують також границі функцій  𝑓(𝑥) ± 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑥) ⋅ 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) ( 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝜙(𝑥) ≠ 0) та формули: 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0(𝑓(𝑥) ± 𝜙(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) ± 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝜙(𝑥); 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0(𝑓(𝑥) ⋅ 𝜙(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) ⋅ 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝜙(𝑥); 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥)𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝜙(𝑥). 
Наслідки 

1. Якщо 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) існує, то для довільного числа с виконується 

рівність 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑐𝑓(𝑥) = 𝑐 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥), тобто сталий множник можна ви-
нести за знак границі.  
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2. Якщо 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) існує, то для довільного натурального т:  𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0(𝑓(𝑥))𝑚 = ( 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥))𝑚. 
 

 

11.4. Розкриття деяких невизначеностей 

 

У найпростіших випадках знаходження границі 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) зво-
диться до підстановки у функцію 𝑓(𝑥) граничного значення ар- 

гументу х0. Але часто така підстановка призводить до невизначе-
них випадків. 

1. Невизначеність виду [∞ −∞]: 
а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞(𝑥2 − 3𝑥) = [∞ −∞] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝑥2 (1 − 3𝑥) = ∞ ⋅ (1 − 0) == ∞ ⋅ 1 = ∞; 
б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 ( 1𝑥−2− 4𝑥2−4) = [∞ −∞]=. 

Границя зменшуваного та від’ємника в точці 𝑥0 = 2 не існує, 
тому спочатку виконаємо віднімання дробів, звівши їх до спіль-
ного знаменника. Маємо:  = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 𝑥 − 2𝑥2 − 4 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 𝑥 − 2(𝑥 − 2)(𝑥 + 2) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2     1𝑥 + 2 = 14. 

Зауваження. Для функцій, які мають границю на нескінчен-
ності, залишаються справедливі всі сформульовані теореми. 

2. Невизначеність виду ∞∞, задана відношенням двох много-

членів: 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥4+2𝑥−13𝑥4+𝑥2+10𝑥+5 = [∞∞].  
Поділимо чисельник і знаменник дробу на х4, одержимо:  𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥4+2𝑥−13𝑥4+𝑥2+10𝑥+5 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 1+ 2𝑥3− 1𝑥43+ 1𝑥2+10𝑥3+ 5𝑥4 = 13 ; 
б) 

=
−+

+−
→ 35

1
lim

23

2

xx

xx

x [∞∞] =. 
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Після ділення чисельника та знаменника на х3 дістанемо: = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 1𝑥− 1𝑥2+ 1𝑥31+5𝑥− 3𝑥3 = 01 = 0; 

в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥3+2𝑥2−𝑥−2𝑥2−3𝑥+2 = [∞∞] =. 

Після ділення чисельника та знаменника на х3 одержимо: 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 1+2𝑥− 1𝑥2− 2𝑥31𝑥− 3𝑥2+ 2𝑥3 = (10) = ∞. 

Отже, щоб розкрити невизначеність виду 
∞∞, задану відно-

шенням двох многочленів, потрібно чисельник і знаменник поді-
лити на найвищий степінь х цих многочленів. 

3. Невизначеність виду 00, задана відношенням двох много-

членів: 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 − 2𝑥2 + 3𝑥 − 4 = [00]. 
 

Розкладемо чисельник і знаменник на множники та скоро-
тимо дріб на спільний множник (х – 1): 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 𝑥3 + 2𝑥2 − х − 2𝑥2 + 3х − 4 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 (х − 1)(х2 + 3х + 2)(х − 1)(х + 4) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 𝑥2 + 3𝑥 + 2𝑥 + 4 = 65. 
 

Скорочення на (х – 1) можливе тому, що під час означення 

границі 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0𝑓(𝑥) = 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑥0. Тобто при 𝑥 → 1, 𝑥 − 1 ≠ 0. 

Множник 𝑥 − 𝑥0 називають критичним множником. Отже, 
щоб розкрити невизначеність 00 , задану відношенням двох много-
членів, потрібно чисельник і знаменник скоротити на критичний 
множник.  

4. Невизначеність виду 00, задана ірраціональними виразами: 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 √𝑥2+5−3𝑥−2 = [00]. 
Позбудемось від ірраціональності в чисельнику, домножимо 

чисельник і знаменник на спряжений вираз, одержимо: 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 (√𝑥2 + 5 − 3)(√𝑥2 + 5 + 3)(𝑥 − 2)(√𝑥2 + 5 + 3) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 𝑥2 + 5 − 9(𝑥 − 2)(√𝑥2 + 5 + 3) == 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)(√𝑥2 + 5 + 3) = 23. 
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5. Невизначеність ∞−∞, задана ірраціональними виразами: 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥) = [∞ −∞] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥)(√𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥)√𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥 = = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 2𝑥√𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 2√1 + 2𝑥 + 1 = 22 = 1. 
 

 

11.5. Перша та друга важливі границі 
 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑥 = 1 

 

Наприклад, обчислимо, використовуючи першу важливу гра-
ницю:  

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑥 ; б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 ; в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑡𝑔𝑎𝑥𝑏𝑥 . 
 

Розв’язання 
 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑎⋅𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑎𝑥 = 𝑎𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑎𝑥 = 𝑎; 

б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 (𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑏𝑎𝑥 ⋅ 𝑏𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥) = 𝑎𝑏 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑎𝑥 ⋅ 𝑏𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 = 𝑎𝑏; 

в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑡𝑔𝑎𝑥𝑏𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑏𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 (𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥𝑏𝑎𝑥 ⋅ 1𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥) = 𝑎𝑏 ⋅𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥𝑎𝑥 ⋅ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 1𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 = 𝑎𝑏. 

 

Друга важлива границя: 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (1 + 1𝑥)𝑥 = 𝑒   або    𝑙𝑖𝑚𝑥→0(1 + 𝑥)1 𝑥⁄ = 𝑒 

Наслідки. 
1. 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞(1 + 𝑘𝑥)𝑥 = 𝑒𝑘 . 
2. 𝑙𝑖𝑚𝑢→∞(1 + 𝑘𝑢)𝑢 = 𝑒𝑘 . 
3.  𝑙𝑖𝑚𝑥→0 (1 + 𝑘𝑥)1𝑥 = 𝑒𝑘 . 
4.  𝑙𝑖𝑚𝑢→0(1 + 𝑘𝑢)1𝑢 = 𝑒𝑘 . 
 

Число е = 2,718. . . − одна з фундаментальних величин у ма-
тематиці. Друга важлива границя часто використовується для об-
числення інших границь. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Обчислити границі: а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 5𝑥𝑡𝑔2𝑥  ;  б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥−3)𝑥2−4𝑥+3 . 

Розв’язання 

а) оскільки 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥~5𝑥,  𝑡𝑔2𝑥~2𝑥 при 𝑥 → 0, то згідно з  
теоремою 3 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 5𝑥𝑡𝑔2𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 5𝑥2𝑥 = 52; 
 

б) оскільки 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 3)~(𝑥 − 3) при 𝑥 → 3, то згідно з  
теоремою 3 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 3)𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑥 − 3(𝑥 − 3)(𝑥 − 1) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 1𝑥 − 1 = 12. 

Приклад 2. Знайти границі:  
а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→1(𝑥2 + 2𝑥 + 5); б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0(3𝑥 − 2𝑥𝑥2+1). 
 

Розв’язання 
 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→1(𝑥2 + 2𝑥 + 5) = 8; 

б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 (3𝑥 − 2𝑥𝑥2+1) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0(3𝑥) − 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 ( 2𝑥𝑥2+1) = 0 − 0 = 0. 

Приклад 3. Обчислити, використовуючи другу важливу гра-
ницю:  

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑙𝑛(1+𝑥)𝑥 ; б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (𝑥−1𝑥+1)𝑥 ; в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (2𝑥+12𝑥+3)5𝑥−4. 
 

Розв’язання 
 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑙𝑛  (1+𝑥)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 1𝑥 𝑙𝑛   (1 + 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑙𝑛   (1 + 𝑥)1 𝑥⁄ = = 𝑙𝑛 (𝑙𝑖𝑚𝑥→0(1 + 𝑥)1 𝑥⁄ ) = 𝑙𝑛 𝑒 = 1; 

б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (𝑥−1𝑥+1)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (𝑥+1−2𝑥+1 )𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞((1 + −2𝑥+1)𝑥+1−2 )−2хх+1 = 

= 𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞−2х𝑥+1 = 𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ −21+1𝑥 = 𝑒−2; 
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в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (2𝑥+12𝑥+3)5𝑥−4 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (2𝑥+3−22𝑥+3 )5𝑥−4 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (1 − 22𝑥+3)5𝑥−4 = 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞( 
  ( 
 (1 + 12𝑥 + 3−2 )2𝑥+3−2

) 
 − 22𝑥+3

) 
  
5𝑥−4

= 𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞−10𝑥+82𝑥+3 =
= 𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞−10+8𝑥2+3𝑥 = 𝑒−5. 

Приклад 4. Обчислити границі функцій: 
а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→5(3𝑥2 − 4𝑥 + 1);      б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑥2−𝑥−6𝑥2−9 ; 

в) 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 √2−𝑥−√𝑥𝑥−1 ;                  г) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞(√𝑥2 + 1 − √𝑥2 − 1). 
Розв’язання 

а) границя функції обчислюється безпосередньо, а саме:  𝑙𝑖𝑚𝑥→5(3𝑥2 − 4𝑥 + 1) = 3 ⋅ 52 − 4 ⋅ 5 + 1 = 75 − 20 + 1 = 56; 

б) у разі безпосереднього обчислення границі одержимо не-
визначеність 00 . Для розкриття невизначеності потрібно розкласти 
на множники чисельник і знаменник дробу: 𝑥2 − 𝑥 − 6 = (𝑥 − 3)(𝑥 + 2); 𝑥2 − 9 = (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) 

та скоротити дріб на множник (𝑥 − 3): 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑥2 − 𝑥 − 6𝑥2 − 9 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 (𝑥 − 3)(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→3 𝑥 + 2𝑥 + 3 = 56 ; 
в) безпосереднє обчислення границі призведе до невизначе-

ності 00. Домножимо чисельник і знаменник дробу на вираз, спря-
жений до ірраціонального, тобто на вираз (√2 − 𝑥 + √𝑥): 𝑙𝑖𝑚𝑥→1√2 − 𝑥 − √𝑥𝑥 − 1 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 (√2 − 𝑥 − √𝑥)(√2 − 𝑥 + √𝑥)(𝑥 − 1)(√2 − 𝑥 + √𝑥) == 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 2 − 𝑥 − 𝑥(𝑥 − 1)(√2 − 𝑥 + √𝑥) = 

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 −2(𝑥 − 1)(𝑥 − 1)(√2 − 𝑥 + √𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1 −2√2 − 𝑥 + √𝑥 = −21 + 1 = −1; 
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г) домножимо чисельник і знаменник дробу √х2+1−√х2−11  на 
вираз, спряжений до чисельника: 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (√𝑥2 + 1 − √𝑥2 − 1) = [∞ −∞] == 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (√𝑥2 + 1 − √𝑥2 − 1)(√𝑥2 + 1 + √𝑥2 − 1)√𝑥2 + 1 + √𝑥2 − 1 = = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥2 + 1 − 𝑥2 + 1√𝑥2 + 1 + √𝑥2 − 1 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 2/𝑥(√𝑥2 + 1 + √𝑥2 − 1)/𝑥 =

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 2𝑥√1 + 1𝑥2 +√1 − 1𝑥2 = 02 = 0. 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Обчислити границі функції: 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→−3 𝑥2+2𝑥−3𝑥3+27 ;                 б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 √𝑥+2−2√𝑥2+1−√5. 
2. Знайти границі, використовуючи першу важливу границю: 
а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 2𝑥𝑠𝑖𝑛 3𝑥 ;                      б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑡𝑔5𝑥𝑠𝑖𝑛 8𝑥. 
3. Знайти границі, використовуючи другу важливу границю: 

а) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (1 − 3𝑥)5𝑥;              б) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ (𝑥+7𝑥−7)𝑥+1. 

4. Знайти зазначені границі: 

а) 
2

2
2

4

3 10x

x

x x
 lim

→−

−
+ −

; 

б) 
2 4

2 4

2 5

2 3x

x x x

x x
 lim

→

− +
+ +

; 

в) 
5

4 3

1 2x

x

x
 lim

→

+ −
− −

; 

г) 
3

2

2 3

x

x

x

x
 lim

→

 
 − 

. 
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Питання для самоконтролю 

 

1. Що означає поняття «границя функції» і як його можна ін-
туїтивно пояснити? 

2. У чому полягає різниця між границею функції в точці та 
значенням функції в цій точці? 

3. Які умови є потрібними для існування границі функції в 
точці? 

4. Чим відрізняються односторонні границі та коли їх вико-
ристовують? 

5. У яких випадках границя функції не існує?  
6. Які основні властивості границь дають змогу спрощувати 

обчислення складних виразів? 

7. Як пов’язане поняття границі з неперервністю функції? 

8. Які типові невизначеності виникають під час обчислення 

границь і як їх можна долати? 
 

 

Тести 

 

1. Яке з наведених означень відповідає границі функції в 
точці: 

а) максимальне значення функції на проміжку; 
б) значення функції під час нескінченного зростання аргументу; 
в) число, до якого прямують значення функції в разі набли-

ження аргументу до певної точки; 
г) значення функції за будь-якого значення аргументу. 
 

2. Яка з умов НЕ є потрібною для існування границі функ-
ції в точці: 

а) функція повинна бути визначена в околі точки; 
б) функція повинна мати однакові односторонні границі; 
в) функція повинна бути визначена в самій точці; 
г) односторонні границі повинні бути скінченними. 
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3. Яка з властивостей границь є правильною: 

а) границя суми дорівнює добутку границь; 
б) границя суми дорівнює сумі границь; 
в) границя суми завжди дорівнює нулю; 
г) границя суми дорівнює різниці границь. 
 

4. Яке твердження про неперервність пов’язане з границею: 

а) функція неперервна, якщо має похідну; 
б) функція неперервна в точці, якщо існує границя й вона до-

рівнює значенню функції в цій точці; 
в) функція неперервна, якщо визначена на всій області; 
г) функція неперервна в точці, якщо вона зростає. 
 

5. Який з наведених виразів є невизначеністю: 

а) 5/2; 

б) 5/0; 

в) 0/5; 

г) 0/0. 

 

6. Яка з наведених властивостей є важливою для існуван-

ня границі: 
а) функція повинна бути суто монотонною; 
б) функція повинна бути періодичною; 
в) функція повинна бути обмеженою в околі точки; 
г) функція повинна бути диференційованою. 
 

7. Значення функції «прямують до певного числа» озна-
чає, що: 

а) функція стає сталою; 
б) значення функції наближаються до цього числа, але не 

обов’язково дорівнюють йому; 
в) функція перестає змінюватися; 
г) функція визначена лише в одній точці. 
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8. Яке твердження найкраще описує поняття «границя 
зліва»: 

а) значення функції в разі віддалення аргументу; 
б) значення функції під час наближення аргументу до точки 

з менших значень; 
в) значення функції в разі наближення аргументу до точки з 

більших значень; 
г) значення функції в самій точці. 
 

9. У якому випадку варто зазначити, що границя функції 
в точці існує: 

а) коли значення функції різко змінюються; 
б) коли односторонні границі збігаються; 
в) коли функція має розрив; 
г) коли функція не визначена в околі точки. 
 

10. У якому випадку варто зазначити про «розрив» функції: 
а) коли значення функції збігаються з її границею; 
б) коли функція не має області визначення; 
в) коли границя в точці існує, але не дорівнює значенню 

функції; 
г) коли функція є сталою. 
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ТЕМА 12. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ  
ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

12.1. Похідна функції, основні правила її знаходження. 
12.2. Фізичний і геометричний зміст похідної. 
12.3. Похідна складеної функції. Похідна неявно заданої функ-

ції. Логарифмічне диференціювання. Похідна функції, що задана 
параметрично. 

 

Основні теоретичні відомості 
 

12.1. Похідна функції, основні правила її знаходження 

 

Диференціальне числення – це розділ математичного аналізу, 
в якому визначаються властивості похідної та диференціала функ-
ції, а також їхнього застосування до дослідження функцій. 

Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) визначена на проміжку (𝑎; 𝑏). Якщо 
деякому значенню 𝑥0 надати приросту ∆𝑥, то функція отримає від-
повідний приріст ∆𝑦 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0). 

Похідною функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) називається границя відношення 
приросту функції ∆𝑦 до приросту аргументу ∆𝑥, коли приріст ар-
гументу прямує до нуля: 

 𝑓′(𝑥0) = lim∆𝑥→0∆𝑦∆𝑥 = lim∆𝑥→0 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0)∆𝑥 . 
 

Процес знаходження похідної від цієї функції називається 
диференціюванням. 

Загальний порядок знаходження похідної (згідно з означенням): 

1) надаємо аргументові 𝑥 приріст ∆𝑥 і знаходимо відповідний 
приріст функції ∆𝑦 = 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥); 

2) знаходимо відношення приросту функції до приросту ар-
гументу; 

3) знаходимо границю цього відношення. 
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Похідну будь-якої елементарної функції можна знайти за 
цією схемою, а можна скористатися таблицею похідних: 

 

 
 

Під час диференціювання функцій, крім таблиці похідних, 

застосовують правила диференціювання: 
 (𝐶𝑢)′ = 𝐶𝑢′ (𝑢 ± 𝑣)′ = 𝑢′ ± 𝑣′ (𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′𝑣2  

 

 

12.2. Фізичний і геометричний зміст похідної 
 

Фізичний зміст похідної з’ясовує задача про швидкість і при-
скорення руху. Нехай деяка точка рухається прямолінійно за зако-
ном 𝑆 = 𝑆(𝑡), де 𝑡 – час, 𝑆 – шлях, який вона проходить за цей час. 
Швидкість руху точки в певний момент часу є похідною від функції 𝑆(𝑡), а прискорення є похідною другого порядку від цієї функції: 

 𝑣(𝑡) = 𝑆′(𝑡) 𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡) = 𝑆′′(𝑡) 
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Геометричний зміст похідної з’ясовує задача про дотичну та 
нормаль до графіка функції. Дотичною до кривої в точці 𝐴(𝑥0; 𝑦0) 
називається граничне положення січної, яку проведено через точки 𝐴(𝑥0; 𝑦0) й 𝐴1(𝑥0 + ∆𝑥; 𝑦0 + ∆𝑦) за ∆𝑥 → 0. 

 

 
 

Позначимо кут нахилу січної через 𝛼, а дотичної – через 𝜑. З 
рівняння дотичної 𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0) знайдемо кутовий коефіцієнт: 

 𝑘 = 𝑡𝑔𝜑 = lim∆𝑥→0∆𝑦∆𝑥 = 𝑓′(𝑥0). 
 

Отже, рівняння дотичної: 
 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0); 
 

рівняння нормалі (перпендикуляра до дотичної): 
 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = − 1𝑓′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0). 
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12.3. Похідна складеної функції.  
Похідна неявно заданої функції.  

Логарифмічне диференціювання.  
Похідна функції, що задана параметрично 

 

Знаходження похідних складених функцій 𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)), де 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝜑(𝑥), посідає центральне місце в техніці диферен-

ціювання. 
Теорема. Якщо функції 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝜑(𝑥) диференційо-

вані, то похідну складеної функції 𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)) можна знайти за 
формулою: 

 (𝑓(𝜑(𝑥)))𝑥′ = 𝑓𝑢′(𝑢) ∙ 𝜑𝑥′ (𝑥)  ⇔   𝑦𝑥′ = 𝑦𝑢′ ∙ 𝑢𝑥′ . 
 

Правило знаходження похідної складеної функції: 
1) знайти похідну зовнішньої функції 𝑓(𝑢) за аргументом 𝑢; 

2) знайти похідну внутрішньої функції 𝜑(𝑥) за змінною 𝑥; 

3) записати їхній добуток. 
Основним під час знаходження похідної складеної функції є 

вміння визначати зовнішню та внутрішню функції. 
Випадок складеної функції як суперпозиції функцій, кіль-

кість яких більша за дві, вичерпується послідовним застосуванням 
наведеного правила. Так, для функції 𝑦 = 𝑓 (𝑢(𝑣(𝑥))), що є супер-
позицією трьох функцій 𝑦 = 𝑓(𝑢), 𝑢 = 𝜑(𝑣), 𝑣 = 𝜓(𝑥), маємо: 

 𝑦𝑥′ = 𝑦𝑢′ ∙ 𝑢𝑣′ ∙ 𝑣𝑥′ . 
 

Функцію 𝑦 від 𝑥 називають заданою в неявній формі, якщо 
вона визначається рівнянням 𝐹(𝑥; 𝑦) = 0, яке не розв’язане відносно 𝑦, де під символом 𝐹 розуміють вираз, що містить змінні 𝑥 та 𝑦. 

Для знаходження похідної від функції 𝑦 немає потреби 
розв’язувати рівняння 𝐹(𝑥; 𝑦) = 0 відносно функції 𝑦 (це, до речі, 
не завжди можна зробити). Потрібно знайти похідну лівої частини 
рівності 𝐹(𝑥; 𝑦(𝑥)) = 0 як похідну складеної функції, отримати рів-

няння (𝐹(𝑥; 𝑦(𝑥)))𝑥′ = 0, яке потім розв’язати відносно 𝑦𝑥′ . 
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Інколи щоб спростити задачу диференціювання функції 𝑦 = 𝑓(𝑥), переходять від явного задання функції до неявного. Для 
цього логарифмують ліву й праву частини рівності |𝑦| = |𝑓(𝑥)|, 
отримуючи 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛|𝑓(𝑥)|. Для спрощення запису модуль можна 
опускати. Такий підхід до знаходження похідної називають лога-
рифмічним диференціюванням. 

Логарифмічне диференціювання застосовують найчастіше до 

степенево-показникових функцій 𝑦 = (𝑢(𝑥))𝑣(𝑥). 
Функцію 𝑦 від 𝑥 називають заданою параметрично, якщо 

вона визначається за допомогою двох функцій від допоміжної 
змінної (параметра): {𝑥 = 𝜑(𝑡)𝑦 = 𝜓(𝑡). 

 

Функцію, що задана параметрично, можна продиференцію-
вати як і неявну, без подання її в явній формі. 

Знайдемо похідну 𝑦 від 𝑥 за умови, що функції 𝜑(𝑡) і 𝜓(𝑡) 
мають похідні за аргументом 𝑡: 

 𝑦𝑥′ = 𝑦𝑡′𝑥𝑡′ . 
 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти похідні заданих функцій: 1) 𝑦 = 5𝑥3 − 2√𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 4𝑥4 + 3; 2) 𝑦 = (2𝑥6 + 3𝑥)𝑒𝑥; 3) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥√𝑥 . 
Розв’язок 1) 𝑦′ = (5𝑥3)′ − (2√𝑥)′ + (𝑐𝑜𝑠𝑥)′ − (4𝑥−4)′ + (3)′ = = 5 ∙ 3𝑥2 − 2 ∙ 12√𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 4 ∙ (−4𝑥−5) + 0 == 15𝑥2 − 1√𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 16𝑥5 ; 
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2) 𝑦′ = (2𝑥6 + 3𝑥)′𝑒𝑥 + (2𝑥6 + 3𝑥)(𝑒𝑥)′ = = (12𝑥5 + 3)𝑒𝑥 + (2𝑥6 + 3𝑥)𝑒𝑥 = (2𝑥6 + 12𝑥5 + 3𝑥 + 3)𝑒𝑥; 
3) 𝑦′ = (𝑠𝑖𝑛𝑥)′√𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥(√𝑥)′(√𝑥)2 = 𝑐𝑜𝑠𝑥√𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 12√𝑥𝑥 =

= 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥2𝑥√𝑥 . 
Приклад 2. Знайти швидкість і прискорення тіла, яке руха-

ється за законом 𝑆(𝑡) = 𝑡3 + 4𝑡, в кінці 3 секунди. 
Розв’язок 𝑣(𝑡) = 𝑆′(𝑡) = 3𝑡2 + 4 = 3 ∙ 32 + 4 = 31 м с⁄ ; 𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡) = (3𝑡2 + 4)′ = 6𝑡 = 6 ∙ 3 = 18 м с2.⁄  

Приклад 3. Скласти рівняння дотичної та нормалі до графіка 
функції 𝑦 = 𝑥3 − 6𝑥2 в точці 𝑥0 = −1. 

Розв’язок 𝑓(𝑥0) = 𝑓(−1) = (−1)3 − 6(−1)2 = −1 − 6 = −7 𝑓′(𝑥0) = 𝑓′(−1) = 3𝑥2 − 12𝑥 = 3(−1)2 − 12(−1) = 3 + 12 = 15 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 𝑦 + 7 = 15(𝑥 + 1);   15𝑥 − 𝑦 + 8 = 0 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = − 1𝑓′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) 𝑦 + 7 = − 115 (𝑥 + 1); 15𝑦 + 105 = −𝑥 − 1; 𝑥 + 15𝑦 + 106 = 0. 
Приклад 4. Знайти похідні функцій 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥2. 

Розв’язок 

Функція 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 є складеною, де зовнішньою є степенева 
функція 𝑓(𝑢) = 𝑢2, а внутрішньою – тригонометрична 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

отже, 𝑦𝑥′ = 2𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥)′ = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥. 
А ось для функції 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥2, де 𝑓(𝑢) = 𝑠𝑖𝑛𝑢, 𝑢 = 𝑥2 маємо: 𝑦𝑥′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥2(𝑥2)′ = 2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥2. 
Приклад 5. Знайти похідну функції 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔42𝑥. 
Розв’язок 

Тут 𝑦 = 𝑢4, 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑣, 𝑣 = 2𝑥, тому: 𝑦𝑥′ = 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔32𝑥 ∙ 11 + (2𝑥)2 ∙ 2 = 8𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔32𝑥1 + 4𝑥2 . 
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Приклад 6. Знайти похідну функції 𝑥2 + 𝑦2 = 4. 
Розв’язок 

Перепишемо рівняння: 𝐹(𝑥; 𝑦(𝑥)) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4 = 0. 

Знайдемо похідну: 2𝑥 + 2𝑦 ∙ 𝑦′ = 0. 
Виразимо 𝑦′:  𝑦′ = −2𝑥2𝑦 = −𝑥𝑦. 
Приклад 7. Знайти похідну функції 𝑦 = (𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 . 
Розв’язок 

Логарифмуємо обидві частини: 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛((𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥) 𝑙𝑛𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥), оскільки log𝑎 𝑥𝑛 = 𝑛 log𝑎 𝑥. 
Знаходимо похідну (𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′: 1𝑦 𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝑐𝑜𝑠𝑥 1𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 1𝑦 𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 1𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑦′ = 𝑦 (−𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 1𝑠𝑖𝑛𝑥) 𝑦′ = (𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 (−𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑙𝑛(𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 1𝑠𝑖𝑛𝑥). 
Приклад 8. Знайти похідну функції: {𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝑡. 
Розв’язок 𝑦𝑥′ = 𝑦𝑡′𝑥𝑡′ = (3𝑠𝑖𝑛𝑡)′(2𝑐𝑜𝑠𝑡)′ = 3𝑐𝑜𝑠𝑡−2𝑠𝑖𝑛𝑡 = −32 𝑐𝑡𝑔𝑡. 
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Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти похідну функції: 𝑦 = 3𝑥2 − 5𝑥 + 1; 𝑦 = 2√𝑥 − 1𝑥 + √34
; 𝑦 = (𝑥2 − 3𝑥 + 3)(𝑥2 + 2𝑥 − 1); 𝑦 = 3𝑥2+1𝑥−1 ; 𝑦 = 2𝑥3−1; 𝑦 = 1−𝑥3√𝜋 ; 𝑦 = 35 − 𝑥 + 𝑥25 , обчислити 𝑦′(0). 

2. Знайти похідну складної функції: 𝑦 = (𝑥2 + 1)4; 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑥; 𝑦 = 𝑙𝑛2𝑥 = (𝑙𝑛𝑥)2; 𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝑥; 𝑦 = 𝑒√𝑙𝑛𝑥; 𝑦 = (1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)4; 𝑦 = 𝑙𝑛√1 + 2𝑥1 − 2𝑥. 
3. Знайти похідну функції, заданої неявно: 5𝑥3 + 3𝑦 − 2 = 0; 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦); 𝑥4 + 𝑦4 = 𝑥2𝑦2. 
4. Знайти похідну функції, заданої параметрично: {𝑥 = 1 − 𝑡2𝑦 = 𝑡 − 𝑡3 ; {𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑦 = 𝑏𝑠𝑖𝑛3𝜑 ; { 𝑥 = 𝑙𝑛(1 + 𝑡2)𝑦 = 𝑡 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡 . 
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5. Знайти похідну за допомогою логарифмічного диференцію-
вання: 𝑦 = (𝑥 + 1)3√𝑥 − 24√(𝑥 − 3)25 ; 

𝑦 = √𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥√1 − 𝑒𝑥 . 
 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Сформулюйте означення похідної функції в точці. Який 
граничний перехід лежить в основі цього поняття? 

2. Опишіть алгоритм знаходження похідної за означенням 
(кроки з приростом аргументу та функції). 

3. Назвіть основні правила диференціювання: для суми, до-
бутку та частки двох функцій. 

4. У чому полягає геометричний зміст похідної?  
5. Дайте означення дотичної до кривої. Як похідна пов’язана 

з кутовим коефіцієнтом дотичної? 

6. Запишіть рівняння дотичної та нормалі до графіка функції 
в заданій точці. Як вони пов’язані між собою геометрично? 

7. Поясніть фізичний зміст першої та другої похідних на 
прикладі прямолінійного руху матеріальної точки. 

8. Сформулюйте правило знаходження похідної складеної 
функції. Як правильно визначити «зовнішню» та «внутрішню»  
функції? 

9. Яку функцію називають заданою неявно? Опишіть про-
цедуру знаходження її похідної. 

10. У чому сутність методу логарифмічного диференцію-
вання? Для яких типів функцій його використання є найбільш до-
цільним (або єдиним можливим)? 

11. Як знайти похідну функції, що задана параметрично? За-
пишіть відповідну формулу. 
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Тести 

 

1. Процес знаходження похідної від цієї функції назива-
ється: 

а) інтегруванням; 
б) диференціюванням; 

в) логарифмуванням; 
г) проєктуванням. 
 

2. У чому полягає геометричний зміст похідної в точці: 
а) довжина дуги кривої в цій точці; 
б) кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції; 
в) відстань від точки до початку координат; 
г) площа криволінійної трапеції. 
 

3. Похідна сталої величини (константи) дорівнює: 
а) одиниці; 
б) самій константі; 
в) нулю; 
г) нескінченності. 
 

4. Фізичний зміст першої похідної від руху за часом – це: 
а) прискорення руху; 
б) сила тертя; 
в) миттєва швидкість; 
г) маса тіла. 
 

5. Друга похідна від закону прямолінійного руху за часом 
визначає: 

а) потенціальну енергію; 
б) прискорення руху; 
в) середню швидкість; 
г) пройдений шлях. 
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6. Як поводиться сталий множник під час знаходження 

похідної: 
а) завжди перетворюється на нуль; 
б) виноситься за знак похідної без змін; 
в) підноситься до квадрата; 
г) змінює знак на протилежний. 
 

7. Пряма, що проходить через точку дотику перпендику-
лярно до дотичної, називається: 

а) асимптотою; 
б) нормаллю; 
в) хордою; 
г) бісектрисою. 
 

8. Логарифмічне диференціювання доцільно застосову-
вати для: 

а) сталих функцій; 
б) лінійних функцій; 
в) степенево-показникових функцій (де основа й показник за-

лежать від х); 

г) знаходження коренів квадратного рівняння. 
 

9. Функція називається заданою неявно, якщо: 
а) вона записана у формі системи рівнянь через параметр t; 
б) вона визначена рівнянням, не розв’язаним стосовно залеж-

ної змінної y; 

в) її графік проходить через початок координат; 
г) вона не має похідної в жодній точці. 
 

10. Граничне положення січної, коли друга точка набли-
жається до першої вздовж кривої, називається: 

а) дотичною; 
б) радіусом; 
в) променем; 
г) сігмою. 
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ТЕМА 13. ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ  
ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ 

 

Основні теоретичні відомості 
 

Загальна схема дослідження функції: 
1) знайти область визначення функції; 
2) дослідити функцію на парність і періодичність; 

3) знайти інтервали монотонності й екстремуми функції; 
4) знайти інтервали опуклості та точки перегину; 

5) знайти асимптоти графіка функції; 
6) знайти точки перетину графіка функції з осями координат 

(якщо це можливо); 
7) побудувати графік функції. 
 

Нехай задана функція 𝑦 = 𝑓(𝑥). 
1. Областю визначення функції називається множина всіх 

значень, яких набуває незалежна змінна 𝑥. 

2. Функція називається парною, якщо: 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥). 
Функція називається непарною, якщо: 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥). 
Функція 𝑦 = 𝑓(𝑥), задана на множині М, називається періо-

дичною, якщо існує таке число Т ≠ 0, що: 1) для будь-якого х є  
М:  𝑥 − Т і 𝑥 + Т також належать М; 2) для всіх х є М: 𝑓(𝑥 + 𝑇)  = 𝑓(𝑥). 

3. Монотонність функції 𝑓(𝑥) характеризується знаком її пер-
шої похідної f’(x): якщо на деякому проміжку 𝑓′(𝑥) > 0 (𝑓′(𝑥) < 0), 
то функція зростає (спадає) на цьому проміжку. Щоб дослідити 
функцію на монотонність, треба: а) знайти її першу похідну; 

б) прирівняти її до нуля, щоб розбити область визначення функції 
на проміжки, в яких 𝑓′(𝑥) зберігає знак; в) методом проб встано-
вити знак похідної на кожному проміжку. Точки, в яких 𝑓′(𝑥) = 0 

або не існує, називаються критичними точками. Якщо похідна в 
разі переходу через критичну точку міняє знак з плюса на мінус, 
то це точка максимуму; якщо похідна під час переходу через 
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критичну точку міняє знак з мінуса на плюс, то це точка мінімуму; 

якщо похідна в разі переходу через критичну точку не міняє знак, 
то в цій точці екстремуму немає.  

4. Крива називається опуклою (ввігнутою) на деякому про-

міжку, якщо вона розміщена нижче (вище) дотичної, проведеної в 
будь-якій точці цього проміжку. Опуклість чи ввігнутість кривої ха-
рактеризується знаком другої похідної: якщо 𝑓′′(𝑥) < 0 (𝑓′′(𝑥) > 0), 
то крива опукла (ввігнута) на цьому проміжку. Точкою перегину 

кривої називається така її точка, яка відокремлює інтервал опук-

лості від інтервалу ввігнутості. У разі переходу через точки пере-
гину друга похідна функції міняє знак. 

5. Пряма лінія називається асимптотою кривої, якщо від-

стань від точки М цієї кривої до прямої прямує до нуля, коли точка М 

рухається по кривій у нескінченість. Розрізняють три види асимп-
тот: вертикальні, горизонтальні та похилі.  

Якщо хоча б одна границя функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точці 𝑎 право-
руч або ліворуч дорівнює нескінченості, то пряма 𝑥 = 𝑎 є верти-
кальною асимптотою, тобто: 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎−0𝑓(𝑥) = ∞   або   𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎+0𝑓(𝑥) = ∞. 

 

Якщо існує скінчена границя функції при x →  ∞, тобто: 
 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝑓(𝑥) = 𝑏, 

 

то пряма 𝑦 = 𝑏 є горизонтальною асимптотою. 
Якщо існують границі: 
 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑓(𝑥)𝑥 = 𝑘;      𝑙𝑖𝑚𝑥→∞[𝑓(𝑥) − 𝑘𝑥] = 𝑏, 
 

то пряма 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 є похилою асимптотою. 
6. Щоб знайти точки перетину графіка функції з віссю Ох, 

підставимо у функцію y = 0, а з віссю Oy – підставимо х = 0. 

7. Будуємо графік функції. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Дослідити на монотонність функцію: 𝑦 = 𝑥3𝑥2 − 1. 
Розв’язок 

Функція не визначена при 𝑥 = ±1, тобто область визначення 
складається з трьох інтервалів: (−∞;−1), (−1; 1), (1;+∞). 

Знаходимо критичні точки: 𝑦′ = 3𝑥2(𝑥2 − 1) − 𝑥3 ∙ 2𝑥(𝑥2 − 1)2 = 𝑥2(𝑥2 − 3)(𝑥2 − 1)2  𝑦′ = 0 у точках 𝑥 = 0, 𝑥 = ±√3, при 𝑥 = ±1 похідна не існує. 
 

 
 

Ця функція зростає на інтервалах (−∞;−√3), (√3;+∞), а 
спадає на (−√3;−1), (−1; 1), (1; √3). 

Приклад 2. Дослідити на монотонність функцію: 𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 2𝑥 − 3). 
Розв’язок 

Область визначення функції: 𝑥2 + 2𝑥 − 3 > 0, тобто (−∞;−3) ∪ (1;+∞). Знайдемо похідну функції та точки, в яких 
вона дорівнює нулю: 𝑦′ = 2𝑥 + 2𝑥2 + 2𝑥 − 3 ; 2𝑥 + 2 = 0, 𝑥 = −1. 

Точка 𝑥 = −1 не належить області визначення. 
 

 
 

Отже, на інтервалі (−∞;−3) функція спадає, на (1;+∞) спадає. 
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Приклад 3. Дослідити на екстремум функцію: 𝑦 = (𝑥 + 2)2(𝑥 − 1)3. 
Розв’язок 

Функція визначена на інтервалі (−∞;+∞). Знайдемо похідну 
функції та критичні точки: 𝑦′ = 2(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)3 + 3(𝑥 + 2)2(𝑥 − 1)2 = (𝑥 − 1)2(𝑥 + 2)(5𝑥 + 4). 

Отже, критичними є точки: 𝑥 = −2, 𝑥 = − 54 , 𝑥 = 1. Дослі-
димо знак похідної: 
 

 

 

 

 

Точка 𝑥 = −2 є точкою максимуму, 𝑦(−2) = 0; точка 𝑥 = − 54 
є точкою мінімуму, 𝑦 (− 54) ≈ −8,4; точка 𝑥 = 1 не є точкою екст-
ремуму, оскільки похідна не міняє знак. 

Приклад 4. Дослідити функцію та побудувати її графік: 𝑦 = 𝑥22(𝑥 − 1). 
Розв’язок 

1. Функція визначена всюди, крім точки, в якій знаменник пе-
ретворюється в нуль 𝑥 = 1. Область визначення складається з двох 
інтервалів: 𝐷(𝑦) = (−∞; 1) ∪ (1; +∞). 

2. Перевірка на парність: 𝑦(−𝑥) = (−𝑥)22(−𝑥 − 1) = − 𝑥22(𝑥 + 1) ; 𝑦(−𝑥) ≠ 𝑦(𝑥), 𝑦(−𝑥) ≠ −𝑦(𝑥). 
Отже, функція ні парна, ні непарна, неперіодична. 
3. Для відшукання інтервалів монотонності обчислюємо по-

хідну функції: 𝑦′ = 2𝑥(𝑥 − 1) − 𝑥22(𝑥 − 1)2 = 𝑥(𝑥 − 2)2(𝑥 − 1)2 . 
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Прирівнюючи її до нуля, матимемо точки, підозрілі на екст-
ремум 𝑥 = 0;  𝑥 = 2. Вони розбивають область визначення на інтер-
вали монотонності. 

Дослідимо поведінку похідної праворуч та ліворуч від знай-
дених точок. Графічно інтервали монотонності матимуть вигляд: 

 

 
 

Досліджувана функція зростає на інтервалах (−∞; 0) ∪ (2;+∞) 
та спадає на (0; 1) ∪ (1; 2). 

Точка 𝑥 = 0 – точка локального максимуму, 𝑥 = 2 – локаль-
ного мінімуму.  

Знайдемо значення функції: 𝑦𝑚𝑎𝑥 = 0, 𝑦𝑚𝑖𝑛 = 2. 
4. Для відшукання інтервалів опуклості знайдемо другу похідну: 𝑦′′ = 1(𝑥 − 1)3. 
Друга похідна не перетворюється в нуль, а це означає, що  

функція немає точок перегину. 
5. Точка 𝑥 = 1 – вертикальна асимптота функції. Рівняння по-

хилої асимптоти має вигляд y = kx + b, де k, b – границі: 

𝑘 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑓(𝑥)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥22(𝑥 − 1)𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥22𝑥2 (1 − 1𝑥) = 12 ;      
 𝑏 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞[𝑓(𝑥) − 𝑘𝑥] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ [ 𝑥22(𝑥−1)− 12 𝑥] = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥2(𝑥−1) = 12. 
 

Кінцевий вигляд прямої: 𝑦 = 12 𝑥 + 12    або   𝑦 = 𝑥 + 12 . 
6. Точка 𝑥 = 0 − єдина точка перетину з осями координат. 
7. Будуємо графік. 
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Завдання для самоконтролю 

 

Дослідити функцію та побудувати графік: 
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Питання для самоконтролю 

 

1. Як за допомогою першої похідної визначити інтервали 
зростання та спадання функції? 

2. Що таке критичні точки функції та чи завжди в них існує 
екстремум? 

3. Сформулюйте важливу умову існування екстремуму (тео-
рема Ферма). 

4. Як відрізнити точку максимуму від точки мінімуму за зна-
ком першої похідної? 

5. За якою ознакою визначають інтервали опуклості вгору та 
опуклості вниз (увігнутості)? 

6. Що називають точкою перегину графіка функції? 

7. Які бувають види асимптот і як знайти вертикальну асимп-
тоту? 

8. Як впливає парність або непарність функції на побудову її 
графіка? 

9. За яких умов у функції існує похила асимптота? 

10. Опишіть основні кроки загального плану дослідження 
функції. 

 
 

Тести 

 

1. На інтервалі, де функція зростає, її перша похідна має 
бути: 

а) від’ємною; 

б) додатною; 

в) дорівнювати нулю; 

г) дорівнювати одиниці. 
 

2. Якщо в разі переходу через критичну точку похідна змі-
нює знак з «плюс» на «мінус», то ця точка є: 

а) точкою мінімуму; 

б) точкою максимуму; 

в) точкою перегину; 

г) точкою розриву. 
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3. За якою умовою графік функції є опуклим вгору (має 
форму купола) на інтервалі: 

а) перша похідна додатна; 
б) перша похідна від’ємна; 
в) друга похідна додатна; 
г) друга похідна від’ємна. 

 

4. Точка, під час переходу через яку графік змінює напрям 
опуклості на увігнутість, називається: 

а) точкою максимуму; 

б) критичною точкою; 

в) точкою перегину; 

г) точкою розриву. 

 

5. Пряма, до якої необмежено наближається графік функ-
ції під час віддалення точки графіка в нескінченність, назива-
ється: 

а) дотичною; 

б) асимптотою; 

в) січною; 

г) нормаллю. 

 

6. Якщо функція є парною, то її графік симетричний від-
носно: 

а) початку координат; 
б) осі абсцис (OX); 
в) осі ординат (OY); 
г) прямої y = x. 

 

7. Для непарної функції характерна симетрія графіка від-
носно: 

а) початку координат; 
б) осі ординат (OY); 
в) горизонтальної асимптоти; 

г) осі абсцис (OX). 
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8. Якщо перша похідна функції на всьому інтервалі дорів-
нює нулю, то функція на цьому інтервалі: 

а) зростає; 
б) спадає; 
в) є сталою (константою); 
г) має розрив. 

 

9. Точки максимуму та мінімуму функції об’єднуються 
спільною назвою: 

а) критичні точки; 

б) точки перегину; 

в) точки екстремуму; 

г) точки розриву. 

 

10. Що варто зазначити про графік функції, якщо на інтер-
валі її перша похідна від’ємна: 

а) функція на цьому інтервалі зростає; 
б) функція на цьому інтервалі спадає; 
в) функція на цьому інтервалі є опуклою; 

г) функція на цьому інтервалі є непарною. 

 

 

  



172 

РОЗДІЛ ІV 

ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

 

ТЕМА 14. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ  
ФУНКЦІЇ КІЛЬКОХ ЗМІННИХ. 

ЧАСТИННІ ПОХІДНІ 

 

14.1. Функції двох змінних. Область визначення. Лінії рівня. 
14.2. Частинний приріст і частинні похідні. 
14.3. Повний приріст і повний диференціал функції двох змінних. 
14.4. Частинні похідні вищих порядків. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

14.1. Функції двох змінних. Область визначення.  
Лінії рівня 

 

Означення. Якщо змінна величина 𝑢 залежить від 𝑛 незалеж-
них змінних 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , то її називають функцією кількох змін-
них і позначають: 𝑢 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) або 𝑢 = 𝑓(𝑀),  𝑀(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸𝑛, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – незалежні змінні, або аргументи, є рівноправ-
ними. 

Означення. Змінна 𝑧 називається функцією незалежних 
змінних 𝒙 та 𝒚, якщо кожній парі (𝑥; 𝑦) з деякої області їх зміни 
відповідає певне єдине значення величини 𝑧: 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦). 

Означення. Сукупність усіх впорядкованих наборів чисел 
виду (𝑥; 𝑦), за яких функція 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) приймає певні дійсні зна-
чення, називають областю визначення функції. 

Графіком функції двох змінних 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) є деяка поверхня. 
Так, графіком функції 𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 є півсфера з радіусом 1, 
розташована над площиною ХОY.  
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Означення. Криві лінії, що лежать у площині ХОУ і мають 

рівняння 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑐 (𝑐 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), називаються лініями рівня функ-
ції 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦).  

Лінія рівня – це множина всіх точок площини, для яких функ-
ція 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) приймає одне значення. 

 
 

14.2. Частинний приріст і частинні похідні 
 

Нехай 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) – функція двох змінних. Надамо змінній х 

приросту Δ𝑥, а змінна у залишається незмінною.  
Означення. Функція 𝑧 одержить приріст Δ𝑥𝑧 = 𝑓(𝑥 ++𝛥𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥; 𝑦), який називають частинним приростом по 

змінній х. 
Функція 𝑧 одержить приріст Δ𝑥𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥; 𝑦), 

який називають частинним приростом по змінній у. 
Означення. Якщо існує 𝑙𝑖𝑚𝛥𝑥→0 𝑓(𝑥+𝛥𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)𝛥𝑥 , то її називають 

частинною похідною функції 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) по змінній х і познача-
ють 𝜕𝑧𝜕𝑥 або  𝑧𝑥′ , 𝑓𝑥′(𝑥; 𝑦),  тобто: 

 𝜕𝑧𝜕𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝛥𝑥→0 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥; 𝑦) − 𝑓(𝑥; 𝑦)𝛥𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝛥𝑥→0𝛥𝑥𝑧𝛥𝑥 . 
 

Аналогічно 
y

yxfyyxf

y

z

y 
−+

=



→

);();(
lim

0 y

zy

y 


=

→ 0
lim  – частинна 

похідна по змінній у. 
За означенням кожна частинна похідна є похідною функції 

однієї змінної. Тому під час обчислення частинних похідних можна 
користуватись відомими правилами та формулами диференцію-
вання функції однієї змінної. 
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14.3. Повний приріст і повний диференціал  
функції двох змінних 

 

Означення. Нехай маємо функцію двох змінних );( yxfz = . 

Якщо х та у дістають одночасно приріст x  та y , то різницю 
);();( yxfyyxxf −++  називають повним приростом функції та 

позначають );();( yxfyyxxfz −++= . 

Означення. Головна, лінійна відносно x  та y  частина пов-
ного приросту функції називається повним диференціалом:  

 

yyxfxyxfdz yx += );();( . 

 

Прирости х  та у  незалежних змінних х та у називаються 
диференціалами незалежних змінних і позначаються dx  та dy , 

тому: 

dy
y

z
dx

x

z
dz




+



= . 

 

 

14.4. Частинні похідні вищих порядків 

 

Означення. Частинну похідну першого порядку по змінній xm 

від частинної похідної першого порядку по змінній xk, називають 
частинною похідною другого порядку функції по змінній xk та xm 

і позначають: 
 𝜕2𝑢𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑚 або //

mk xxu  при mk  ,  
𝜕2𝑢(𝜕𝑥𝑘)2 або //

kk xxu  при mk = . 

 

Частинні похідні функції );( yxfz =   
x

z




 та 
y

z




 є функціями 

тих самих змінних, тому вони теж мають похідні по цих змінних. 
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Приклад. Знайти всі частинні похідні другого порядку функції 𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥2 + 𝑦). 
Розв’язання 

Знайдемо спочатку частинні похідні першого порядку: 

( )( )
yx

x
x

yx
yx

x

z
x +

=
+

=+=



22

/2 2
2

1
ln ; 

( )( )
yxyx

yx
y

z
y +

=
+

=+=



22

/2 1
1

1
ln , 

а потім – частинні похідні другого порядку: 

( )( ) ( ) ( )( )
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2

2

2212
112

2

)(

42
21222

yx

x

yx
xyxxyxyxx

xx

z
x +

−
+

=+−++=+=


 −−−
; 

( )( ) ( )22
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/12

2 1
1)(1
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yxyx

yy

z
y

+
−=+−=+=


 −−

; 

( )( ) ( )22

22
/12

2 2
2)(1

yx

x
xyxyx

xy

z
x

+
−=+−=+=


 −−

. 

Для функції двох змінних );( yxfz =  

 
 

Означення.  𝜕2𝑓𝜕у𝜕𝑥  та  𝜕2𝑓𝜕х𝜕у
 називають мішаними частинними 

похідними. 

Теорема. Якщо функція );( yxfz =  та похідні 
x

z




, 
y

z




 непе-

рервні в точці (x; y) та в деякому її околі, то в цій точці 
xу
z


 2

=
ух
z


 2

. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Знайти область визначення функції  𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2. 

Розв’язання 

Функція 𝑧 набуває дійсних значень тоді, коли 1 − 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 0;       𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1. 

 
Отже, область визначення функції – круг з центром у початку 

координат і радіусом, що дорівнює 1. 

Приклад 2. Знайти лінії рівня функції а) 𝑧 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 3)2. 

Розв’язання 

Лінії рівня функції описуються рівнянням (𝑥 − 2)2 + (𝑦 ++3)2 = 𝑐. Це коло з центром у точці (2; −3) і радіусом √𝑐.  

Приклад 3. Знайти частинні похідні функції 
123 2244 −+−+= xyxyxz . 

Розв’язання 

 𝑧𝑥′ = 4𝑥3 − 6𝑥𝑦2 + 2 (змінну у вважаємо сталою); 𝑧𝑦′ = 4𝑦3 − 6𝑦𝑥2 (змінну х вважаємо сталою). 
Частинні диференціали визначаються як основні частини  

частинних приростів функції dx
x

z
zd x 


= ,     dy

y

z
zd y 


= . 

Приклад 4. Знайти повний диференціал функції 𝑧 = 𝑙𝑛√𝑥𝑦. 

Розв’язання 

Знайдемо частинні похідні функції:  𝜕𝑧𝜕𝑥 = (𝑙𝑛√𝑥𝑦)𝑥′ = 1√𝑥𝑦 ⋅ 12√𝑥𝑦 ⋅ 𝑦 = 𝑦2𝑥𝑦 = 12𝑥 ; 
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𝜕𝑧𝜕𝑦 = (𝑙𝑛 √𝑥𝑦)𝑦′ = 1√𝑥𝑦 ⋅ 12√𝑥𝑦 ⋅ 𝑥 = 𝑥2𝑥𝑦 = 12𝑦. 
Отже, 𝑑𝑧 = 12𝑥 𝑑𝑥 + 12𝑦 𝑑𝑦. 

Приклад 5. Знайти всі частинні похідні другого порядку 
функції 𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥2 + 𝑦). 

Розв’язання 

Знайдемо спочатку частинні похідні першого порядку: 𝜕𝑧𝜕𝑥 = (𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦))𝑥′ = 1𝑥2 + 𝑦 ⋅ 2𝑥 = 2𝑥𝑥2 + 𝑦 ; 𝜕𝑧𝜕𝑦 = (𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦))𝑦′ = 1𝑥2 + 𝑦 ⋅ 1 = 1𝑥2 + 𝑦, 
а потім частинні похідні другого порядку: 𝜕2𝑧𝜕𝑥𝜕𝑥 = (2𝑥(𝑥2 + 𝑦)−1)𝑥′ = 2 ⋅ (𝑥2 + 𝑦)−1 + 2𝑥 ⋅ (−1)(𝑥2 + 𝑦)−2 ⋅ 2𝑥 = = 2𝑥2 + 𝑦 − 4𝑥2(𝑥2 + 𝑦)2 ; 
 𝜕2𝑧𝜕𝑦𝜕𝑦 = ((𝑥2 + 𝑦)−1)𝑦′ = −1(𝑥2 + 𝑦)−2 ⋅ 1 = − 1(𝑥2 + 𝑦)2 ; 
 𝜕2𝑧𝜕𝑦𝜕𝑥 = ((𝑥2 + 𝑦)−1)𝑥′ = −1(𝑥2 + 𝑦)−2 ⋅ 2𝑥 = − 2𝑥(𝑥2 + 𝑦)2. 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти області визначення функцій і побудувати їхнє гео-
метричне зображення: 𝑧 =  𝑥 +  𝑦 

𝑧 =  √1 − 𝑥216 − 𝑦29  

𝑧 =  √16 − 𝑥2  −  𝑦2 𝑧 =  𝑙𝑛(4𝑥2  +  9𝑦2  −  36). 
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2. Знайти лінії рівня функцій: 𝑧 =  𝑥2  +  𝑦2 𝑧 =  2𝑥 +  𝑦 

𝑧 = √𝑥𝑦  

𝑧 = 𝑥𝑦. 
3. Знайти частинні похідні функцій: 𝑧 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦 − 𝑦3 𝑧 = 𝑦𝑥 

𝑧 = arctan (𝑦𝑥) 

𝑧 = 𝑥𝑦𝑥 − 𝑦 

𝑧 = 𝑥3𝑦 − 2𝑥 𝑢 = ln (sin (𝑥 − 2𝑡)) 𝑧 = 𝑒(𝑥3+𝑦2)2  

𝑢 = 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦. 
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Питання для самоконтролю 

 

1. Що таке функція кількох змінних? Наведіть приклад. 
2. Як визначається область визначення функції двох змінних? 
3. Що називають лініями рівня функції? Який їхній геомет-

ричний зміст? 
4. Дайте означення частинного приросту функції по змінній 𝑥 та по змінній 𝑦. 

5. Як формально визначається частинна похідна функції по 
змінній 𝑥? 

6. Чому під час обчислення частинних похідних можна ко-
ристуватися правилами диференціювання функцій однієї змінної? 

7. Що таке повний приріст функції двох змінних? 

8. Як визначається повний диференціал функції? 

9. Що називають частинними похідними другого порядку? 

10. Сформулюйте умову рівності мішаних частинних похідних. 
 

 

Тести 

 

1. Як називається змінна величина u, якщо вона зале-
жить від декількох незалежних змінних (аргументів): 

а) функцією кількох змінних; 
б) складною функцією однієї змінної; 
в) параметричною константою; 
г) диференціальним рівнянням. 
 

2. Що розуміють під областю визначення функції кількох 
змінних: 

а) сукупність усіх впорядкованих наборів чисел, за яких функ-
ція приймає певні дійсні значення; 

б) лише область додатних значень залежної змінної; 
в) множину значень, які приймає сама функція на графіку; 
г) довжину кривої лінії на площині координат. 
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3. Що є геометричним зображенням (графіком) функції 
двох змінних у тривимірному просторі: 

а) пряма лінія або плоска ламана; 
б) певна поверхня в тривимірному просторі; 
в) тіло обертання або сфера; 
г) сімейство концентричних кіл. 
 

4. Як називається лінія на площині координат, у кожній 
точці якої функція двох змінних зберігає одне й те саме пос-
тійне значення: 

а) лінією рівня функції; 
б) асимптотою функції; 
в) дотичною лінією; 

г) екстремальною кривою. 

 

5. Як називається приріст функції двох змінних, коли змі-
нюється лише один з аргументів, а інший залишається постій-
ним: 

а) частинним приростом функції; 
б) повним приростом функції; 
в) частинним диференціалом; 
г) повним диференціалом. 
 

6. Яка основна умова ставиться до іншого аргументу в 
разі знаходження частинної похідної по змінній у: 

а) змінна х вважається постійною величиною (константою); 
б) змінна х обов’язково повинна дорівнювати нулю; 
в) змінна х диференціюється за правилом складної функції; 
г) змінна х прагне до нескінченності. 
 

7. Повним приростом функції двох змінних називають: 
а) різницю між значенням функції в нарощеній точці та її зна-

ченням у початковій точці під час одночасного приросту обох ар-
гументів; 

б) суму значень функції в початковій та кінцевій точках; 
в) добуток частинних приростів за кожної координати окремо; 
г) головну лінійну частину приросту функції. 
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8. Що таке повний диференціал функції кількох змінних 
за своїм означенням: 

а) головна, лінійна відносно приростів аргументів частина 
повного приросту функції; 

б) границя відношення повного приросту до добутку дельта 
х на дельта у; 

в) сума частинних похідних без множення на диференціали 
аргументів; 

г) похідна від функції за параметром часу. 
 

9. Як називається частинна похідна першого порядку, 
яку повторно продиференціювали за будь-якою з незалежних 
змінних: 

а) частинною похідною другого порядку; 
б) повним диференціалом другого порядку; 
в) мішаним повним приростом; 
г) первісною функцією. 
 

10. Як називаються частинні похідні вищих порядків, які 
обчислені за різними змінними (наприклад, спочатку по х, а 
потім по у): 

а) мішаними частинними похідними; 
б) повними диференціалами; 
в) однорідними функціями; 
г) складними аргументами. 
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ТЕМА 15. ЕКСТРЕМУМ ФУНКЦІЇ  
БАГАТЬОХ ЗМІННИХ. 

НАЙБІЛЬШЕ ТА НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

В ЗАМКНЕНІЙ ОБЛАСТІ 

 

15.1. Безумовні екстремуми функції двох змінних. Найбільше 
та найменше значення функції в замкненій області. 

15.2. Умовний екстремум. Метод Лагранжа. 
 

Основні теоретичні відомості 
 

15.1. Безумовні екстремуми функції двох змінних.  
Найбільше та найменше значення функції  

в замкненій області 
 

Означення. Точка М0(х0; у0) називається точкою макси-
муму функції 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦), якщо існує окіл точки М0 такий, що для 
всіх точок (х; у) з цього околу виконується нерівність 𝑓(𝑥0; 𝑦0) >𝑓(𝑥; 𝑦) (рис. 15.1). 

Означення. Точка М0(х0; у0) називається точкою мінімуму 

функції );( yxfz = , якщо існує окіл точки М0 такий, що для всіх то-
чок (х; у) з цього околу виконується нерівність 𝑓(𝑥0; 𝑦0) < 𝑓(𝑥; 𝑦) 
(рис. 15.2). 

 
Рисунок 15.1                                        Рисунок 15.2 
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Означення. Відповідні значення функції 𝑓(𝑥0, 𝑦0) називають 
максимальним і мінімальним значенням функції.  

Означення. Максимум і мінімум функції двох змінних нази-
вають екстремумами функції. 

Вагомі умови існування екстремуму 

Якщо в точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) диференційована функція 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
має екстремум, то її частинні похідні в цій точці дорівнюють нулю, 
тобто:  

{ 
 𝜕𝑧𝜕𝑥 = 0𝜕𝑧𝜕𝑦 = 0. 

 

Точки, в яких виконуються відповідні умови, називають кри-
тичними або стаціонарними (або підозрілими на екстремум). 

Достатні умови існування екстремуму 

Нехай функція 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) визначена в деякому околі критич-
ної точки (х0; у0) і має в цій точці неперервні похідні другого по-
рядку: 

);( 0011 yxfа xx= ; 

);( 0022 yxfа yy= ; 

);( 0012 yxfа xy= . 
 

Якщо 02
122211 − ааа , 011 a , то в точці (х0; у0) функція має 

максимум; 
якщо 02

122211 − ааа , 011 a , то в точці (х0; у0) функція має 
мінімум; 

якщо 02
122211 − ааа , то в точці (х0; у0) функція екстремуму не 

має;  
якщо 02

122211 =− ааа , то застосовують іншу ознаку. 
Схема дослідження функції на екстремум (безумовний) 

1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти частинні похідні першого порядку 𝑧𝑥′  та 𝑧𝑦′ . 

3. Розв’язати систему   {𝑧′𝑥 = 0𝑧′𝑦 = 0    та знайти критичні точки. 



184 

4. Знайти частинні похідні другого порядку й обчислити їхнє 
значення в критичних точках. 

5. За достатніми ознаками зробити висновок про екстремум. 
6. Знайти значення функції в точках екстремуму. 

Найбільше та найменше значення функції  
в замкненій області 

Найбільше та найменше значення функції знаходять у такій 
послідовності: 

1. Знаходять у цій області критичні точки. 
2. На межі області за допомогою рівняння межі функцію зво-

дять до функції однієї змінної, для якої знаходять критичні точки. 
3. Знаходять значення функції в усіх знайдених критичних 

точках і в кутових точках межі області. 
4. Серед цих значень вибирають найбільше та найменше. 
 

 

15.2. Умовний екстремум. Метод Лагранжа 

 

Часто зустрічається задача знаходження екстремуму функції 
двох змінних за наявності додаткових умов на її аргументи. Такі 
екстремуми називають умовними. 

Нехай потрібно знайти екстремум функції 𝑧 = 𝑓(𝑥; 𝑦) за 
умови 𝜑(𝑥; 𝑦) = 0 (рівняння зв’язку). 

Алгоритм знаходження умовного екстремуму  
методом Лагранжа 

1. Записати функцію Лагранжа 𝐿(𝑥; 𝑦; 𝜆) = 𝑓(𝑥; 𝑦) + 𝜆𝜑(𝑥; 𝑦), 
де −  деяке число, що називається множником Лагранжа. 

2. Знайти критичні точки функції Лагранжа за відповідними 

умовами існування екстремуму: 
 

{  
  𝜕𝐿𝜕𝑥 = 0𝜕𝐿𝜕𝑦 = 0𝜕𝐿𝜕𝜆 = 0   або  { 

 𝜕𝑓𝜕𝑥 + 𝜆 𝜕𝜑𝜕𝑥 = 0𝜕𝑓𝜕𝑦 + 𝜆 𝜕𝜑𝜕𝑦 = 0𝜑(𝑥; 𝑦) = 0.  
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3. Перевірити в кожній критичній точці kM  достатні умови 
існування екстремуму: 

а) якщо 
)()()(

)()()(

)()(0

)(

kyykxyky

kxykxxkx

kykx

k

MLMLM

MLMLM

MM

М




=




 > 0, то kM – точка мак-

симуму; 
б) якщо 0)(  kM , то kM  – точка мінімуму. 
4. Знайти значення функції в точках максимуму чи мінімуму. 

 

 

Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1. Дослідити на екстремум функцію 𝑧 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 ++𝑦2 + 3𝑥 − 2𝑦 + 1. 

Розв’язання 

Функція визначена для всіх дійсних х та у. 

Знайдемо частинні похідні першого порядку: 𝑧𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦 + 3; 𝑧𝑦′ = −𝑥 + 2𝑦 − 2. 
Використаємо відповідну умову існування екстремуму: 

{𝑧𝑥′ = 0𝑧𝑦′ = 0,     { 2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0−𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0,    𝑥 = −43 ,𝑦 = 13 .  

Отже, 𝑀0 (− 43 ; 13) – критична точка. 
Знайдемо частинні похідні другого порядку: 𝑧𝑥𝑥′′ = 2;     𝑧𝑥𝑦′′ = −1;   𝑧𝑦𝑦′′ = 2. 
Знайдемо значення частинних похідних 𝑎11,  𝑎12,   𝑎22, тобто: 𝑎11 = 2,  𝑎212 = −1,   𝑎22 = 2. 

Тоді  𝑎 𝑎11 22 − 𝑎12 = 2 ⋅ 2 − (−1)2 = 3 > 0 і 𝑎11 = 2 > 0, 

тобто за достатніми ознаками функція має мінімум. 
Отже,  𝑚𝑖𝑛 𝑧 = 𝑓 (−43 ;  13) = (−43)2 − (−43) ⋅ 13 + (13)2 + 3 ⋅ (−43) − 2 (13) + 1 = −43. 
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Приклад 2. Знайти найбільше та найменше значення функції 𝑧 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 4𝑥 в області D, що обмежена лініями  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 2𝑥 + 3𝑦 − 12 = 0. 

Розв’язання 

Знайдемо критичні точки функції: {𝑧𝑥′ = 0𝑧𝑦′ = 0,      {𝑧𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦 − 4 = 0𝑧𝑦′ = −𝑥 + 2𝑦 = 0,        {3𝑦 − 4 = 0𝑥 = 2𝑦,         {𝑦 = 43𝑥 = 83. 
Точка 𝑀0 (43 ;  83) лежить у середині області D (рис. 15.3). 

 

 
Рисунок 15.3 

 

Знайдемо значення функції в точці 0M : 𝑧(𝑀0) = (83)2 − 83 ⋅ 43+ (43)3 − 4 ⋅ 83 = − 489 . 

Дослідимо функцію на межі області.    
Якщо 𝑥 = 0, то 𝑧 = 𝑦2,  𝑧′ = 2𝑦,  2𝑦 = 0,   𝑦 = 0. 

Критична точка 𝑀1(0; 0). Значення функції в цій точці 𝑧(0; 0) = 0. 

Значення функції в кутовій точці 𝑧(0; 4) = 16. 
Якщо 𝑦 = 0, то 𝑧 = 𝑥2 − 4𝑥, 𝑧′ = 2𝑥 − 4, 2𝑥 − 4 = 0,  𝑥 = 2. 

Критична точка 𝑀2(2; 0). Значення функції в критичній точці 𝑧(2; 0) = 4 − 8 = −4. 

Значення функції в кутовій точці 𝑧(6; 0) = 36 − 24 = 12. 
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Якщо 2𝑥 + 3𝑦 − 12 = 0,   𝑦 = 12−2𝑥3 = 4 − 23 𝑥, то 𝑧 = 𝑥2 − 𝑥 (4 − 23𝑥) + (4 − 23𝑥)2 − 4𝑥 = 199 𝑥2 − 403 𝑥 + 16 𝑧𝑥′ = 389 𝑥 − 403  389 𝑥 − 403 = 0,   𝑥 = 6019 ,   𝑦 = 3619. 
Критична точка 𝑀3 (6019 ; 3619). Значення функції в критичній 

точці 𝑧 (6019 ,  3619) = 16. 

Серед знайдених значень вибираємо найбільше 𝑚𝑎𝑥𝐷̄ 𝑧 (6019 ; 3619) = 16  та 𝑚𝑎𝑥𝐷̄ 𝑧(0,4) = 16, а найменше 𝑚𝑖𝑛𝐷̄ 𝑧 (− 43 ; 83) = − 489 = − 163 . 

Приклад 3. Знайти екстремум функції 𝑧 = 𝑥 + 2𝑦 за умови 𝑥2 + 𝑦2 = 5.  

Розв’язання 

Запишемо функцію Лагранжа:  𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥 + 2𝑦 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 − 5). 
Потрібна умова існування екстремуму має вигляд: {𝐿𝑥′ = 0𝐿𝑦′ = 0𝐿𝜆′ = 0,   {

1 + 2𝜆𝑥 = 02 + 2𝜆𝑦 = 0𝑥2 + 𝑦2 − 5 = 0. 
Розв’язками системи є точки: 𝑀1 (1;  2; − 12)   та  М2 (−1;   2; 12). 
Перевіримо достатні умови існування екстремуму: 𝜑𝑥′ = 2𝑥,   𝜑𝑦′ = 2𝑦,   𝐿𝑥𝑥′′ = 2𝜆,  𝐿𝑥𝑦′′ = 0,  𝐿𝑦𝑦′′ = 2𝜆. 
 

Обчислимо визначник ∆= | 0 2𝑥 2𝑦2𝑥 2𝜆 02𝑦 0 2𝜆|. 
 

У точці М1 маємо: ∆(𝑀1) = |0 2 42 −1 04 0 −1| = 16 + 4 = 20 > 0. 
Отже, в точці М1 функція має максимум  𝑚𝑎𝑥 𝑧 (𝑀1) = 1 + 2 ⋅ 2 = 5. 
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У точці М2 маємо: ∆(𝑀2) = | 0 −2 −4−2 1 0−4 0 1 | = −16 − 4 = −20 < 0. 

Отже, в точці М2 функція має мінімум  𝑚𝑖𝑛 𝑧 (𝑀2) = −1 + 2 ⋅ (−2) = −5. 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти екстремуми функцій: 𝑧 = 𝑒𝑥2(𝑥 + 𝑦2) + 3𝑒 ; 𝑧 = 8𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑦. 
2. Знайти найбільше та найменше значення функції в замкне-

ній області: 𝑧 = 𝑒−𝑥2−𝑦2(2𝑥2 + 3𝑦2) в крузі 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑥 − 𝑦,  в області, що обмежена лініями  𝑥 = 1, 𝑦 = 1, 𝑥 + 𝑦 = 1. 

3. Знайти умовні екстремуми функцій: 𝑢 = 𝑥 + 𝑦,  якщо  1𝑥 + 1𝑦 = 1; 𝑧 = 1𝑥 + 1𝑦 , якщо 𝑥 + 𝑦 = 1. 
 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Що таке критична точка функції двох змінних і як її зна-
ходять? 

2. Які умови першого порядку потрібні для існування екст-
ремуму? 

3. Як використовується матриця Гессе для класифікації кри-
тичних точок? 



 

189 

4. У чому полягає різниця між локальним мінімумом і локаль-
ним максимумом? 

5. Що таке сідлова точка та як її розпізнати? 

6. У чому полягає метод Лагранжа для знаходження умов-
ного екстремуму? 

7. Чим відрізняється умовний екстремум від безумовного? 

 

 

Тести 

 

1. Критичною точкою функції двох змінних називають: 
а) точку, де функція неперервна; 
б) точку, де часткові похідні дорівнюють нулю або не існують; 
в) точку, де функція має найбільше значення; 
г) точку, де функція має найменше значення. 
 

2. Яка умова потрібна для існування локального екстре-
муму: 

а) неперервність функції; 
б) наявність похідних другого порядку; 
в) наявність критичної точки; 
г) обмеженість області визначення. 
 

3. Що означає позитивна визначеність матриці Гессе: 

а) критична точка – мінімум; 
б) критична точка – максимум; 
в) критична точка – сідлова; 
г) критична точка не існує. 
 

4. Якщо визначник матриці Гессе від’ємний, то точка є: 
а) мінімумом; 
б) максимумом; 
в) сідловою точкою; 
г) точкою виродження. 
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5. Яка умова першого порядку для екстремуму: 

а) часткові похідні дорівнюють нулю; 
б) другі похідні додатні; 
в) функція неперервна; 
г) визначник Гессе додатний. 
 

6. Яка умова другого порядку для екстремуму: 

а) неперервність функції; 
б) додатність або від’ємність матриці Гессе; 
в) наявність критичної точки; 
г) обмеженість функції. 
 

7. Сідлова точка – це точка, де: 
а) функція має мінімум; 
б) функція має максимум; 
в) функція має і мінімум, і максимум уздовж різних напрямків; 
г) функція неперервна. 
 

8. Для пошуку умовного екстремуму застосовують: 

а) метод інтегрування; 

б) метод Лагранжа; 
в) метод Ньютона; 

г) метод Тейлора. 
 

9. Що таке функція Лагранжа: 

а) допоміжна функція для знаходження умовного екстремуму; 
б) функція для обчислення похідних; 
в) функція для інтегрування; 
г) функція для апроксимації. 
 

10. Умовний екстремум виникає, коли: 
а) функція має похідні другого порядку; 
б) функція визначена на всій площині; 
в) функція обмежена умовами-обмеженнями; 
г) функція неперервна. 
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РОЗДІЛ V 

ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
 

ТЕМА 16. ПЕРВІСНА  
ТА НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

 

16.1. Первісна функція. Теорема про загальний вигляд усіх  
первісних. 

16.2. Невизначений інтеграл і його основні властивості. 
16.3. Таблиця невизначених інтегралів. 
16.4. Методи інтегрування. 

 
Основні теоретичні відомості 

 

16.1. Первісна функція.  
Теорема про загальний вигляд усіх первісних 

 

Із елементарної математики відомі взаємно обернені дії: до-
давання та віднімання, множення й ділення, піднесення до степеня 
й добування кореня, логарифмування та потенціювання, диферен-
ціювання й інтегрування. 

Означення. Первісною функцією для заданої функції )(xf  

називають таку функцію )(xF , похідна якої дорівнює )(xf , або ди-
ференціал якої дорівнює dxxf )( , тобто: 

 

dxxfxdF

xfxF

)()(

)()(

=
=

. 

 

Функція 23)( xxf = , має первісні CxxxxxF +−+= 3333 ...,,7;1;)( . 

Теорема. Будь-які дві первісні для заданої функції )(xf  відріз-
няються лише на сталий доданок С. 

Доведення 

Нехай )()( 21 xFіxF  – первісні для функції )(xf . 

Доведемо, що CxFxF += )()( 21 . 
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Оскільки ( )xF1  і ( )xF2  первісні для )(xf , то за означенням пер-
вісної маємо )()(/

1 xfxF =  і )()(/

2 xfxF = , тому ( ) ( ) ( )xfxFxF ==
21 , а це 

означає, що 0)()( /

2

/

1 =− xFxF , оскільки   0)()( 21 =


− xFxF , ( ) 0=


C , тому 

,)()( 21 CxFxF =−  тобто CxFxF += )()( 21 , що й треба було довести. 
Наслідок. Щоб знайти всю нескінченну множину (сукуп-

ність) первісних для заданої функції, достатньо знайти лише одну 
первісну функцію, а всі інші одержати додаванням до неї сталої С. 

 





−
−+

)(

)(

xF

CxF
 

 

 

16.2. Невизначений інтеграл  
і його основні властивості 

 

Означення. Сукупність усіх первісних CxF +)(  для заданої 
функції )(xf  називають невизначеним інтегралом і позначають 
 += CxFdxxf )()( , де 

 – знак інтеграла; 

dxxf )(  – підінтегральний вираз; 
)(xf  – підінтегральна функція; 

x  – змінна інтегрування; 

)(xF  – деяка первісна для )(xf ; 

С – довільна стала інтегрування. 
Операція знаходження невизначеного інтеграла називається 

інтегруванням. 
Основні властивості невизначеного інтеграла 

1. Диференціал невизначеного інтеграла дорівнює підінтег-
ральному виразу, тобто  = dxxfdxxfd )()( . 

2. Невизначений інтеграл від диференціала функції дорів-
нює підінтегральній функції  += Cxfxdf )()(  (комбінація симво-
лів  d  взаємно знищується). 

3. Сталий множник А можна виносити за знак інтеграла 

 = dxxfAdxxfA )()( .  

сукупність первісних 

одна з первісних. 
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4. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми скінченої  
кількості функцій дорівнює тій самій алгебраїчній сумі невиз- 
начених інтегралів від кожної із функцій – доданків, тобто 
  ( )   = dxxkdxxgdxxfdxxkxgxf )()()()()( .  

 

 

16.3. Таблиця невизначених інтегралів 
 

Маючи таблицю похідних, одержимо таблицю основних ін-
тегралів. Результати перевіряються диференціюванням. 

 

 
 

 

16.4. Методи інтегрування 

 

Безпосереднє інтегрування 

Метод безпосереднього інтегрування базується на викорис-
танні таблиці основних інтегралів, властивостей невизначеного ін-
теграла. Але в деяких випадках спочатку потрібно зробити алгеб-
раїчні перетворення підінтегральної функції. 

Інтегрування підстановкою (метод заміни змінної) 
Для знаходження заданого інтеграла ( ) dxxf  зробити підста-

новку ( )tx = , dttdx )(/= , тоді ( ) ( )( ) ( )dtttfdxxf  =   
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Алгоритм методу заміни змінної 
1. Частину підінтегральної функції замінити на нову змінну. 
2. Знайти диференціал від обох частин заміни. 
3. Весь підінтегральний вираз виразити через нову змінну, 

щоб одержати табличний інтеграл. 
4. Знайти одержаний інтеграл. 
5. Виконати обернену заміну. 
Доцільно запам’ятати формули, які легко виводяться мето-

дом заміни змінної: 

1.  += Ce
k

dxe kxkx 1
; 

2.  += C
a

a

k
dxa

kx
kx

ln

1
; 

3.  +−= Ckx
k

kxdx cos
1

sin ; 

4.  += Ckx
k

kxdx sin
1

cos . 

Інтегрування частинами 

Цей метод застосовується, якщо під знаком інтеграла є добу-
ток функцій, причому хоча б одна з них не є степеневою.  

Нехай ( )xuu =  та ( )xvv =  – диференційовані функції, тоді ди-
ференціал добутку буде ( ) dvuduvvud += , ( ) duvvuddvu −= , 

проінтегруємо останню рівність: ( )  −= duvvuddvu  за власти-
вістю невизначеного інтеграла ( ) vuvud = , тому 

  −= duvvudvu  – це формула інтегрування частинами.  
Вона застосовується, коли одержаний інтеграл  duv  менш 

складний, ніж даний: 

 dvu .  
 

Рекомендації до застосування  
методу інтегрування частинами 

1. В  інтегралах  вигляду 
( ) ( ) ( ) ( )     ,;cos;sin; dxaxPxdxxPxdxxPdxexP xx  де ( )xP  – многочлен, 

позначають: ( )xPu = , dv  – залишок. 
2. В  інтегралах  вигляду 

( ) ( ) ( )   xdxxParctgxdxxPxdxxP arcsin;;ln  (добуток многочлена й 

оберненої функції) позначають: u  – обернена функція, ( )dxxPdv = . 
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3. В інтегралах вигляду ,)sin( dxebkx
lpx+

 +  
++ dxabkx lpx)cos(  

немає значення, що позначати u , а що позначати dv , але такі по-

значення треба робити двічі, оскільки двічі відбувається інтегру-
вання частинами. У результаті одержимо рівняння стосовно шука-
ного інтеграла, розв’язавши яке, знайдемо інтеграл. 

Зауваження. Для u  знаходимо диференціал dxudu = , а для 
dv  інтеграл = dvv . 

Інтегрування за допомогою довідника 

Існують спеціальні довідники, які містять значну кількість 
інтегралів від досить широкого класу функцій. 

 

 

Розв’язування типових прикладів 
 

Приклад 1. Знайти інтеграли:  

а)  





 +− dxx

x
x 5

3
cos2 ; 

б) ( ) − dxx
2

32 ; 

в) ( ) + dxx
3

5 ; 

г)  ++−
dt

t

ttt
2

32753
. 

Розв’язання 

а)  ++−=





 +− C

x
xxdxx

x
x

2

5
ln3sin25

3
cos2

2

; 

б) ( ) ( )  ++−=+−=− Cx
xx

dxxxdxx 9
2

12

3

4
912432

23
22 ; 

в) ( ) ( ) ++++=+++=+ Cx
xxx

dxxxxdxx 125
2

75

3

15

4
553535

234
32233 ; 

г) ( )  +++−−=++−=
++− −− C

t
tt

t
dttttdt

t

ttt

2
7ln5

3
753

753 2
12

2

32

. 

Приклад 2. За допомогою підстановки знайти інтеграл 
( ) + dxx

5
13 . 

Розв’язання 

( )
( ) ( )

  +
+

====

=

=
=+

=+

=+ C
xt

dttdtt

dtdx

dtdx

dtdxx

tx

dxx
18

13

63

1

3

1

3

1

3

1
3

13

13

13
66

555 . 
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Приклад 3. Знайти інтеграли, використовуючи формулу ін-
тегрування частинами   dxex x . 

Розв’язання 

( )



+−=−=

===
==== Ceexdxeex

edxevdxedv

dxdxxduxu
dxex xxxx

xxx

x

,

,
. 

Приклад 4. Обчислити інтеграл ( )  +


−== C
axaax

axdx
aI

sin

1

sin

cos
2

. 

Розв’язання 

Для знаходження інтеграла цього класу ( ) = x

xdx
I

4sin

4cos
4

2
 у відпо-

відь треба тільки підставити значення параметра а = 4, маємо 

 +−= C
xx

xdx

4sin4

1

4sin

4cos
2

. 

 

Приклад 5. Обчислити інтеграл  − dxx x )24cos3( . 

Розв’язання 

     +−=−=−=− Cxdxxdxdxxdxdxx
x

xxx

2ln

2
4sin324cos324cos3)24cos3(  

Приклад 6. Обчислити інтеграл  − dxxx 2)34( . 

Розв’язання 

     +−=+−=+−=− dxxdxxdxxxxdxxxxdxxx 232322 2416)92416()92416()34(  

    ++−=+−=+−=+ .
2

9
84

2
9

3
24

4
16924169 232

234
23 Cxxx

xxx
xdxdxxdxxxdx  

Приклад 7. Обчислити інтеграл  
+−

dx
x

xx 356 2

. 

Розв’язання 

       −=+−=+−=+−=
+−

xdxdxdx
x

xdxdx
x

xdx
x

x

xx

x
dx

x

xx
63

5
6)3

5
6()

356
(

356 22

 

  ++−=+− .3ln5
2

63
1

5
2

Cxx
x

dxdx
x

 

Приклад 8. Обчислити інтеграл 
− )31(cos

2
22 x

xdx
. 

Розв’язання 

  +−−=−=−=
−

=

−=

=−
=−

=−

=
−

.)31(
3

1

3

1

cos3

1

cos

)
6

1
(2

6

1

6

)31(

31

)31(cos

2 2

22

/2

2

22
Cxtgtgt

t

dt

t

dt

dtxdx

dtxdx

dtdxx

tx

x

xdx  
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Приклад 9. Обчислити інтеграл xdxx sincos3  . 

Розв’язання 

 +−=−=−=

−=
=−
=

=

= .cos
4

1

4
)(

sin

sin

)(cos

cos

sincos 4
4

3
/

3 Cx
t

dtt

dtxdx

dtxdx

dtdxx

tx

xdxx  

Приклад 10. Обчислити інтеграл 
 xx

dx
2ln

. 

Розв’язання 

   +−=−=
−

=
+−

===

=

=

=

=


−+−
− .

ln

11

112
)(ln

ln

ln

112
2

2

/

2
C

xt

tt
dtt

t

dt

dt
x

dx

dtdxx

tx

xx

dx
 

Приклад 11. Обчислити інтеграл   dxx x3 . 

Розв’язання 

  


=−


=−=
===

===
= dx

x
dxx

dxvdxdv

dxdxxduxu

dxx x
xxx

x
xx

x 3
3ln

1

3ln

3

3ln

3

3ln

3

3ln

3
3;3

)(;

3

/

 

     .)
3ln

1
(

3ln

3

3ln

3

3ln

1

3ln

3
Cx

x xxx

+−=−


=  

Приклад 12. Обчислити інтеграл   dxxx ln10 . 

Розв’язання 





−=−=
===

===
= xxdx

x
xxx

xxdxvxdxdv

dx
x

dxxduxu
dxxx ln5

1
5ln5

510;10

1
)(ln;ln

ln10 222

2

/

 

       +−=−=− .)
2

1
(ln5

2
5ln55 2

2
2 Cxx

x
xxxdx  

Приклад 13. Обчислити інтеграл   dxex x2 . 

Розв’язання 

 −=
==

==
=−=

==

==
= x

xx

xx

xx

x ex
evdxedv

dxduxu
dxxeex

evdxedv

xdxduxu
dxex 22

2
2

;

2;2
2

;

2;
 

.)22(2222)22( 222 Cxxeeexexdxeexexdxeex xxxxxxxxx ++−=+−=+−=−−   
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Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти інтеграли методом безпосереднього інтегрування: 
a)  − dxxx 24 )1( ; 

б)  −+ dx
x

xx )
1

3)(1( ; 

в)  −+
dx

x

xx

2

14 3

; 

г)  + dx
x

x )
2ln

1
5ln( ; 

д) 
+ 25

4

x

dx
. 

2. Знайти інтеграли методом заміни змінної: 
а)  − dxe x513 ; 

б) 
− )

4
3(sin

2

2 
x

dx
; 

в)  xdxtg6 ; 

г)  − xdxx cossin1 ; 

д) 
x

dxe x

. 

3. Знайти інтеграли методом інтегрування частинами: 
а)  − dxex x ; 

б) arctgxdx ; 

в) 
x

xdx
2cos

; 

г)  − xdxx 2sin)43( ; 

д)   xdxx arccos ; 

е)   .3cos dxex x  
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Питання для самоконтролю 

 

1. Що називають первісною функцією для заданої функції 𝑓(𝑥)?  

2. Який зв’язок існує між операціями диференціювання та 
інтегрування?  

3. Сформулюйте теорему про загальний вигляд усіх первіс-
них.  

4. Чому всі первісні однієї й тієї самої функції відрізняються 
лише на сталу 𝐶?  

5. Що називають невизначеним інтегралом? Назвіть його ос-
новні елементи.  

6. Які основні властивості невизначеного інтеграла ви знаєте? 
7. У яких випадках безпосереднє інтегрування є найефектив-

нішим методом?  
8. Чому метод заміни змінної спрощує процес інтегрування?  
9. Чому інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів?  
10. Як перевірити правильність знайденого невизначеного 

інтеграла?  

 

 

Тести 

 

1. Первісною для функції 𝒇(𝒙) називається функція: 
а) похідна якої дорівнює 𝑓(𝑥); 
б) інтеграл якої дорівнює 𝑓(𝑥); 
в) похідна якої дорівнює нулю; 

г) функція, що має максимум. 

 

2. Невизначений інтеграл функції 𝒇(𝒙) позначається: 
а) 𝑓′(𝑥); 
б) ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥; 

в) 𝑑(𝑓(𝑥)); 
г) lim𝑥→0 𝑓(𝑥). 
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3. Обчисліть ∫ 𝟏 𝒅𝒙 ∶ 
а) 1 + 𝐶; 

б) 𝑥 + 𝐶; 

в) 0; 

г) 𝑙𝑛 𝑥. 

 

4. Чому дорівнює інтеграл ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒙: 

а) 2𝑥 + 𝐶; 

б)  𝑥22 + 𝐶; 

в)  𝑥33 + 𝐶; 

г) 𝑥3 + 𝐶. 

 

5. Яка властивість інтеграла є правильною: 

а) ∫ (𝑓 + 𝑔)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓𝑑𝑥 + ∫ 𝑔𝑑𝑥; 
б) ∫ (𝑓 + 𝑔)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓𝑑𝑥 ⋅ ∫ 𝑔𝑑𝑥; 
в) ∫ 𝐴𝑓𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) + 𝐴; 
г) ∫ 𝑓𝑑𝑥 = 𝑓′(𝑥). 
 

6. Обчисліть ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒙 𝒅𝒙: 

а) −𝑠𝑖 𝑛 𝑥 + 𝐶; 
б) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶; 

в) 𝑡 𝑔 𝑥 + 𝐶; 
г) −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐶. 

 

7. Метод заміни змінної використовують для: 
а) диференціювання; 

б) спрощення підінтегрального виразу; 

в) знаходження границь; 

г) побудови графіків. 

 

8. Формула інтегрування частинами має вигляд: 
а) ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢; 

б) ∫ 𝑢𝑑𝑣 = ∫ 𝑢∫ 𝑑𝑣; 

в) ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑣𝑑𝑢; 

г) ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 + ∫ 𝑣𝑑𝑢. 
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9. Обчисліть ∫ 𝒆𝒙𝒅𝒙: 

а) 𝑥𝑒𝑥 + 𝐶; 

б) 𝑒𝑥 + 𝐶; 

в) 𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶; 

г) 𝑥 + 𝐶. 

 

10. Яка функція є первісною для 𝒔𝒊𝒏𝒙: 

а) 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶; 

б) −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶; 

в) 𝑡𝑔𝑥 + 𝐶; 

г) −𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶. 
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ТЕМА 17. ІНТЕГРУВАННЯ РАЦІОНАЛЬНИХ  
І ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

 

17.1. Інтегрування елементарних раціональних дробів. 

17.2. Інтегрування раціональних алгебраїчних дробів. 

17.3. Інтегрування виразів, які містять тригонометричні 
функції. 

 

Основні теоретичні відомості 
 

17.1. Інтегрування елементарних  
раціональних дробів 

 

Найпростішими раціональними алгебраїчними дробами на-
зиваються дроби чотирьох типів, а саме: 

 𝐼. 𝐴𝑥 − 𝑎 ;     𝐼𝐼. 𝐵(𝑥 − 𝑏)𝑛 ;     𝐼𝐼𝐼. 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 ;     𝐼𝑉. 𝐴𝑥 + 𝐵(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛, 
 

де 𝑛 – більше за одиницю натуральне число, квадратні тричлени 
не мають дійсних коренів, тобто 𝑝2 − 4𝑞 < 0. Ці дроби ще нази-
вають елементарними. 

Під час знаходження невизначених інтегралів від дробів пер-
шого та другого типів не виникає труднощів, вони легко беруться 
методом безпосереднього інтегрування: 

 𝐼.∫ 𝐴𝑥 − 𝑎 𝑑𝑥 = 𝐴𝑙𝑛|𝑥 − 𝑎| + 𝐶 ; 𝐼𝐼. ∫ 𝐵(𝑥 − 𝑏)𝑛 𝑑𝑥 = − 𝐵𝑛 − 1 ∙ 1(𝑥 − 𝑏)𝑛−1 + 𝐶. 
 

На практиці такі невизначені інтеграли зазвичай беруться 
усно: умова – відповідь. 
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Приклад ∫ 5𝑥 − 3𝑑𝑥 = 5𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 𝐶; ∫ 10(𝑥 + 7)6 𝑑𝑥 = − 2(𝑥 + 7)5 + 𝐶. 
Аналогічно діють, коли знаменники дробів є лінійними функ-

ціями від 𝑥 загального виду: 𝑘𝑥 + 𝑏, де 𝑘, 𝑏 – сталі: ∫ 𝐴𝑘𝑥 + 𝑏 𝑑𝑥 = 𝐴𝑘 𝑙𝑛|𝑘𝑥 + 𝑏| + 𝐶 ; ∫ 𝐵(𝑘𝑥 + 𝑏)𝑛 𝑑𝑥 = − 𝐵𝑘(𝑛 − 1) ∙ 1(𝑘𝑥 + 𝑏)𝑛−1 + 𝐶. 
Під час інтегрування найпростішого дробу третього типу 

спочатку в знаменнику виділяємо повний квадрат, а потім вводимо 
нову змінну. 𝐼𝐼𝐼. ∫ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 𝑑𝑥  інтегруємо методом підстановки. 

Виділяємо в знаменнику повний квадрат двочлена: 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 𝑥2 + 2𝑝2 𝑥 + 𝑝24 − 𝑝24 + 𝑞 = (𝑥 + 𝑝2)2 + 𝑞 − 𝑝24 . 
Виконуємо заміну змінної та подаємо вихідний інтеграл у формі 

суми двох невизначених інтегралів: 

∫ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 𝑑𝑥 = ||𝑡 = 𝑥 + 𝑝2𝑥 = 𝑡 − 𝑝2𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 || = ∫
𝐴 (𝑡 − 𝑝2) + 𝐵𝑡2 + 𝑞 − 𝑝24 𝑑𝑡 = 

= ∫ 𝐴𝑡𝑡2 + 𝑞 − 𝑝24 𝑑𝑡 + ∫ 𝐵 − 𝐴𝑝2𝑡2 + 𝑞 − 𝑝24 𝑑𝑡. 
Оскільки 𝑞 − 𝑝24 > 0 (многочлен знаменника не має дійсних 

коренів), то цю сталу можна позначити як 𝑎2. Тоді: ∫ 𝐴𝑡𝑡2 + 𝑎2 𝑑𝑡 + ∫𝐵 − 𝐴𝑝2𝑡2 + 𝑎2 𝑑𝑡 = 𝐴2 𝑙𝑛|𝑡2 + 𝑎2| + 𝐵 − 𝐴𝑝2𝑎 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡𝑎 + 𝐶. 
Повертаючись до вихідної змінної, отримуємо: ∫ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 𝑑𝑥 = 𝐴2 𝑙𝑛|𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞| + 2𝐵 − 𝐴𝑝2𝑎 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 2𝑥 + 𝑝2𝑎 + 𝐶, 

де 𝑎 = √4𝑞 − 𝑝22 . 



204 

Приклад ∫ 3𝑥 − 1𝑥2 − 4𝑥 + 8𝑑𝑥 = ∫ 3𝑥 − 1(𝑥 − 2)2 + 4𝑑𝑥 = |𝑡 = 𝑥 − 2𝑥 = 𝑡 + 2𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 | == ∫3(𝑡 + 2) − 1𝑡2 + 4 𝑑𝑡 = = 3∫ 𝑡𝑡2 + 4𝑑𝑡 + 5∫ 𝑑𝑡𝑡2 + 4 = 32 𝑙𝑛(𝑡2 + 4) + 52𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡2 + 𝐶 = = 32 𝑙𝑛(𝑥2 − 4𝑥 + 8) + 52𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 − 22 + 𝐶. 
Розглянутий підхід до інтегрування найпростіших дробів  

третього типу без принципових змін переносять на деякі неелемен-
тарні дроби, знаменник яких містить квадратний тричлен, а саме: 

1) ∫ 𝐴𝑥+𝐵𝑥2+𝑝𝑥+𝑞 𝑑𝑥 – невизначений інтеграл, у якому квадрат-

ний тричлен має додатний дискримінант (𝑝2 − 4𝑞 > 0); 
2) ∫ 𝐴𝑥+𝐵𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐 𝑑𝑥 – невизначений інтеграл, у якому знамен-

ником є квадратний тричлен загального виду; 

3) ∫ 𝐴𝑥+𝐵√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐 𝑑𝑥 – невизначений інтеграл, у якого квадрат-
ний тричлен стоїть під знаком квадратного кореня. 𝐼𝑉. 𝐼𝑛 = ∫ 𝐴𝑥 + 𝐵(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛 𝑑𝑥. 

Інтегрування дробу 𝐼𝑉 типу взагалі досить громіздке: спосо-
бом 𝑛-кратного інтегрування частинами його зводять до інтеграла 
від дробу 𝐼𝐼𝐼 типу. 

 

 

17.2. Інтегрування раціональних алгебраїчних дробів 

 

Раціональним алгебраїчним дробом 𝑅(𝑥) називається відно-
шення двох многочленів відносно змінної 𝑥: 

 𝑅(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)𝑄𝑚(𝑥). 
 

Правильним раціональним дробом називається дріб, степінь 
чисельника якого менший за степінь знаменника, тобто 𝑛 < 𝑚, у 
протилежному випадку, при 𝑛 ≥ 𝑚, дріб називається неправильним. 
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Якщо дріб неправильний, то його завжди можна подати як 

суму многочлена та правильного дробу: 
 𝑅(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)𝑄𝑚(𝑥) = 𝑇𝑛−𝑚(𝑥) + 𝑃𝑛1(𝑥)𝑄𝑚(𝑥), 
 

де 𝑇𝑛−𝑚(𝑥) називають цілою частиною дробу. 
Подання дробу в такій формі називають виділенням цілої час-

тини. Для цього треба виконати ділення «сходинками» чисельника 
на знаменник. 

Наприклад, знайдемо цілу частину неправильного дробу:  
 𝑅(𝑥) = 2𝑥3 + 1𝑥2 − 𝑥 + 2. 
 

Ділення «сходинками» дає: 2𝑥3   +1 𝑥2 − 𝑥 + 2 2𝑥3 −2𝑥2 +4𝑥 2𝑥 + 2 

 2𝑥2 −4𝑥 +1  

 2𝑥2 −2𝑥 +4  

  −2𝑥 −3  

Отже, 𝑅(𝑥) = 2𝑥3 + 1𝑥2 − 𝑥 + 2 = 2𝑥 + 2 + −2𝑥 − 3𝑥2 − 𝑥 + 2. 
Оскільки інтегрування многочлена не викликає труднощів, 

то для інтегрування будь-яких – правильних і неправильних – ра-
ціональних дробів треба вміти інтегрувати правильні дроби. 

Теорема. Будь-який правильний раціональний алгебраїчний 
дріб можна подати як суму елементарних дробів – розкласти на 
суму елементарних дробів. 

Розклад на суму елементарних дробів здійснюється так: 
1) розкладаємо знаменник дробу – многочлен 𝑄𝑚(𝑥) – на прості 

множники, тобто подаємо його у формі добутку лінійних множників 
і квадратичних множників з від’ємними дискримінантами: 
 𝑄𝑚(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑘 ∙ … ∙ (𝑥 − 𝑏)𝑙 ∙ (𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑠 ∙ … ∙ (𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑)𝑟 , 
 

де однотипні множники можуть повторюватися (наприклад, множ-
ник (𝑥 − 𝑏) повторюється 𝑙 разів, а множник (𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑) повто-
рюється 𝑟 разів); 
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2) ставимо у відповідність кожному множнику найпростіший 
раціональний алгебраїчний дріб або їх суму; 

3) записуємо 𝑅(𝑥) як суму всіх отриманих дробів. 

Відповідність між множниками знаменника й найпрості-
шими дробами: 

 

 
 

Отже, отримуємо: 
 𝑃𝑛(𝑥)𝑄𝑚(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)(𝑥 − 𝑎)𝑘 ∙ … ∙ (𝑥 − 𝑏)𝑙 ∙ (𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑠 ∙ … ∙ (𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑)𝑟 = = 𝐴1𝑥 − 𝑎 + 𝐴2(𝑥 − 𝑎)2 +⋯+ 𝐴𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘 +⋯+ 𝐵1𝑥 − 𝑏 + 𝐵2(𝑥 − 𝑏)2 +⋯+ 𝐵𝑙(𝑥 − 𝑏)𝑙 + + 𝑀1𝑥 + 𝑁1𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 + 𝑀2𝑥 + 𝑁2(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)2 +⋯+ 𝑀𝑠𝑥 + 𝑁𝑠(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑠 +⋯+ + 𝐶1𝑥 + 𝐷1𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 + 𝐶2𝑥 + 𝐷2(𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑)2 +⋯+ 𝐶𝑟𝑥 + 𝐷𝑟(𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑)𝑟 , 
 

де 𝐴1, … , 𝐵1, … ,𝑀1, … , 𝑁1, … , 𝐶1, … , 𝐷1 – деякі сталі, які назива-
ються коефіцієнтами розкладу. 

Треба зауважити, що в цьому розкладі буде стільки дробів, 
скільки коренів має многочлен 𝑄𝑚(𝑥), враховуючи їх кратність, а 
саме: 𝑘 + 𝑙 + 𝑠 +⋯+ 𝑟; 

4) визначаємо числові параметри розкладу, тобто його коефі-
цієнти. 
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Реалізацію цього кроку здійснюють за допомогою так зва-
ного методу невизначених коефіцієнтів, згідно з яким знахо-
дження коефіцієнтів розкладу зводиться до розв’язання системи 
лінійних рівнянь. В основі методу лежать такі властивості: 

а) рівність не порушиться, якщо обидві її частини помножити 
на один і той самий вираз, визначений на множині дійсних чисел; 

б) у рівних многочленів коефіцієнти за однакових степенів 

змінної рівні між собою. 
Приклад ∫ 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥. 
Підінтегральна функція є правильним раціональним дробом. 

Розкладемо цей дріб на простіші дроби: 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 = 𝐴𝑥 − 1 + 𝐵𝑥 − 2 + 𝐶(𝑥 − 2)2. 
Помножимо обидві частини рівності на знаменник  (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2, в результаті чого отримаємо: 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 − 2)2 + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) + 𝐶(𝑥 − 1) 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥2 − 4𝑥 + 4) + 𝐵(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 − 1) 0𝑥2 + 1𝑥 + 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (−4𝐴 − 3𝐵 + 𝐶)𝑥 + (4𝐴 + 2𝐵 − 𝐶) 

{ 𝐴 + 𝐵 = 0−4𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = 14𝐴 + 2𝐵 − 𝐶 = 1  

{ 𝐴 + 𝐵 = 0𝐶 = 4𝐴 + 3𝐵 + 1𝐶 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 

{ 𝐴 + 𝐵 = 04𝐴 + 3𝐵 + 1 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 { 𝐴 + 𝐵 = 0𝐵 = −2, 𝐴 = 2 𝐶 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 = 8 − 4 − 1 = 3 

{ 𝐴 = 2𝐵 = −2𝐶 = 3  
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Отже, ∫ 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥 − 1𝑑𝑥 + ∫ −2𝑥 − 2𝑑𝑥 + ∫ 3(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = = 2𝑙𝑛|𝑥 − 1| − 2𝑙𝑛|𝑥 − 2| − 3𝑥 − 2 + 𝐶. 
Приклад ∫ 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) 𝑑𝑥. 
 

Під знаком інтеграла знаменник правильного дробу має лише 
один дійсний корінь 𝑥 = 0, а рівняння 𝑥2 + 4 = 0 не має дійсних 
коренів, тоді розклад вихідного дробу на суму елементарних ма-
тиме вигляд: 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥2 + 4 . 

 

Помножимо обидві частини на знаменник: 
 𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥2 + 4) + (𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥 0𝑥2 + 1𝑥 − 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + 𝐶𝑥 + 4𝐴 {𝐴 + 𝐵 = 0𝐶 = 14𝐴 = −1  

{  
  𝐴 = −14𝐵 = 14𝐶 = 1 . 

 

Отже, вихідний інтеграл запишеться як сума двох інтегралів 
від найпростіших дробів: ∫ 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) 𝑑𝑥 = −14∫𝑑𝑥𝑥 + ∫14𝑥 + 1𝑥2 + 4 𝑑𝑥 = = −14 𝑙𝑛|𝑥| + 18∫ 2𝑥𝑑𝑥𝑥2 + 4 +∫ 𝑑𝑥𝑥2 + 4 == −14 𝑙𝑛|𝑥| + 18 𝑙𝑛(𝑥2 + 4) + 12𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥2 + 𝐶. 
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17.3. Інтегрування виразів,  
які містять тригонометричні функції 

 

Для інтегрування виразів ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑥𝑑𝑥; ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑥𝑑𝑥; ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝐴 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑥𝑑𝑥 зручно користуватися та-
кими формулами, які перетворюють добуток функцій у суму: 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑥 = 12 (𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝐴 − 𝐵) 𝑥); 𝑐𝑜𝑠 𝐴 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝐵 𝑥 = 12 (𝑐𝑜𝑠(𝐴 − 𝐵) 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵) 𝑥); 𝑠𝑖𝑛 𝐴 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝐵 𝑥 = 12 (𝑐𝑜𝑠(𝐴 − 𝐵) 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵) 𝑥). 

Приклад. Знайти інтеграл ∫ 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫ 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥𝑑𝑥 = ∫ 12 (𝑠𝑖𝑛 8 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥)𝑑𝑥 = 12∫ 𝑠𝑖𝑛 8 𝑥𝑑𝑥 +12∫ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥𝑑𝑥 = 12 (− 18 𝑐𝑜𝑠 8 𝑥) + 12 (− 12 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥) = − 116 𝑐𝑜𝑠 8 𝑥 − 14 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶. 

Для інтегрування виразів ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑘 𝑥 𝑑𝑥 розглянемо два 
випадки: 

а) нехай 𝑝 і 𝑘 – парні числа, тоді застосовуються формули по-
ниження степеня: 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥); 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 12 (1 − 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥); 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 12 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥. 

Приклад. Знайти інтеграл ∫ 𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(𝑐𝑜𝑠2 𝑥)2𝑑𝑥 = |𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥)| == ∫(12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥))2 𝑑𝑥 = 

= 14∫(1 + 2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥)𝑑𝑥 =14∫𝑑𝑥 + 12∫𝑐𝑜𝑠 2 𝑥𝑑𝑥 + 14∫𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥𝑑𝑥 = 

=
14 𝑥 + 12 ⋅ 12 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 14∫ 12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥)𝑑𝑥 = = 14 𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 18∫(1 + 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥)𝑑𝑥 = 

=
14 𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 18 𝑥 + 18 ⋅ 14 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 = 38 𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 132 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 + 𝐶; 

б) якщо серед чисел 𝑝 і 𝑘 хоча б одне непарне, то потрібно 
відокремити від непарного степеня один множник, застосувати 
формули: 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 , 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥, і ввести нову 
змінну 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑡 або 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑡. 
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Приклад. Знайти інтеграл ∫ 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫𝑠𝑖𝑛3 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 == ∫𝑠𝑖𝑛2 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥 == ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥) 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = | 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑡𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡| = = ∫(1 − 𝑡2) ⋅ 𝑡2 ⋅ (−𝑑𝑡) == ∫(−𝑡2 + 𝑡4)𝑑𝑡 = − 𝑡33 + 𝑡55 = 𝑐𝑜𝑠5 𝑥5 − 𝑐𝑜𝑠3 𝑥3 + 𝐶. 
Для інтегралів вигляду ∫𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥, де 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 ; 𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

означає, що над функціями 𝑠𝑖𝑛 𝑥 та 𝑐𝑜𝑠 𝑥 здійснюються операції в 
межах чотирьох арифметичних дій, застосовується універсальна 
тригонометрична підстановка 𝑡 = 𝑡𝑔 𝑥2, 𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,   𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡1+𝑡2, 
тоді 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 2𝑡𝑔𝑥21+𝑡𝑔2𝑥2 = 2𝑡1+𝑡2 ,   𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1−𝑡𝑔2𝑥21+𝑡𝑔2𝑥2 = 1−𝑡21+𝑡2. 

Приклад. Знайти інтеграл ∫ 𝑑𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥. 

Розв’язання 

∫ 𝑑𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 = ||𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥2 , 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 2𝑡1 + 𝑡2𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡1 + 𝑡2 || =

= ∫ 2𝑑𝑡1 + 𝑡22𝑡1 + 𝑡2 = ∫𝑑𝑡𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| = 𝑙𝑛 |𝑡𝑔 𝑥2| + 𝐶. 
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Розв’язування типових прикладів 

 

Приклад 1 ∫ 5𝑥 − 3𝑑𝑥 = 5𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 𝐶 ; ∫ 10(𝑥 + 7)6 𝑑𝑥 = − 2(𝑥 + 7)5 + 𝐶. 
Приклад 2 ∫ 3𝑥 − 1𝑥2 − 4𝑥 + 8𝑑𝑥 = ∫ 3𝑥 − 1(𝑥 − 2)2 + 4𝑑𝑥 = |𝑡 = 𝑥 − 2𝑥 = 𝑡 + 2𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 | == ∫3(𝑡 + 2) − 1𝑡2 + 4 𝑑𝑡 = = 3∫ 𝑡𝑡2 + 4𝑑𝑡 + 5∫ 𝑑𝑡𝑡2 + 4 = 32 𝑙𝑛(𝑡2 + 4) + 52𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡2 + 𝐶 = = 32 𝑙𝑛(𝑥2 − 4𝑥 + 8) + 52𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 − 22 + 𝐶. 
Приклад 3 ∫ 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥. 
Підінтегральна функція є правильним раціональним дробом. 

Розкладемо цей дріб на простіші дроби: 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 = 𝐴𝑥 − 1 + 𝐵𝑥 − 2 + 𝐶(𝑥 − 2)2. 
Помножимо обидві частини рівності на знаменник  (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2, в результаті чого отримаємо: 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 − 2)2 + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) + 𝐶(𝑥 − 1) 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥2 − 4𝑥 + 4) + 𝐵(𝑥2 − 3𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 − 1) 0𝑥2 + 1𝑥 + 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (−4𝐴 − 3𝐵 + 𝐶)𝑥 + (4𝐴 + 2𝐵 − 𝐶) { 𝐴 + 𝐵 = 0−4𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = 14𝐴 + 2𝐵 − 𝐶 = 1  

{ 𝐴 + 𝐵 = 0𝐶 = 4𝐴 + 3𝐵 + 1𝐶 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 { 𝐴 + 𝐵 = 04𝐴 + 3𝐵 + 1 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 { 𝐴 + 𝐵 = 0𝐵 = −2, 𝐴 = 2 
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𝐶 = 4𝐴 + 2𝐵 − 1 = 8 − 4 − 1 = 3 { 𝐴 = 2𝐵 = −2𝐶 = 3  

Отже, ∫ 𝑥 + 1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥 − 1𝑑𝑥 + ∫ −2𝑥 − 2𝑑𝑥 + ∫ 3(𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = = 2𝑙𝑛|𝑥 − 1| − 2𝑙𝑛|𝑥 − 2| − 3𝑥 − 2 + 𝐶. 
Приклад 4 ∫ 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) 𝑑𝑥. 
Під знаком інтеграла знаменник правильного дробу має лише 

один дійсний корінь 𝑥 = 0, а рівняння 𝑥2 + 4 = 0 не має дійсних 
коренів, тоді розклад вихідного дробу на суму елементарних ма-
тиме вигляд: 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥2 + 4 . 

Помножимо обидві частини на знаменник: 𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥2 + 4) + (𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥 0𝑥2 + 1𝑥 − 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + 𝐶𝑥 + 4𝐴 {𝐴 + 𝐵 = 0𝐶 = 14𝐴 = −1  

{  
  𝐴 = −14𝐵 = 14𝐶 = 1  

Отже, вихідний інтеграл запишеться як сума двох інтегралів 
від найпростіших дробів: ∫ 𝑥 − 1𝑥(𝑥2 + 4) 𝑑𝑥 = −14∫𝑑𝑥𝑥 + ∫14𝑥 + 1𝑥2 + 4 𝑑𝑥 = = −14 𝑙𝑛|𝑥| + 18∫ 2𝑥𝑑𝑥𝑥2 + 4 +∫ 𝑑𝑥𝑥2 + 4 == −14 𝑙𝑛|𝑥| + 18 𝑙𝑛(𝑥2 + 4) + 12𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥2 + 𝐶. 
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Приклад 5. Знайти інтеграл ∫ 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫ 𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥𝑑𝑥 = ∫ 12 (𝑠𝑖𝑛 8 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥)𝑑𝑥 = 12∫ 𝑠𝑖𝑛 8 𝑥𝑑𝑥 ++ 12∫ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥𝑑𝑥 = 12 (− 18 𝑐𝑜𝑠 8 𝑥) + 12 (− 12 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥) = − 116 𝑐𝑜𝑠 8 𝑥 −− 14 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶. 
 

Приклад 6. Знайти інтеграл ∫ 𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(𝑐𝑜𝑠2 𝑥)2𝑑𝑥 = |𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥)| == ∫(12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥))2 𝑑𝑥 = = 14∫(1 + 2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥)𝑑𝑥 =14∫𝑑𝑥 + +12∫𝑐𝑜𝑠 2 𝑥𝑑𝑥 + 14∫𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥𝑑𝑥 = = 14𝑥 + 12 ⋅ 12 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 14∫12 (1 + 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥)𝑑𝑥 == 14𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 18∫(1 + 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥)𝑑𝑥 = = 14𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 18𝑥 + 18 ⋅ 14 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 = 38 𝑥 + 14 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 132 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 + 𝐶. 
 

Приклад 7. Знайти інтеграл ∫ 𝑠𝑖𝑛3 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥. 

Розв’язання ∫𝑠𝑖𝑛3 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 == ∫𝑠𝑖𝑛2 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥 == ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥) 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = | 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑡𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡| = 

=∫(1 − 𝑡2) ⋅ 𝑡2 ⋅ (−𝑑𝑡) = = ∫(−𝑡2 + 𝑡4)𝑑𝑡 = − 𝑡33 + 𝑡55 = 𝑐𝑜𝑠5 𝑥5 − 𝑐𝑜𝑠3 𝑥3 + 𝐶. 
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Приклад 8. Знайти інтеграл ∫ 𝑑𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥. 

Розв’язання 

∫ 𝑑𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥 = ||𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥2 , 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 2𝑡1 + 𝑡2𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,𝑑𝑥 = 2𝑑𝑡1 + 𝑡2 || =

= ∫ 2𝑑𝑡1 + 𝑡22𝑡1 + 𝑡2 = ∫𝑑𝑡𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| = 𝑙𝑛 |𝑡𝑔 𝑥2| + 𝐶. 
 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Знайти невизначені інтеграли: ∫  𝑑𝑥𝑥² +  4𝑥 +  5 ∫  𝑑𝑥𝑥² +  3𝑥 +  3 ∫  𝑑𝑥𝑥² +  6𝑥 +  13 ∫  (5𝑥 +  3) 𝑑𝑥𝑥² +  10𝑥 +  29 ∫  (𝑥 +  1) 𝑑𝑥5𝑥² +  2𝑥 +  1 

2. Знайти невизначені інтеграли: ∫  𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 𝑠𝑖𝑛(5𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛(5𝑥 −  𝜋/4) 𝑐𝑜𝑠(𝑥 +  𝜋/4) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛(𝑥 +  𝜋/6) 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝑑𝑥 
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∫  𝑠𝑖𝑛⁵(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛²(𝑥) 𝑐𝑜𝑠³(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑠𝑖𝑛³(𝑥) 𝑐𝑜𝑠³(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑐𝑜𝑠⁷(𝑥) 𝑑𝑥 ∫  𝑐𝑜𝑠³(𝑥) 𝑠𝑖𝑛²(𝑥)  𝑑𝑥 

∫  𝑠𝑖𝑛³(𝑥) 𝑐𝑜𝑠²(𝑥)  𝑑𝑥 ∫  𝑐𝑜𝑠⁵(𝑥) 𝑑𝑥 

 

 

Питання для самоконтролю 

 

1. Які основні методи застосовуються для інтегрування раціо-
нальних функцій? 

2. У чому полягає метод розкладу на прості дроби під час ін-
тегрування? 

3. Які типи підстановок використовують для інтегрування 
виразів із квадратними коренями? 

4. Як інтегрувати функції, що містять тангенс і котангенс? 

5. Який підхід застосовується для інтегрування функцій, що 
містять синус і косинус у знаменнику? 

6. Як можна використати формули подвійного кута для 
спрощення інтегралів тригонометричних функцій? 

7. У чому полягає метод універсальної тригонометричної під-
становки? 

8. Як інтегрувати дробово-раціональні вирази відносно три-
гонометричних функцій? 
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Тести 

 

1. Який метод найчастіше застосовують для інтегрування 
раціональних функцій: 

а) метод частин; 
б) метод розкладу на прості дроби; 
в) метод рядів; 
г) метод заміни змінної. 
 

2. У чому полягає метод розкладу на прості дроби: 

а) у заміні змінної; 
б) у використанні тригонометричних формул; 
в) у поділі складного дробу на простіші; 
г) у застосуванні інтегрування частинами. 
 

3. Який метод застосовують для інтегрування дробово-

раціональних виразів відносно синуса та косинуса: 

а) універсальна тригонометрична підстановка; 
б) метод частин; 
в) метод розкладу на прості дроби; 
г) метод рядів. 
 

4. Яка підстановка використовується в універсальному 
методі: 

а) тангенс половинного кута; 
б) синус подвійного кута; 
в) косинус подвійного кута; 
г) котангенс кута. 
 

5. Який підхід зручний для інтегрування виразів із сину-
сом у знаменнику: 

а) використання тотожностей тригонометрії; 
б) метод частин; 
в) розклад на прості дроби; 
г) метод рядів. 
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6. Яка функція часто з’являється як результат інтегру-
вання котангенса: 

а) логарифмічна; 
б) степенева; 
в) тригонометрична; 
г) константа. 
 

7. Який метод інтегрування застосовують для виразів із 
синусом і косинусом у степенях: 

а) використання формул зведення степенів; 
б) метод частин; 
в) метод рядів; 
г) розклад на прості дроби. 
 

8. Який метод інтегрування застосовують для виразів із 
добутком синуса й косинуса: 

а) використання формул подвійного кута; 
б) метод частин; 
в) метод рядів; 
г) розклад на прості дроби. 
 

9. Який метод інтегрування застосовують для виразів із 
квадратним коренем у знаменнику: 

а) тригонометрична підстановка; 
б) метод частин; 
в) метод рядів; 
г) розклад на прості дроби. 
 

10. Який метод інтегрування застосовують для виразів із 
дробово-раціональними функціями відносно тригонометрич-
них функцій: 

а) універсальна тригонометрична підстановка; 
б) метод частин; 
в) метод рядів; 
г) розклад на прості дроби. 
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ТЕМА 18. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ  
ТА ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ 

 

18.1. Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла. 
18.2. Означення визначеного інтеграла. 
18.3. Основні властивості визначеного інтеграла. 
18.4. Визначений інтеграл із змінною верхньою межею. Фор-

мула Ньютона-Лейбніца. 
18.5. Методи наближеного обчислення визначеного інтеграла. 
18.6. Визначений інтеграл у економічних задачах. 

 

Основні теоретичні відомості 
 

18.1. Задачі, що приводять  
до поняття визначеного інтеграла 

 

Задача про площу криволінійної трапеції 
Означення. Фігура, обмежена лініями )(xfу = , ax = , bx = , 

0=y , називається криволінійною трапецією (рис. 18.1). 
 

 
Рисунок 18.1 
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Для обчислення площі криволінійної трапеції поділимо від-
різок [a; b] на п частин так, що bxxxxa nk == ......10 .  

Довжини цих частин позначимо 1−−= kkk xxx . Перпендику-
ляри до осі ОХ, проведені з точок поділу до перетину з кривою 

)(xfу = , розділяють усю площу на п-вузьких криволінійних трапе-
цій. Замінимо кожну з цих трапецій прямокутником з основою kx  

та висотою )( kcf , ( )kkk xcx −1 . Площа кожного такого прямокут-

ника kk xcf )( . Сума площ усіх прямокутників 
=

=
n

k
kk xcfS

1

)( . 

Площа криволінійної трапеції ( )
=


n

k
kk xcfS

1

. Значення буде точ-

ніше, якщо перейти до границі, тобто 
=→

=
n

k
kk

x
xcfS

k 10
)(lim . 

Задача про обсяг випущеної продукції 
Нехай функція )(tfz =  описує зміну продуктивності деякого 

виробництва впродовж часу. 
Знайдемо обсяг продукції U, виробленої за проміжок часу [0; T]. 

Якщо продуктивність не змінюється впродовж деякого часу, 
то −)(tf стала функція, а обсяг продукції U , виробленої за промі-
жок часу t , задається формулою ttfU = )( . 

Розіб’ємо відрізок [0; T] на проміжки часу точками 
Tttt n == ...0 10 . 

Для величини обсягу продукції U , виробленої за проміжок 
часу 1−−= iii ttt , маємо ( ) iii tcfU = , де iii tct −1 . Тоді обсяг про-

дукції за проміжок часу [0; T] ( ) 
= =

=
n

i

n

i
iii tcfUU

1 1

. Значення буде 

точніше, якщо перейти до границі, тобто ( )
=→

=
n

i
ii

t
tcfU

i 10
lim . 
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18.2. Означення визначеного інтеграла 

 

Нехай функція )(xfy =  задана на [a; b]. Розіб’ємо відрізок 
[a; b] на п частин так, щоб виконувалось співвідношення 

bxxха n == ...10 . 

Означення. У кожному проміжку ( )kk xx ,1−  довжиною 
1−−= kkk xxx  оберемо довільну точку ck та обчислимо значення 

)( kcf . Побудуємо суму 
=


n

k
kk xcf

1

)( , яку називають інтегральною 

сумою функції )(xf  на відрізку [a; b]. 

Означення. Якщо існує скінчена границя інтегральної суми 
при 0→ kх . незалежна від способу поділу відрізка [a; b] на час-
тини та вибору точок ck, то ця границя називається визначеним 
інтегралом від функції )(xf  на відрізку [a; b] і позначається 


b

a

dxxf )( , тобто: 


=→

=
n

k
kk

x

b

a

xcfdxxf
k 10

)(lim)( . 

 

Якщо визначений інтеграл існує, то функція )(xf  називається 
інтегрованою на відрізку [a; b], а і b – нижня та верхня межі інтег-
рування, −)(xf  підінтегральна функція, х – змінна інтегрування. 

 

 

18.3. Основні властивості визначеного інтеграла 

 

1. Сталий множник можна виносити за знак визначеного ін-

теграла  =
b

а

b

a

dxxfCdxxСf )()(  ( )constС= . 

2. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми скінченої  
кількості функцій дорівнює такій самій алгебраїчній сумі  
визначених інтегралів від кожного доданка 

( )   =
b

a

b

a
n

b

a

b

a
n dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf )(...)()()(...)()( 2121 . 
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3. Якщо змінити межі інтегрування, то визначений інтеграл 

змінює свій знак на протилежний  −=
b

а

a

b

dxxfdxxf )()( . 

4. Визначений інтеграл з рівними межами дорівнює нулю 

 =
a

а
dxxf 0)( . 

5. Якщо )(xf  інтегрована на відрізку [a; b] і с  bа, , то 

  +=
b

c

b

а

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

6. Якщо )(xf  і )(x  інтегровані на відрізку [a; b] і для будь-

якого х  bа; , )()( xxf  , то  
b

а

b

а
dxxdxxf )()(  . 

7. Якщо )(xf  інтегрована на [a; b], т і М – відповідно, най-
менше та найбільше значення функції на цьому відрізку, то 

)()()( abMdxxfabm
b

a

−−  . 

8. Якщо )(xf  неперервна на відрізку [a; b], то на цьому від-

різку існує точка C , для якої ))(()( abcfdxxf
b

a

−= . 

 

 

18.4. Визначений інтеграл із змінною верхньою межею. 
Формула Ньютона-Лейбніца 

 

Означення. Визначений інтеграл з постійною нижньою  
межею та змінною верхньою межею називають інтегралом із 

змінною верхньою межею 
x

a

dttf )(  – це функція від х, тобто 

=
x

a

dttfxФ )()( . 

Теорема 1. Якщо )(xf  неперервна функція, то похідна визна-
ченого інтеграла від неперервної функції за змінною верхньою ме-
жею дорівнює значенню цієї функції від цієї верхньої межі 

)()()( xfdxtfxФ
x

a

=







=  . 



222 

Доведення 

Надамо аргументу х приросту x , тоді )(xФ  одержить приріст:

 
++

=−+=−+=
x

a

xx

x

xx

x

x

a

dttfdttfdttfdttfxФxxФxФ )()()()()()()( . 

За властивостями визначеного інтеграла з неперервності функ-
ції )(xf  випливає існування точки с  ххх + ,  такої, що 

( ) xcfxxxcfх =−+= )())(( . 

За означенням похідної, якщо 0→x , то xc → , тому 

)()(lim
)(

lim
)(

lim)(
000

/ xfcf
x

xcf

x

x
x

xxx
==




=



=

→→→
, що й треба було 

довести. 
Теорема 2. Визначений інтеграл від неперервної функції  

дорівнює різниці значень будь-якої її первісної, обчисленої для 
верхньої та нижньої меж інтегрування, тобто якщо )(xF  є первісна 
функції )(xf , то: 

)()()()( aFbFxFxdxf
b

a

b

a

−== . 

Цю формулу називають формулою Ньютона-Лейбніца. 
Доведення 

Нехай −)(xF  первісна функції )(xf . За попередньою теоре-

мою  −
х

а
dttf )(  також первісна функції )(xf , але дві первісні відріз-

няються лише на сталий доданок С, тобто CxFdttf
х

а
+= )()( . Нехай 

ax = , тоді 0)()( =+= CaFdttf
a

a

, 0)( =+CaF , CaF =− )( . 

Отже,  −=
x

a

aFxFdttf )()()( . 

Нехай bx = , тоді  −=
b

a

aFbFdttf )()()( . Замінимо змінну інтег-

рування t на х, одержимо )()()( aFbFdxxf
b

a

−= , що й треба було до-

вести. 
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Заміна змінної у визначеному інтегралі 
Заміна змінної у визначеному інтегралі здійснюється за фор-

мулою:  

( )
( )

 =


=
=

=
=

=
b

a

dttf

t

b

a

dxxdt

xt

dxxxf










 )(

)(

)(

)())(( / . 

Інтегрування частинами у визначеному інтегралі 
Інтегрування частинами у визначеному інтегралі здійсню-

ється за формулою:  −=
b

a

b

a

b

a

VdUUVUdV . 

Геометричне застосування визначеного інтеграла 

Геометричне застосування визначеного інтеграла – це знахо-
дження площ фігур, обмежених лініями (рис. 18.2, 18.3). 

 
Рисунок 18.2     Рисунок 18.3 

  =
b

a

dxxfS )(     ( ) −=
b

a

dxxfxfS )()( 12  
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18.5. Метод наближеного обчислення  
визначеного інтеграла 

 

Якщо відрізок інтегрування  ba;  поділити на п рівних час-

тин довжиною 
n

ab
x

−
=  і позначити kc  середню точку відрізка 

 kk xx ,1− , то наближене значення визначеного інтеграла можна 

обчислити за формулою ( ) ( ) ( ) ( )( ) +++
−


b

a
ncfcfcf

n

ab
dxxf ...21 , яку 

називають формулою прямокутників.  

Або за формулою ( ) ( ) ( ) ( )  





 +

+−


−

=

b

a

n

k
kxf

bfaf

n

ab
dxxf

1

12
, яку на-

зивають формулою трапецій.  
Якщо відрізок інтегрування  ba;  поділити на парну кіль-

кість рівних частин )2( mn =  і позначити ( )kk xfy = , де 
kxaxk +=  – точки ділення, nk ,...,2,1,0= , тоді наближене  

значення інтеграла можна обчислити за формулою 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) +++++++++
−

= −−
b

a
nn xfxfxfxfxfxfbfaf

m

ab
dxxf 12312242 ...4...2

6
, 

яку називають формулою Сімпсона або парабол. 

В усіх формулах значення буде точніше в разі зростання п і 
зменшення x . 

Вказані формули використовують у тому випадку, коли інтег-
рал у скінченому вигляді не береться. 

 

 

18.6. Визначений інтеграл у економічних задачах 

 

1. Знайти кількість продукції Q, виробленої за 8 годин, якщо 
продуктивність праці змінюється за законом 98,46,0 2 ++−= ttg . 

Розв’язання 

8,123)94,22,0()98,46,0(
8

0

23
8

0

2 =++−=++−=  tttdtttQ  (одиниць). 

2. Функція граничних витрат має вигляд xxV 01,05,23)( −= . 

Знайти зростання загальних витрат, якщо виробництво зростає з 
1 000 до 1 500 одиниць.  
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Розв’язання 

−=−=−=  15005,23)
2

01,05,23()01,05,23()(
1500

1000

1500

1000

21500

1000

x
xdxxdxxV  

   –  5500)1000005,010005,23(
2

150001,0 2
2

=−−


 (у. о.). 

3. Коефіцієнт розподілу прибуткового податку. 
Ступінь нерівності в розподілі доходів населення ілюструє 

крива Лоренца (рис. 18.6). Це графік, в якому на осі ОХ відкладено 
відсоток населення від найбідніших до найбагатших, а по осі ОУ – 

відсоток одержаного ними доходу. 

 
Рисунок 18.6 

 

Заштрихована частина показує різницю між абсолютно спра-
ведливим розподілом ОА і фактичним ОВА, а відношення SОВА до 
SОАС називається коефіцієнтом Джині. 

Нехай крива Лоренца задана рівнянням хху
16

1

16

15 2 += . Тоді 

2

1
=OACS , а також: 

( )( )  =







−=






 −=






 −−=−=

1

0

1

0

32
2

1

0

2
1

0 32

15

3216

15

16

15

16

15

16

1

16

15 xx
dxxxdxxxxdxxfxSOBA . 

Коефіцієнт Джині 
16

15
2

32

15
===

OAC

OBA

S

S
K . 
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Розв’язування типових прикладів 
 

Приклад 1. Обчислити інтеграли: а) 
2

1 x

dx
;   б) 

−

2

1

23 dxx . 

Розв’язання 

а) 2ln1ln2lnln
2

1

2

1
=−== x

x

dx
; 

б) 
−−

=−−=
−

==
2

1

3
3

2
2

1

2 9)1(2
1

2

3
333

x
dxxdxx . 

Приклад 2. Знайти інтеграли, використовуючи формули за-

міни змінної а) 
+

1

0
21

2

x

xdx ;   б)  +
3

0

1 dxxx . 

Розв’язання 

а) 2lnln

2

1

2

1

1

2 2

1

2

1

2

1

0
2

===





















=
=

=
+=

=
+

 t
t

dtxdxdt

xt

x

xdx




; 

б) 

( )  =−=−=
=+=−=
=+=+=

=+=
=+

2

1

2

1

2422

2

2
3

0

)(221

2311

1011

21

1 dtttdttt

tx

xt

tdtdxxt

dxxx


  

15

11
7

3

1

5

1
2

3

2

5

2
2

1

2

35
2

3535

=





 −−










−=








−=

tt
. 

Приклад 3. Знайти інтеграли: а) 


0

sin xdxx ;   б) 
4

1

dxxe x . 

Розв’язання 

а) 

 
=+−−=+−=








−==
==

= 
0000

sin)1()(coscos
cos,sin

,
sin xxdxxx

xvxdxdv

dxduxu
xdxx ; 

б) 

  =+−−=−−=−=
==
==

=
4

1

4

1

4444 34
1

4
4

1

4

,

,
eeeeeeeedxexe

evdxedv

dxduxu
dxxe xxx

xx
x . 

Приклад 4. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:   
а) 0,, === xeyey x ; 

б) xy
x

y −== 5;
4

. 
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Розв’язання 

а) побудуємо фігуру, обмежену лініями (рис. 18.7). 

 
Рисунок 18.7 

 

За формулою площі фігури, обмеженої лініями, одержимо: 

( ) ( ) 10
0

1 0
1

0

=+−−=−=−=  eeeexedxeeS xx  (кв. од.); 

б) виконаємо рисунок (рис. 18.8): 

 
Рисунок 18.8 

 

Знайдемо точки перетину ліній 
x

y
4

=  та xy −= 5 , розв’язавши 

рівняння: 

4,1,045,54,5
4

21
22 ===+−−=−= xxxxxxx

x
. 

Використовуючи формулу площі, одержимо: 

4ln4
2

1
70

2

1
54ln4820

1

4
ln4

2
5

4
5

4

1

2

−=++−−−=







−−=






 −−=  x

x
xdx

x
xS (кв. од.). 
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Приклад 5. Знайти значення  −
1

0

2

dxe x
 з кроком 0, 2. 

Розв’язання 

Знайдемо ( ) 10 0 == −ef  

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) .527,08,0

,698,06,0

,85,04,0

,961,02,0

,368,01

64,0
4

36,0
3

16,0
2

04,0
1

1

===

===

===

===

==

−

−

−

−

−

efxf

efxf

efxf

efxf

ef

 

За формулою трапецій маємо: 

 ==





 ++++
+

−1

0

74,0722,32,0527,0698,0852,0961,0
2

368,01
2,0

2

dxe x . 

 

 

Завдання для самоконтролю 

 

1. Обчислити інтеграли за формулою Ньютона-Лейбница: 

а) 
− +

1

1
21 x

dx
; 

б) 
+

1

0
21

dx
e

e
x

x

. 

2. Обчислити інтеграли методом підстановки: 

а) 
+

2

1
21 x

xdx
; 

б) dxxx +
3

0

3 21 . 

3. Обчислити інтеграли методом інтегрування частинами: 

а) 
e

xdxx
0

2 ln ; 

б) 
2

0

2cos



xdxx . 

4. Знайти площі фігур, обмежених лініями: 

а) 3,1,0,
2

exxy
x

y ==== ; 

б) 13,12 22 −+−=+−= xxyxxy . 
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Питання для самоконтролю 

 

1. Які задачі приводять до поняття визначеного інтеграла?  
2. Що називають інтегральною сумою функції?  
3. Дайте означення визначеного інтеграла.  
4. Який геометричний зміст визначеного інтеграла?  
5. Які основні властивості визначеного інтеграла ви знаєте?  
6. Як зміниться визначений інтеграл у разі перестановки меж 

інтегрування?  
7. Що називають визначеним інтегралом зі змінною верх-

ньою межею?  
8. Сформулюйте формулу Ньютона-Лейбніца.  
9. Яке значення має формула Ньютона-Лейбніца для обчис-

лення визначених інтегралів?  
10. Які методи наближеного обчислення визначених інтегра-

лів застосовують на практиці? 

 

 

Тести 
 

1. Визначений інтеграл позначають: 
а) 𝑓′(𝑥); 
б) ∑𝑓(𝑥); 
в) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑏𝑎 ; 
г) lim𝑛→∞(𝑓(𝑥))𝑛. 
 

2. Якщо поміняти місцями межі інтегрування, то: 
а) інтеграл не зміниться; 

б) інтеграл стане нулем; 

в) інтеграл змінить знак; 

г) інтеграл подвоїться. 
 

3. Геометрично визначений інтеграл характеризує: 
а) похідну функції; 
б) площу фігури; 
в) кут нахилу дотичної;  

г) максимум функції. 
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4. Формула Ньютона-Лейбніца має вигляд: 
а) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏); 
б) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏); 
в) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑏); 
г) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎). 
 

5. Обчисліть ∫ 𝒙 𝒅𝒙𝟏𝟎 : 

а) 0; 
б) 1; 
в) 12; 
г) 2. 

 

6. Інтеграл із рівними межами дорівнює: 
а) 0; 

б) −1; 

в) 𝐶; 

г) 1. 

 

7. Яка функція є первісною для 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙: 

а) 𝑥2; 

б) 2𝑥2; 

в) 𝑥22 ; 

г) 𝑥 + 1. 

 

8. Обчисліть ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙𝟑𝟏 : 

а) 4; 

б) 6; 

в) 8; 

г) 10. 
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9. Формула прямокутників використовується для: 
а) точного інтегрування; 

б) наближеного обчислення інтеграла; 

в) знаходження похідної; 
г) розкладу функції. 
 

10. Крива Лоренца використовується для: 
а) дослідження границь; 

б) побудови похідних; 

в) аналізу нерівності доходів; 

г) знаходження екстремумів. 
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ОПОРНІ КОНСПЕКТИ 
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