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В С Т У П

У багатьох роботах (див..наприклад, [ І  - 14]) вивчались групи, 
в яяих певна властивість V підгруп» групи б є щільною в групі б. 
Властивість V підгрупи групи 6  називається щільною в 6 , якшо для 
будь-якої підгруп* А з підгрупи В групи в існує підгрупа N із  вла­
стивістю V така, що А ^ (І ^ В. Групи такого роду, де V - власти­
вість яормальності, вивчались, наприклад, у роботах (7  -14].У зга­
даних роботах А завжди була влаеиоп немаксямальною підгрупою з В. 
Зрозуміло, шо ця умова при вивченні • таких груп необов’ язкова..

В даній роботі також розглядаються групи з дейкимй умовами щі­
льності нормальності Для підгруп, я к і є значним узагальненням груп 
із  робіт (9  - 14].

Робота складається я чотирьох параграфів. В параграфі X розгля­
даються групи, шо не породжуються своїми власними иемаксіь&яьними 
підгрупами. Конструктивний опис локально етуаійчаотнх fpy.it такого 
роду дано в теоремі ї . ї .  В цьому ж параграфі описані мегациклічні 
групи з трьома іНвояюціями (теорема 1 .4 ).

У параграфі 2 вволяться означення восьми класів груп з умовами 
щільності нормальності для підгруп (означення 2 .3 ). Теорема ЙЛ 
встановлює закиненість введених класів груп за підгрупами та фен- 
тор-групами і включення кожного з цих класів в інший.Всі розгляду­
вані класи груп належать класу УЩНС 1-груп, тобто груп б, у яких 
для будь-якої парк підгруп А та В таких,що А - власна яемаксвмаль 
не підгрупа з В, існує норшльна підгрупа К іе  б і А ф N В. 
Теорема 2.2 описує вс і тнін ненормальних Підгруп локально ступін­
частої У Ш  З-групн. Теореь« 2  .3 присвячена характеризапії локаль­
но ступінчастих УИИС 3-груп.

Параграф 3 присвячений конструктивному опису деяких Підкласів 
Ш І[ ]-груп, що мають самостійно значення і використовуються я по­
дальших Дослідженнях. У теоремі З.Х конструктивно описані всі ло­
кально ступінчасті УШНС І-грунн ММята. Теорема 3.2 описує всі ме- 
таїшклічні УШН{ 1-групи; а теорема 3.3 - локально ступінчасті мі­
німальні наметациилічні групи такого роду, У Теоремі 3.4 описані 
локально ступінчасті УйН[ ]-Групй, я к і мають ненормальні мінімаль­
ні неметаинклічні підгруп*,



Параграф 4 присвячений опису локально ступінчастих ЩН[ 1-груп 
та їх  підкласів. ІШГ ]-групою називається така група (3,у якої для 
будь-якої пари підгруп А та Б таких, що А < В, існує нормальна в б
підгрупа N і А ^ В. Теорема 4.1 дає конструктивний опис всіх
локально ступінчастих ЩН[ ]-груп з виділенням восьми типів груп 
такого роду. Теорема 4.2 показує, «о всі виділені в означенні 2.3 
підкласи ВД[ 3-груп вичерпуються далекіндовими групами.

І .  ДОПОМІЖНІ РЕЗУЛЬТАТИ

О з н а ч е н н я  ІЛ.П ідгрупа А групи б називається максималь­
ною підгрупою О, якщо в б не існує такої підгрупи В, що А < В < 6 .

Група б називається своє» О-максимальною підгрупою.
Максимальна підгрупа групи б називається 1-максимально» під­

групою групи б. :
При п > 0 підгрупа А групи б називається о-максимальною в б,

коли вона є максимальною підгрупою деякої (п-ї)-максимальної під­
групи А групи б.

'Скінченні неодиничні групи завжди мають власні максимальні під­
групи, а одиничні та деякі нескінченні груші, наприклад, квазіцик­
л ічн і, не мають власних максимальних підгруп.

Я е м а І.Х . Нехай 6  - довільна група.Тоді справедливі наступні 
твердження:

1) група б тоді І тільки тоді не містить власних немакстшіьяих 
підгруп, колиібі є. [ і , $ ,  р - просте число;

2 ) б * <8> тоді і тільки тоді не породжується своїми максималь­
ними підгрупами,тобто всі ї ї  максимальні підгрупи породжують влас­
ну підгрупу М групи б, коли ш *  р4 , р - просте число, /  ^ 0 ;при
Л = 0 підгрупа М не існує; при і. > 0 М * Ф ї<«>) - єдина макси­

мальна підгрупа із  б;
3) б = <е> тоді і тільки тоді не породжується своїми власними 

немаксямальними підгрупами, тобто всі власні пемаксимальні підгру­
пи з б породжують власну підгрупу М із  б, коли іеі= Р,Ч -
різні прості числа, сі. > 0 . р &  (РД ^ І при /+  2  підгрупа М
не існує; при Л ♦ Р “  2  V = Е  ̂ 2 -максимальна підгрупа з 6 ; при
X  + /  > 2 і р~ 0 М - Ф(ф(б)> = б. . - 2-максимальна підгрупа з б;
при і  + р > 27 і р  - 1 М - максимальна. підгрупа з б порядку 'Ці ~1 сі



-  ь -

Доведення Необхідність.Твердження І  дами очевидне. Покажемо,що 
при умовах 2 1 3 леми (61 .Дійсно .нехай це не так .Тоді 6 = <л>, 
ігі я о»о і б = <к%<г*> = <е'><е^>. що неможливо, і тому \гі < »  . 
Ори 8 СІ |і>рЇ справедливо твердження І  леми,Тому Судомо вважати, 
№181 ф  (ї»®}- Звідси 6 » <х> х <у>, деїхі» > 0,<х> - силов- 
едка р-підгруиа з 6 , р - просте число, <у> - Ї ї  холлівсьив допов­
нення. Якшо |уі= І ,  то твердження 2 та 3 леми справедливі. Нехай 
ІУІ# І  Тоді в 6  існкиь щонайменше 2 максимальні підгрупи М4= 
« ф(<х>) х «-у> і М,» <х> х <Уі >, де <у4> — влаісш максимальна під- 
гр ут з <у>. Зрозуміло, що 6  = МдМ^і тому умова 2 леми не вико­
вується. Якщо тепер |У (Є |і,д } (ч - просте число),то необхідність 
твердження 3 доведена.

НехаЙ|уі<£ Тоді <у> = <г»> х <8г>. 18Н= Ч*. 0 - просте
число, ч ^р ,Д >  О і (Ф(<в<>)<8 і>| > І- Звідси <х>, <8 ( >, <г*> - 
власні немакоимальні підгрупи з 6 , що породжують всю групу 6 . А це 
Неможливо за умово» леми. О тж е.ів^ 1,18*1= Ч в умовах твердження 
З леми.

При іг і - Л > І  1 всі влаоні немаксимальні підгрупи з 6 
породжують Ф(Ф(6 ) ) ,  При і 8р® ч Ф(<х>) та <8 і> - власні немакеима- 
дьяі підгрупи з 6  і тому Вони породжують максимальну підгрупу М = 
- $(<х>) х <щ> ів  Є. Звідси іМІ- р̂ 4 ч . Необхідність доведеш.

Достатність. Достатність для твердження І  леми очевидна.Нехай в 
* група типу 2 леми. Тоді Ф(6 ) - єдина власна максимальна підгру­
па з 9. Звідси М> Ф(0) І  достатність доведена.Нехай 6 - група ти- 
пу 3 леми. У цьому випадку б * -?х> х <у>, іхі =» р^, /  > 0 , (у |*  ч®, 
$ Є  {0 , і} .  При І  і6 і = рч і всі власні немаксимальні підгрупи З 
в співпадають з одиничною підгрупою Е.Тому М * 8 ,Нехай тепер/.» І. 
Тоді Ф(<к>) та <у> - власні немаксимальні підгрупи Із  6 ,якІ пород­
жують підгрупу М * <®(<х>) х <у>, [б'.Н] * р. Звідси М - максималь­
на підгрупа з 6 .Достатність для Груп типу 3 леми доведена.Лема До­
ведена.

Н а с  д і л о к  ї  І.Група 6 толі і тільки тоді не містить влас­
них немаксимальних підгруп, коли р - просте число.

Доведення випливає а леми І .1.
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І  « м а  1 .2 , Нехай 6 - довільна група, що дає власні мемакси- 
їдальні підгрупи, які всі породжують власну підгрупу М групи і).Тоді 
М  0 , для будь-якого приварного елемента х із  6\МУ<х> - макси­
мальна підгрупа з в , 9 * <£,*>, де в - оуиь-який елемент із  б\<х>, 
Іб«£ ( І . »■} ♦ г - просте число і' виконується тільки одне з тверджень;

1) М - 2 -максимальна підгрупа з в ,і 9 - циклічна група порядку 
р^, Л. > І ,  абоібІ = рд, р,ч - необов’язково р ізні прості числа;

2 ) М ■ Ф(<х>), б - періодична група;
3) М - максимальна підгрупа циклічної групи б , (бІ *= р"^, р і р -

р ізні прості числа, <£> І , ІМ1 = р ^ ч ; *
4) М - максимальна підгрупа нециклічної групи б, б - М*<х>, 

М п <х>=Ф(<х>), для будь-якого примарного елемента в і з  б\М ї > - 
максимальна підгрупа із  б, ^(<х>) = ЙЧ<*>)..■

Доведення Нехай б і  М задовольняють умови леми.Покажемо спо­
чатку, що М Д О. При |М|= І  це очевидно. Тому будемо вважати, що
ІЙІ> І .  Якщо М = <а>,и = г^, г - просте число, у  > 0 , ї °  за тверд­
женням 2 леми 1.1 всі власні підгрупи з М породжують Ф(М). Але М 
міЬтить елемент е такий, що с ф, Ф(М) і <с> - власна н©максимальна 
підгрупа з 9. Звідси М = <о> І тому для будь-якого г із  б підгрупа

<с>г - власна немаксимальна з б. Такім чином, г^сг є й  і , зна­
чить, М 0 .

Нехай тепер М - неииклічна група. Тоді М = <х;>, і - елемент 
множини індексів І ,  <хі> < М. Звідси <Х(,> - власна «©максимальна 
підгрупа-з б і тому для будь-якого г Із  б г"1 х ;г &. М і .значить, 
М-йб,

Нехай б - циклічна група. Якщо б - примарна група, то для б 
справедливе тверднення 3 леми І . І  і  вірне твердження 3 розгляду­
ваної лем».

Нехай Тепер б -  Нвциклічна група і х 6Г- б\М. Тоді б  > <х>. Зро­
зуміло, йю х ф  М і тому <х> не породжується своїми власними під­
групами. За лемою І . І  <х> - примарна.максимальна підгрупа з б. Для 
будь-якого: елемента д із  б/<х> <д,х> не може бути власно» підгру­
пою з б І .таким чином, б * <е,х>..Якщо М'-.немаксимямьна. підгрупа з 
б , то Ф(<х>) = М П ^х>, {М-.<х'»|*ІМ-г, г -  прог?>' число. З - умови 
б  > М-х> і максимальності <х> в б випливає М .•> <х> і тому М = 
= Ф(<х>). Оскільки х -  довільний.елемент із  б\М,. т о ;б  +: періодична 
група і для б  виконується твердження 2 леми. Якшо ж М -  макси-
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мальда підгрупа а (3, то для б виконується твердження 4 леми. Лема 
доказана.

О з н а ч е н н я  1.2 [ І ] .  Група б називається локально ступін­
частою, коли Оудь-яка ї ї  неодинична скінченно породжена підгрупа 
має власну підгрупу скінченного індексу.

Н а с л і д о к  1.2. Локально ступінчасті групи. б з леми 2  е 
скінченними розв’ язними групами.

Доведення. Нехай б і М задовольняють умови леми 1.2. Якшо (3 - 
циклічна група, то твердження наслідку очевидне. Нехай 0 - неник- 
дічна група. Тоді можна вважати, що для 0 справедливе твердження 2 
чи 4 леми 1.2. Покажемо, що іб(< о ® . Яійсно, нехай t G i* ^  .Тоді за 
лемою 1 , 2  G містить такий елемент х, що ш *  р(L,<1 > 0 , р - просте 
число,<х> - максимальна підгрупа a G « <-g,x>.l3 означення 1.2 лег­
ко випливає, що 0 має нескінченниЕ ланцюг нормальних підгруп Gі, 
Q{> <3ft i . Зрозуміло, що знайдеться таке і ,  для якого [Q :6 j ]  > рА. 
Звідси 3(.<х> < б, нда суперечить каксимальності підгрупи <х> у 
групі в. Таким чином, (61 < оо і б має циклічну максимальну підгру­
пу <х>. За основною теоремою а [15] б - розв’язна група. Наслідок 
доведений.

Т е о р е м а  1.1. Локально ступінчасті групи б, що не пород>- 
иуютьсй своїми власними яемаксимадьними підгрупами, вичерпуються 
групами порядку І  та р (р - просте число) і скінченними розв’яз­
ними 2 -породженими групами,в яких всі власні немаксимальні підгру­
пи породжують Власну нормальну підгрупу М і б ізоморфна групі од­
ного з типів:

1) 0  - циклічна група порядку р^у р - просте число, /  > 0 , М = 
* Ф(Ф<6 ) )  - 2 -максимальна-підгрупа з б;

2 )(0 і*  ро, p i q -  необов’язково р ізні прості числа, М = В - 
2 -максимальна підгрупа з б;

3) б * група кватерніонів, М •> Ф(б) - 2 -максимальна Підгрупа 
з б;

4) 3 - циклічна група порядку p*S( р і ц - різні прості числа,
і . > І,*М  - максимальна підгрупа із  б, |Мі̂  о;

6 ) б * *іх> Ік і“  Р**-. ІДІ- [,[к ,г ]с .< х ^ і 1  > Д б:б '} і  4,



- 8 -

Л
М = <х > х <г> - максимальна підгрупа а в ;

6 ) б = Я><х>,Ш( * г*> 2 , (XI - ч^.  ̂> О + Д> 2 , г і  ч - р ізк і 
прості числа, <х> - максимальна підгрупа з б, М = И А - макси­
мальна підгрупа з б.

Доведення. Необхідність. Якщо 10/Є. f l.p l (р - просте число), то 
твердження теореда очевидне. Нехай КЗІ ф  { І,р | . За наслідком 1.1 б 
має власні немаксшальні підгрупи і задовольняє умову лема 1 .2 , за 
твердження« якої всі власні ««максимальні підгрупи а б породжують 
власну нормальну підгрупу М і вірне одіне з 4 тверджень вгаданої, 
леми. За наслідком Ї.2  б - скінченна розв'язна 2-породжека груш , 
йшо 181* рч, де р і ч -  необов’язково р ізн і прості числа, то М * 
* Е - 2-максимальна підгрупа з б і ,  значить, 6  - група тішу 1 чи 2 
творе»«.

Нехай 0 - циклічна груш . Тоді за твердженням 3-леми 1.1 161«
«р^Ч. р і ч - р ізн і прості числа, £> І.М  - максимальна підгруп» а 
б, ІМІ= рл‘* ч і в - група типу 4.

Нехай б - пвциклічна груш . Тоді для б справедливе твердження 2 
чи 4 леми І.2 ,за  яким б містить елемент х такий, шо 1x1 = > 0,
Ч - просте число, <х> - максимальна підгрупа з б. Розглянемо два 
можливі випадки; І )  б - нільпотентна група; 2 ) б - ненільпотентна 
група.'

Випадок І .  У цьому випадау б » 0 х В,Де 0 - силовська ч-відгру- 
па з б, О - ї ї  холлівське доповнення в б. Зрозуміло, ию 0 »  <ж>. 
Оскільки-підгрупа <х> максимальна в б, то [б:<х>] - просте число і 
тому ШІ Є. | І,г } (г-просте число). При 10»- г і 0 « <х> б - циклічна 
група, ию суперечить вибору б. Звідси ШІ® І ,  б 1*  0, [ 6 :<х>] *  ч *г 
і , значить, б - примарна група,шо має циклічну максимальну, підгрупу 
<х>.3а теоремою 12.5.1 ів  [16] б - група тиііу 5 розглядуваної тео­
реми, у якої [б :б '3  > 4, або б - <а><Ь>,іа|* 2і , (Ьіє. |2 ,4 |, Л> І ,  
ч '4  І .  Яри<£* 2 б - неабелева група порядку 8 , що не породжується 
своїми власними нвмаксииальшпм підгрупами,ізоморфш групі кватер- 
яіон ів і  тому б е групою типу 3 теореми, М = Ф (б) - 2 -максидальва 
підгрупа з б.

Нехай <£> 2 і б не є групою типу 5 розглядуваної Теореми.Тоді 
за теоремою 1 2 .5 .І  із  [16] б має власні циклічні підгрупи порядку 
2 та 4, які немаксимальні в • б і породжують групу б, шо неможливо. 
Випадок 1 розглянуто повністю.
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Випадок 2. Розглянемо ява випадки: 2.1) <х> -а б; 2 .2 ) <х> ^ в.
Випадок 2.1. У цьому випадку [б:<х>] = г. г - просте число, г 4 

4 Д. П ри їїІ* о М * Ё і б - група типу 2. Нехай іхі> о. Тоді 6 =
« <х>Д<у>,(Уі- г ,<у> - ненормальна силовська г-підгрупа а б,<у> -
иемакеямальна підгрупа в б. Позначимо через N підгрупу з б, пород­
жену всіма сияойськими г-підгрупами із  б. Тоді N *  б. Покажемо,ніо 
б * Н. ЛіЯсно, нехай, б 4 Н.Тоді за лемою Фраттіні (див. .наприклад; 
{ ! ? ] )  б *  НВ, пе 0 = ^.{<у:>). Звідси В = Т х <у>, де Т = 0Ґі<х>.
Відомо, що <х> = И Ч , де Ті- силовська о-підгрупа з N. Але тоді
Т = <к> і б- нільпотентна група, що не так.Таким чином, б * N. а 
пе суперечить умові теореми. Випадок 2.1 розглянуто.

Випадок 2.2.У цьому випадку Н£,(<х>) = <х> - максимальна підгру­
па з б. Звідси <х> - силовська о-підгрупа з б, що належить центру 
свого нормалі затора. За теоремою 14. Э. І  із  £16] б = В А <х>, де Й 
- холлівеьке доповнення <х> в б.Оскільки <х> - максимальна підгру­
па з б, то й - мінімальна нормальна підгрупа із  б. Відомо, що їй І = 
* « 'Ч  2 , г - просте число. Прв і. + $ » 2 група б типу 2 теореми. 
Тому будемо вдавати, ио і  + $ > 2. Ясно, що И - елементарна абеле­
ва груш , всі власні циклічні підгрупи якої е власними немакси- 
мальяик» підгрупами з 6 . Зрозуміло також, що підгрупа <х̂ > немак- 
осмальиа в б і тому х^£ М. Покажемо, шо М *  й. Дійсно, при £ > І  
Я - власна иемаксимальна підгрупа з б і точу В належить М.При £= І  
Л > І  І  Н породжується своїми власними шилічними підгрупами, які 
за попереднім зауваженням належать М. Звідси М ^ Й.За умовою тео­
реми б > М, М ^ й  А<х̂ > - максимальна підгрупа з б і,таким.чином, 
б - група тину В теореми. Випадок 2.2 повністю розглянуто. Необ­
хідність доведена.

Достатність. Зрозуміло, що в групах б порядку 1 чи г (г  - вро­
сте число) взагалі немає власних немапссимальвих підгруп і  тому б 
не породжується такими підгрупами. Будемо вважати, ш о (б і^ {і,г | і ,  
Таким чином, б - група одного з типів 1 - 6  розглядуваної теореми. 
За твердженням леми 1 , 1  група б типу І  чи 4 не породжується сво­
їми власними підгрупами! тому для груп цих типів достатність до­
ведеш .

Б групі б типу 2 всі власні немакснмальні підгрупи співпадають 
3 Одиничною підгрупою Е, а в групі б типу 3 Всі підгрупи такого 
роду співпадають 9 4 (6 ), Звідси випливає достатність для цих типів 
гру«-
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Нехай 6  - група типу 5 І М і - підгрупа з б, троджена всіма вла­
сними немакеямальними підгрупами з 3. Зрозуміло,що хрє. М і.г є й і.  
Звідси <хр > х <ї> * М - маисгмальна підгрупа із 'б . Покажеш, 
що Мі= М. Нехай Мі̂  М. Тоді існує власна кемакснмальна підгрупа X 
із  в така, що МХ = б.Значпть, X містить елемент у , а М - елемент а ■ 
такі, що х * ау. Ясно, №  а » хН’ х?. Звідси х * к^г^у і тому 
х '^  х = г?у. Зрозуміло, щоїх'^ хі«(х*= 9̂ ,Л> X . О с к і л ь к и і , 
то з умови [6 :6 і }  > 4 мдамоіуі .Але тоді <у> - максимальна під­
група з 6 , що суперечить Вибору X, Це означає, а» М4= М і  достат­
ність для груп типу 5 доведена. *

Нехай б - група типу Є. Оскільки /  + £> 2, то всі власні під­
групи з Н в власними иемаксимальнтмя підгрупами з б 1 <х̂ > - еж 
власна немаксимальяа підгрупа з б. Тому Н В М - максимальна під­
група із  б, породжена всіма власними «»максимальними підгрупами э 
б, Покажемо, шо N * М. Справді, якщо це не так, то К =* б *  м<у>,дв 
у - ч-елемент.Яегко бачити,що <х^><у> - сияовська ч-підгрупа з б,- 
Не порушуючи загальності мовна вважати, ою <у> - власна яедакои- 
мальна підгрупа з б. Будь-яка скловська ч-підгрупа із  б циклі чва 
і тому [х^.уЗ = І,|х ^ у і*г*Ь  Звідси |уі > іх^і і , значить, гуі = їх і , Таким 
чином,<у> - скловська ч-підгрупа з б, яка максімвльиа в б, шо ие 
так і тоад Н - М.Достатність для груп типу 6  доведена.Теорема до­
казана

0 з н а ч е я н я І.З  (16 ]. Група б, у якої всі підгрупи норма­
льні .називається далекіндово» групою.

Т в е р д ж е н н я  І . ї  [16 ]; Дедеківдові Неаполеві групи б 
вичерпуються гамі льтонов»** групами,тобто групами типу б »  (З х В х 
х А , де О - група кватврніонів, В - елементарна аоелева 2-група,
А -періодична абелева група оее. інволюція.

Для дедекіндових груп б справедливі твердження;

1) якщ о  б'містить елемент нескінченного порядку чи 8 порядку,то
бг = І ;  . '*■> -

2 ) циклічні 2 -нідгрупи б порядку більше двох містять б ’ .

Т е о р е м а І , 2 .Нехай б -група,що містить нормальні підгрупи
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S i t  S v  для яки* N*0 Ni= I  t G/Ni та <3/N» - дедекіндові групи. 
Тоді G - дедекіндовй груш, якщр в ні# виконується хоча б одна а 
умов:

І )  Ні- періодична група без і н в о л ю ц і Й .И і  -  група без і н в о л ю ц і я , 

або група, ию містить елемент порядку 8 ;
ь 2 ) Н і -  неперіодична група без інводюцій або з елементами поря­

дку в . Н і - група без інволвдій або група,вю містить елемент поря­
дку 8 .

Доведення. Hexa# G, Н іі N» задовольняють умови теореми.Якщо G> 
* Ід о  твердження теореми очевидне. Нехай б' 4 І .  Оскільки NtANt= 
« Ід о  можливі два виладаи: І )  Nt £ G 1; 2) Nt> G '.

Випадок 1- У ньому випадку G/Ht - «еабелева група,а тому пері­
одична гамільтонова група, яка за твердженням 1 . 1  не містить еле­
ментів порядку 8 .  Звідси за умовою теореми К »  - періодична група, 
йо не містить інволюція-. Зрозуміло, що N»P б1*  І ,  звідки Z{0). 
Тепер G/N» - неабелева група, а значить, періодична яільпотентна 
Гймідьтонова група. Таким чином, маємо, кю і 6  - періодична ніль~ 
яотентна група. Hexet D - онловська 2-підгрупа з G. Тоді DANj= І ,  
В - гамільтонова 2-група і G * Б х А, де А - періодична нільпотен- 
тиа група без інволюцІЙ.Оскільки G/N» і G/Nï.- гамільтонові групи, 
НіЛ N»= І ,  то <3* - 2-група. Звідси А1 * І .  За твердженням 1.1 G - 
Ганідьтонова група.Деш у випадку І  доведена.

Випадок 2. В цьому випадку G/N^- неабелева група, а тому вона 
гамільтонова яільпотентна періодична група, у якої N i х Ht/N*. - 
періодична абелева група без інволюціє. Звідси Nt х Nt/N» не мене 
містити кемутант групи G/N».. Таким чином, 6 і / N;.. Суперечні стьЛе- 
ма доведена.

Н а с л і  д о к 1 .3 .Якщо група 6  містить нормальні підгрупи Nt i 
К ата н і, шо Nt ft N»« І  І G/Np- дедекіндова група ( і  <£. ^ І,2 | ) ,  Ni~ 
локадьно циклічна група з силовською 2-підгрупом D, для якої' 
Ш Ц (> М Ь та G - дедекіндова група.

Наслідок випливає з теореми 1.2.

Т е о р е м  А 1,3. Нехай G - Група, N - ї ї  нормальна підгрупа і 
G Індукує на N групу внутрішніх автоморфізмі в,Тпйто-для вудь-я«сг*>
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елемента г із  З і  всіх елементів х із  N в ?, існує елемент а
такий, що ї _і хе * а' 1  ха. Тоді б * М-Сц(М), Зокрема, при 2(Н) * І
9 * И х С а(Я ). 1‘

Доведенвя. Нехай б задовольняє умову теореми. Тоді для елемен­
та £ із  б та будь-якого х із  К шємо г 1 хг *  а 1 ха, де а Є  Н. 
Звідси аг"1 хеа = х = а"1 хи, де и = га"1, ц сС ^ Ш , і тому г » «а і
і  належить добутку Нбд,{м) і  6  <= №^Н). Зрозуміло, що N А <
^ г (М . Анцо 2 (іі) * І ,  то 6  = N х С ^Ш . Теореш доведеш.

Н а с л і д о к  1.4. Нехай б - група, № - така ї ї  З-нороджена
нормальна підгрупа, що 6 *Л N = а ',' 2(Н ). Тоді б * К *^ К ).

Доведення. Нехай' б, К « <а,Ь> задовольняють умовк леми. Тоді 
б'Л N ■* <с> < 2(Н ), с « Еа,Ь ]. Нехай г - елементна б.„ Явно, що 
в"‘ а? = ас1 , і~1 Ьг * Ьс3". Звідси 2 "1 ег * (в ' 1 агУчг"1 Ьв^Сг^а*)» 
•(в** ьг ) =» а'1 6*Ь' 1 сгас‘ Ьс^ь о, а значить, [е .г і * І .

Нехай б = а1 і?а^Ь1 . Оскільки <е> < г(Н<г>), то за відомими ко-
мутантними співвідношеннями (лив. .наприклад, [16]) [б '1 г ,а ] = І ,
а значить, (Г^СС^СЮ . Тому груш б індукує на N групу внутрішніх 
автоморфізмі в. За теоремою І .  З б = КС̂ , (N ). Явма доведена.

Н а с л і д о к  1.5. Нехай б - група з центральним циклі ш  
комутантом б '. Тоді для будь-якої 2 -породаейої підгрупи 8  з умовою 
б 'є  Н' маємо б « НЦ^Н).

Н а с л і д о к  1,6. Дшо б - груш з коьфтантом порядку р і 
N - будь-яка ї ї  2-пороДжена неаввлева р-підгрупа, то б = НЄ^{Н).

О з н а ч е н і  я 1,4 [1 8 ].Підгрупа ч(б ) Групи 6 ,породжена в с і- ' 
ма елементами з б,що мають порядком просте число, називається ниж­
нім иіаром групи б.

Т в е р д ж е н н я  1.2 [18]. Нижній шар групи б є характерис­
тичною і тому нормальною підгрупою групи б.

Т в е р д ж е н н я  1,3 (теорема Б із [4 ]) .  В скінченній 2-гру~ 
пі. б, клас в і льпотеитності якої не більше 2, кількість інволюц.ій
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тоді і  тільки тоді рівна 3, коли б - група одного з наступних кла­
с і» : '

1) б - »«циклічна мегациклічна група, дка відмінна »ід групи 
кватерніонів і групи діадра порядку 8 ;

2 ) б » А* В , де кожна з підгруп А і В або шведі чна,або ізомор­
фна групі кватерніонів 8-го порядку, причому інволюція з В делить 
У 2**3) ;

3). О - <а,Ь,с>, іа( = іЬ»= 4, с1= а1, Іа .о І  * Ьг , {Ь ,с } » 0 і ,
Са.Ь] =■ І ;

4) б = <а,Ь,с,Ц>,іа і» іЬ і»  4, о*» Ь1 ,«!*'» аг *?" ,{а ,Ы  «■ {с ,б ] - І ,  
£а,о] « а*-, (а .Ь Ї = Са,4] * [Ь ,о ] * , (Ь .ф ] * Ь*\

Л е м а  1.3. Мета циклічна 2-група б тоді і  тільки тоді має три 
Інволюції, коди вона иециклічна і не має аідгрупм кватерніонів та 
групи діедра порядку 8 .

, Доведення. Необхідність. Нехай 3 - досліджувана група. Зрозумі­
ло, аю в  - нециклічиа група. В групі діедра порядку в п’ять ,інво- 
ладіб і толу 0 не містить групи діедра порядау 8 . Припустимо, що 0 

містить підгрупу кватерніонів 0. Зрозуміло,що б *  <а>»<Ь>,іаі» 2*, 
іЬ і* 2%  /  > О, 0 > О. Ь^аЬ « а'1 , г - ціле непарне число. Оскільки 
0  - неабелева група, то б ' 4 І  і *£.> І.Нехай <х> * <а>Л0.3а тео­
ремою про ізоморфізм груп 0/<*> - циклічна група. Звідси іх і* 4, 
0 *■ <Х,у>. Таким чином, існує підгрупа А « <а>0 ™ <а>*<у>,ш* 4 , 
ї 1» I і  * Д ІИ  , Зрозуміло, шо А = <ахг>, де <г> » АЛ<Ь>, [А : 
:<а>) * 2, <а> - максимальна підгрупа э А, За теоремою 12.6.1 іа 
{16] о не може бути групою кватерніонів порядку 8 , чи узагальненою 
групою кватерніонів. Звідси Ші > 8. Знову за теоремою 12.5.1 із  
С16З А - група кватерніонів порядку 8 , або узагальнена група ква­
терн іоні в. Звідси » (А ) » 2 і  тому б містить т . 'Т '*  2. <т>Г}А » І .  
Значить, існує підгрупа В * А А<т*. Оскільки В/<а> - елементарна 
•беяева група порядку 4 і <У<е? - циклічна, тц вийшли до супереч- 
вості. Отже, б не містить групи кватерніонів порядку 8 , ,Необхід­
ність доведена.

Достатність, Нехай б - <а><Ь> - нециклічиа метаїгаклічна 2-група, 
що «е містить підгруп кватерніонів та групи діедра порядку 8 . Тоді 
іа|* 2Л,’ ІЬ І»  2Л Л> 0, р> 0, «а.» 4) б. Нехай <а> - максимальне цик­
лічна підгрупа 9 б. Тоді б м істи ть А > «-а» і (А:<а>] * Я. Значить,
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А - нециклічна група з максимальною циклічне а підгрупою <а>, За 
теоремою 1 2 .б . І  Із  [16] А * <а>Л <у>,ізц= 2, [А :А*)  > 4, »<А) - 
* у(<а>) х <у>,|ж(А)і = 4. Покажемо,№> ж( А) = « (б ). Дійсно .нехай «в 
не так. Тоді б\А містить т,^У|= 2, і с'б містить підгрупу А А<т>. 
Звідси маємо, що і)/<а> - елементарна абелева група порядку 4; яка 
міститься В циклічній групі б/<а>. Суперечність. Тому и(А) = » (б ) 
і,значить, б містить три інволюції. Достатність доведена. Лема до-

Н а  е л і  д о к ї . 7 .  Всі скінченні 2-групи з. трьома інволюцію«! 
і центральнім комутантом вичерпуються групами таких т іл і в:

1 ) 6  - иециклічна метаниклічна 2 -грува, соо на містить груї ква- 
тернібнів та групи діедра порядку 8 , Gf$ 2 ( 6 ) ;

3) б =* UAX, де кожна з підгруп U та Х е циклічною 2-групою, чи 
групою «ватерніqniв,|Ш  > І,Ш >  I ,  w(X) 4  Z (G ), [U ,X ] 4  w(U);

3) б = (<a> x < b > ) < x > ^ i çt fUaj cl  = &4>г ,[b ,x | = b1 ;
4) б * [<a> x <b>)(<x> x <y>),iat*vbï= 4, a*= xz= [a ,y ], af̂ =>

* [a .x ] *> [b ,y ]r bl = y3"* Cb.xî.

Доведення. Необхідність. Нехай б - досліджувана група.Тоді вона 
задовольняє умови твердження І.З ,  за яким 6  - група одного з типів
1 - 4  згаданого твердження. Нехай б - група типу І  твердження 1,3.'.. 
За лемою І.З  б не містить підгруп кватерніонів та групи діедра по­
рядку 8 і тому б - група типу І  наслідку. Нехай*б г- груші типу 2 
твердження 1.3. Тоді б'= UA Х.де U.X - неодиничні циклічні 2-гру- 
пи, чи групи кватерніонів. Оскільки Є* 4  Z (6 ) ,  то ÿ  Z (6 ) . Під­
група X » <х,у> - циклічна, чи група кватерніонів. АццоїХІ» 2, то
6 = Ü x X - група типу 2. Нехай |Х|>2. їйццр U та X одночасно цик­
л ічн і, то б - група тину І  наслі дку .Нехай X - циклі чна грум . Зві д­
си U - нециклічна група і,значить, група кватерніонів. Із  умови
б'< 2(6) випливає, що [(J,X l ÿ  УЛ2(б) = w((J) і знову б - група ти­
пу 2 наслідку. . - '

Нехай тепер X - нециклічна група. При неииклічності U, як і ра­
ніше, [ІГ,Х] 4  w(U) і знову б - група типу 2 наслідку. Нехай U ■
* <м> - циклічна група; lut = 2*. При А = І  6 = U x X . і б - група 
типу 2. Нехай А > І .  Тоді 6  містить підгрупи <«>А-х>, <и> А<у> з 
центральний комутантом. Оскільки ж(Х) = <хг> - <у1> 4 Z(G), то <х> 
та -у» індукують на <и> автоморфізм порядку 2. За відомими кому—
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тачтиими співвідноіивнями ( й в .  .наприкладД іб)> Еи.хЗ -  Іи ,х г ] ■ І ,  
ї а .у і 1“  Сн.у1]  * І.З відси  Е.оц>; Х] <  *(<и>) 1 внову 6 -  груш  типу 
2 наслідку.

І  нарешті нехай в - група типу 3 чи 4 твердження 1.3. Можна 
ввалити, що 6  - немвтациклічна група. Легко показати, що в групах 
типу 3 згаданого твердженая <а» А  <Ь> = 1 1  тому в  - група типу З 
наслідку.

Аналогічно в групах 6  типу 4 твердження І . З  <а> л  <Ь> * І  і 
6  = <а,Ь,с,<і>. Покладемо х = аб, у * Ьо 1 одержимо, що в  - група 
типу 4 наслідку. Необхідність доведена.

Достатність. Зрозуміло, що 3 - скінченна иешнслічна 2-група і 
Покажемо,шо б містить три інволюції. За лемою І.З  в гру­

пах б типу І  точно три інволюції .Групи 6  одного з типів 2 - 4  нас­
лідку е групами відповідно кожного з типів твердження І.З , За цим
твердженням в 6  точно три інволюції. Достатність доведена.Наслідок
доведени*.

Т е о р е м а  1.4. Метаииклічні 2-групи з трьома інволшіями 
мають вигляд б =? < ах і» , )а*= 2*',іЬі = 2 , £> 0 ,£  > 0, Ь*аЬ * а*(г - 
ціле непарне число) і вичерпуються групами Типів;

1) б * <а> х <Ь>, г = І ;
2 ) 6  = <а> к <Ь>, Л  > 1 , /І> І ,  г » - І;
3) 6  = <а> А <-Ь>,̂  > 2 ,р>  І ,  Г = ,-(1+2* ) ,  І  < к <1 , ^ Л -  И;
4> б = <а> А <Ь>, г = 1 +2 * . І  < к <,*, 0 к;
6 ) 6  = <Ьхб>, <тЬ>Л«ї> = ї ,  «а>?\ *ф> ■ г = І+2 *Л  < к <

< І < А < Д ,КІ( = 2 і ;
6 } б * <ахЬ>,/.> 2,/* > 2,і<а>Л<Ь>і* 2, Г = - ї{
7} б * <ахЬ>*і<а>П <Ь>І ** 2 , г « - (1 +2 * } ,  І  < к </- І ,  Д >

> / - к + і.

Доведення. Необхідність. Нехай б - мегациклічна 2-група з трьо­
ма інволюціямн. Тоді за лемою І.З  6  = <ахЬ> - нециклічва мега­
циклі чна група, шо не міетить^підгруп кватерніонів та груп діедра 
порядків,)А!.= 2^, (Ь( =. 2 > 0,£>  0, Ь^аЬ = а 1  , г - ціііе непар­
не число. Не порушуючи загальності, можна вважати, що <а> - макси- 
пальна циклічна підгрупа з (З- Оскільки б - нециклічка -група, то 
б р А > <а>, де А -нациклічна пі дгрупа з б, [А:<а>] = 2, Тепер А - 
нециклічна 2 -група з циклічною максимальною підгрупою яка не

2,
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містить підгрупи кватерпіонів та групи діедра порядну 8 . За теоре- 
мою 13,5,1 із> (16} А1- І  eöo СА:А1 "J > 4 і :анждм А <а>А<у>, 
)Уі *■ 2, и(А) ■> *(<а>) * <у> а  G. Якаю g '9  І ,  то без порушення за­
гальності в = <а> х <bs - гдупа типу J  теореми. »

Нехай тепер в '4  ї.  Толі /  > І ,  Якщо G * А, то А1 4 І ,  А не міс­
тить груп діедра порядку 8 . Отже, А > 2, у а у  » Покладемо
Ь = у і тоді <3- група типу 4 розглядуваної теорему Нехай G 4 А і , 
значить, [0:<а>1 > 2. В роботах Е20 - 22} виписані всі иешиинчяі 
меташіклічні 2-ґруяи G - ^axb>, *а> А*1,{в:<а>] > 2, які при умо­
ві 0*4 І  можуть бути одного з типів 2 - 7  розглядуваної теореми, 
Необхідність доведена, 4

Достатність. Нехай 6  - <-axb> - група одного з типів І-  7 тео­
реми, Яегко бачити, що G - йеадклічна метацасиічна 2 -груяа. і ска­
жемо, № 9 містить точно три інволюції, або іншими словами, w(G) »
« <с> х <v> - елементарна абелева група порядку 4,яв <с> - *(<а>),
* (<аз) ^ Z (G ), ю і- 2, ivt- 2, За лемою І.З,досить показати, ао 9 не 
містить ні підгрупи кватерніонів, ні групи Діедра порядку 8 , Для 
груп типу І  теореми не зрозуміло. Нехай G - група одного а типів 
2 * 7  і' 9 містить неабелеву підгрупу 0 порядку 8 . Покладемо А »
» <а>0 і о б  ха> 90. Оскільки А/<а> - підгрупа циклічної групи 
0/<а>,то А/<а> - циклічна група.Звідси Ixt = 4 І  тому {А:<а>} = 2 *■, 
- { 0:<х>]. Ясно, ию А - <a><z>, де <г> « АЛ<Ь>, г*<£.<а > і  А1 А І .
В групах G кожного з типів 2 - 4  А * <а> А.<г>, де <z> * w(<b>),
В Групі G тнду 2 жС<Ь>) 4 2(9) і тому А1 4 І .  В групі G типу 3 та 4 
при (>>4 - К т(«Л»} * '2 (б ) і а'= і .  Тоцу G - група типу 3 чи 4 і 
18 '<2 - й.

Нехай G - група типу 4. Тоді з умови І  < х < 4 і  за теоремою
12.5.1 із  [16] А*4  <а*> і тому А1- ь і  А не містить иеабе-
левих підгруп порядку 8 , що суперечить вибору А.

В групах типу 3 при «£ - к » І  £ > І,Що неможливо.Тому /- к > І .  
Але тоді <г> - »(<*») < <bt >. Зрозуміло, аю Ь"г аЬг- а 1  , де г 1  - 
• ( 1 +2 14 f-I+2***1 +2 ** * ї+2 * * 1 ( І+2 К < ) = Д+е2 **1 ,де <s,2 ) - І.З в ід ­
си Ь'г ab1  - ді-'ХХ * .Тепер підгрупа G4= <а> X <b*> може бути гру­
пою лише типу 4, в якій А не містить неабелевих підгруп порядку 8 , 
що неможливо.

Нехай тепер G - група одного з типів 5 - 7 теореми. В груп: G
кожного з цих типі в [G:<a>] > 2 ,/  > 2, |АІ > 8 . У групі типу 5 А1 4
4 <а1> і змову за теоремо» 12.5,1 із  [ІЬ*3 А - абелева група, чи ,
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група Шдвера - Морено, якаане містить неабелевої підгрупи порядку
8 . В групах типів 6 чи 7 <г> - <Ь£б *> 4 Z(G) і тому а'= і ,  що не­
можливо. Отже, наїне припущення в усіх  випадках приводить до супе­
речності і тому в б точно три інволюції. Достатність доведена. Ле­
ма доведена.

Н а с л і д о к  І.в.Метациклічні групи б * <axb> кожного в ти­
пів 1 - 7  теореми 1.4 не містять неабелевих підгруп порядку 8 , але 
містять підгрупу А я <а> А <ч>,яка може бути неабелевою групо» па­
ше в групах б типу 3 чи 4 згаданої теореми при j& «= X - k і А - гру­
па МІллера - Морено.

Наслідок випливає із  леми І .  З та доведення достатності тео­
реми 1.4.

Н а с л і д о к 1.9. Неодиничні мегациклі чні 2-групи б з числом 
інволюція відмінним від числа 3 вичерпуються групами типів:

1) б - неодинична циклічна 2 -група, в б одна Інволюція;
2) б в <axb> - група кватерніонів, tai = Я^лЫ» 4,Х>  b*\ 

A b  » а '1, в б одна інволюція;
3) б и <а> А <Ь> - група діеяра, tat я £*, (Ы * 2 , і  > І ,  Ь*аЬ = а '1, 

в б не менше 5 інволюці#;
4) б = <а>> <Ь> - квазідіедральна група, іаі = 3Л, Л > 2, ІЬі = Я, 

ЬчаЬ = , в б не менше 5 інволюція.

Доведення. Необхідність. Нехай б - неодинична метацяклічня
2-група. Тоді вона має центральну інволюцію с. Якщо с - Єдина ін ­
волюція з б, то за теоремою 12.5.І  із  { їв ]  б - група типу І  чи Я 
розглядуваного наслідку. Тому будемо вважати в подальшому, що а б 
інволюція більше 3. За лемо» Ї.З  те попереднім б * <axb> містить 
неабелеву підгрупу порядку 8 ,|а!>= 2 *, tbi* 2 ^, <а>лб, <&> - макси­
мальна циклічна підгрупа з б, б > Q, 0* 4 І P I*  в ,х >  Г,£>  О.Ясно, 
шо б А » <?а>0, А Я  в  * = 4, Q * <Х,у>. Зрозуміло, що А »
е <ах^> » <а><ю, [ А:<а>] < 2  і тому уг<ха», •, ще <г> »
* АЯ<Ь>. Відмітимо, що у"1 ху * гч  хг » х' 1 Покажемо, що А = б. 
Дійсно, нехай це Re так. Покаіввмо спочатку, «о = <аг >.
Яри /.=*'Й А » 0 і {<а>,<т>) * 0‘ * *а* >. ПриХ> 2 і з припущення 
[<а>,сг>] $ *а*> аа теоремою 12.5.1 із  [ Іб ]  одерж»« .ш* А - аб»л<*-
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ва група,чи група Міллера - Морено, яка не містить неабелевих під­
груп порядку 8 . Суперечність. Тому еаьждчї [<:■ >,<г>] » <а*> і за
творячою 18.5.1 із  [16] г^аг = а* , г + 2^*^ , Оскільки
А 4 6 , то <г> 4  <ЬЧ. В с и л у 20 - 22]<ІІ)*аЬ = а* , і  €  {- І, (  1+2* ) ,  *
-(1+2*)}, І  < к <Л Зрозуміло, ию =а*-*\ де, очевидно, і* - кон­
груентно І  + а2 * +1 по модулю 2 і , в - непарне число, Зрозумідо,^Що 
А і  о х Ь Ь " . Але тоді г конгруентно Лг-к по модулА 2 , г = Ь8,11**", 
п - ціле невід’ємне число. Звідси г ^.|-І,-І+2^*1і  . Суперечність. 
Значить, А и б. Оскільки б не може бути групою кватерніонів, то 
за теоремою 12.5.1 із  Г їб ] б - група типу 3 ни 4 розглядуваного" 
наслідку. Необхідність доведена. Достатність очевидна.

Н а о л і  д о к  І.ІО , Нехай б,- нециклічиа меташклічяа 8 -група 
і <а> - ї ї  циклічна підгрупа найбільшого порядку,що містить б ’ .йі- 
шо [б:<а> 3  > .2 , тб в б точно три інволюції.

Доведення. Нехай б задовольняє умову наслідку. Тоді б = <ахЬ>, 
<а> < б, <Ь> < б. Припустимо, що в б не три інволюції. Тоді б - 
група одного з типів 2 - 4  наслідку 1.9 і { 6 :6 і ] =» 4. Зрозуміло, 
що б*< <а®>. Але { 6 :6 *] •= С<а>:бІИб:<а>] > 4. Суперечність. Зна­
чить , в б точно три інволюції. Наслідок доведено.

2. ОСНОВНІ ОЗНАЧЕННЯ І  ЗАГАЛЬНІ РЕЗУЛЬТАТИ

О з н а ч е н н я  2 Л . Нехай б - група, А та В - ї ї  підгрупи,
А /  В. Відрізком (інтервалом) [А ,В] ((А ,В )) називається множина
всіх тих І тільки тих підгруп X із  6 , для яких А £ X /  В
(А < X < В ).

Швінтор валом (А ,В ] чи {А ,В ) називається множина всіх тих і
тільки тих підгруп X із  б, для яких А < X ^ В чи А <; X < В.

■ О з н а ч е н  н я 2.2, Множина підгруп М,яка не містить «одного 
елемента, називається пустою і позначається 0 ,

ЧерезіМІ позначаємо відповідно: [01 = 0; для скінченної множини
М -ЇМ!* п, де п - число елементів в М або і Міс ; для нескінчен­
ної множини М - іМІ = ор . ■ .

Л е м а  2 Л ; Для понять, введених '• означенні 2.1. справедливі
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твердження:
1) Са.ВЗ і  0 , тобто|[А,ВЗ] 4 0. Тоді і тільки тоді і{А ,в ]| = І ,  чи 

|{А ,В][- 0. чи }[А ,В)1* О, коли А =■ В;
2) толі 1 тільки тоді іи . В ІЬ  2, чи | (А ,В ]и  І ,  чи і(А ,В )і*  і , 

Коли А - максимальна підгрупа а В;
3) тоді і тільки тоді іСА.ВЗі > 2 , чи Ц а.В]! > ■!, чи їСа,В)і > І ,  

коли А - влаона немакеимальна підгрупа з В;
4) тоді і тільки тоді ){А ,В)| * 0, коли А * В або А - максимальна 

підгрупа з В.

Твердження леми випливає з означень 2 . 1  та 2 ,2 .

О ' з к а ч е н н  я 2.3. Нехай у групі б для будь-якого відрізка 
{А ,В] існує нормальна підгрупа N із  С така, шо:

1) при Н А .ВЗ ії і : 1-і ) К С ІА .В };
2) ари {Га,ВІ1> і :  2 .1 ) 8 С (А ,В І; 2 .2) Я С ІА .В ); 2.3) Н£.(А ,В);
3) при К а .ВЗі > 2: 3.1) И С (А ,В }; 3 .2 } КС< А,ВІ; 3.3) Иє ГА .В); 

3.4) N « ІА .в З .
Тоді в називається відповідно: Н- , ШН{ 3- , ЩН[ )- , ШНЕ 3- ,

УШ( )- , УЩН( 3- , УШЦ[ )- , УШ[ 3—групою,
Вісім  класів визначених тут груп будемо позначати відповідно 

через К(Н ), К(Ш< 3 ), К(ШНС ) ) .  К{ШНС 3 ), К(УВД( ) ) ,  К(УШК( 3), 
К<УЩ[ ) ) ,  К{УШН[ 3).

Я е м а 2.2. Нехай б - група. Тоді справедливі твердження:
1) група в тоді і тільки тоді Н-група, коли вона дедекіндова 

Група;
2 ) група <3 тоді і тільки тоді є Щ1( ]- ,ин[ )- , Щ { ]-групою, 

коли для будь-якої пари підгруп А ^ В Існує нормальна підгрупа N 
групи б, що відповідно М С (А ,В І, К € [А ,В ), N й  [А ,ВЗ;

3) група 0 тоді і  тільки тоді є УЯН{ )- , УШИ( 3- , УІ!И[ )- , 
УШНЕ 3-групою, коли для будь-якої пари підгруп А <- В і А 
немакоимальна в В існує иорма.?ька підгрупа N групи й .йо пі пловілно 
Н С (А Д ), КС ЕА .В], ( і£ ІА ,В ) ,  Мс Еа .В };
. 4) К(Н)£Н<ІШ ( ])С К (Н ІН [ 3 )С К {У ІіИ [ 3),

К<Н)СК>ІШі[ ) )  СК(ШН( 3),
К (Ш ( ]) £ КГУ № ( ] )  & К (Ш Е  3),
К(ШН[ )> С  К(УШН[ ))<ЙК(УІШ [ 3),
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к (н )ск« .у«и ( ) )  є к (у ш ( 1 ) А  кіущні ) ' .

Доведення. Нехай б - довільна груш (/1ряпустимо, що б  - Н-група. 
Тоді для будь-якої підгруп« X із  б за означенням І.З  мнемо [ Х,ХЗ З 
З N4 6 . Звідси И’= (і і  б — дпдекіндова група.* Зрозуміло, що 
оудь-яка деяекіндова група є Н-групою і тверджену І  леми дове­
дене .

Нехай в 6  і[а ,В }| > І .  Тоді за означанням 2.1 та лемою 2.1
А < В і А - власна підгрупа а В. В силу означення 3.3 6  »«в таку 
нормальну підгрупу N. що відповідно ііЄ І'А .В ], & * (А ,В ), Я £ [А ,Е Ї. 
Оскільки для власної підгрупи А підгрупи В і з 6 |[А,ВЦ > І  і від­
повідно (А ,В ]З Л 4 6 , [А ,В )З Х  д 8 , [А ,В ]ЗМ  4  6 , то твердження 2 
доведене.

Нехай тепер в 6  |[А ,ВЇІ>  2. За означенням. 2,2 та лемою 2.1 А - 
власна нем&ксимальна підгрупа з В. За означенням 2,3 6 т е  таку 
нормальну підгрупу Я, що відповідно И М А .В)', Цв-ІЛ.В], !і£ .[А ,В ), 
Н е [А ,В ]. Оскільки для власної ««максимальної підгрупи А Підгрупи 
В із  6 !Ц ,В ]{ > 2 і відповідно Ц ,В )З И 4  6 , (А ,В }З Я  4  ®, 
[А ІВ ІЗ И  Д 8 , £а,ВІ&М  4  Й, то твердження 3 доведена.

За твердженням І  розглядуваної леми К(Н) належить всім іншим 
семи класам груп означення 2.3. Якаю {І А.ВІ| > І  і (А ,В)31 І4  6 ,
СА ,Б)^N 4 6 , [А ,В Ї^ И  4  6 , то М £[А,В] і тш  більше це справджу­
ється і при умові |[А ,ВЗ{ > 2. Звідои К(№ ( 3 )£ К (Ш { 3)£К(УШН[ ї ї ,  
К(ЩН[ })£ К < № [ }}£ К {У В Д [ ] ) ,  К(ШНС )> £ К(1ШГ ] ) ,  К{|ОД( ])• &
*  КСУШН< 3), К<Ш{ ))С К (У Ш [ ) ) .  Нехай даті |[А,ВЗЗ> 2. Тоді із  

співвідношення (А ,В)З.И  4 8  маємо М £ (А ,В Ї, N Є. ГА .В), Зв ід с и  
К(УШН{ ))  £  К(УЩН( ]) А К(УЩН[ ) ) .  Нарешті , із  співвідношень (А ,В ІЗ  
і> N 4  6 , (А ,В )З И  4  6  випливає, що N € Са.ВІ і тому К(УЩН( ] ) е  
£ К(УІЦНГ і ) ,  К(УЩН[ >) £ К(УЩН[ } ) .  Твердження 4 доведене.Лема до­
ведена. . _'■ ■■ V..'- ' -

Я в м а 2.3. Нехай 6 - неперіодична УШН[І1-група, тобто для бу­
дь-якого (іА .В ЇІ > 2 і )АІ= ««о маємо [А ,В ] З  N -4 6 . Тоді, 6  - «се­
лева група. л

Доведення, Нехай б - досліджувана група. Тоді 6  містить елемент 
Є. (ЄІ = а «  . Покладемо -= В, А,=- А̂ = <И> За умовою леми
[А ь .В Ї З  N1 4 6 , [А г,В ] З  Н і^  6 ЗроЗум ло, ідо <к> - Іі.і* N4. і  , зка-
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чнть, <е> A б. От*«, всі нескінченні циклічні підгрупи нормальні в 
б. Нехай х - довільний примарний елемент із  б.Тоді група G містить 
підгрупу ї  ■* <г>Л<х>. Покладемо А = <y.s>h <х>, В = <{р> А <х>. 
Томі tCA,B3t > ЙДАІ= с*оі за умовою леми ЇА ,8 ]  5  Н ^ б , Ясно, що 
X£N ,.H  = <а**>><х>, З і / ^ 6  І ї'с .< е * £> і тому ї'с< г®> .Відо­
мо, що x"*gx = е '‘ ,аОо x^gx = g. Звідси з умови ї 'Ф  <g*> випливає', 
90 X і«ж «< , ї  “  <g> х <х>, N = <gz > х <х> і <х> - періодична ча­
стина N. Звідси <х> а  б і  тому, ик відомо, б - абелева група. Лема 
доведена.

О з н а ч е н н я  2.4 [23 ], Підгрупа А групи <3 називається ква- 
si центральною підгрупою з G, якщо всі ї ї  підгрупи нормальні в 6 .

Л е м а  2.4.Нехай УІШіС 3-група б має підгрупу D = <at> х <a*> х 
х <а*> х <&),>,\аіі= Р і  , Рі  - просте число, іе | і,2 ,3 ,4 } .  Тоді G - 
дедекіндова група.

Доведення. Нехай б та D задовольняють умови леми.Якщо б - непе­
ріодична група, то твердження леми справедливе за лемою 2.3. Нехай 
6  - періодична група. Покажемо, що <at> А б. Покладемо Ви -■ <аі> х 
х <а4> х В^ї = <аі> х ^аг> х , в ^ *  <at > х <аг> х <а̂ >,
А ”  <а*>. Тоді |fA ,B ,i3 Ц> 2 , je {2 ,3 ,4 [. За означенням УШН[ ]-груп 
lA ,Bi,j J  ^  Mj б. Ясно, що‘'A  Nj» <*і> 4-в. А л о г ічн о  доводимо,що 
для будь-якого і ,  іб {2 .3 ,4J ,*<»*>-'®- Нехай х - будь-який р-елемент 
Із  б. Тоді б містить підгрупу X « D<x> і <х>1 Є  f l.p j Зрозумі­
ло, що <х> має одиничний перетин хоча 0 а однією із  підгруп 
<а*> у <at> х <at> х <а$> х <а^>, <а*> х <а̂ > х <в̂ >,
<Вц> х <а3> х <а*>. Не порушуючи загальності можна вважати, шо 
<х>ЛП = І ,  де U = <&г> х <а3> х <е*> і в б існує підгрупа V » 
« UA <х>. Покладемо А = <х>, Ва= (<а$> х ■») А <х >, В3= ( .-я і  > х 
х <а«>)л<х >. Ві,= (<аг> х <-а3>)А<х >. Тоні за означенням УЩі[ ]- 
груп маємо [A ,B j] 3  Ng 4  G„ j£ {2 ,3 ,4 }. Тепер = <x> б. От­
же, будь-яка циклічна примарна підгрупа з б нормальна в б І тому 
б - деййкіндова група. Лемі доведена.

Л е м а  2 .Ь. Нехай б - УШН[ ]-група і X = О X V - ї ї  Ттіпгруна. 
Тоді справедливі твердження:

І )  якшоіУі* г (г  -  просте число), то 1J -  ШН[ І-група 1 при н і-
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льпотентноеті и вона єіШН( )-групою;
3) якщо V містить власні немаксимальні підгруп*.то У - далекін- 

дова група і при 1Мб У - квазіцентральМ підгрупа з б.
а

ї
Доведення. Нехай б та X задовольняють умови леми і |[А,В]|>  О,

В С  У, При умові твердження 3 леми »V містить V*. де'Уі- власна ке- 
максимальна підгрупа э V і б містить підгрупу ВА=- А х У4 ,і[А ,В 1]|>
> 3. За означенням УІЩ[ ]-груп маємо {А ,В іЗ Э  N Д б, Н = (УАН ) х 
х Уг ,де ¥*- підгрупа э V, АЄНЛи е. У Л Ві= А. Звідси А -А X. Якщо 
при изо*# У л  б, то АД б. Оскільки А - довільна підгрупа э У. те 
и - дейеківдова група і при У б будь-яка ї ї  підгрупа нормальна 
в б. За означенням 3.3 У - квазіцентральна підгрупа з б. їверд- 
кення 2  леми доведене.

Нехай виконується умова твердження І  леми і |[А ,В]| > І .  Покладе­
мо В*= В х V. Тоді \ £ А, В і  ЗІ > 2 і знову за 'означенням УЩН[ ї-груп 
[А .В іЗ ^  И 4  б. Нехай Н4= НА». Тоді N*4 У і Н і£ [А ,В Ї. Звідси У - 
ШН[ 3-груп».

Нехай 0 - нільпотентна група і і£а.ВЗ[> 2 .Покажемо,що А < Н*< В. 
Справді, оскільки ІЇА .ВЦ  > 2, то А < 0. «: В. Покладемо Сі= С х V. 
Тоді Ц А .С іЗЬ  2 і ^С,ВіЗ]>  2. За означенням УЩН[ ]-груп маємо 
(А .С іІ Э  МгД б, [С .В і ІЗ  » Ь *б . Покладемо Мг-̂ У о М і, Н*= иАМд. 
Тоді N**11, К ^ и . Зрозуміло, що' А 4  Нг, А < Ну, В, В. Я к т
А < Яг,то (А ,В ) Э  ИіД У і У - УЩ{ )-груна.Якщо Н4< В,то А < Н4< В
і,значить, и - УШН( )-група. В противному ра з і К̂ = А, їі3- В. Відо­
мо [18 ], шо в нільпотентній групі и п-ри умові А Д 1), В дЗ и, А - 
власна немаксимальна підгрупа з В, маємо (А ,В ) З  N46 і знову У - 
УШН( )-група. Лема доведена.

Т е о р е м а  2.1. Класи К(Н ), К(ШН{ 3), К<ЩН{ ) ) ,  К(ЩН[ ] ) ,  
К(УІШї( ) ) .  К(УІШІ( 3), К(УИИІ ) ) ,  К(УІШІ[ ] )  замкнені за підгрупа­
ми та фактор-грушіми і незамкнені за прямими добутками.

Доведення.Нехай 0 - група одного Із  восьми класів груп теореми,
X - довільна підгрупа з б і  А < X ^ В .З а  умовою теореми маємо 
нормальну підгрупу N із  б, яка задовольняє відповідні опіввідноню- 
пня означення 3. Зрозуміло, шо ІМ Х  і тому всі розглядувані класи
груп замкнені за підгрупами.-,. ■

Нехай б - довільна фактор-група одного “з розглядуваних класів



-  83 -

груп, А ё. Ті <£. б . Тоді А Є, В € .6 , де А і В - повні прообрази А і В 
в групі б відповідно і в - група одного з класів означення 2.3. За 
цим же означенням б має нормаль^ підгрупу Я, яка задовольняє від­
повідні співвідношення означення. Зрозуміло, що образ ї ї  в "б під­
групи Н із  <3 теж задовольняє співвідношення означення 2 .3 .Значить, 
всі розглядувані клас« груп заькнені за фактор-групами.

Зрозуміло,що група кватерніонів восьмого порядку 0 буде групою 
кожного з розглядуваного класу груп. Нехай 6 = й4х О̂ х 0лх 0 ,, де 
0 і~ група кватерніонів порядку в, їЄ .{і,2 ,3 ,4 | . Зрозуміло, ию 6  - 
недедекіндова група, яка містить елементарну абелеву підгрупу по­
рядку 2*. За лемою 2.4 б - веденіндова група.Суперечність.Звідси, 
жоден із  розглядуваних класів груп не в замкненим за прямими добу­
тками. Теорема доведена.

Н а с л і д о к 2 , І .  Недедекіндова локально ступінчаста УЩН[ ]- 
група е розв'язною черніковеькою групою.

Доведення. Нехай в - досліджувана група. За лемою 2.3 б -п ер і­
одична група, а за лемою 2,4 (3 не має ааелевих підгруп, вю розкла­
даються в прямий добуток більше ніж трюх неодиничних множників. 
Отже, б  - задовольняє умову мінімальності для абелевих підгруп і 
тому за відомим результатом із  {24] б - черніковеька група з пов­
но» частиною К . За теоремою 2.1 б/К - скінченна УЩН[ ]-група.

Нехай Я »  І .  Тоді Ібі< оа. Покаакемо.що в - розв'язна група. Зро­
зуміло,що б має головний ряд І  = ба̂  .. б ^  . . .  <г бк= б, фактори 
якого є елементарними абелевимн групами, чи простими групами. Якщо 
всі фактори вибраного ряду абелеві, то б - розв'язна група. Припу­
стимо, що для деякого і > 0  б і/б^ і - неабелева і тому проста гру­
па. Тоді в і/б ;.( містить В/б ц  > А/6 ^> В і Щ / б ^  ,В,/б( .4 ]( > 2. 
За означення* 2.3 [А ,В ] Э N46 і н /б ^ -  неодинична власна норма­
льна підгрупа з О і/бі-і , що суперечить простоті <3і/ві_ь Таким чи­
ном, при й = І  б - розв'я»на*група.

При Я  ̂ І  б/Я - скінченна УЩ{ }-група, яка за попереднім роз­
в'язна ?*Звідси б - розв'язна група, Наслідок доведений.

Т е о р е м а  8 .2 . Недедекіндова локально ступінчаста ’ УІІІНГ З- 
група є розв'язною черніковеькою групою, ненормальне підгрупа Я 
якої може бути лише в л а с н о »  підгрупою одного з тилів:
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1) U - циклічна підгрупа порядку р^, £> 0, р - довільне просте 
число, ф (ф {и))',= М-Л0 ;

2 ) U - група порядку pq, р і q - необ<ЇІ'язково р ізн і ярості чи­
сла, МІ *  Е А 0 ;

3) U - група кватердіонів порядку 8 , Ф{0) =* МА<3 ;
4) U - циклічна підгрупа порядку р \ ,£ >  І ,  р і  Ц - різні прос­

т і числа, M E Ö , М А  G, {М(к р<1‘1 д;
5) U = <х>А<у>,)х|» Рй,й>  I , t y i “  Р, Р - довільно просте чис­

ло, [<х>,<у>] Є  cxA4'1.», EU:üf 3 > 4, кЪжяа підгрупа з U порядку 
рг містить U1, <хр> * <у> - M A S ;

6 ) Ü * R А <х>,R - елементарна абелева мінімальна нормальна під­
група в U порядку > 2, |Х И  р і г -  р ізні прості іисла,

2 , <х> - максимальна підгрупа з U, u '*  
- R, R X <х§ - М AQ . яри У  > І  •/+ £  < 6 ,

V

ДоведенняНехай G та U задовольняють, умови теореми. Тоді Г < 
< U < G і за наслідком 2.1 S - розв’язна черніковська група. Аадо

|Щ — просте число, то U - група типу І .  Нехай 10}- не просте число. 
Тоді за умовою І леми І . І  U Mas власні немаксимальні підгрупи X. 
Звідси іЕХ,Н]|> 2  і  за означенням 2.3 £X,U3 Э N(X) А G. Яквк» U по­
роджується своїми власними немаксимальниш підгрупами X, то U по­
роджується і  підгрупами М(Х). Тому U А  G, що неможливо. Таким чи­
ном, U не породжується своїми . власними нешксимальними підгрупа­
ми і тому ІГ задовольняє умову теореми 1.1. За цією теоремою U і 
М можуть бути типу І  - G. Якщо U та М - груди типу 1 - 5  згаданої 
теореми, то тоді U та М - підгрупи одного з типів 1 - 5  розгляду­
ваної теореми.

Нехай U - група типу 6  теореми І . І .  Тоді U = НД<х>, R та сх> 
задовольняють ті ж співвідношення, що в теоремі Г . І ,  тобто Ш  = 
« > 2 ,|х (»  p t,ß>  0, Ґ+ ß > 2, г і р - р ізн і прості числа. Ос­
кільки в - неяедекіндова група, то за лемою 2,4 вона не містить 
елементарних абелевих підгруп порядку, г^. Зві дси ^ €. | і,2 ,з / . По­
кажемо. шо |G|<. ео . Дійсно, нехай |G| = в о  . Тоді G містить ква- 
зіЦиклічну підгрупу К, яка за попереднім не може бути ненормальна 
в G. Звідси К А G. Зрозуміло, що K0 R = І  і .значить,в (5 існує під­
група V ь К<х>, яка за попереднім теж. нормальна в G. Але‘тоді 
V А U * <*х> А U, що неможливо. Отже, |G(< «»О . За теоремою 1,1 М ’**- 
* ДАчх^ї А  й. Покажемо, що м‘* І,. Дійсно" нехай це не так. Тоді
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за лемою Фраттіні (див..наприклад, {1 7 ]) 6  = МИ = ЙВ, де 0 =
- Нф(<х^>). Зрозуміло, що 0. Оскільки « ' і  І ,  то й Л Б * й' -
власна підгрупа в Я, і 'л  в , й'̂ а й, а тому й’.д о. Оскільки Л - м і­
німальна нормальна підгрупа з 0, то й' = І  і <3 = ЙАВ, 8 ^ 6 . Зро­
зуміло, що В - скінченна груш одного.з тинів 1 - 6  теореми Г . ї.  
Оскільки II ф в,то <к> ф 0. Звідси 0 - недедекіндова група і тому
0 - неабелева група типу 2,5,6 теореми 1.1. Зрозуміло, щоіх|> р.' 
Топу ,І0 ( ділиться на добуток більше ній двох простих чисел.Звід­
си ІЗ» ке може бути групою типу 5 теореми 1.1, За твердження*! ц ієї 
творами <х> містить С',<х> В , що суперечить попередньому. Таким 
чином, В може бути групою типу 6 теореми 1.1 І містить Мі*? 6 , 
В/Мі - група простого порядку. Зрозуміло, що [й .М і] = І ,  хре. Мі, 
(й ,х р] = І .  Звідси М1» X, що не так., і тому М *  й х <ч?>.

Нехай \ > І .  Припустимо, їло /! > 4. Тоді й містить підгрупу 
А,ІА( > І ,  А < й, У - підгрупу 8 = 4 *  <х*> і ЦА,В]|> 8 . За озна­
ченням УШН[ ]-груіі [А ,Ъ ] Э  й ^  У- Ос к і л ь к и  й 4 б, М У ,  то 
ЙЛ N => М і^У, А ^ й, ию суперечить мінімальності й в и. Зна­
чить, I і + р < 5 і О -група типу 6  розглядуваної теореми. Теорема 
доведена,

О з н а ч е н н я  2,3. Група <3 називається, диспероивною, якщо 
вона має силівський ряд, тобто ряд нормальних в 6 підгруп
1 “  в,$  04< . «  0 (4? .. -4 У*.» У таких, що при п < 2  У - р-група 
(р - просте число), при и > І , і  > 0 , Оі/У£.| - рі-група (р;,- просте 
число), а при і ф і ,  і > 0 , р і , р̂  - різні прості числа. ,

Група У називається дяопероивною аа Оре, якщо при І  < і < п 
Рі> Р? ■

Т е о р е м а  2 .3 .Недедекіняові локально ступінчасті УШН[ ] -гру­
пи мають скінченний комутант, не мають підгруп, ию розкладаються в 
прямий добуток більше ніж трьох неодиничних прямих множників 1 є 
черніковською дисперсивкою„грфіою одного з типів:

1) 0  * скінченна ненільпотентна група;
2) <Р~ Скінченна ніЛіьпотентна не більше ніж біпримврна група;

’ 3) У має рентральну квазіциклічну р-підгрупу й, для якої У/й - 
Скінченна дедекіндова група.

Доведення. Нейай У - досліджувана група.Тоді за наслідком 2 . 1  У'
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розв’язна черніковеька група, яка за лемою й.4 не містить під­
груп, шо розкладаються в прямий добуток не більше ніж трьох неоди­
ничних множників. Можливі випадки: І ) (fit- **-> ; 2)<61< оо .

Випадок 1-У цьому випадкусО мі ститыжваэ і циклічну р-нідгрупу R, , 
яка за теоремо» 2.2 нормальна в 6 . Нехай х - довільний примарний 
елемент із  в. Тоді' в в існує підгрупа X = R<x> і ll<x>,Xjf > 2, За 
означенням УШНС 3-груи [<х>,Х]Э Я аі 6 . Ясно, що Xo= RIW G. Звідси 
X/R = <Rx> A G/R і.таким чином,всі примарні циклічні підгрупи нор­
мальні в G/R і тому G/R - дедекіндона’ група.

Припустимо, шо повна частика G ше більше и І я: одну квазіцякліч^ 
ну підгрупу. Тоді в в існують квазі циклічні підгрупи R t  І  R* TaKi, 
що R iA  Rx“  І .  За попереднім R t на <3, G/R І  - авдекінвом l pymv 
і€ .  ^ І,2 [. За теоремою 1.2 G - дедекіндова груда, що не так.Звід­
си повна частина G співпадає а «вазі никлі мною р-нідгрупою R.

За попереднім, для будь-якого примарного елемента х із  G X »
■« R<x> = RN. Не поруиіуючи загальності моина вважати, що (М|<мз. 
Звідси [R,<x>] С  N A R, INfiRt- ^ i  тому (Х*|< е>е. Отже, квазіщ к- 
лічна підгрупа Я лежить у центрі X. Оскільки G -черніковеька ніль- 
поТентна група, то й Е R і , значить, (G І<■><=. Звідси G - група Типу 
З теореми. ’

Випадок 2. У цьому виважу іб’Ц*»о .Нехай G ■- нільпотентна гру­
па. Тоді G = U х У,де V - недеяеківдова силовська р-підгрува з G,
V - ї ї  холлівське доповнення в G,3a лемо» 2.5 ( V ( e { l , r J , г - про­
сте число, г 4  і) і .значить, у цьому виїшдку в  -  група т іш у  2 тео­
реми.

Нехай G - скінченна некільяотентна груда. Покажемо, *o G - дис- 
пврсивна група. Припустимо, що це не так. Тоді G містить мінімаль­
ну недисперсивну підгрупу X, яка, очевидно, розв’язна.

Нехай X* не містить жодної примарної силовської підгрупи із  X. 
Тоді в силу [25] X = SD, де 8 - група Шмідта, В - «ояільнотентка 
підгрупа із  X, [S,D ] * ї  , 5 A D * Z * Z(X) ,.'z 4 Ф<S) y.Z 4 »(D). За 
теоремою 2.1 X/Z = S/Z х D/Z - УШ[ ,]-<трУпа. Відомо (253, «о S/Z- 
і П/Z - неиільгіотентні групи. За лемою 2.5 S/Z чи 0/Z має бути да­
лекі ндовою групою, шо неможливо.■Отже, X * містить хоча о одну при­
марну силовську підгрупу а X. В силу [25] X = РО, F - орловська 
ненормальна в X р-підгрупя, 0 - ненормальна в X силовська q-під- 
група, р 4 q, р 'а І.Р  неізоморфна групі кратерніонів порядку в. За 
теоремою 2 . 2  Р = «Х>> <у>, \х|= р 4 ;іу і=  р, і  > І ,  [х ,у ] - х Р4'1 ,
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<хР> х <у> 4  6 , [Р :Р ‘ ] > 4. Знову в силу {26 } X *  АС, 0 = 0 А<Ь>, 
В а  Є і В - ненільпотентна підгрупа, яка задовольняє умову теореми
2 , 2  і  може бути підгрупо» типу 2 , 6  згаданої теореми.Якщо припус­
тити, шо В - підгрупа типу 6 теореми 2 ,2 , то О х  <ЬР> = М л  б і , 
значить, 0 4  6 , що неможливо.

Нехай тепер Ю - група типу 2 теореми 2.2. Тоді 101 = чр, о > р. 
Оскільки А належить мегациклічній підгрупі Р,то А - невдклічна ме­
гациклі чна група. ПриіАі = 4 Р - група діедра порядку 8 ,яка ве мо­
же бути групою типу 5 теореми 2.2. Суперечність. Значить, 1М> 4. 
Зрозуміло, що А Д 0 ненільпотентна група, яка містить підгрупу 
Имідта 5 з нормальною меташклічною окловськею р-підгруїюю і не­
нормальною оиловською д-підгрудою, ч > р. За відомими результата- 
№ (див., наприклад, [25 ]) р = 2, ч * 3. Звідси і знову в
силу {25] ІР 'іь 2  і ,  так»* чином, Р не може бути підгрупою тш^ 5 
теореми 2.2. Отже,в - дисперсивна група типу І  теореми.Теорема до­
ведена.

3. ДЕЯКІ ЧАСТИШ ВИПАДКИ

0 з н а ч е н н я  3.1 [26 ]. Група 6  = <а><Ь> називається мета- 
циклічною групою, якщо <а> 4 8 ,

Т в е р д ж е н н я  З.Т [26]. Клас метаииклічних груп замкнений 
за підгрупами та фактор-групами, незаикненяй за пряними добутками 
і замкнений за скінченними прямими добутками скінченних пряшіх 
множників попарно взаємно простих порядків.

0 в н а ч е н н я 3.2. Ненільпотентна група з нільпотентними 
власний підгрупами називається Групою Німідта,

0 з я а ч  є н н я  3.3. Неабелева трупа з абелевими власними 
підгрупах« називається групрю ллера - Морено.

Н а «і д і д о к 3.1, Нехай б - локально ступінчаста УШІ 3-гру- 
ій , 0 - ї ї  ненормальна підгрупа. Тоді справедливі твердження:

1) и - скінченна, ие більше ніж біпримариа підгрупа з ІЬелевими 
власних« підгрупами;

2) 0 - ненільпотентна група Мі ллера - Морене, ню може бути під-
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групо» одного Із  тилів 2 , 6  теореми 2 .2 ;
3 ) U - иеметашіклічна група, коли вона підгрупа з G типу 6 тео­

реми 2,2, ÿ > І ,  р < 5;
4) U1- r-група, г - просте число, будь-яка циклічна г-підгру- 

па з U порядку більше г м істіть В*.

Доведення. Нехай G та U задовольняють умови наслідку. Тоді U - 
підгрупа одного з типів І - в  теореми 2.2! Очевидно, цоУ - скін­
ченна, не більше ніж біпримарна група. Очевидно також,що всі влас­
ні підгрупи з 0  е абелевими групами і тому справедливе твердження
1 наслідку. Ненільпотадтна підгрупа U групи G може бути лиаю гру­
пою одного з тилів 2,6 теореми 2,2. Але тоді за твердженні и І  
наслідку всі власні підгрупи з U абелеві і  тому за означенням З.Э 
U - ненідьпотеятна група Міллера - Морено. Таким чином, твердження
2  наслідку доведене, -г

Ясно, що U'- г-група, г - просте число. Нехай g,- елемент із  G 
і  ІЄ (Я г г . Покажемо, що <g> >, U1. При U*= І  " це очевидно. Нехай 
U'A Г. Тоді U - підгрупа одного з типу 2 ,3,5,6 і теореми 2 .2 .В під­
групі U одного з типів 2 , 6  згаданої теореми немає циклічних під­
груп порядку ґг і тому <s> > U*. Підгрупа G типу 3 теореми 2 . 2  е 
групою кватерн!оні в порядку 8 , у якій воі підгрупи порядку 4 міс­
тять иЧ У підгрупі Ч типу 5 теореми 2.2 за умовою ц ієї теорем» 
будь-яка підгрупа поряжу г *  містить 0*, Отже, завжди <е> ї  0 і , шо 
доводить твердження 4 наслідку, Наслідок доведений.

Т е о р е м а  3.1. Локально ступінчасті УЩК[ ]-групи Ш д та 
мають вигляд 6  = PAQ, де Р - нормальна в в еиловська р-яідгрут
порядку р^ > 2, ЖЄ- { I .a .s f ,  G'= Р , Q - яенорлкльна циклічна скяо-
вська q-піпгрупа з G поряжу > О, р і  q - різні прості чис­
ла, Р* . Ф (Р )£  Z (P ), (Ф<Р)1 = P4, Д Є  {0 ,1} < JL - à  - показник р по 
модулю q, Ф (Р) х 0 - максимальна Підгрупа з G, Z(G) = Ф {Р) X ФСО), 
та вичерпуються групами типів: . . '

1) Р - група кватерніонів, q = 3 > £ ;
2) ехр(Р) = Ж Г)\  - р > 3, q > 2 t р -  І ;
3) Р - елементарна абелева, при І  J. * р  < 5.

Доведення, Необхідність. Нехай G задовольняє умови теореми. За 
теоремою 2.3 G - скінченна ненільпотонтна ’група, яка в силу (див. .



наприклад,[2 6 ]) має вигляд $ = PAQ, де Р і  Q влиті з теореми З . ї,  
Покажемо, цю <3 - група одного з типів теореми. Якщо/= І ,  то в -
груш типу 3 теореми. Тому будемо вважати, що />  І .  При /  = 2 в'
силу {2В] У - група типу 3. Нехай £> З і  М - будь-яка максималь­
на підгрупа э Р. Л і відомо [25 ], Ф (Р) < М і  М^У і в силу насліцку
3.1 М - метаииклічна група.

Припустимо, шо fi > 2. Тоді, очевидно, 6  має ненормальну під­
групу Ü - М х Ф(0 ) ,  яка може бути лише півгрупои типу 5 теореми
2.2 і тому е циклічною групою порядку p Aq. АлеtU{=|M(№(0)l ^ ргдг ,
ню неможливо. Ця суперечність показує, що fi< З,

Нехай Р*= І .  Тоді знову в силу {25} Р - елементарна абелева 
група порядку р^, J ,  > 2. Ясно, що 6  > Р х Ф (0 ). За теоремою 2.3 
недедекіндова група У не має підгруп, що розкладається в прямий 
добуток більше ній трьох неодиничних прямих множників. Звідси Р х 
х Ф(0) - елементарна аоелева група порядку р3 ,.Х а 3, ^ = 1 ,У  + f>< 5 
і G - група типу 3 теореми.

Покажемо, що при ot* 2 Л л fi < 5. Якшо fi < 3, то це очевидно 
Нехай fi > 2. Тоді У містить підгрупу H « М і  Ф (О ), де М - максима­
льна підгрупа із  Р,ІМ1= p ,f® (Û )t* q̂ "1. Якщо припустити, шо UФ G, 
то знову U - підгрупа типу 5 теореми 2.2, яка містить нормальну в 
У підгрупу Мі порядку pqp’* Звідси РЛ Мі = 6 ,що суперечить в і­
домим результатам про групи Шмідта при et * 2  {див,, наприклад, 
[2 5 ]). Таким чином, при Р'= І  і  d > І  d-л fi < 5.

Нехай далі р'4 І .  Тоді за властивістю груп йіміята [25] Р' =
» ф(Р) = Z (P ) і U »  Ф (Р)АО  А У. Значить, Ü задовольняє умову тео­
реми 2.2 і може бути тільки циклічною групо»,Звідси Ф {Р) - цикліч­
на група. За властивістю груп Іймідта [25] ехр(ф(Р)) = р і при 
р > 2 ехрСР) — р.

Припустимо, шо Р - метациклічна група. Тоді за властивістю груп 
НМлта [25Î Р - група кватерніонів порядку 9 і в цьому випадку У 
- група типу І  теореми.

Припустимо тепер, шо Р - неметапиклічна група. Тоді за власти­
вістю груп Йиідта [25 ] і теоремою 2.1 У/Ф(Р) - УШН[ ]-група Шмідта 
а нормальною силовською р-підгрупою Р/Ф(Р) порядку р^'1, яка є не­
ні льпотейтною групою Міллера - Морено типу 3 розглядуваної теоре- 
ми, X  > S і. et - І  е показником р за модулем q. Для групи гі типу З 
розглядуваної теореми et - І  £ - {2 ,з {. Знову за властивістю груп
(Ьгідта при <£- І  * З Ф (Р) (= І,що неможливо, Таким чипом, d~ ї * г
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і , значить, / = 3 1  Р - неметациклічна неабьлева група порядку р3, 
яка, як відомо І має експоненту р , р > 2 , £  е показником р за моду­
лем Звідси ч > Знову за властивістю груп Шмідта [ЯВ ] Р/Ф(Р) 
не може бути елементарною аОСлевою груїлю порядку 3і .Звідси р > 3. ,

Покажемо, що £= І .  Нехай це не так.Тоді Р > М = < о х <х>, і с і  =
= іх і=  р, <с> = Ф(Р) , И -Ф в .  Покладемо Н = М х Ф ІО ). За припущенням 
Н абелева непримарна неииклічна підгрупа з 6  порожу рг ^ ^ .З р о ­
зуміло ,що N не може бути групою одного із  типів 1 - 6  теорема 8.2. 
Тому за цією теоремою N ^ 6 , РАН = МДб”, що суперечить ненормаль­
ності М в 8 . Отже, £ * І  і О - група типу 2 теореми. Всі випадки 
розглянутої тим самим необхідність доведено.

Достатність. Нехай 8  = РАО - група одного з типів розглядува­
ної теореми. За властивістю загального вигляду трупи 8  маємо, що 
б - скінченна група Шиідта (див..наприклад, £85}).

Покажемо, що в - УИН£ ]-група. Іі*сно,не'хай|[А,В]}>  2.Покажемо, 
ню [А ,В ] З к а в .  Якщо АД 6 , чи ВД 6 , то покладемо відповідно N “
= А чи N = В і все доведено. Звідси А ^  8 , В 4  6 , ДА}» І ,  6 Г . 
Оскільки б'= Р І В -  власна підгрупа з 6 , то В - власна иільпотен- 
тна підгрупа вигляду Р|Х 0 1; де Р > Рі= Р А В - силовська р-під- 
група з В, Оі- ї ї  холлівське доповнення в В. ОскількиЩ ^ І ,  тоІВІ 
є добутком не менше ніж трьох простих чисел. Далі ,оекІльки\РЛ$ р4-, 
то в групі б типу 2 Ч і  тому (Р'і* р1 ,10Р= о. Без порущення 
загальності можна вважати, чю 0 = Оч. Звідси в Р існує максимальна 
підгрупа Р і і Р^О , що не так в групах ЦЩідта.Ідив., наприклад, 
[2 5 ]). Значить, для груп типу 2 достатність доведена.

Аналогічно доводимо достатність для груп 6  типу 3 при /  » З і  
для груп 6  типу І  при /1 = 1 .

Нехай 6 - група типу І  і |8 - 2. При Цій умові нижній шар *(<3) »
= Ф (Р) х Ф (0 )Є . 2 (6) і тому всі елементи з 8 простого порядку на­
лежать 2 (0 . Звідси та за попереднім |А| е добутком не менше ніж 
двох простих чисел, )В|- добуток не менше ніж чотирьох прос-тих чи­
сел, |«|- добуток п'яти простих чисел, [8 :В ] ділиться на 2. Звідси 
1ВІ = 2гЗг ,|Р,і- і ,  1 0 9 .  Не порушуючи загальності можна вважати, що 
О** 0, і  тому Р»-б 8Ч шо в групах Шмідта неможливо £25}, Таким чи­
ном для груп 6  типу ї  достатність доведеш.

Нехай, нарешті. 8 - група типу 3 .,За попереднім / Є  (і,2\.Нехай 
/  = І .  Вище доведено, шо Р*- > Р  і тому |Рі1= І ,  В - ч-група, яка . 

без порушення загальності належить циклічній підгрупі О. Ясно, «о
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А - власна ««максимальна підгрупа як із  В,так і 0.Звідси А € Ф (0 )с  
€.2(6) і тому А А  6 . шо не так. Тому <1= 2 і / + £  < 5. Зрозуміло, 
що [б :В ] ділиться иа р ,|б|- добуток більше ніж чотирьох простих 
чисел, ІВІ ділиться «а добуток ке менше ніж трьох простих чисел. 
Звідси ІВІ = рвг , |0І= о1 .Знову без порушення загальності можна вва­
жати, що 0 ■ От, Р і^ б , що в групах 11Ы1 дта неможливо [ 8 6 ). Отже, 
всі випадки розглянуті і тим самим достатність доведена. Теорема 
доведена.

При доведенні достатності теореми 3.1 встановлено такий резуль­
тат.

Н а с л і д о к  3.2. В локально ступінчасті УЩН[ ]-групі ІІМдта 
в з умови )[А ,В]|>  2 випливає, що або А А б, або В Л  б.

Н а с л і д о к  3.3. Локально ступінчасті УІЩ$ ]-групи б Мілле- 
ра - Морено вичерпуються групами типів;

1) б - група кватерніонів порядку 8 ;
2 ) б о <а>^'Ь>,рц= р^,|Ьі= р^,Х> 1 ,£>  О, [а ,Ь ] = а р  - 

довільне просте число;
3) б = (<с> х <а>) К<Ь>. |сі= р .іа і = р*4-, 1Ы = р 

р (А * £ )  > 4, [а .Ь ] '»  о, [е ,Ь ] = І ;
4 ) б » РАО - група Йлідта типу 3 теореми 3.1,

Доведення, Необхідність. Нехай б - досліджувана група. За відо­
мщай результатами (вив..наприклад,[2 6 ]) і за теоремою 2,3 б - ск і­
нченна примарна р-група, чи скінченна гцупа Шмідта.

Нехай б - р-груяа, що не є групою одного з типів 1,2 розгляду­
ваного наслідку. Тоді в силу [25] б » (<с> х <а>)А<Ь>, !<м= р  ̂
№1 = р , 1Ы = р^, />  0, р > О, [а .Ь ] * с, [с .Ь ] « І .  При р( Л ) * 
■ 4 6  - група яіеяра порядку 8 , яка, очевидно, е групою типу 2  

розглядуваного наслідку, Тдь^вудемо вважати, що р(о( + £ ) >4, В і­
домо також, що 2 (б ) = <с> х <а̂ > х <ЬР> = Ф (б ), <а̂ > х --Ь> Ж б,
<а> х в. В силу теореми 2.2 підгрупи <е& х <Ь >, ■ Ь̂ > к <*»
йожуть бути лише р-підгрупами одного з типів 1,2,5 ц ієї теореми. 
Для підгруп згаданих типів с£< З, З І б - група типу^2, Випа­
док, коли б - примарна група, розглянуто повністю.

Нехай б - непримарка група.Тод* б ■« рАо ~ Група ИЬяідта.у якої
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P‘= I  1 б задовольняє умову теореми, 3.1. і  тому є групо» типу З 
згаданої теореми. Звідси G - група типу ^розглядуваного наслідку. 
Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G - rp^ita одного ' з типів 1 - 4  розглядува-* 
ного наслідку. Тоді в силу [25] G - скінченна група 1, значить, 
локально ступінчаста група Міллера - Морено. Покажемо, що G - 
УЩН[ ]-грува. Для груп G типу 4 це встановлено вв теорем1 3 - І ,  а 
для груп G типу І  це очевидно. Тому в подальшому будемо ввалити,ЩО 
G - група одного з типів 2,3 наслідку.

Нехай І[А ,ВЗІ > 2. Покажемо, що [А ,В ] Э  H a  'G.Якщо АДО.чи BAG,' 
то не очевидно. Тому A^G, B^G , А  ̂ Z(G ), BAG 1* І .  У група* од­
ного з типів 2,3 наслідку для будь-якого g£G маємо *% Z (G ). Зро­
зуміло ,що ■ IB Jÿ  р3 .Для груп G типу 2 В = <е>, А ЄФ (В ) * <e^>€,2{G), 
що суперечить вибору А, і тому для груп G типу Й достатність до­
ведена. В групах G типу 3 [G:<c>] £ р ', Звідси I8t£  pV Оскільки 
<с> не доповнюється в G, то|В|< р* і ,  значить,, ІВІ = р*» і  - Р  =» 2 , 
|АІ» р. Але за них умов Aew(G) « <с> х <ар> x <bf > Є. 2 (G ), uio 
суперечить вибору А, і тим самім достатність для груп G типу 3 до­
ведена. Наслідок доведений.

Т е о р е м а  З.г.МеташжлІчні УЩН[ ]-групи'й вичерпуються гру­
пами типів:

1) G * <а> х <Ь>; .  ’
2 ) G - <а> У <b>, ja i*  ibt* (а ,
З ) G в <а>  ̂ f Ь>, )at ■ 8 , 1bl * 2 , jj > О, ~ —, - — . ,
4) G *. <а> Д <b>,iat= P’M b l*  р^, 1>ЬаЬ * а '* ?*  , р* > 2, 0 <

< e C - k < 3 * ^ - k ^ k < * £ ,  о£ -  k  4  Р  ;
5) G = <axb> = <bxd>,tat= p^, tbl = p^, ld i« p^‘J, <a> Л  <b> *

•:'>> 0 <d> = I ,  b"lab * a 1+̂  1 , р̂ ’г> 2 , 2  < d  < P Л
6 ) G = <axb>,iat= fi , ibl= 2 ,f> I ,  (<a> A <b>t= 2, b'Sib * a ' 1 ;
7) G = <axb>, iai= 16 ,. tbl - 2 p €. {2 ,3 ,4 }, |<a>A<b>l»2,

b"lab * a' 1 ; ’■
8) G.*  <axb>,|at±tbï= 16, |<a> A <b>|= 2, lslab * a s ;
9) G = <axb>,tai- 16 ,lbl=  2^, (<a>A <b>V= 2 ,р б (,3 ,4 ) ,b"4ab =

10) G V  P x D, P - група кватерніонів порядку 8 , fi - скінченна 
абелева метациклічна група; -

11) G = P x D, Р - силовська ргпіл"зупа G ,|I)t = я , р і ц - різні

з },£ >  0 , bVb - а' 1 ;
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прості числа,P - група одного з наступних типів розглядуваної тео­
реми: Й.|Р'і= 2 ; 4, (Р 'и  р; 6 , f, < 4;

12) G *  *та>>^Ь>І іа і=  р г , р і г - необов'язково р ізн і прості 
числа,|Ь1= q^,£> 0, р = I  (mod q ), r s. I  (mod q),[<a>,<b>] * <a>, 
b % L  Z (G );

13) G = (<a>X<b>) x <z>,ia| = p - непарне просте число, tbi= q^, 
£ > 0, p a I  (mod q ), [<a>,<b>J = <a>, fzt£ . г - просте чис­
ло, Ф (Ф (< Ь > ))вг (б ); при izi= г b *£Z (G ); при izj= p f> < 3;

14) G = <a> A<b>, ia|= p > 5, |b| = qr.q і r - р ізн і прості числа, 
p s I  (mod q ), p s I  (mod r ) ,  £<a>,<b>] = <a>, G^(<a>) = I ;

I& ) G = (<a> x <Z>)<b>,ja| = p - непарне просте число, <zxb> --
група к ватерні оиі в порядку в, Ь^аЬ = а' 1 ;

16) G = <a>H<b> X <z>),(al= Р - непарне просте число, 1Ы = q^, 
ц і *  q, & > 2, р з. I  (mod q ), [<a>,<b>3 = <а>, [a,b^ ] = [a ,z ] =* I ,  
t b . z j  = .

Доведення. Необхідність. Нехай G задовольняє умови теореми. 
Тоді G = <axb>, <&>a g . Яка» G =* І ,  то G - група типу І .  Нехай
далі в ' 4 І- ftoao в - гамільтонова група, то в силу твердження І . І
G - група типу 10. Тому в подальшому будемо вважати, що G - иеде- 
декіндова мегациклічна група. За теоремою 2.3 G - скінченна кеде- 
декіндова мегациклічиа група і  в силу твердження 3,1 всі підгрупи 
G та ї ї  фактор-групи метациклічні.Розглянемо два можливі випадки:
I )  G - скінченна нільпотентна група; 2) G - скінченна ненільлотен- 
тна група.

Випадок І- Можливі випадки: I . I )  G - р-група; 1.2) G - не р- 
група.

Випадок Г .І .  В иьокй? випадку в силу [2 0 ]|а і-  p^.tbt* рР ,JL> І ,  
£  > О , [<a>,<b>] = <аР*>, рк > 2, 0  < k  < J ,  G‘> <с> = <а>П*Ь>, 
<c>£.Z(G), » 1 = р4, <Ь> 4  G. Яка» JL- k .= І ,  то (Gl= р і G - мета- 
циклічна недалекіндова група Міллера - Морено, яка може бути лише 
групо» типу 2 наслідку 3.3. Звідси G - група типу 2  або 4 розгля­
дуваної теореми. Нехай далі JL- k > І  і то»^ J .  > 2, JL - к < Д , 
І  < Д at-. Значить, в G існує підгрупа В = <а р "А >. Покажемо, 
ЩО <b>€  N і  В і N A G Якщо Вл G, то В - N, і все доведено. Нехай 
В 4  G. -Зрозуміло, що В — непиклічна р-група, ехр(В) ■» р. . Тому В 
задовольняє умову теореми 2.2 і може бути лише групою типу 5 зга­
даної .теореми, для якої • Ь> - немаксимальна в В і <Ь> Є М Д  6 , М -
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одна э максимальних підгруп В. Отже завжди, Н £В. <Ь>£ М ^  в. З 
цього випливає, що [<а>,<Ь>] = б’е М е В .  Але толі к - 6  - 2. 
йри 6  = 0 к = Л~ 2. Тепер при к = 1 Л = 3 і в силу [20] 6  - група 
одного а типів 2,3,4 розглядуваної теоремі. Якщо к > І ,  то в силу 
[20] в - група типу 4 теореми.

Нехай тепер Д > О.Яри р* > 2 в силу [20] б = <Ь>«Ь,<Ь> Л « Ь  » 
» Ід<Н- рА . В б іс іч *  підгрупа В = <аН'г >Л <д>, для яко ї, як 
це доказано веде, або В * И-'* б, або <а^'* > х <сЬ » Н 4  б. Знову 
©*<£, Ы, к = 4. - Я і  б  - група типу 6  теоремш.

Нехай рК * 2 , Тоді р = 2 , к = ї.іА »  2 , і<-а>Л<Ь>1 = 2  (див.[ 2 0 ] ) .  
Прйоі= 3 в силу [ 2 0 ]  їГ*аЬ = «Г*„. Ц> 1  І в  - група тину 6  теорема. 
Нехай тепер /  > 3. Зрозуміло, «о А» І ,  1 * К 2 = </- 3.З в і­
дси X  = 4, ^

Нехай Ь~*аЬ = а“*. Ясво припустити, щ і£>4 ,то 0 » аЬг  4 1 Є  0 
і точу <а>Л«і> » 1. Тепер знову В = <а*> А <Л> Є. б.За теоремо» 2 .2 
В 2 * б . б'«А В і точу б,€<аІ,>, ео немоилпво. Отже, *і і б - тру­
їш тину 7 теореми.

Нехай тепер 1>‘йа& А а 1.Тоді в силу [20 ] Ь*аВ = а ^ ^ . к  є | 2 ,з | .  
Як і при умові ВайЬ = а * , легко встановити, що 2 < р 4  4 і  про 
к = 2 , ^  ~иі б  - група типу в  теорем», а при к » З 'б  - група типу 
З розглядуваної теореьа. Випадок 1.1 розглянуто вовніста.

Ви палок і . г ,  3 иьєіаг випадку б = Р х В , де Р - пеабелеаа сняоь- 
ська р-піструпа з 6 , В - пеодмшчна нільпотентиа скінченна ходків- 
сьха підгрупа » б. Зрозуміло, шо Р містить плаєві немакошшдьні 
підгрупи і 5«  лемою 2.5 І> - доденіндова група. Оскільки & - неде- 
яеиіидова група, то і  Р - иедедакіидсве група. Звідси в сиву лема 
2.5 |С{= о. р  ̂ ч- Зрозуміло, ся» Р - група одного з тияіа 2 - 3  
розглядуваної теореми і [Р*| > 1 .

ИехаЙІРІР р. Роді Р - може бути групо» одного з типів 2,4 тео­
ремі і © - група і т у  1 0  розглядуваної теореми.

Нехай )Р '5 > р. Коли Р  - група тицу & розглядуваної теореми, то 
6  - група типу 10. Нехай Р - група одаюго в типів 2 - 5, 7 - 9  роз­
глядуваної теореми, В  групі Р кокшро з типів 2 - Є існує підгру­
па X = <е> Ж <*>. <С> *  *(© "), X ^.ф (р) і б містить підгрупу В « 
<* X х В. Очевидно. Ю В К й  може бути підгрупою жодного З ТИПІВ I -  
6  теорем; 2,2. Звідси В 21 б, Р ( £  ВГ\Р'* со» і Тому (Р ’к  р, ию 
суперечить ввоору Р.

Нехай Р - група одво?о о типі» 7 - 9  теореми. Тоді Р містить



-  36 -

підгрупу X = <a'><b>, G З  В = X x D. Як і раніше, В -d G, Р1£
£ В П  Р'е . <а*>, що неможливо. Отже, у випадку 1.2 всі можливості
вичерпані і тому випадок І  повністю розглянуто.

Випадок 2 .В цьому вилажу за теоремою 2.3 G - скінченна неніль- 
потеитна меташтлічна група. В силу [20] G * <а>А D,[<a>,D] = <а>, 
< а >  де м і с т и т ь  іяволюцій, D -  ніяьнотентна метациклічна ненормаль­
на підгрупа з G. Ясно, яю D - група одного з типів 1 - 5  теореьм
2.2. Розглянемо далі два можливих випадки: 2 .1 )ta| - непросте чис­
ло; 2.2) іа і  - просте число.

Випадок 2.1. У цьо*& вкнааку <а> £..<c>,)ct = г , <c>x3G. Оскіль­
ки [<а:>,0] = *а>, G - неніяьпотентаа група, то за відомим резуль­
татом (див..наприклад, ГК>1) ї< о ,р ї = <с>. Покладемо N = <с>А 0. 
Припустимо, «о N Д С , Тоді G/H - абелева група і G6 N, що неможли­
во, оскільки G*€.<»>, > <с>. Отже, G. Зрозуміло,що К - не-
нільпотентна наярозв'язиа підгрупа. Нехай <с> - немакеимальна під­
група з <а>, Мі - максимальна підгрупа з <а>, що містить <х>. Тоді 
MiAG і G містить неяільпотенгну підгрупу N̂ = M4A 0. Як і раніше 
для N, G. Але тоді Nt- ненільпотвнтна надрозв'язна ненормаль­
на підгрупа з G , яка може бути лише підгрупою одного з типів 2,6 
теореми 2 .2 .

Зрозуміло, що О 4 І , (M*J - непросте число. Тому{Hit ділиться на . 
добуток: не менше ніж трьох простих чисел І Мі не може бути під­
групо» типу 2  теореми 2 .2 .

Нехай N i - підгрупа типу 6 згаданої теореми; Тоді за наслідком 
З І  Н іг метацислічна трупа Мі ллера - Морено з нормальною силовсв- 
кою підгрупою простого порядку г і в N i доповнюється єдина неоди­
нична власна норьнльна підгрупа порядку г. За нашим вибором в N i 
доповюоється підгрупа М.*, М4Е I ,  М4< Nl ,\Mil- непросте число.З ці­
є ї суперечності випливай, що <сУ - максимальна підгрупа з <а>.Зна­
чить, ргг р і г - не обов’язково різні прості числа. Ясно, що 
N - .підгрупа.одного з типів 2,6 теореми,Л = <с>\<Ь>лЫ’  q ,̂£> О, 
q - просте число, C<a>,<b>] = <а>, р а І  (mod q ), г з. I  (mod ч ) За 
теоремо». 2.2 <о х - М 2  :5 , Звідси <Лг>-аі = Z(G) 1 G
-"груда тйпу ‘ій  роаглядуданй» 'теореми,.В*нал<ж 2Л  розглянуто,' .

Випадок 2 .2 .ta| = р •• непарне число і  0 -п ідгрупа одного з ти­
пів І - 5  теореми 2 .2 . Якщо 0 - підгрупа гину І згаданої теореми, 
то 0 = <b>. (t>4 — <і̂,р '  0, р s I (mod q) і (5 - група типу ІЗ.

.Нехай ,0 - підгрупа типу 2 згаданої Творами. Толі 101- q r. Якщо
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q = г, то D * <b> x <г>, де без порушниця загальності можна вважа­
ти, що [a ,z j ■ I ,  |Z|= q. Оскільки Є - иенільпотентка група, то 
[<а>,<Ь>1 = <a>,|bi* q. р а І  (mod q) і G - група типу ІЗ  теорем«.

Нехай q  ̂ г. Тоді В « <Ь> х <г>,(Ь»= g. \2 і = г. Якню [<а>,<Ь>] 4 
4 I ,  [<a>,<z>3  ̂ І ,  то р = І  («ммі ч>, р в 1 («осі г ). 2 (G )'« І.Мож- 
на вважати, то В = <b>,|b|* qr і  6  - група тш у 14 теореа®.

Нехай £<a>,<z>] = І .  Таці £<a>,<b>} * <a>,ibi* q ,m  = г, р % І  
(mod q) і 6  - група типу ІЗ  теореми. Випаде«,коли О - група типу З 
теореми 2 ,2 , розглянуто повністю.

Нехай D - <2 ,Ь> - група кьатерніонів.тоОто і) - група типу 3 те­
ореми 2.2. Оскільки G j< a> )A (}, G/O^C<а>) - підгрупа a Aut<a> і 
Aut<a> - циклічна група, то doe порушення загальності можна вважа­
ти, що [а ,г ] *  І .  Оскільки в - квнільпотентна група і Ьг€ .2 (в ),то  
b індукує на <а> автоморфізм порядку 2, ЗвідеиЬ'аЬ * а*1  - і  G - 
група типу 15 теореми.

Нехай І> - підгрупа тину 4 теорема 2.2. Тоді Ь - циклічна група 
порядку q^r, яка Мі тить нормальну в 0 підгрупу М порядку q^’1 г , 
Э л і- Зпілс» £і ■= Су<д>), В ■* 'і »  ж < i> ,izt■ r,tb l=  q^, [а ,г ] -

- І ,  1<а>,<Ь>] <a>, p ж I  (mod q ). Якаю r * p, to f> < 3 .Справді,
нехай де не так. Тоді Є > В = <Ь̂ > t  <az>,(Bl - qP‘J р. Покажемо, шо
В > И *  <az>. fkwo B-* 6 , то N * В. Припустимо, що 6 . Тоді В 
може бутн підгрупою ткпу 4 теореми 2,2, В > М л» G. |М(= р.Звід­
си г а в й  і тому [<b>,<ax>l » t<a>,<b> 3  € . Mf\<a> * І ,  сю немож­
ливо. Отже, £ < 3 1 0 -  груш тину ІЗ .

НехаС, нарешті, В - група типу 5 теореми 2 .2 .Тоді D *  <b>A<z>, 
Jbt» q^, |П= Ч - просте число, £ > І ,  Сь.хJ Є. < Ь ^  >, Ц (̂--а>) * 
*> <і>*> і  <2 >, [D:D*] > 4. Оскільки 6  - иепідьлотеитяа група, то
[<а>,<Ь>] * <а> і р г  1 (mod q>. При D1 * ID *  <b> x <z>,{a,z] *
- I  і S - група типу ІЗ . Нехай b’ f І .  Оскільки G - меташмЫчва 
група, то <е> Д О , [а .е ] « І  І В/<Є> - циклічна група. Припусти­
мо, нк> сЄ<Ь>. Тоді <с> £. >, »/<е> - нециклічиа група.Значить, 
с ф <Ь> і тому D =» <̂ ><с>. Зрозуміло ,іш П 'є<с>, с « Ь‘ 1$, ( j ,q )  *
« І .  Оскільки (а ,c l = І ,  С^(<а>) = <:Ь̂ > х <2>,то І в 0 ( mod q). 
Звідси = Ь*^ і <СІ, »  D'= <b^>. Тому bl$ 4 І .  Але iq а О
I ecd q2-). Огив, £. > 2 1 6 -  трупа типу IG розглядуваної теореми, - 
Випадок 2.2 роеслянуто повністю, а з ним і випадок 2. Необхідність 
доведена.

ifceTwmlicin».. Ими# 6  - груп« одного а'тип ів 1 16 теореми. То-
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д і, очевидно, б - мегациклі чна група, Гіокянемо, ио б - УЩН[ ]-гру- 
па, Тобто для будь-якого |[А ,В]|>  2 [А ,В ІЗ  М б. Ятю  б - де-
декіидова група,то це очевидно і тому для груп б  одного а тилів І ,
9 достатність доведена.

Нехай б - недедек І ндова група. Якщо А А б , чи В а б , то покладе­
мо А = N. чи В = N і все доведено. Тому будемо вважати, що А ^ б,

б. Звідси А Ф І ,  А4- г (б ), В ^ г іб ), В  ̂ б1. Зрозуміло, ио 6  - 
скінченна група іІВ {-  добуток не менше ніж трьох простих чисел,
В < б .а іб і - добуток не менше ніж чотирьох простих чисел. Значить, 
для груп б тину 14 достатність доведена.. Розглянемо два можливих 
випадки: І)|б 'і=  р; 2 )|б'| - непросте число.

Випадок І .  У цьому випадку б - група одного з типів 2,4,11,13. 
Група б кожного з типі в 2 ,4 є мегациклі чною р-групою МІллера - Мо­
рово типу 2 насліджу 3.3, за твердженням якого б - УШН[ ]-група. В 
групах б кожного-з типів 11,13 б'Л В = І .  В групі б типу Ц  для 
будь-якого « із  б маємо і Ч й в ) ,  Ясно, що В = <к>,ЛЄ<£*> = МАО, 
що й потрібно було довести, тобто група 6  типу I I  е УЩЦ[ }-групою.

Нехай б - група типу ІЗ . Тоді б*= <а>,|ад = р . Нехай г ^ р.То­
ді <Ь> х <г> - циклічна холлівська підгрупа э б. Без порушення за­
гальності можна вважати, ідо В€<Ь> х <х>, г € 2 (б).Прн|х) А І  <Ь̂ > х 
х <д> С  2 (6 ). За теоремою 1.1 А €. <Ь̂ > х <г> = Н а  б. При іх| = І  
А СФ(Ф(<Ь>) € . 2 (6 ) і  тому А 4  8 , що не так. Таким чином, г =■ р, " 
тобто |гі= р. Тоді р < 3. Оскільки Щ  ділиться на добуток не мен­
ше ніж трьох простих чисел, то £ = 2. Без порушення загальності 
можна вважати, що Ь с В  = <е>.Підгрупа <Ь> х <г> ненормальна в б, 
<Ь> < В і тому(В| = чг р, В м <Ь> х <іі>, (2 і| = р, [а , 2 і ]  = І  І , зна­
чить, 2 ^ 2 (6 ). Зрозуміло, що г (б ) = <іД> к <г>. Звідси 2і= г і 
тому А € т (В ) = <Ь% х <г> = 2 (б ). Отже, А л б , шо не так,і , таким 

: чином, група 6  типу ІЗ  є УЩі[. ]-групою. Випадок І  розглянуто пов­
ністю.

Випадок Й. В цьому випадку б - непросте чисдо і б може бути 
групою одного з типів 2 - 9,11,12,15,16. Розглянемо далі два мож­
ливих випадки: 2.1) ха>Л В = І ;  2.2) <а>Л В / І .

Випадок 2 . І.В  цьому випадку для груп б кожного з тип ів.2 - 9,11 
для будь-якого £ із  б такого, шо <£> А  <а> - І ,  маємо >■ 4  0. 
Ясно, шо б/<а> - циклічна група. Звідси В = <«>, <£;> Л <я> = І ,
А С  і тому А А  б, що суперечить виоору А. Для груп б Типу 12
В - р-група, -Ь> - сииовська д-підгрупа з б, <Ь̂ > € .2 (0 ). Зрозумі-
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й
до, що А €. <Ь > і таи® А 6 , «ю знову супереч*** вибору А. В гру­
пах 0 кожного з типу 15,16 В - тож д-група, <Ь,2 > - снловська д- 
підгрупа э 6 , що міетвть нормальну в С мікенмальму підгрупу М. У 
групах типу 15 М = <г>, а в г рунах б тину 16 М ■* х <г>. Зро­
зуміло, що М наважить будь-які И бшюиські* ц-підгруні з 6  і А - 
власна вешксимальиа піигру»кі деякої екиовеькон д-підгрупи з 6 . За 
теоремою 1.1 н е  М. ііино М = <д>. то. А ь* б, що «є так. Нехай М = 
<Ь**> х <2>. Тоді 6  - група типу 16, £ ? І .  Зрозуміло, іщ> А < й. 
Не порушуючи загальності можна вважати, що В С  <Ь> Л <ї>. Я я т  
А^(<Ь> )кг> ), то А ^  6 . Отже, А -н ( <і>> А 'Т » ), а це можливо, коли 
(Аі = ц. Ллє |й> ф  і при В £ м , В знову не так Таким чином,
В ф н . Звідси <Ь> А <г> = М<Ь>, МЛ <Ь> *= Н, А < І.|И|> р, а тому 
N А 6 і , значить, N - шукана підгрупа, Випадок 2.1 розглянуто пов­
ністю.

Випадок 2.2. Нехай 6 - група типу I I .  Тоді 6  = Р х И,Р - 2-гру- 
па типу 6 розглядуваної теореми, |ВІ = ч»,д і  2.Зрозумі ло,що ВЛ<а^ » 
- <ач> = < с> Є.г(С ), Оскільки РЦ ділиться на добуток не менше ніж 
трьох простих чисел і 6/<-а> - никлі т а  група непростого порядку, 
[б :Р ] = ч , то В/<с> - циклічна група парного порядку. Ашк> В.С  Р, 
тоїВі® 2а*ісг[В:< с> ]. Звідси^® 3 і при В = <е> маємо А€.<ег>, 
Аб.2(б), а тому А ■& 6 , шо неможливо. Ари иешжді чноеті підгрупа В 
шемо В * <ї><ай», В > в* і тому 8-4 6 , ио теж неможливо.Таким чи­
ном, ь ф р .  Тоді В^-В, В = 5 х №, де X * РЛ  В, ) Х1> 2. Якщо X - 
нециклічна група, то ї  і  ї ( Р } З й  і б/и(Р) - дедекіндова група, а 
тому В-а 6 , шо неможливо. Опте, X ® <й>,(ї| Є  с €<е>- При
І8 І = 4 А Є * ( 8 ) = <ф-> х В €■ 2 (6 ) і тому знову АЖі.шо неможливо. 
Йря 8  за теоремою І  , І  А €.> г1> X Вй 7 (9 ) І т«$г А ^ 6 ,ие теж 
неможливо. Достатність для груп тину I I  доведена.

Нехай б - група одного з типів 2 - 9 .  Покладемо <у> » <а>ЛВ. 
Тоді <у> Л в , В - <у> <х>, (У|Й Зрозуміло, ие А ф  <в>,
<у>Є Ф іб ї ї  б/<у> « 6  = <а>Л-<Ь>, де «5> я <а>/<у>, <Ь> = <ухЬ>/ 
/<у> = <Ь<у». Оскільки А ф  <у>, то (А(> І ,  де 1  « <У>АДу> і 
<а>Гі̂  = І .  Очевидно,щоТ»ге .7-ІЬ ) і В/<іг> = "В. Зрозуміло, ио|Й> Д.

Нехай іу|- Р- Оскільки ГВ|> р* то іВ Ь  р. Тоді “і  Є Ф ( І)  Є . 7 (5 ). 
Звідси су-*А = П -4 6  І Я < В,

Нехай тепер |у|® рг  Тоді б може бути 2 -групов одного з типія 
7 - 9- Група 6  кожного з Цих типів не має циклічних максимальних 
підгруп, ще М ІС ТЯТЬ <У> і  ВІДМІННИХ ВІД Звідси В - иецйкліч-
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на група. Яиио В - група »ватерніонів. То А » Ф (В) = *К<а>) А б, 
ао «вмоклиео. Неза£ В не в грудою «ватерні оній, Тоді Ь‘с<уг> с ї ( в ) , 

ІУ**» 2 і В - абелева меташаслічна група, чи група Міллера - Море­
но. З будови них груп (вив..наприклад, [1 6 ]) В містить інволюцію 
<) таку, его <6>Д <у> = ї.  З нього виплигав, що б не може бути уза­
гальненою групою кватерні єні в і б містить нормальну підгрупу 
<а> и «і>, * {б ) = <а®> * «!>, <у*> х <сі> .4 б. Легко бачити тепер, 
іцс <у> х <&> = <у>-я(б) Л О  І б/[<у> х <&») - група кватерніонів 
порядку 8 . Звіпси В Л  <3, що теж неможливо, і тому достатність для 
груп б кожного з типів 3 - 9  доведена.

Нехай б - група типу ІЗ . Зрозуміло, що тоді А^<а>, < а> А В - 
= <У>,}У1 = р, В = <у>Л б і, (без порушення загальності можна вва- 
т т я ,  «о 0!= ВЛ<*>),<У> Л  б , Ь^ І£г(б). За теоремою 1 . 1  А Є  <у> х 
ж <Ь*"> і тому А а  б , що не так І .значить, для груп б типу 12 дос­
татність доведена.

Нехай, калінвпь, б - група одного э типів 15,16. Припустимо, що 
*  £ й . Тоді в групі б типу 15 б/<а> - дедекі вдова група і тому 
В * 6 , а© неможливо. В групі б типу 16 В = <а>Д 0*., де Оі= 
» ВЛ<<Л» V <*>} і і<М> <Ь Звідси 0*> [Ь .гЗ  і  тому б < В А б.що 
теж неможливо. (^«пустимо тепер, ідо а ^ .В . Тоді <а> А В = І  і В - 
д-підгрутта э б , яка без порушення загальності належить оиловськІЙ
О-підгрупі О; = <2 ,1» із  б. Зрозуміло, то А - власна немаксимальна 
підгрупа з О. Звідси А £ » Д б ,  де М = <г> в групі 6 типу 15,і М. * 
= <Ьм> х <і> в групі б типу 16. Як і  вища, або А = <гг> е .г (б ), що 
неможливо, або А < 04= МАВ-б б. Покладало 04= N і  будемо дати, 
мо розглядувані типи Груп б є УШН[ ]-групами. Всі випадки розгля­
н уті. Достатність доведена. Теорема доведена.

Н а  с а ї  д о к  3.4. Локально ступінчасті ВН[ ]-грулк б вичер­
пуються групами типу 3 теореми 3.1, у яких <£с^І.й| і  при Л - 2

Поведения, Необхідність. Нехай б - досліджувана група. Тоді за 
лемою 2.2 б - УЗанС )-група, шо задовольняє умову теореми 3.1 І 
може бути групою одного з типів І  - 3 згаданої теореми. В групі € 
одного э типів І;3  покладемо А * О, В = Ф (Р) і  0. За означення* 
ЭЙ  ]-грул маемо {А Д ! Э  N ^  б;- Звідси Н - нормальна нільпотонткд 
піитрупа, з б , сияовська д-підгрупа.якої е підгрупою 0. Тому 6 -й б.
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шо в групах Цклідта неможливо і .значить, 6  не а групою одного з ти­
п ів  1 . 2  теорем 3.1.

Нехай в - група типу 3 теорем 3.1. Тоді в  * РА О ,ІР І»  рА,
{ і , 2,3^. Як#ю Л= І ,  то 6  - група з наслідку. Нехай <1 =» 3. То-г 

ді Р - елементарна абелева група порядку р*. Нехай В С .Р .Ш І»  рг , 
А В, |Аі=* р. За означенням ШНС 3-груп [Л ,В ] Э  Ы <4 6 , по в гру­
пах Шмідта неможливо. Звідси Л =■ 2. Нехай р > І .  Покладемо В - 
= А А ф (0 ),Ш =  р. Тоді |(А ,В Ї>  і  і  за означенням ШН[ З-груп. 
[А,ВЗЭН-еб, РАМ = А <4 6 , ио суперечить будові груп Укідта. Таки» 
чином,£ = і .  Всівипадок розглянуті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай 6  - група а наслідку. Тоді С « РА О - група 
тину 3 теореми З . І . іР І*  р * ,/ е  | ї„й | ,  0 - циклічна група порядку 
Ч?, Ф (0 )Є  1{<3) і при Л  = 2  р± І ,  Зрозуміло, « о б  - локально сту­
пінчаста група Йяідга. Покажемо, по для будь-якого відрізку 
ІСА.аЗІ > І  існує підгрупа N така, по [А ,В ] Э  Н А  б. Ясщо к А  6 , ча 
В А 6 , то покладемо відповідно N % А, чп К = В і все доведено.

Нехай А ф в, В т» 6 . Тоді В / в', |ВІ ділиться на добуток не 
менше ніж трьох простих чисел Звідси при «/= 2  б *  В А б,що не 
тек. Тому «£ = І .  Явно, що [б і* р. Тоді ВА б** І .  Без порушення за­
гальності можна вважати, по В належить снловській ч-підгрупі о « 
<Ь> із  6 . Але тоді А С Ф ІО )€  2 (6 ) і тому АА б, по знову не так. 
Всі можливі випадки розглянуті. Достатність доведена. Наслідок до­
ведений.

О з п а ч е я в я  3.4 [183. Група в  називається гіперииклічною, 
якию вона має цілком впорядоований ряд нормальних в б підгруп »фак­
тори якого циклічні.

Гіперцшиїічна група б з скі пчевним эта лапки рядом називається 
налрозв'язною [18 ].

Н а с л і д о к  3.5. В с і: № - , № < ] “  , ШЕ УШ{ )-груііи є 
розв'язними гілерпкклічаимп групами.Всі УШН< )-групи Шмідта вичер­
пуються венільпотеатнимн меташпслі чними- групами Міллера - Морено і 
співпадають з групами типу 3 теореми 3.1 при « і*  І .

Доведення!.. Нехай В - досліджувана Група. Покажемо,«о б - Нпер- 
шпигічш група. Якщо б - дейекіндова група; Ус це очевидно. Нехай 
б - пелелекіпдова група. За лемою 2.3 та теоремою 2,1 б - пері о­
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дична група. В силу тверджений І  леми 2.2 Н-груПИ дедекіплові і 
тому можна вважати, що група б не є Н-групою. Покажемо, що б 
містить неодиничну нормальну в б підгрупу <х>. Припустимо, що для 
будь-якого неодиничного примарного елемента х із  б <х> Ф  б.Поз­
начимо через Z перетин всіх нормальних підгруп ІЗ  б, ЩО містять 
<х>. Зрозуміло, шо тоді [ГФ(<х>},<х>]{> І.З а  означенням № ( ]-груп 
маемо (Ф(<х>) ,<х>] Э N А б. Звідси К = <х> А  б.

Нехай б - ВИ[ )-група. Тоді, очевидно, |t<X>,Z)t> І .  Якщо <х>
маясімальна підгрупа з Z, то за означенням ШН[ )-груи [<x>,Z)3 N, 
N-4 0 і .значить, N = <х>, що неможливо. Нехай <х> < В < Z-Ясно, що 

|[<х>,ВЗ{ > І .  Тоді за означенням ВН{ )-груп £<х>,В)Э N -4 б. Оскільки 
К А <х> і N < В, то Н < Z. iuo суперечить вибору 2,

Нехай, нарешті,б - УЩ{ )-група і (хі = р^.При/» 1|{<1>,<х>]}> 2 
і з означення УЩН( }-груп (<1>,<х>)Э  Н А  б.Звідси N - неодинич­
на нормальна в б циклічна підгрупа. Прн d  = І  будь-яка циклічна 
підгрупа з Z має порядком просте число. Нехай для будь-якого виб­
раного X циклічна <х> - максимальна підгрупа з Z. Тоді|[<I>,Z]) > 
> 2 і  за означенням Ш К  )-груп (< I> ,Z )3  N л  б. Ясно, що в силу 
вибору % хфН 1 Z - N Х<х>. Яшю М - циклічна група, то доводжу- 
ване твердження справедливе. Нехай Н -нециклічна група. Тоді 
|C<I>,NS > 2 і знову за означенням УЩН( )-груп Э  Н і 4  в .
Звідси Z дао власну підгрупу NiX<x>, що суперечить макатвльносгі 
<х> в Z. Значить, підгрупа <х> немаксімальна в Z. Тоді J{<x>,Z][ > 2 
і  за означенням ЩІ< )-груп (<x>,Z) Э  N-4 S і знову отримали супе­
речність з вибором Z. Таким чином, група б мав неодиничну циклічну 
нормальну підгрупу <ж>. За теоремою 2.1 б/<х> - група того ж кла­
су , що і  б. Тепер,як і раніше,. б/<х> містить неодиничну нормальну 
циклічну підгрупу Хі/<х>. Покладемо Xt= « о .  Xe* І .  Зрозуміло, що 
Х,< Xt< Хг . Розглядаючи фактор-групу б/Х^зиаходимо в ній нормальну 
неодиничну циклічну підгрупу X j/X j. Побудову в б такого цілком 
впорядкованого позроетанню нормального ряду підгруп X/ методом 
трансфінітиої індукції можна Продовжити до тих п ір , поки для дея­
кого у одержимо Ху = б. За означенням 3.4 б - гіпер циклічна група.

Ясно, вк> скінченна гіперпиклічна група б надрозв’ язна,а неекін- 
ченна гіперцентральна група б задовольняє умову теореми 2.3 і тому 
за ЇТ  твердженням б - розв’язна група.

Перша частина наслідку доведена. Доведемо другу частину наслід­
ку. ;у 'о ;:
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Необхідність. Нехай 6  - УШК( )-група Німідта. Тоді за попереднім 
і теоремо» 2 .1 6  задовольняє умову теореми 3.1 і може суто иадроа- 
в ’язною групою одного з типі в І  - 3 згаданої теореми. За відокизз 
властивостями надрозв’язних груп ВЫдта (див. .наприклад, [251) 6  - 
група типу 3 теоремі 3.1, у якої Л * І ,  тобто в - нонільпотеитиа 
мегациклі чна група Мі мера - Морено. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай 6 - група типу 3 теореми 3.1 і Л = 3. Тоді 
6  = РАО - скінченна ненільпотентна мета цикл і чиа група Мі мера - 
Морено, (Р(= р > 2 ,|0 і*  0. Покажемо,що 6 - УВД( )-грува,тоб-
то для | [Л ,В Ї > 2 (А ,В )Э  N ^  в Зрозуміло, що 6 *= Р. Р х Ф (0 Ї = 
= Ц - нормальне в 6  максимальна Циклічна підгрупа. Якщо Р £  А. то 
за N можна вибрати будь-яку власну підгрупу з В, що строго містпть 
А. Нехай Р ^ Л . Тоді РЛ  А *  І .  Якщо В €-6 , то знову N - власна 
підгрупа з В, во містить А. Звідси В и. Оскільки 0 - максижии,- 
на підгрупа з 6 , то А Є .Ф {0 ). Лсшо В - 6 , те N - и. Нехай В < 6 . 
Тоді 6  = 1®. Тепер без порушення загальності можна вваття , що 
0 С .В . Тому РЛ В  = і ,  В = 0, Зрозуміло, «о А € * (Ф (0 )), Покладемо 
N - Ф (0) І отримаємо (А ,В ) Э  N -4 0, що і потрібно було довести. 
Достатність доведено. Наслідок повністю доведений.

О з н а ч е н н я  3.6. Немета цикл і чна група з мета циклі чаями вла­
сними підгрупам! називається мінімальною кометациклічьою групо».

Т е о р е м а  3.3.Локально ступінш оті іоінімльні неметацмкліч- 
ні УїМ ]-групи 6  мають вигляд 6  *  АУ. де А » <а,Ь> -  нормальна в 
6 р-підгрупа, а А І ,  X -  ц-група, у і ц -  прості Числа та вичер­
пуються групами типів:

1 )І6 (= р Ч  ехр(6 ) « р;
2) А = <а> п <&>, 3 « < х> ,іаі» іх (-  9 , іЬі - 3, Еа.х] «■ і», {Ь .х ] ■

- а*= я6
3) 6  = А х І ,  А - груна кватеряіонія порядку 8,1X1» 2;
4) А - група юютерніонів порядку 8 ,Х » <*>,|Х|= 4,<хі > =» Ф(А), 

І  » 2 (6 );
&) А = <а> я <Ь>, І я <х>лаі = іЬі»|аі=  4, [а .х і = а Ч  [Ь,х1 * 

= Ж2» і  І?  ; й
6 ) В = А^Х - група Шмідта тилу 3 теореми З ІЇІА І»  рЧ|Х(®(о<Я*^;
? ) 6  = Д?»Х ~ група ІІЬіідтв типу І теореми 3.1, А - група ква-

тврліо-нів порядку 8 ,|х |Є .(з,9^ ;
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в ) G = АХХ, А = <а> *  <b>,;al =(bi= p - непарна число, X = <х>,
|xH£:fq,q4, p = I  (tnod q ), [<а>,<х>] = <а>, [<b>,<x>] = <b>,<b̂ > *

-  г ш -,
9}. 6  * AAX, А = <а> х < i»,iai= ib i = р - непарне число, X = <х>,

І*(=  р > 2, 9 б X (яоб q ), [<а>,<х>] = <а>, [<Ь>,<х>] = <Ь>,
<Ьг> = Z (G ), А - квазіцентральна підгрупа s в ;

IG ) G = AAX,|A|= p - непарне число, X = <x>A <z>, ixl = q2", \z| =» 
= q - непарне число, p = І  (янкі q ), [A,<x>] = A ,[x ,z ] = x^,C^(À) - 
* <x > x <z> ;

I I )  G - квазіциклічна p-гру па.
Доведення. Необхідність. Нехай G задовольняв умову теоремі. 

Припустимо спочатку, що G - дедекіндова група. Якщо G - гамільто­
нова група, То в силу твердження І  легко бачити, ею G - група типу 
З розглядувано) теореми.

Нехай G - абелева група. Якщо (G fcoo , то G містить неметацик- 
дічну снловську р-нїдгруну Р. Оскільки Р'= І ,  то )w(P)f > р , Звід­
си Р  містить елементарну абелеву підгрупу порядку р3, яка, очевид­
но, е мінімальною неметашіклічнокг групою. Теплу G - група типу І  
теоремі. Нехай t<3|— *3® - Якщо G містить к вазі циклічну р-підгрупу U, 
то U - неметациклічна груш . Звідси G = Н і G - група типу I I .

Нехай G ; не містить квазіщжлічних підгруп. Тоді G в силу відо­
мих результатів (д ив., наприклад, [1 8 ]) містить скінченну немета- 
цяхлічнупідгрупу М. Тоді М G, що неможливо.

Нехай G - неперіодична абелева група. Тоді G має періодичну ча-
■ стину Т, яка, за попереднім, є скінченною метациклічною групою, і 
тому G = Т x Z, де Z - група без скруту, За відомим результатом 
(.див. .наприклад, [1 8 ]) G містить базисну підгрупу В, що є вільною 
абелевою групою. Підгрупа є також вільною абелевою групою одна­
кового рангу з В і В ? < В. Звідси і  В - метациклічні групи.

Припустимо, що F <а> x <b> х <с>, де(а|С{р, )М Є . (р ,
ici = «ю> . Толі .очевидно, G містить власну підгрупу Р4 = <а> x <b> х
х <с*>. Зрозуміло, що F і РА- неметациклічні підгрупи, що для F4 

неможливо. за означенням групи G- Зрозуміло , що Т і 7, не можуть 
бути одночасно циклічними групами. Звідси і за попереднім при не- 
циклічності Т В 7  циклічна група і при нецикяічності В Т = 1, Як­
що тепер G - скінченно породжена група, то Z ~ мегациклічна група, 
і при нециклічкості Z Т = І .  Звідси G = Z - мегациклічна група, 
що неможливо в силу означення G. Нехай Z - циклічна група. За по-
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переднім, Т не містить елементарних підгруп порядку р і тому Т -* 
циклічна група, цо згідно з попереднім зауваженням теж неможливо. 
Значить ,<5 може бути нескінченно породженою гру пою. Оскільки (Ті < 
то Z - нескінченно породжена група, Z/B - нескінченна періодична 
група, яка,за попереднім, може Оути лише квазіциклічною р-груаою. 
Нехай q 4 р, ч - вросте число.Ясно, шо 2/В - періодична група,яка 
містить неодиничну елементарну абелеву q-ni«групу В/В^ і l/b^f 
/В/B^ S 2/В - кьазіциклічпа р— група. Звідси Z/В^- непродарна 
група. У нашому випадку можна вважати, що В^~ базисна підгруиа з 
2  і за попереднім, 2 /В^ - квазіциклічна група і,значить, примар­
на. Отримали суперечність, яса завередує доведення необхідності у 
випадку, коли Є - далекі вдова труна.

Нехай 6  - недедеківдова група. Тоді 6  задовольняє умовам теоре­
ми 2.3, за твердженням якої 6  - червікоьська група. Лсио 6  містить 
квазіциклічну підгрупу R, то, очевидно, в  ■ R і в - група типу I I .  
Тому будемо вважати, т  в  не містить квазі циклічних підгруп і ,  зна­
чить, (З і< ол>. Розглянемо даді два можливих випадки: I )  G - нільпо- 
тентна група; 2} G - нон і ль латентна група.

Випадок І .  У цьому випадку за результатами з [27] G мою бути 
лише р-групою одного Із  типів І  - 5 теореми.

Випадок 2. Яшо Є - ненадроэв'яэиа група, то за результатом з 
[28] 6  - група Вмідта одного з типів 1,3 теоремі 3.1. ffeato 6  -
група типу 3 згаданої теоремі, то J. * 2  І  6  - група типу 6  теоре­
ми. Яка» 6  - група типу І  теореме 3 .1 ,то в  - група типу ?  теореми.

Нехай далі в  - надрезе'явна група. За результатами а {28 - ЗО] 
G = А АХ, А = <а> х <b>,jai» р, <а> A  G, <Ь>а о  ̂ X - примарна, чи 
біпримарна нільлотеитва холлівська підгрупа з G, (Ы ez f І,г } , г - 
просте число, [<а>,<х>] <а>, [<Ь>,<х>] = <Ь>, сЬ-А Х -*1  <3-

Пржпустлмо, т  {Ьі = г , г і р  Тоді за результатам! з [28] 
cb> AX^ ®, X - яециклічна силовська ц-підгрупа і q 4 г .Зрозуміло, 
во <b> АX не може бути групою жодного з типів теореми 2 . 2  і тому
<*> А X a  G, вк> неможливо. Отже, співвідношення lbi = г і г і  р не­
можливе .

Нехай |br= І- Тоді в еилу [28] А = <а>, X - неяедекіндова не­
нормальна меташпелічва q-підгрупа з G, яка,очевидно, може бути ли­
ше групою типу & теореми 2.2, для якої X * "Х>У <г>,(ХИ С|А,Д> І ,  
tz|" q, Ех.г ] = х^а 1 ,. р = I  (mod q ), £А,<х^3 * А, С^(А) - <х̂ > х 
х <г>, ЕX;X' J  > 4. Припугтнмо, шо Д > 2. Торі У £■<%*>. іу t- q*-
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Покладемо с = у і.  Тоді X * -с*хс>. Оскільки {х ^ т ] = І,т о  <с̂ > * 
*= <у% = Xі . Звідси <с> А  6  і 0 = (А х <с>)<х> - метациклічна гру­
па, що не так. Тому Д =Й,  ч >2 і б  ~ група типу 10,

Нехай (Ш / І ,  Тоді в силу {28] |Ы= р. Оскільки <Ь> XX ненор­
мальна в О, то за наслідком 3.1 X - примарна груна. В силу І 28] 
X - <х>, іхі = £ > 0, р = І  (тосі д ), <Ь> х < х %  = ІЙЛ 6 . Звідси
<х% А  6  і  тому 2 ( 0) - <х%. При А< 3 б - група типу 8  теореми. 
Нехай р > 2. Покладемо В =• Т х <к >, Т £  А, (ТІ = р. Зрозуміло; що 
|М \В]] > 2. За означення* УШН[ ]-груп [Т ,В ] Э  Я-^6 , АЛЫ = Т, 
X >16 і тому А - квазіцентральна підгрупа з 6  а , € - група типу З 
теореми. Всі випадки розглянуті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай 6  = АХ - група одного з типів І  - I I  розгля­
дуваної теоремі. Тоді А А Є. Очевидно, б - що локально ступінчаста 
група. Зрозуміло, що група б типу I I  мінімальна неметаниклічна. В 
роботі {27 } установлено, що груші кожного з типів 1 - 5  теж м ін і­
мальні веметациклічні. У роботі {28] установлено, що групи кожного 
э типів 6 - В теж мінімальні неметациклічні, а для груп типу 1 0  

це встановлено в роботах [29,30]. Отже, залишається показати, що б 
- УІВНІ ]-група.

В групі б кожного а типів З, I I  всі підгрупи нормальні і  тому 
б - У1Щ[ {-група.

Нехай !{Т ,В ]| > 2. Покажемо, що ЕТ,В] З  N А  б. Якщо З, чи 
В б , ї о  покладемо відповідно Н = Т, чи К = В І отримаємо, що б -
УЩН[ ]-група. Тому в подальшому будемо вважати, що ТР  б, В -Ж б,
т ^ гС б ); т 4 і ,  в і  о! .

Нехай б - група одного з типів І  - 5 теореми.Покажемо,ию у цьо­
му випадку б - № [ ]-група, тобто що при |[Т ,В ]І > І  (Т ,В ] Э N^6 .
Зрозуміло, що б - скінченна р-група. Знову якщо ТА 6 . В А 6 , то, 
як і вище, б - ІІІН[ ]-група. Тому далі тек Т^б,  В^ б .З  умови б 
випливав, що В - власна немаксимальна підгрупа з б. Зрозуміло, що 
І Т І р , |В| >, рг, |6 |^ р“ . Оскільки в групах б тилу І  161- р3 , то,оче­
видно, б - ШН{ ]-група. В групах б типу 2 !б|= З *1 і ШІ- 3*. \Т| = З, 
б містить єдину нормальну елементарну абелеву підгрупу 6 ' порядку 
З 1  і нижні й шар будь -якої циклі чної пі агрупи порядку Зг  ся і впадає 
з г (б ). Звідси з урахуванням того, шо В А б, випливає, що В не є 
елементарною абелевою групою порядку 3 , Якщо В - циклічна група, 
то Т = « (В ) --= 2 {б ), що неможливо. Отже, гру па б типу 2 є ШН{ ] -гру­
пою. ’ ■



-  46 -

Очевидно, що група б типу 3 гаміяьтонова і тому в - ШНЕ 3-гру-
па.

ь гГрупа типу 4 має порядок 2 , )В|» 2 і кожна ї ї  підгрупа поряд­
ку 2г містить 6 1, що неможливо, оскільки В-Ф О. Тому група б типу 
4 є ЩН[ ]-групою.

Група б типу 5 має порядок 2^, * (б ) = б1.  7,(6} » <а1> х <Ьг>,
ехр(б) в 4 і  6  не містить підгруп, ізоморфних підгрупі «ватерніо-

І  ' 35н ів. Звідси ІТ1 = 2 і 1В| = 2 , Оскільки б не містить підгрупи ква- 
терніонів, то чі(В) - вециклічна група і тому В^ б , що не так. Та­
кім чином, група б типу 5 е ЩН[ 3-групою.

Значить', групи б кожного а типів І  - В е Щ і[ } - групами і на­
в іть № [ }-групами.

Той факт, що група б кожного з типів 6,7 е УШН[ ]-групою, дове­
дено в теоремі 3.1,

Нехай б - група тилу 8 . Очевидно, шоіВ) ділиться на добуток не 
менше ніж трьох простих чисел, б > В і тому £ = 2. Тепер ібі - 
добуток чотирьох простих чисел $ 1 - добуток трьох простих чиселДі - 
просте число. Звідси В - максимальна підгрупа з б і мав в 6  про­
стий індекс. Оскільки В > б, то А^В, Еб:В] « р і А А В * А*- 
нормальна неодинична сяловська р-нідгрупа з В « АлХ <**>, іАЛ= р, 
\Хі| = ог . Оскільки Ц б) * <х%, то <хі> = <х̂ > * 2 (6 ) і  * (В ) * 
= А* х <х*> - квазіаентральна підгрупа з б, що суперечить співвід­
ношенню Т Є  и(В) і Т ф в . Значить, у ньому випадку б - Уда[ ]-гру- 
па.

Нехай б - група типу 9. Знову ВАА =» А* - снловська р-підгрупа 
з В ,|А іі£  ( і , р [ , А * А 6 . Оскільки А я <х*> - явазі центральна під­
група з б, то ТЄ. А х <х%. Останнє співвідношення можливе, коли Т 
містить такий Ч-елемент а, по (А х <я̂ >)<у> * б. Звідси е не нала­
гать підгрупі Фраттіиі жодної еядовської о-пілгрупи з б, Оскільки 
<х> - силовська п-підгрува 9 б,<х*> = ©(<я>) * 2(0} налеяить будь- 
якій силовській о-підгруві 9 б, то <х% * Ф(<у>) і <е> - сидовсьна
Ч-пілгрупа з б. Звідси В » А і Х<й>, <г> - максимальна підгрупа 9 В 
і І  - максимальна підгрупа & В, що не так. Отже, група б типу 9 а 
УШНЕ )-групо»,

Нехай б - група типу ЇО. Тоді А. Нехай д е. В. Тоді К(4 в .  
Звідси В Л<х> « І  І |В)* pH, № неможливо. Таким чином, А ^ В  і ,  
значить, АП В * І  і В - ч-група Без порушення загальності можна 
вважати, що В Є  X і Т - власна немаксимальна підгрупа із  X. Зро­
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зуміло. Що X - група твпу 5 теореми І . І , у  якої підгрупа М = <х̂ > к 
X <г> - єдина максимальна підгрупа з X, що містить всі власні не- 
максимальні підгрупи з X. Лсщо В = X, то N = М. Нехай В < X. Тоді 
1В1* ц*\ «о неможливе. Значить, група 6  типу 1 0  е УШНЕ ]-групою. 
Достатність повністю доведена. Теорема доведена.

Н а С і  і д о к 3.6.Нескінченні локально ступінчасті мінімальні 
неметациклічні УЩН[ ]-групи вичерпуються квазіциклічними групами.

З доведення достатності теореми 3.3 випливає такий наслідок.

Н а с л і д о к  3.7. Група G одного з типів 1 - 5  теореми 3,3 
е Ш£ 3-групою.

Т е о р е м а 3 . 4 .  Нехай G - локально ступінчаста УІШіЕ ]-група 
з мінімальною неметациклічною підгрупою С, Тоді в G нормальні всі 
підгрупи, що строго мі стять С.

Всі локально отуиінчасті групи G з ненормальною підгрупою О ви­
черпуються групами таких типів:

1) G » P A G ,  F « <а> х <b>, ta i- ib l»  pl , \Qî  q, р і q - різні
прості числа, Ф (Р) А О - ненільпотентна група Міллера - Морено,
Р * 3;

2) G = (R  х P )A O ,(R l = r,jP | = p*-,WM= q, r,p  і q - попарно р із­
ні прості числа, р 4 3, q 4 2 , г = I  (mod q ), RXO і PXQ - неніль-
потентні групи Міллера - Морено.

Доведення. Нехай 6  і  С взяті з умови теореми і X > С, Х ^  G.
Зрозуміло, шо X - неметациклічна підгрупа, яка може бути лише під­
групою типу 6 теореми 2 .2.Звідси X = АА<х> - ненільпотентна скін­
ченна група Міллера - Морено, |А|= p*(,|xl= р і q - різні прості 
числа, Л-> І ,  ft > О. Зрозуміло, що G - ненільпотентна УШНЕ ]-група 
типу І  теореми 2.3, а X - ї ї  підгрупа Шмідта типу 3 теореми 3.1. 
Тоді G - скінченна ненільпотентна диспереивна група i< te.{2,3j, 
Л + Р < 5.

Припустимо, що Л г 3. Тоді А - група типу і теореми 3.3 і fi- І ,  
М. =■ А х А  6 . Вві аси had . Нехай F - силовська р-підгрупа з 
6, 0 - силовеька•q-niдгруца з G. Оскільки G - скінченна розв’язна 
дноперсивна група, то 6 - Г'П. В - холдівське поповнення Р в 6. Не
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порушуючи загальності можна вважати, що <х>'£ ОСЬ і И} = ОР. Яс­
но, що ХПР - <х>- Оскільки <х> А  X. то В 4 б-Тому 0 - підгру­
па одного з типів 1 - 6  теореми 2.7,. і В > Му*6 . Оскільки б - не- 
дедекіндова група, то за теоремою 0.3 0 не містить ні«груп,шо роз­
кладаються в прямий добуток більше ній трьох неодиничних прямих 
множників і б містить підгрупу А х Н і. Звідси Ми, = і і тому 0 мо­
же бути лише підгрупою одного з тилів 1 , 2  теореми 2 .2 , а значить,
5)1= чг,ч, г - необов'язково р ізні прості чиела.Покладемо ¥ = А^ї>. 
ЯсиюіЮ|> ч, то за попереднім і теоремою 2.2 ЇД  О і 6/ ї скінчен­
на р-група, ізоморфна Р/А. Можливі випадки: І )  0 - циклічна група;
2 ) І> — нещіклічна група.

Випадок І .  У цьому випадку к»>1= ч . <т> - характеристична в В 
і,значить, X характеристична в У, а тому X А в , що неможливо.

Випадок 2. У цьоцу випадку В - група типу 2 теоремі 2.2 і 0 » 
■= <ухх>,.|у|* г . <х>Л<у> « І .  Розглянемо далі два можливих випад­
ки: 2 . 1 ) г - ч ; 2 ,2 ) г 4 ц.

Випадок 2.1. У ньому випадку У = <у> х <х>. В силу відомих ре­
зультатів (див .наприклад,[ЗІ)) баз порушення загальності можна 
вважати, що А А<у> = 0 не є групо Фробеиіуса. Оскільки й * ч 1,то 
0 - иенільпотентиа група, у якої існує елемент а з А такий, шо\аі => 
= р, Са.УІ * І .  Зрозуміло, ак> <я> А У. За теоремою МВкке (див. .на­
приклад, [1 7 ]) А * А і  х <а>, А і  - елементарна абелева група поряд­
ку Рг , А і А №. Для підгруп* X типу 3 террекм 3.1 3 - показник р 
за модулем ч І тої-у Л і X <у> не містить підгруп іШгідта. Звідси 
[Аі,<у>] * І  і  то»# ІА,<у>) « І ,  а значить, у £. Мі, шо неможливо, 
оскільки Й і«  І .  Отже, випадок 2.1 немошшвкГі.

Випадок 2,2- У цьому вилажу при <х>жВ одержимо, що X - ха­
рактеристична в ¥ і тому X А в, то яв так, Отже.іВІ* чг, <х> ф  В, 
|хі* Ч Тоді в силу відомих результатів (див. .наприклад, [1 6 ]) 
І) - <у> )  <я>, <у> - В1, іу( * г . Знову У « АД* у> - характеристичне 
підгрупа з ї  і тому МА в. Оскільки Их * І ,  то У - иенільпотвй»- 
на група.

Припустимо, «о и не є групою Фробеиіуса. Тоді в силу [З і ]  а£А , 
[а ,у ) = І , |в| = р, а е г (У ) < А.Ясно, во 2{У) - характеристична під­
група з У, тому 2 (и ) 4 Т  і  А містить власну неодиничну підгруйу 
я А, допустив# відносно <х>, мо суперечить мінімальності А в X =
» А Х<х>.

Нехай У - група ФробеиІуса.Тоді для буль-яких елементів простих
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порядків а  з А і В в Б [а ,( її 4 І .  В сплу { З І ]  ї  - група Фробеніу- 
са з ненормальним множником 0 , який на може бути неабелевою групою 
порядку дг, Таким чином, випадки І  і 2 неможливі. Тому при о£ » З 
залишається розглянути випадок, коліШ І* д . З в ід с и  О м оі>, і за 
диеперсивністю б Р-4 б , б = Р X <х>. Оскільки X ^ 0, то А «- Р. 
Покажемо, що Д Є г (Р ). ІіЯ сно , г (Р )- і в, А А 2 (Р ) 4 1, 2{ Р ) А X - 
неодинична нормальна в X р-підгрупа. Оскільки А - мінімальна нор­
мальна підгрупа е X, то 2(Р)П  А = А. Зрозуміло, що всі елемента 
порядку р з Р належать А. Звідси <к>> = Ср(х) = Сд(х) = І .  
Оскільки А - мінімальна неметашвслічна підгрупа типу І  теореми 
З І ,  то, за попереднім, ненормальна в в підгрупа X, що містить А, 
може бути лише ненільпотевткою підгрупою типу б теорем« 2.2. Звід­
си Ви* 6 . Покладемо V = В > <х>. Ясно, що V в ВХ, ВАХ * А. У/А = 
В/А і  Х/А і ф/М- рд.Оскільки показник р за модулем д дорівнює З, 
то У/А ~ иільпотеатна група.Звідси X А  О.За лемо» Фраттіні (див., 
наприклад, С173> V = Х2, де 2  * КуС<х>) = <х>> 6*= <х> х ВІ Р ВА» 
в 2А В л  2. Оскільки Мд(«>) » І ,  то В іА А  - І ,  В « А х В і.А  < В, 
В і 4 І ;  Звідси знайдеться-такий елемент порядку р із  В і£  В С Р ,  
який не належить А, що суперечить попередньому. Отже, випадок 4.= З 
приводить до суперечності.

Таким чином, <4. = 2 і тому X - група типу 6 теореми 3.3, за 
твердженням якої X - мінімальна неметациклічна група,що містить 0 , 
і тому X » С. Звідси при X > С X 4 0 . Перша частина теореми до­
ведена. Доведемо ї ї  другу частину.

Необхідність. Нехай 0 ^ 6 .Тоді за попереднім С « А А<х>, )А|= р1, 
Ж "  Ч̂ > р і д -  р ізн і прості числа, р< 3, А х < і%  А  б. Звідси 
А А б , <х > А  б, А -мінімальна нормальна підгрупа з С,<х> - мак­
симальна силовська д-підгрупа. Ясво, що С - група типу б теореми
2.2 і тому р 4 3, 2 - показник р за модулем д, д > 2 .Яс і раніше, 
за теоремою 2^3 б =* РВ, Р - силовська р-підгрупа з б, Б - ї ї  хол- 
лівське доповнення,б - скінченна ненільлотентна дисперсивна група. 
Звідси <х> Є-0 «2 0, 0 - силовська д-підгругіа з б.Оскільки б - роз­
в’язна група, то не порушуючи загальності можна вважати, що б міс­
тить диоперсйвну підгрупу РО. Тоді або РО * РАО, або РО = ОХр. 
Якщо РО = Q-J.jP', то Ра містить С і С АО * <х> А С , що неможливо 
оскільки <*>'•& С: Звідси РО = РА 0 і в б існує підгрупа (і = 
г,Р  А<Х>- Зрозуміло, «о 1ІР) А  Н, Відомо, що ?,{Р)А А / І.  Оскільки 
А - мінімальна нормальна підгрупа як в О.так і в б, і ї{? ) !\  С А С,
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to A £ Z ( P ) .
Покажемо, mo P - метаниклічна група.Дійсно,нехай це на так. То­

ді Р містить мінімальну неметациклічну підгрупу Т, яка за теоремою
2.1 е УЩН[ }-групо», що задовольняє умову теореми 3.3 і мойв бути 
ляше групо» одного а типів 1 - 5  теореми 3,3. Припустимо, яю Т - 
група типу І  теорем* 3,3. Тоді Р містить елемент У ,|У И  р і 
<У>АА = І.Без порушення загальності можна вважати,що Т = А х <у>. 
За попереднім, Т -4 G і 6/Т - дедекіндова група. Покладемо У » 
» Т S <х>. Тоді и/Т-а 6/Т І ,  значить, U л  в. За теоремою Машке 
(див..наприклад, С і? )) , не порушуючи загальності можна вважати, *о 
<у> ^ U. Оскільки показних р за модулем ч дорівнює 2 .то <у>Д<я> - 
нільпотентна груза. Звідси <у> €. Z (U ), U » <У> * О, де С - харак­
теристична підгрупа a U, Таким чином, С 6 , що не так. Отже, Т - 
не може бути групо» типу 1 теореми 3.3 і всі елементи порядку р 
наложать А Є  2 (F ). Звідси Цц(<х>) = V  чж>) - 1  і тому [Н : 
Пц(<х>)ї = |Н . Оскільки в група* типу 2 теореми 3.3 е нецентральні 
елемента порядку 3, те Т не може бути групо» типу 2  згаданої тео­
реми. НезаН Т група одного з типів 3,4 теореми 3.3. Тоді )?*(= 2, 
т 'д  6 . Т*< А, що суперечить мінімальності А к С. Отже, Т не може 
бути ні групо» типу 3 чи 4 теореми 3.3.

Нехай Т - група типу 5 згаданої теорема. Тоді |А(» 4, ц » З  і 
за теоремою Силова (див. .наприклад, ї іб ) )  {й  ; Нц(<х.>)] * 
» 1 + 3(1 . Звідси 2- - ї  а, О (»od 3 ). Але, очевидно, 31 ^ О (mod 3) 
і тому Т не може бути групою типу б теореми 3.3, Отже, F - мета- 
ннклічпа група.

Покажемо тепер, цо Р*= І .  Нехай це не так. Тоді т (Р * ) ̂  И, 
ж (Р * )С  *„ н (Р ') 4 І ,  «о суперечить мінімальності А » Н. Звідси 
F  - метаиижлічіїй абелева група з не циклічною метациклічнов підгру­
по» m{F) * А і |Аі= р*.Зрозуміло,що Р » <а> х <b>,|ai= p *JW * p f, 
ж(Р> = А = <аР*‘ > х <Ь^> і тому без порушення загальності можна 
вважати, m  JL > О, У > 0, «і. > $ .Покажемо, шо d  * jf ,. Нехай d  >]f . 
Тоді, я* »ijWMO.Pj^» <Afd~f > - неодинична характеристична підгру­
па э P. Tow <a  ̂ > j3 H. Зві леи ч(<й>) *  w(<a?*‘r  >) - характе­
ристичен підгрупа з pt* порядку р. Значить, ч(*а>) < A, ч(«:а>).з В 
S tow  * (<а>) Д С, що суперечить мінімальності А в 0. Таким чином, 
tt шУ . .й в

НехаВ f  > 2. Тоді Р > Pt » <а> х <Ь >, (Ы  ^ р . Зрозуміло, що 
Р4іге може бути підгрупою жодного э т я г і і в  1 - 6  теореми 2 ,2 ,  Тому
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G, ial>|bP| . Тепер для P i,  як і раніше дня Р, *(<а>) Л  С, то 
неможливо. Таким чином, /  < З.Ясно.шо 6  містить підгрупу V = A A D. 
Оскільки С Л D = С Л 0 = <х> ф С, то D ф V і  D - підгрупа одного 
а тинів î - в  теореми 2 .2 .D містить підгрупу М л  б .С ^ Р) = C^{A) = 
* W. Оскільки б - недедекіндова група,то за теоремою 2.3 з'ураху­
ванням того, що б містить підгрупу А ж М, маємо, що М не містить 
підгруп, «о розкладаються в прямий добуток двох неодиничних прямих 
множників. Можливі два випадки: I )  V фі б; 2) V А  6 .

Випадок І .  У цьому вняалку V < б, тому А < Р і ,  значить, J. »
« ^ * 2 ,  V - нені льнотеитна група і тому V - підгрупа типу 5 тео­
рем* 2,2. За попереднім, V *= С і тому D = <х> = 0, jx|= р^. При­
пустимо, m fi > І .  Тоді <гх̂ > ê  2 (б) і в б існує підгрупа К »
= <а> х <’\Ф> ж <х̂ >, яка не може бути підгрупою жодного з типів 
1 - 6  теореми 2.2. Звідси K 4 G ,  <а> х <і/> = Рі - силовська р-
підгрупа з К і тому P j.4  б. ftt і  раніше для Р*. w(<a>) А с , що
неможливо. Отже, £= І  і  6  - група типу І  теореми.

Випадок 2. У цьому випадку [У^Р] C V A P  = А. Зрозуміло, що 
СР,сх>] =Р. To w  РСА і,значить, А = Р і б « PAD - V- Оскіль­
ки підгрупа D кожного з типів 4,6 теореми 2.2 містить підгрупу М,
що розкладається в прямий добуток двох неодиничних множників, то 
D не може бути підгрупою ні типу 4, ні типу 6  згаданої теореми. 
Якщо припустит*, ио <х> A  D, то 0-4 б, що неможливо. Отже, 
<х> ф Б - недедекінвова група і тому D не може бути ні підгрупою 
типу І ,  ні підгрупою типу 3 теореми 2 .2 . Якщо D - підгрупа типу 5 
теорема 2.2, то JMi= q, D = G, Û*= ї ,  що неможливо. Значить, зали­
цяється вмидок, коли D - група типу 2 теореми 2.2. Тоді (Щ- qr, 
0*4 I ,  q і г - р ізн і прості числа, Відомо [16 ], що D = R Х<х>, 
Де №|» г, <х> = 0, іх< * R » <y>,ty»= « V p V r ,  г s  I  (mod q) і 
Б - ненільпотентна група Міпдера - Морено. Покладемо S = PAR.To- 
ді S A G і б = S АО. Припустимо, «о S - нені льнотеитна група. Якщо 
S - група Фробеніуса, то групою Фребеніуса, очевидно, е і підгрупа 
С. Звідси групою Фробеніуса буде і б з ненормальним множником D 
порядку qr. ВідОмо {З І ] ,  що в групі Фробеніуоа D - циклічна група. 
Суперечність;.: Отже/S не в групою Фробені уса. Тоді . без порушення 

, загальності можна вважати, шо (а ,у]...* І  і .значить, a ê Z (5) .Оскіль­
ки 3  - ненільпотентна група, то 2(3) = <а • і тому * а,- л  б, що су­
перечить мінімальності А в б. .Зві дси З - нільпотентна група, ' З = 
=Р х R, і тему 3 - група тигіу 2 теореми. Необхідність доведена,'
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Достатність. Нехай в  - група одного о типів 1,2 розглядуваної 
теореми. Тоді <3 = Т>0, Т « Р х 8 ,|Р| = р1  Д К ІС  (і.г |  ,]ОІ-= Д, р.д, 
г - попарно різні прості числа, г = І  (щоб д ), р А 3, ч 4 2 . Т * 
- в '* [Т .О І, Н>0 * V - підгрупа Міллера - Морено порядку р*д, що 
е мінімальною иеметациклічною групою типу 6 теореми 3.3 (в  групі <3 
типу І  Ц = ф(РЇ, а в групі <3 типу 2 II « Р ). Очевидно,що в - скін­
ченна група, а тому вона локально ступінчаста. Покажемо, ню 44 в. 
Нехай 4-А 6 . Ясно, що (З = ТУ , Щ Ь  и, ГТ.У] = ГИ.УІ * и = V*. 
Звідси и А 0, 6/и = Т/и х У/и - абелева група. Оскільки <3** Т, 
И < Т, то ТДІ - неодиничний Комутант 0/И, що не так. Отже, 4-І 0.

Покажемо,що С - УІІНС І-грува,тобто що при |СА,вЗ| > 2 {А ,В ІЗИ  
і N -А о. Яшо а л в ,  чи В а ів , то покладемо відповідно А - Я,чи 
В - N і все доведено. То*№ в подальшому будемо вваляти, ию А І  0, 
В і  б. Звідси |А[> І , (В] ділиться на добуток трьох простих чисел, 
В < в, В 4 <3' і тому ТЛВ - ОДВ, В с Т, [В  : В ] &

Нехай [В : р ] * І ,  Тоді В * В • Т і ЙН дідитиьоя на добуток 
трьох простих чиселі В групі 0 типу 2 ІТ ]* гр*- і тому в даноьу
випадку 6 мод« бути групою ткну І ,  у якої Т * Р * <а> к «Ь>,

іа !* \Ь| * р*",ІВІ«Ш І= р*. Звідси В - »ациклічна група І тому и (Р ) * 
* * (В ) = <а̂ з. у <ь/>, А С  и {В ) * Я » #<Р)-4 й, «о й треба було до­
вести, тобто в цьому випадку й в УвЦ{ 1 -групою,

Нехай, наиіиець, [В :В } » д. Тоді ,не порушуючи загальності можна 
вважати, ию О £ В  » В>»0 і 6 » Т В .В групі <5 кожного врозгляду* 
ваких типів О - 2-максимальна підгрупа з 0, (і > В > 0 і тому й - 
максимальна підгрупа » В. Звідси А не містить д-елементів і ,  та­
ким чином, А С  Ь. Оскільки Т*» Г, то 0 *0 ,  і п<жяавшн, О » М,
будемо мати, що 0 - УЩ[ ї-група. Достатність доведена, Теорема 
доведена.

Н а с » !  д о к  3.8. Неабелеві метацкклічні УЩН{ ]-груои (} а 
комутантом непростого порядку вичерпуються групами такий типів 
теореми 3.8: 2 ,іа1* В; 3; 4, к Зі 6 - Я; I I ,  Р » група типу 
6 теореми 3,2 , /і < 4; 12; 15; 16.

Доведення безпосередньо випливає в теореми 3.2.

О в я а ч е я н я  3.6 [32]. Група ,у якої нормальні всі неабелеві 
підгрупи, називається метагамільтоново».



Н а с д і д о к  3.9. НеабеЛеві метацдклічні метагамільтонові 
УШН[ ] -групи в  з хошвгтантом непростого порядку вичерпуються група­
ми таких типів теореми 3.2: 2 ,|а )-  8 ; 3; 4, к = <£- 2; 5; б; I I ,
Р - група типу 6  теореми 3.2, § < 4.

Доведення. Необхідність.Зрозуміло,шо б - задовольняв умову нас­
лідку 3.8 і може аут* лиие групою одного з типів згаданого наслід­
ку. Те, що групи 6  кожного з типів 7,8,12,15,їв  із  теореми 3.2 е 
мета гамі льгоновійіи, випливає із  робіт {20 - 22], Необхідність до­
ведена .

Достатність. Всі трупи розглядуваного наслідку е в силу наслід­
жу 3.8 скінченними иільлотентндая! метащпслічшіми ущн{ ]-р-грунами 
з циклічним кому такт ом порядку рг . Звідси Ф(б ' )  Є. г(<3) і  тому в 
силу результатів із  роботи [33] 6  - метатамільтонова група. Дос­
татність доведена. Наслідок доведено.

8 e c . f i  д о к ЗЛО. Метаниклічяі неметагамільтомові УЩН[ ]- 
групи 0 вичерпуються групами таких типів теореми 3.2: 7 - 9 ;  12; 
15; 16.

Доведцння. Необхідність. Нехай досліджувана група. Зрозумі­
ло, що 6  задовольняв умову теореми 3.2 і  може бути групою одного 
з типів І  - 16 згаданої теореми. Оскільки 6  - неметагамільтонова 
група, то іб ’Ь  непросте число.Ході О - метапиклічаа неабелева гру­
па з комутаятсм непростого швидку одного із  типів ї  - 16, що не е 
групою жодного /з типів наслідку 3.9, але є групою, одного з типів . 
наслідку 3.8. Звідси 0 - група одного з типів розглядуваного нас­
лідку. Необхідність доведена.

Достатність доведена в наслідку 3.8. Наслідок доведено.

4. БУДОВА ЩН[ ]-ГРУП І IX  ПІДКЛАСІВ

Л е м а  4.1, В довільній. ЩН[ ]-групі 6 нормальні всі нецикліч- 
ні підгрупи та підгрупи Фраттіні всіх циклічних підгруп, Ненорма­
льними в 3 можуть, бути лише примарні циклічні підгрупи..

Доведення, Нехай <3 - досліджувана група, У - ї ї  підгрупа ! х -
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довільний елемент із  0.Припустимо спочатку, ию Ц - нециклічна гру­
па. Тоді К<к>,иЯ> ї  І,значить, Э  Н{д)-« в. Зрозуміло, що
підгрупа К, яка пороакева всіма підгрупами ІІІх ), для всіх х Із  и 
нормальна в б. Звідси и - Н і N А  6 .

Нехай 1) « <х> - циклічна група, Ясно, ик> при ЦЯ &  { і.р } ,  р 
просте число, Ф(и) А  б. Нехай |Ш ділиться па добуток двох простих 
чисел. Ясш Ь А  б , то ф(и) А  б. Нехай Н 4  б. Тоді {{Ф {0 ),У }]>  І  
і,значить, [ф (и ),0 ] Э м л б .  Зеио, що Ф<Н) - характеристична під­
група з N і тому Ф(1і) А  б. Таким чином, завжди Ф(и) А  б.

Покажемо, мю и - примарна циклічна група. Нехай це не так, тоб­
то И - неиримврна група. Тоді У «= <у> х <г>, ЦЦ і  І ,  \Ц4 І ,  
|[<у>,и]}> І ,  Д<2>,и]|> І .  За означенням Ш [ ]-грув {< у> ,о]Э Н(у), 
Ы (уМ  б , {< г> ,Ц ]Э Ш ї ) А  б. Звідси НСуМ г) *  Умі б, що неможли- 
во, оскільки (І ф  6. Отже, (і - йркшрна циклічна група Лема дове­
дена.

л е м а  4 .2 . Нехай б - Й)і{ ї-іруиа, ию містить підгрупу У “  А х 
к В, А <^б, В 4 1- Тоді А - квазі Центральна підгрупа » б.

Доведение. Нехай б та У взято з умови леми І  X - довільна під­
група З А. Покажемо, со X А) 0. При X ■= І ,  чи X ж А пе очевидно. 
Значить, І  < X < А. Тоді за лемою 4 .І  (X х В ) А  б і  тому (X х 6 )Д 
Л А = X А  б і ,  значить, А - квазі центральна підгрупа з б. Лема 
доведена.

Н а с л і д о к  4.2. Ш лыютеитна Недедекіндова ВД{ ] -група б е 
р-групо», у якої нормальні всі нециклічні підгрупи,

Доведення, Нехай б ^задовольняє умову наслідку,Тоді б задоволь­
няє умову теореми 2.3, за твердженням якої б * Р і  0, Р - неделе- 
кіпяова силовська черніковська р-підгрува з б. У - ї ї  черяіковоь- 
ке холлівське доповнення в б. За лемою 4.2 всі нециклічні підгру­
пи з Р иорииіьні в б. Припустимо, що І) 4 І .  Тоді за лемою 4,8 Р - 
дедеківдова група, шо неможливо, Отже, б - р-група. Наслідок дове­
дено.

Л е м а 4.3. Локально ступінчасті «ейільїіотентиі УІНГ І-труНК б 
вичерпуються групами ШмІлта типу б * ('20 ; Р - сшювоъка р-иід-
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груда з G, О - еиловська q-підгрупа э 0 , р і q - р ізні прості чис­
ла, № t £ f ] f o f  , W -  q®\ jl > 0; Ира ІИ  = р ,р & I  (mod q);npaiFt = p7-. 
p  ̂ 3, q > 2 , $ * I ,  2  - показник p за модулем q.

Доведення. Необхідність. Нехай в взято з леми. Тоні G задоволь­
няв умову теореми 2.3 і  може бути я т е  скінченною днсперсивною не- 
нільпотентно» групою топу І  згаданої теореми.Звідси в  містить під­
групу йлідта S и РАО.яка в свою чергу за теоремою 2 . 1  задоволь­
няв умору теореми 3.2 і може бутп л и »  групою одного з типів І  - З 
теореми 3.2. За наслідком 3.4 S е групою розглядуваної леї»!.

Покажемо, що 5 = в- Дійсно, аа дамою 4.2 S л  в. За дамою фрат- 
тін і (д вв ., наприклад, ЇХ7]> G = SB.qe В = N^CO.DflP = Np(Q) = I .  
Очевидно, чо P^G, О = PAD, Sft D = Q A D. Зрозуміло, що ЪЖ  0 і 
тойу за лемою 4.1 В - примарна циклічна q-група, у якої $ (D )^  в 
Звідси В *  <г>, <у> >  0, 0 4 в . у*£ . Z(G). Тоді Q ф. <у%. Звідси 
0 ш <у> і тому В = 0, 6  - S. Необхідність доведена.

Достатність доведена в наслідку 3.4. Лема доведена.

Т е о р е м а  4.1. Локально ступінчасті ЩН£ ]-груни б е черні- 
ковсьювві групами, у якихЧ6 ’(£{і>.Р1|> lG :Z {0 )J с  |pl*q.pq|. р і 
q - не (Збов'язково р ізн і прості«Числа та вичерпуються групами 
таких типів;- ■

1) 0  = <а>А<Ь>,іа( = р^ИЫ я р * .І>  І , р >  0 , (а ,Ь ] = а ^  ;
2) 0 - <axb>, і&і => 8 , »Ы £. {4 ,8 }, |<а>л<Ь>{ = 2, i>l ab => а*1 ;
3) 6  «= С і  0,0 - неодинична локально циклічна 2-rpyna,Q - гру­

па кватериіонів порядку 8 ;
4) G - (0  х <а>) X <b>, G - локально циклічна р-групн, чи група 

кватераіоиів. порядку 8 ,[а ,Ь ] = с 4.С, |с|= p,)at= ib( = p,[C,<b>] = I ;
5) в » (<а> х <b>)<x>,(af = ixi= 9, l&ie 3 , [a,x ] *- b, [b ,x ] =» a*= 

- X® ;'
6 ) G » (<a> x <b>)<X>, }at =ib|= pt|= 4, [n .x ] * аг , [b .x ] «ж1* 

* а1 Ьг ;
7) G = (<a> x <b>)(<x> x <ry>), [ft|=|bl= 4, a%> x*"= Ea.yJ ,  a*bL »

=.ta.x] = [b ,y j ,  Ф~= у г= [b ,x l;
8) G -- P A 0, P - силовоька р-підгрупа- a G, Q - силовська q-під­

група 3.G, p i q - різні прості числа,|Pt£.{p,p^}, |Q|= q f> > 0; 
при jP| - p, p ;  I  (mod q); при (P|-» p£,p 4 3, q > 2,^= Г, -Й - по­
казник p за модулем q.



Доведення. Необхідність. Нехай в взято а теореми.Тоді б задово­
льняє умову теореми 2.3, за твердженням якої б - черніковська роз­
в'язна иедедекіндова дисяерсивна група, для якої можливі випадки: 
І )  б - скінченна ненільсотентна група; 2 ) б - нідьпотентяа група.

Випадок І .  У цьому випадку б задовольняє умову леми 4.1, за 
твердженням якої 6  - група типу 8 теореми.

Випадок 2. У цьому випадку б задовільняє умову наслідку 4.1, «а 
твердженні»« якого б - р-група а нормальними вешпслічними підгрупа­
ми. З опису цих груп {34,35} одержимо, «о б - група одного а типів
1 - 7  теореш.

Зрозуміло, що групі б кожного з типів 1 - 8  б і 2(6) мають 
т і ж властивості, які вказані в початковому формулюванні теореми. 
Необхідність доведена.

Достатність. Нехай б - група одного а типів X - 8  теореми. Зро­
зуміло, що б - недедекіияова локально ступінчаста група, йокалемо, 
що б - 1їїН[ }-група. Дня груп б типу 8  це доведемо в  наслідку 3.4. 
Тому в подальшому будемо вважати, ею б - иільаотентна р-грут од­
ного з тинів 1 - 7  теореми.

Зрозуміло, що в  сяду [34,35] кожна аецяклічна Підгрупа з б нор­
мальна. Нехай (£а,ВЗ|> і .  Покажемо, що СА.В] & Н А  б. Аіюо А 4  б, 
чи В -гі б, то покладемо відйовідяо А * Н.чи В * N і асе доведено. 
Тому А 4  0, В б ,  В < б, В і  б ' І В - циклічна тр у ї» . Вено, «о 
Й >  рг . Оскільки !б ї$  р* і В  * <«>, то, як відомо, а ?Й .2 (б ), В
силу вибору А та В  А =» <и̂ >. Звідси при іб ^  р маємо,що А <£.2(6),
їх? не так. Тоді Н#* рг . Зауважимо, що в групах б кожного з типів
5 - 7  п * £  2 (6 } І тому А А б, що не так, а я. групах б кожного з 
типі» 1,3,4 ібУ* р. Отже, в подальшо^ б може бути дише груною ти­
пу 2 теореми. Оскільки <и> *= В ^  б, то <и> співпадає з однією з 
підгруп <Ь>» <{аЬ)*>. Дійсно, а «= а‘ Ь?, Ь^аЬ » а*1.Звідси йрй зар-
нодщг 1  а**, а** Ьг$ Є  <а^>, ори непарному і іД= Ьг? . Оскільки
<ае>-4 б , їм » г (б ), то А « <и*> А  б,що знову веможлйво. Отже, б - 
8й ї }-груйа. Достатність доведена. Теорема доведена.

Н а с л і д о к 4.2 .Нехай б - локально ступійй&ста нОдедекіндо- 
ва група. Тоді справедливі такі твердження: -

І )  будь-яка ШНГ ]-груня є групою з нормальними нециклічниш 
підгрупами;

-  $6
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2 ) існують неперіодичні мегациклІчні групи б та скінченна група 
б а нормальною сняЬвською 2 -пілгруною, ізоморфна групі кватериіо- 
нів порядку 8 , у яких нормальні всі нотіиклічні підгрупи І б' - не 
ШЙ 3-група;

3)  для довільної р-групи б наступні умови еквівалентні:
а ) б - ШНГ З - група; 0 } б - група в нормальній« нецяклічниии 

підгрупами.

Доведеьяя. Нехай б задовольняє умову наслідку. Тоді твердження 
І  випливає в леми 4.1, В силу [34,35] серед груп з нормальними не- 
цнклічнимк підгрупами Є групи таких типів: б » <а> А <Ь>, іа( = 4,

(Ь| и іа> , іГ4аЬ = а*1, І група ВЬиі дта б «* Р А <Х>, у якої Р - група 
кватерніонів порядку 8 , які ввдвяекіндові. За теоремою 4.1 «сазані 
тяли груп не може бути ІІН[ ]-групов. Цим твердження 2 доведено. В 
силу [34,35] група кожного з типів 1 - 7  теореми 4.1 є групою, у 
яко ї.всі нецкклічні підгрупи нормальні. Це й доводять твердження З 
наслідку. Наслідок доведено.

Т е о р е м а  4.2. Класи Н-, ВЙІ[ )- , ШН( 3- груп співпадають 
в класом дедеківдових груп.

Доведення. Необхідність. Якщо б - Н-груиа, то за лемою 2.2 б - 
дедеяівдова група. Нехай б - ШН[ )-група, чи б - ШН( ]-груіи і X - 
будь-яка ї ї  підгрупа. Покажемо, що X А  б. Якщо X = б, чи X =* І ,  
то це очевидно. Тому далі І  < X < б. Припустимо, що X ^  6 . Тоді 
за лемою 2.1 б - ШНГ З-група, для якої справедливе твердження ле­
м і 4Л- Звідси X ■* <х>,|хі= у К і  > 0, їм  ЩН( З- груп б
(<х?>,<зоІ З  Н А  б 1 тої^ <*>> N. шо не так.

Нехай 6  - ЩНС )-група Позначимо через 2 перетин всіх нормаль­
них підгруп З 6 , які містять <х>. За вибором 2 > <х>. Ясно, що 

/[<х>,23/ > І  і тому за означенні» ШН[ )-груп 1<ж>,2) 9  N 4  б.Звід ­
си N < 2, що неможливо за вибором 1. Отже,завжди X А  б і тому б - 
дедекіндова група. Необхідні сть доведена. Достатні сть очевидна. 
Теорема доведена.
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