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М .М . Семко

Будова груп з деякою умовою щільності нормальності 
для підгруп
(Предст авлено академіком НАН України А.М. Самойленком)

Groups characterized by the density of normality o f their subgroups are considered. For these 
groups, there exist a normal subgroup N and subgroups A and В such that A ^ B. Eight 
distinct definitions of normality are introduced and, for each of them, properties of groups are 
studied. Two classes of locally graduated groups of such a kind are described.

У багатьох роботах (див., наприклад, літературу в [1, 2]) вивчалися групи, в яких певна 
властивість V підгрупи групи G є щільною в групі G. Властивість V підгрупи групи G 
називається щільною в G, якщо для підгрупи А з підгрупи В  групи G  існує підгрупа N  із 
властивістю V така, що А ^ N  <  В . В даній роботі також розглядаються групи з деяки­
ми умовами щільності нормальності для підгруп. В пункті 1 роботи наведені результати, 
які суттєво використовуються при доведенні основних результатів. Пункт 2 присвячений 
повному опису локально ступінчастих УЩН[ ]-груп.

1. Означення 1. Нехай G -  група, А та В  -  її  підгрупи, А ^ В  Відрізком (інтервалом) 
[А; 13] ((А: В ))  називається множина всіх тих і тільки тих підгруп X  із G, для яких А ^ 
X  ^ В  (А < X  < В ).

Півінтервалом (Л; В] або [Л; В )  називається множина всіх тих і тільки тих підгруп X  
із G, для яких Л < X  < В  або Л ^ X  < В .

Означення 2. Модулем відрізка |[Л;В]| називається число його елементів.
Означення 3. Нехай у групі G для будь-якого відрізка [Л; В] існує нормальна підгрупа 

N  із G  така, що: 1) при |[Л;В]| >  1: 1.1) N  Є [А; В]; 2) при |[Л;£]| >  1: 2.1) N  Є (А\В]\ 
2.2) N  Є [Л ;В ); 2.3) N  Є [Л ;В]; 3) при |[Л;Б]| >  2: 3.1) N  Є (Л ;В ); 3.2) N  Є (Л ;£ ]; 3.3) 
N e  [Л ;В ); 3.4) АГ є  [А; В].

Тоді G називається відповідно: Н-, ЩН( ]-, ЩН[)-, ЩН[ ]-, УЩ Н ()-, УЩН( ]-, УЩН[)-, 
УЩН[ ]-групою.

Теорема 1. В  недедекіндовій  локально ступінчастій УЩН[ ]-групі ненормальними 
підгрупами U м ож ут ь бути лише власні підгрупи одного з  типів: 1) U -  циклічна підгрупа 
порядку р а , а  > 0 ,р  -  довільне просте число, Ф(Ф (£/)) =  М  < G ; 2) U -  група порядку pq ,p  
і q -  н ео бо в ’язково різні прості числа, М  =  Е  < G ; 3) U -  група кват ерніонів порядку
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8, Ф(С/) =  М  < G ; 4) U -  циклічна підгрупа порядку p a q ,a  > 1,р і q -  р ізн і прості числа, 
М  ^ U ,M  < G,\M\ = p a ~l q; 5) U =  (х) X (у), |яг| =  р А, А >  1 , \у\ =  р ,р  -  довільне 
просте число, [(ж), (у)] ^ (хрА~1), [U : U'] > 4, кож н а підгрупа з  U порядку р 2 містить 
U', (хр) х (у) =  М  < G ; 6) U =  R  X (x ) ,R  -  елементарна абельова мінімальна нормальна 
підгрупа в U порядку г7 > 2,\х\ =  р ß, р і г -  р ізн і прості числа, 7  Є {1 ,2 ,3 } , ß  > О,
7  +  /? > 2, (х) -  максимальна підгрупа з  U, U' =  R , R x  (хр) — М  <G, при 7 > 1  7  +  /? < 5.

Теорем а 2. Н едедекіндова локально ступінчаста УЩН[ ]-група G мас скінченний 
комутант, не має підгруп, що розкладаю т ься в прямий добут ок більше н іж  трьох нео­
диничних прямих множників, і є черніковською  дисперсивною групою одного з типів: 1) G 
-  скінченна ненільпот ент на група; 2) G -  скінченна нільпотент на не більше н іж  біпри- 
марна група; 3) G мас центральну квазіциклічну р-підгрупу R , для я к о ї G /R  -  скінченна 
дедекіндова група.

Теорем а 3. М етациклічні УЩН[ ]-групи G вичерпуються групаочи типів: 1) G — 
(а) х (Ь); 2) G =  (а) X (6), |а| =  2“ , |6| =  2?, а  Є {2 ,3 } , ß  > 0, Ь~гаЬ =  а -1 ; З) G =  (а) X (6), 
|а| =  8 , |6| =  2й, ß  >  0, Ь~1аЬ =  а 3; 4) G =  (а) X (6), |а| =  р“ , |6| =  р&, b~^ab =  а 1+р*, р* > 2,
0 < а - к  < 3, a - к  ^ к < а ,  a - к  ^ ß ; 5) G =  {а)(Ь) =  (b){d), |а| = р а , |6| |d| = P a ~l ,
(а) П (b) =■■ (6) П (d) =  1, b~lab =  a l+”a' 2, p“~2 > 2, 2 < ) , |a| =  8,
|6| =  2$, ß> 1, |<a> П (6)| =  2, b -'a b  =  a " 1; 7 =  (a)(6), |a| =  16, |6| — 2^, Є {2 ,3 ,4 } ,
|(a) П (6)| =  2, 6- 1a6 =  a " 1 ; 8) G = (a){b), |a| =  |6| =  16, |<a) П (6)| =  2, =  a3; 9)
G — (a)(b), |a| =  16, |6| =  2ß , |(а)П(6)| =  2, ß e  {3 ,4 } , Ь~гаЬ =  a7; 1 0 )G  =  P x D ,  Р  -  група 
кватерніонів порядку 8, D -  скінченна абельова метациклічна група; 11) G — Р  х D, Р  -  
силовська р-п ідгрупа G, \D\ — q, р і q -  різні прості числа, Р  -  група одного з наступних 
типів розглядуваної теореми: 2, |Р'| =  2; 4, \Р'\ — Р> б, ß  < 4; 12) G — (а) X (b), ja| =  рг, 
р і г -  н еобов ’язково різні прості числа, \b\ =  q13, ß  > 0, р  =  l(m odq), г =  l(m odq), 
[(a), (6)] =  (a), bQ Є Z (G ); 13) G =  ((а) X (b)) x (z), \a\ =  p  -  непарне просте число, |6| =  qß, 
ß  > 0, p  =  l(m odq), [(a), (b)] =  (a), \z\ Є { l , r } ,  r  -  прост е число, Ф(Ф((6))) < Z (G ); при 
\z\ =  r bq Є Z (G ); при \z\ =  p  ß  <  3; Ц ) G =  (a) X (b), \a\ =  p  > 5, |6| =  qr, q і r  -  різні 
прості числа, p  =  l(m odq), p  =  l(m odr), [(a), (b)] =  (a), C ^ ((a ))  =  1; 15) G =  ((a) x (z))(b), 
ja| =  p -  непарне просте число, (z)(b) -  група кват ерніонів порядку 8, b~l ab =  а -1 ; 16) 
G =  (а) X ((b) X (z)), |а| =  р  -  непарне просте число, |6| =  qß, \z\ =  q, ß  > 2, p  =  l(m odq),

[(o)i{&)] = ( a ) > = i a > z ] =  IM = b q ß ~ \

Т еорем а 4. Локально ступінчасті УЩН[ ]-групи Ш мідта мають вигляд G =  Р  X Q, 
де Р  -  нормальна в G силовська р-підгрупа порядку р а > 2, а  Є {1 ,2 ,3 } ,  G' =  Р , Q -  
ненормальна циклічна силовська q -підгрупа з G порядку qß, ß  > 0, р і q -  різн і прості 
числа, Р' =  Ф(Р) ^ Z (P ), |Ф(Р)| =  р А, А Є {0 ,1 } , a  — А -  показник р за  модулем q,
Ф (Р) х Q -  максимальна підгрупа з G, Z(G) — Ф(-Р) х Ф((5) та вичерпуються групами 
типів: 1) Р  -  група кват ерніонів, q =  3 > ß ; 2) exp(Р) =  ІФ(-Р)| =  Р >  3, q > 2 ,ß  =  1 ;
3)Р  -  елементарна абельова група, при a > l a  +  ß < 5 .

Теорема 5. Л окально ступінчасті мінімальні неметациклічні УЩ Н[]-групи G мають 
вигляд G =  А Х , де А — (а, Ь) -  нормальна в G р  -підгрупа, а Ф I, X —q-група, р  i q  -  прості 
числа та вичерпуються групами типів: 1) |G| =  р 3, ехр((7) =  р\ 2) А =  (а) х (b), X  =  (х), 
|а| =  |ж| =  9, \Ь\ =  3, [а, ж] =  Ь, [Ь, х] =  а 3 =  х 6; 3) G =  А х X , А -  група кватерніонів 
порядку 8, \Х\ — 2; 4) А -  група кватерніонів порядку 8, X  =  (х), |ж| =  4, (х2) =  Ф(-4), 
X  =  Z (G ); 5) А — (а) х (b), X  =  (х), |а| =  |6| =  |ж| — 4, [а,х\ =  а2, [Ь,х] =  х 2 =  а 2Ь2; 
6) G =  А X X  -  група Ш мідта типу 3 теореми 4, І^І =  р 2,\х\ Є {q, q2} ;  7) G =  А X 
X  -  група Шмідта типу 1 теореми 4, А -  група кват ерніонів порядку 8, |ж| Є {3 ,9 } ;
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8) G =  A X X , A =  (a) x (b), |a| — [6| =  p  -  непарне прост е число, X  =  (ж), |ж| Є {q, q2},
p =  l(m odq), [(a), (ж)] =  (a), [(6), (ж)] =  (6), (bq) =  Z {G ); 9) G =  A \  X , A =  (a) x {b),
|a| — \b\—p -  непарне прост е число, X  — {ж), |ж| =  q@,ß > 2, p  =  l(m odq), [(a), (ж)] =  (a),
[(6), (ж)] =  (b), (bq) =  Z (G ), А -  квазіцент ральна підгрупа з  G ; 10) G =  А \  X , \A\ =  p -
непарне прост е число, X  =  (x ) \ { z ), |ж| =  q2 \z\ =  q -  непарне прост е число, р  =  l(m odq), 
[А, (ж)] =  A, [x,z] =  x q, С х{А ) — (xq) х (z ); 11) G -  квазіциклічна р-група.

Т еорем а 6. Нехай G -  локально ст упінчаста УЩН[ ] -група з  мінімальною немета- 
циклічною підгрупою С . Тоді в G нормальні всі підгрупи, що ст рого містять С. В сі 
локально ступінчасті групи G з  ненормальною підгрупою С  вичерпуються групами та­
ких типів: 1) G — Р  X Q, Р  =  (а) х {b), |a| =  |6j — р 2, \Q\ — q, р  і q -  різн і прост і числа, 
Ф(Р) X Q -  ненільпот епт на група М іллера -  Морено, р  ф 3; 2) G =  (R  х Р )  X  Q, |Д| =  г, 
\Р\ =  р2, IQ! — q, г , р  і q -  попарно різн і прості числа, р ф 3, q ф 2, r  =  l(m odq), R \ Q  і 
P \  Q -  ненільпот ент ні групи М іллера -  Морено.

Теорема 7. Л окально ступінчасті недедекіндові ЩН[ ]-групи G вичерпуються гру­
пами таких типів: 1) G — (а) X (b), |a| =  pa ,\b\ ~  р@ ,а > l , ß  > 0, [а ,Ь] =  ара г; 2) 
G =  (a)(6), |а| =  8, J6| Є {4, 8}, |(а) П (6)| =  2, 6_1а6 =  а“ 1; 3) G =  С  х Q, С  -  неодинична 
локально циклічна 2-група, Q -  група кват ерніонів порядку 8; 4) G =  {С  х (а)) X (6), С  -  
локально циклічна р-група, або група кват ерніонів порядку 8, [а, 6] — с Є С,\с\ =  р , |а| =  
|6| -- р,[С,(Ь)] =  1; 5) G — ((а) х (Ь))(х), |а| =  |а;| =  9, |6| =  3, [а, ж] =  6, [6, ж] =  а3 — ж6; 
6) G — ((а) х (6))(ж), }а| — |6| =  |ж| =  4, [а,ж] =  а2, [6,ж] =  ж2 =  а262; 7) G =
((а) х (6))((ж) X (у)), |а| =  |6| =  4, а2 =  ж2 =  [а,у],а262 =  [а, ж] =  [6, у], б2 =  у2 =  [6, ж];
8) G =  Р  X Q ,P  -  силовська р-п ідгрупа з G, Q -  силовська q -підгрупа з  G, р  і q -  різні 
прості числа, jP| Є {p ,p 2},\Q\ =  q^ ,ß  > 0; при |Р| =  p  p =  l(m odq); при |P| =  p2 
p ф 3, q > 2, ß  — 1,2 -  показник p за  модулем q.

Теорем а 8. Класи Н-, ЩН[ ) - ,  Щ Н( J -груп збігаю т ься з класом дедекіндоеих груп.
2. Теорем а 9. Н едедекіндові УЩН[ ] -групи G з  комутантом порядку р  (р -  просте 

число) мають вигляд G =  C F ,C  -  локально циклічна р-група, або група кват ерніонів 
порядку 8, [С ,F] =  I, F  =  (Q х (a)) X (6), [а ,6] Є (с) =  G' — F 1 <  Q — (u ,v ), |с| =  
р , та вичерпуються групам,и таких типів: 1) G =  F  =  (Q X (6)) х (a), Q — (c),j6j =  
q * ,ß  > 0, |а| Є {1, г*}, р  і q -  різні прості числа, р  =  l(m odq), bq Є Z (G ); при а ф 1 
bq Є Z(G); при |а| =  p  ß  <  3; 2) G =  F  — Q X (6), \Q\ =  p,\b\ =  q r ,p ,q  і r  -  попарно 
різні прості числа, р =  l(m odq), р  =  l(m odr), C^)(Q) =  1; 3) G =  F  =  Q x (a), Q =
(■и) X (v), ju| = pA, A > 1, |v| =  p7, 7  > 0, [и, v] =  с — upA l , |a| Є { l , r } , r  -  просте число;
4) G =  С  x P, С  -  локально циклічна 2-група, \С\ > 2, F  = Q х (a), Q -  група кватерніонів 
порядку 8, |а| Є { 1 , г } , г  -  просте число; 5) F  =  Q х (a), Q =  ((с) х (и)) X (v), [u,v] =  с Є С, 
М ^ {PiP2}i\v\ Є ІРіР2}Аа \ ^ “ просте число, \С'\ • |а| • |г>| Ф 32; при а ф lj?i| =
|v| =  р; 6) G — F ,Q  — (и) X (v), |a| =  pA, A > 1, |v| =  |a| =  |6| =  p , [a, v] =  [a, 6] =  с =  upA 1, 
[Q, (6)] =  1; 7) Q =  ({c )x (u ))\ {v ) , |tt| =  |v| =  |c| =  |a| =  |6| =  p,\u,v\ =  c =  [a, 6], [Q, (6)] =  I.

Теорем а 10. Л окально ступінчасті мет агамільт онові УЩН[ J -групи G з  нецикліч- 
ним комутантом вичерпуються групами таких типів: 1) G =  (Р Х (ж )) х (z), Р  -  елемен­
тарна абельова група порядку р 2, |ж| =  q8,ß  Є {1 ,2 } ,р  і q -  різн і прості числа, Р  X (ж) -  
ненільпотептна група М іллера -  Морено, \z\ Є { 1 ,г } ,г  -  просте число; при \z\ — r ß  — 1;

' 2) G =  (((а) х (6)) X (ж)) х (z), |a| =  |ж| =  9, |6| =  3, [а, ж] =  6, [6, ж] =  a3 =  ж6, \z\ Є {1, г*} ,
З Ф г -  просте число; 3) G -  група порядку р А з  абелевим нецентралъним комутантом  
типу {р ,р ),р  -  непарне прост е число; 4) G =  ((a) х (6))Х(ж) |а| =  |ж| =  р2, \Ь\ =  р  -  непарне
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просте число, [a, rc] =  6, [6, ж] =  osp,0  < s < р ; 5) G =  ((а) х (6)) X (ж), |а| =  |6| =  р 2, |ж| =  
р, [а, ж] =  ЬР, [6, ж] =  a spbtp, 0 <  s <  р, 0 ^  t <  р; при р > 2 t2 +  4s -  неквадратичний лишок за  
модулем р ; при р  =  2 t — s =  1\ 6) G = А \  (ж), А =  (а) X (6), |а| =  |6| — р2, |ж| =  р -  непарне 
просте число, [а, Ь] =  ар, [а, ж] =  б*5, [6, ж] =  1; 7) G =  Л X(ж), А — (а)Х (6) |oj =  |6| =  р2, |ж| =  
р, [а, 6] =  оР, [а, ж] =  ЬР, [6, ж] =  a spbip, 0 < s < р, О ^ < р; при р > 2 £2 +  4s -  неквадрат ич­
ний лишок за  модулем р ; при р  — 2 s =  1; 8) G =  (((а) х (6))(ж)) х (z ) |а| =  |6| =  |ж| = 4, 
\z\ Є { l , r } , r  -  прост е число, [а, ж] =  а2, [6, ж] =  ж2 =  а 2Ь2; 9) G =  (((а) х (Ь))((ж) х (у))) х (z), 
N — \Ц =  4, а 2 =  ж2 =  [а,р],а262 =  [а, ж] =  [6, р],62 — у2 — [6, x],\z\ Є { l , r } , r  -  просте 
число; 10) G — (а )М ,М  — ((c) х (6)) X (ж), |а| =  |6| =  р2, |с| =  |ж| =  р -  непарне про­
сте число, [а, Ь] =  ж, [Ь, ж] =  с, (с) х (ЬР) =  Z (G ), [а, ж] =  сєЬР,0 <  є <  р,аР  =  с1+єі6*р,
0 ^ < р, есг елементи порядку р з  G належ ат ь G', всі метациклічні підгрупи з  G абелеві;
11) G =  (а)М , |а| =  4, М  =  ((а2) х (6)) X (ж) |6| =  |ж| =  4, [а, 6] =  ж2, [6, ж] =  а 2Ь2 Є Z{G ), 
[а ,ж] =  Ь2ж2; 12) G =  (а)М , |а| =  р2,М  =  ((ар) х (6))Х(ж ), |6| =  |ж| —р 2,р  -  непарне просте 
число, [6, ж] =  a spbtpx lp, 0 < s < р, 0 < t < р, 0 ^ / <  р, [а, 6] =  хр, [а, ж] — Ырх кр, 0 <  / < р,
О ^ к < р, неквадратичними лишками за  модулем р  є числа: £2+4/s,/2 +  4/, &2-f-4s; всі еле­
менти порядку р  з  G належ ат ь G', всі метациклічні підгрупи з G абелеві; 13) G — РХ (ж )
-  група Шмідта, Р  -  група кват ерніонів порядку 8, |ж| Є {3 ,9 } ;  14) G  =  Р  X (ж) -  група 
Шмідта, |Pj =  р3,ехр(Р) =  р, |ж| =  q; 15) G — Р  X (ж), |Р| =  ра,а  Є {2 ,3 } , |ж| =  q^ ,ß  Є 
{2 ,3 } , а  +  ß  <  6 ,Р  X (ж9) -  ненільпот ент на група М іллера -  М орено, а  -  показник р за  
модулем q; 16) G — Р  X (ж) -група Фробеніуса, Р  -  елемент арна абельова група порядку 
р а , а  Є {2 ,3 } , |ж| =  q r ,p ,q  і г  -  попарно різн і прості числа, а -п ок азн и к  р  за  модулем q і 
дорівнює показнику р за  модулем, г.

Теорема 11. Нільпотентні немет агамільт онові УЩН[ ]-групи G вичерпуються гру­
пами таких типів: 1) G =  ((a)(6)) X (z), |a| =  8, |6| =  2@,ß Є {2 ,3 } , |(a) П (6)| =  \z\ =  2, 
b~l ab =  a—1, [6,z] =  1, [a, z] Є (a4); 2) G ~  ((a) x (6))((ж) x {z)), |a| =  \x\ =  9, |6| =  \z\ — 3, 
[a, ж] =  6, [6, ж] =  a3 =  ж6, [6, z] =  1, [a, z] Є (a3); 3) G =  ((a) X (6)) X (ж), |ж| =  p, |a| =  p2, |6| =  
p f> ,ß >  2, [a, 6] =  a”, [a,x] =  =  1; 4 (a)(6), |a| =  16,|6| =  2^/3 Є {2 ,3 ,4 } ,
|(a) П (6)| =  2, 6_1a6 =  a " 1; 5) G =  (a)(6), |a| =  16, |6| =  2^,ß Є {3 ,4 } , |(a) П (6)| =  2, 
Г га6 =  a7; 6) G — (a)(6), |a| =  |6| =  16, |(a) П (6>| =  2, б^аб =  a3; 7) G — ((a, 6)) X (ж), 
|a| =  Щ — |x| =  4, (a, 6) -  група кват ерніонів, [a, ж] =  a2, [6, ж] =  a ; 8) G =  U \  X , U -  
циклічна група, чи група кват ерніонів порядку 8, \U\ > 2, X -  група кват ерніонів порядку 
8, [U,X] ^ w{U); при U' =  1 [U,X\ =  w{U); при U' ф 1 [U,X] =  I ;  9) G =  ((a) X (6))(ж), 
|a| =  8, |ж| =  4, |6| =  2, [a, 6] =  ж2 =  a4, [a, ж] =  6, [6, ж] =  1; 10) G =  ((а)(6))(ж), |a| =  |6| =  8, 
|ж| =  4, ((a)(6)) П (ж) =  (а) П (6) =  (a4), 6_1a6 =  а -1 , [а, ж] =  62, [6,ж] =  a262.

Теорема 12. Л окально ступінчасті ненільпот ент ні немет агамільт онові УЩН[ ] -  
групи G вичерпуються групами таких типів: 1) G =  (a) X (6), |а| =  р г ,р  і г  -  не­
о б о в ’язково різн і прості числа, |6| =  q^ ,ß  >  0 ,q  -  прост е число, р  =  l(m odq), г =  
l(m odq), [(а), (6)] =  (a), Z(G) =  (б9); 2) G — ((а) х (6))(ж), |а| =  р -  непарне просте 
число, ж_1аж =  а- 1 , (6, ж) -  група кват ерніонів порядку 8; 3) G =  (а) X ((ж) X (z)), |а| =  р — 
непарне просте число, |6| =  q@, ß  > 2, \z\ =  q -  прост е число, р  =  l(m odq), [(а), (ж)] =  (а), 
[а,ж9] =  [а,2г] =  1, [ж,z] ~  x qß 1; 4) G =  ((а) х (6)) X (ж), |а| =  |6| =  р -  непарне про­
сте число, |ж| =  qP ,ß  <  3, [(а), (ж)] =  (а), [(6), (ж)] =  (6), Z(G) =  (ж9), р =  l(m odq);
5) G =  ((а) х (6)) X (ж), |а| =  |6| =  р -  непарне просте число, |ж| =  q@,ß >  2, [(а), (ж)] =  (а), 
[(6), (ж)] =  (6), Z(G) =  (ж9), р =  l(m odq), (а) х (6) -  квазіцент ральна підгрупа з  G ;
6) G =  (а) X ((ж) X (z)), |а| =  р — непарне просте число, |ж| =  q2, \z\ =  q -  непарне просте 
число, р ~  l(m odq), [(а), (ж)] =  (а), [а,ж9] =  [a,z] =  1, [ж,z\ =  ж9; 7) G — ((а) х (6)) X (ж),
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М =  Н =  р 2,р  -  просте число, р  ф 3, |ж| =  q -  прост е число, 2 -  показник р за  модулем q, 
((аР) х (№)) X  (х ) -  ненільпотептна група М іллера -  М орено; 8) G =  (R  x P ) X (x), 
|i?| =  r-, |jP| =  p2,\x\ =  q ,p ,q  і r  -  попарно різн і прості числа, р  =  l(m odq), 2 -  показ­
ник р  за  модулем Я, Я > 2, R \  (х) і Р  X (х) -  ненільпот ент ні групи М іллера -  М орено;
9) G — ((а) х (6)) X (х) -  н ен адрозв ’лзна група Фробеніуса, |а| =  \Ь\ =  р -  непарне про­
сте число, jrcj =  qr q і г  -  н еобов ’язково різні прості числа, р  =  l(m odq), р =  l(m odr), 
((а) х (6)) X (хя) і ((а) х (6)) X (хг ) -  мінімальні неметациклічні групи.
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