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ПРО БУДОВУ ОДНОГО КЛАСУ ГРУП З УМОВОЮ ЩІЛЬНОСТІ 
НОРМАЛЬНОСТІ ДЛЯ НЕПЕРІОДИЧНИХ НЕАБЕЛЕВИХ 

ПІДГРУП 

Анотація. Групи з великими системами нормальних підгруп є досить 
давнім об’єктом дослідження у теорії груп. Наявність великої кількості 
нормальних підгруп дуже сильно впливає на структуру групи. Наприклад, 
якщо всі підгрупи групи є нормальними, то неабелеві групи з такою 
властивістю мають дуже просту будову, як показують результати робіт [1, 2]. 
Із цих робіт Р. Дедекінда та Р. Бера почалося вивчення довільних груп G, у 
яких деяка система підгруп Σ групи G задовольняє умову нормальності. Цей 
напрямок є одним з важливих в теорії груп. Його головною метою є опис 
узагальнень дедекіндових груп. Одне із таких узагальнень здійснюється 
шляхом звуження системи підгруп Σ, що є нормальними в усій групі. Назване 
узагальнення дедекіндових груп можна знайти в роботах багатьох авторів. 

У 1968 році А. Манн [3] почав вивчати групи, у яких нормальні не всі 
підгрупи системи Σ, а ті групи G, що мають нормальну підгрупу N, 
розміщену між будь-якими двома підгрупами A і B із Σ, де А – власна 
немаксимальна підгрупа з B. У нього Σ – система всіх підгруп групи G. 
Групи, введені А. Манном, С. М. Черніков у 1975 році назвав групами з 
умовою щільності нормальності для всіх підгруп. Він же ввів поняття умов 
щільності для будь-якої теоретико-групової властивості V (доповнюваності, 
субнормальності, майже нормальності і т. д.) системи підгруп Σ [4, розділ 7]. 
Будемо говорити, що група G має щільну систему нормальних Σ-підгруп, 
якщо для будь-якої такої пари підгруп А < B, що А не максимальна в B, існує 
нормальна в G підгрупа N, розташована між А і В, тобто А ≤ N ≤ В. Якщо Σ – 

https://portal.issn.org/api/search?search%5b%5d=MUST=allissnbis=%222524-0102%22&search_id=9373662
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система всіх підгруп групи G, то одержуємо означення груп з умовами 
щільності нормальності для всіх підгруп (УЩН[ ]-груп). Локально 
ступінчасті такого роду описані у роботах [5 – 14]. 

Будемо говорити, що неабелева група G має щільну систему 
нормальних неперіодичних неабелевих підгруп, якщо для будь-якої такої 
пари неперіодичних неабелевих підгруп А<B, що А не максимальна в B, 
існує нормальна в G підгрупа N, розташована між А і В, тобто А ≤ N ≤ В 
(УЩН[НН]-група).  

Ключові слова: неперіодична неабелева підгрупа, нормальна підгрупа, 
комутант групи, дедекіндова група, метагамільтонова група, локально 
ступінчаста група. 
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ON THE COMMUTANT OF NON-PERIODIC NON-ABELIAN 
GROUPS WITH A DENSE SYSTEM OF NON-PERIODIC NON-

ABELIAN SUBGROUPS 

Abstract. Groups with large systems of normal subgroups are a rather old 
object of research in group theory. The presence of a large number of normal 
subgroups greatly affects the structure of the group. For example, if all subgroups 
of the group are normal, then non-Abelian groups with this property have a very 
simple structure, as shown by the results of works [1, 2]. From these works of 
R. Dedekind and R. Behr, the study of arbitrary groups G began, in which some
system of subgroups Σ of the group G satisfies the condition of normality. This
direction is one of the important ones in group theory. Its main purpose is to
describe generalizations of dedekind groups. One of such generalizations is carried
out by narrowing the system of subgroups Σ that are normal in the whole group.
The named generalization of dedekind groups can be found in the works of many
authors.

 In 1968, A. Mann [3] began to study groups in which not all subgroups of 
the system Σ are normal, but those groups G that have a normal subgroup N placed 
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between any two subgroups A and B of Σ, where A is a proper is a non-maximal 
subgroup of B. It has Σ – the system of all subgroups of group G. The groups 
introduced by A. Mann and S. M. Chernikov in 1975 called them groups with the 
density condition of normality for all subgroups. He also introduced the concept of 
density conditions for any group-theoretic property V (complementarity, 
subnormality, near-normality, etc.) of the system of subgroups Σ [4, Chapter 7]. 
We will say that a group G has a dense system of normal Σ-subgroups if, for any 
pair of subgroups A < B such that A is not maximal in B, there exists a normal 
subgroup N in G located between A and B, that is, A ≤ N ≤ B. If Σ is the system of 
all subgroups of the group G, then we obtain the definition of groups with 
normality density conditions for all subgroups (USCHN[ ]-groups). Locally 
stepped of this kind are described in works [5 – 14]. 

We will say that a non-Abelian group G has a dense system of normal non-
periodic non-Abelian subgroups if for any such pair of non-periodic non-Abelian 
subgroups A<B such that A is not maximal in B, there exists a normal subgroup N 
in G located between A and B, i.e. A ≤ N ≤ B (USCHN[NN]-group). 

Keywords: nonperiodic non-Abelian subgroup, normal subgroup, group 
commutator, Dedekind group, metahamiltonian group, locally stepped group. 

Постановка проблеми. Якщо Σ – система всіх неперіодичних 
неабелевих підгруп групи G, то одержуємо означення груп з умовами 
щільності нормальності для неперіодичних неабелевих підгруп (коротко 
УЩН[НН]-груп). В даній роботі доведено, що локально ступінчаста 
УЩН[НН]-група з абелевим періодичним комутантом метагамільтонова.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Поняття щільності для 
нормальних підгруп почав розглядати А. Манн [21]. Поняття щільності було 
узагальнено С. М. Черніковим (див., наприклад, [3, розділ 7]). Він же ввів 
поняття умов щільності і строгої щільності для будь-якої теоретико-групової 
властивості V системи підгруп Σ. Зауважимо, що вивчення 
метагамільтонових груп розпочали М. Ф. Сєсєкін та Г. М. Ромаліс [15 – 17]. 
Воно було продовжено В. Т. Нагребецьким [18] та О. О. Махньовим [19] і 
завершено у циклі робіт М. Ф. Кузенного та М. М. Семка [20–31]. 

Мета статті - дослідження будови одного класу груп з умовою 
щільності нормальності для неперіодичних неабелевих підгруп. Доведено, 
що локально ступінчаста УЩН[НН]-група з абелевим періодичним 
комутантом метагамільтонова. 

Виклад основного матеріалу.  
Лема 1. Якщо комутант G' УЩН[НН]-групи скінченний, то він абелевий. 
Доведення. Нехай С G (G' )– централізатор комутанта G' в групі G. Тоді 

С G (G' ) має в G скінченний індекс і тому містить елемент а нескінченного 
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порядку. Нехай підгрупа G' неабелева, p, q і r – різні прості непарні числа і  
А – максимальна неабелева підгрупа із G'. За означенням УЩН[НН]-груп в G 
існує нормальна неперіодична неабелева підгрупа Х така, що: 

А<a 
98

p
9

 q 
9

r 
9

> ≤  X ≤  А<a 8 p q r >.
Очевидно, що фактор-група G/Х є УЩН[ ]-групою. Тоді завдяки 

теоремі 1.2.3 із [14] G/Х – абелева група і тому А = G'. Отже, комутант G' є 
скінченною мінімальною неабелевою групою (групою Міллера-Морено). Но 
тоді завдяки будові груп Міллера-Морено G' має таку нормальну абелеву 
підгрупу D і такі елементи d і b, що підгрупа D є мінімальною нормальною 
підгрупою із G', яка містить елемент d і G' = D< b > (див., наприклад, [4]). 

Розглянемо підгрупу В = D<am b >, де m = 8pqr. Вона є неперіодичною 
неабелевою групою і тому за означенням УЩН[НН]-груп в групі G існує 
така нормальна неперіодична неабелева підгрупа Х1, що:

D<a
2ms

b
2s

 > ≤  Х1 ≤  D<am b >,
де s – просте число, s не ділить m. Фактор-група G/Х1, очевидно, є 

УЩН[ ]-групою, яка містить елемент порядку 8. Но тоді завдяки теоремі 
1.2.3 із [14] група G/Х1 абелева і тому Х1 містить G', що не так. Отже,    
G'– абелева група. Лема доведена. 

Лема 2. Нехай комутант G' локально ступінчастої УЩН[НН]-групи G 
періодична абелева група. Тоді G' є скінченною абелевою групою. 

Доведення. Нехай група G задовольняє умові леми. Оскільки G' – 
періодична абелева група, то враховуючи цей факт, доведення леми можна 
звести до розгляду наступних випадків. 

Підгрупа G' міститься в центрі Z(G) групи G. Неважко переконатися, 
що тоді в групі G існує елемент нескінченного порядку, який не міститься в 
Z(G). Нехай елемент d має цю властивість і b ∉ СG (d). Тоді існує, очевидно, 

таке просте число p, що при довільному i, i = 1, 2, … b ∉ СG (d
ip
). Отже,

групи  В = <d, b >, В1 = <dp, b > і В2 = <d
2p

, b > неперіодичні неабелеві.
Оскільки В' ≤  Z(В), то В2 < В1 < В. За означенням УЩН[НН]-груп в G існує 
така нормальна неперіодична неабелева підгрупа Х, що В2 ≤  Х ≤  В. Так як всі 
підгрупи із В мають скінченне число твірних елементів, то підгрупа Х ∩  G' = Х1 
скінченна. Таким чином, фактор-група G/Х нескінченна і, очевидно, є 
розв’язною УЩН[ ]-групою. Використовуючи тепер теорему 1.2.3 із [14] 
одержимо, що комутант К/Х групи G/Х скінченна група, що неможливо, 
оскільки індекс підгрупи Х1 в G нескінченний. Одержана суперечність 
показує, що даний випадок неможливий. Користуючись цим, легко 
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переконатися, що в групі G існують елементи нескінченного порядку, які не 
належать С G (G' ). 

Підгрупа G' непримарна. Якщо G' розкладається в прямий добуток      
G' = A×B двох нескінченних нормальних в G підгруп A і B, то в силу 
сказаного вище, в групі G існує елемент а нескінченного порядку, який не 
належить централізатору одній із підгруп A або B,наприклад, СG (A).Легко 

встановити, що знайдеться таке просте число q, для якого a
iq
 ∉ СG (A) при

деякому натуральному числі i. Тоді підгрупи A1 = A <a
2q

>, A2 = A<aq> i
A3 = A<a> неперіодичні неабелеві і утворюють ланцюг A1 < A2 < A3. За 
означенням УЩН[НН]-груп в G існує така нормальна неперіодична 
неабелева підгрупа Y, що A1 ≤  Y ≤  A3. Фактор-група G/ Y, очевидно, УЩН[ ]-
група і за теоремою 1.2.3 із [14] має скінченний комутант. Звідси випливає, 
що індекс перетину Y∩G' в підгрупі G' скінченний, що суперечить 
припущенню про нескінченність В. Таким чином, G' не розкладається в 
прямий добуток G'=A×B двох нескінченних нормальних в G підгруп A і B. 

Позначимо через V – добуток всіх скінченних силовських p-підгруп 
групи G. Тоді фактор-група G/V є УЩН[НН]-групою з нескінченним 
примарним комутантом. Отже, залишилось розглянути випадок, коли 
комутант G' є нескінченною примарною групою. 

1. Підгрупа G' примарна і містить елементи як завгодно великих
порядків. У цьому випадку, очевидно, G' = U ∞

k=1 Gk , де Gk = ωk(G'). За 
попереднім, в групі G існує такий елемент а1 нескінченного порядку, що а1 ∉ 
СG (G').Но тоді для деякого n а1 ∉ СG (Gn) і тому в G за означенням 
УЩН[НН]-груп знайдеться така нормальна неперіодична неабелева підгрупа 
Z, що:  

Gn < а1

2q
 > ≤  Z ≤  Gn < а1 >

для деякого простого числа q. Фактор-група G/ Z є УЩН[ ]-групою і 
тому за теоремою 1.2.3 із [14] має скінченний комутант, що суперечить 
нескінченності індексу [G' : Gn].Отже, залишилось розглянути такий 
випадок.  

2. Підгрупа G' нескінченна примарна і має обмежені в сукупності
порядки елементів. Нехай вона є p-групою. Покажемо, що A1 = ω(G') ≤  Z(G). 
Дійсно, нехай d – елемент нескінченного порядку із G і d ∉ СG (A1) (якщо всі 
елементи нескінченного порядку із G належать СG (A1), то легко показати, що 
A1 ≤  Z(G)). Для довільного елемента а ∈ A1 і а ∉ СG (d) існує, очевидно, таке 

просте число q, що при довільному i d
iq

 ∉ СG (d). Тому підгрупи: <a, d
2q

>,
<a, dq > і <a, d> неперіодичні неабелеві і утворюють ланцюг: 

<a, dq2 > < <a, dq > < <a, d >. 
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Тоді за означенням УЩН[НН]-груп знайдеться така нормальна 
неперіодична неабелева підгрупа N, що:  

<a, d
2q

 > ≤  N ≤  <a, d >.
Очевидно, що не порушуючи загальності, можна вважати, що <a, d> 

G. Оскільки фактор-група G/<a, d> є, очевидно, УЩН[ ]-групою і тому
завдяки теоремі 1.2.3 із [14] має скінченний комутант. Звідси перетин В =<a,
d> ∩  G' має скінченний індекс в G'. Але тоді група В нескінченна і, значить,
її твірні елементи bk = d-k a dk, де к – довільне ціле число, лінійно незалежні
над полем лишків по модулю p. Отже,

В =… × <b-2 >×<b-1 >×<b0 >×<b1 >×<b2 >× … . 
Підгрупа 

В1 =… × <b-2 >×<b0 >×<b2 >× … 
із В нормальна відносно підгрупи <d2> і тому підгрупа 

В1<d2> неперіодична неабелева. Тоді для деякого простого числа r підгрупи 

В1< d2
jr2

>, j = 0, 1, 2 неперіодичні неабелеві і тому за означенням

УЩН[НН]-груп знайдеться нормальна підгрупа виду В1< d
t2

>, де t – деяке
просте число. Но це неможливо, оскільки підгрупа В1< d2t > не містить 
спряженого з b0 елемента b1 =b0 

d = a 
d. Ця суперечність показує, що всі 

елементи нескінченного порядку із G містяться в СG (A1) і тому за попереднім 
A1 ≤  Z(G). Но тоді G'≠ А і тому фактор-група G/A1 є УЩН[I]-групою і G'/ A1 – 
її комутант. Якщо останній нескінченний і А2/A1=ω(G'/A1), то за доведеним 
вище,  
А2/A1=Z(G'/A1) і А2/A1≠ G'/A1. Продовжуючи ці міркування, побудуємо 
зростаючий ланцюг нормальних в G підгруп: 

< 1 > = A0 < A1 < A2 <…< An < An+1= G' < G, 
кожний фактор Аk+1/Ak, 0≤k≤n–1 яких скінченний і 

Аk+1 / Ak≤  Z ( G/ Ak), а фактор Аn+1 / An скінченний і неодиничний. 
Нехай С / Ak= СG/An ( G'/ An). Тоді: 

< 1 > = A0 < A1 < A2 <…< An < An+1= G' < С 
центральний ряд групи G і, значить, група С нільпотентна. Очевидно, 

фактор-група С/An має скінченний індекс в G/An і тому містить елемент 
нескінченного порядку. Звідси випливає, що група С неперіодична. 

Покажемо, що група С абелева. Для цього, очевидно, достатньо 
показати, що всі елементи нескінченного порядку належать Z(G). Справді, 
нехай елемент d1 нескінченного порядку із G і a1∈  С, a1∉ СG (d1). Тоді існує 

таке просте число s, що підгрупи <a1, d1

is
 >, i = 0, 1, 2 неперіодичні
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неабелеві. За означенням УЩН[НН]-груп знайдеться така нормальна 
неперіодична неабелева підгрупа Х, що:  

<a1, d1

2s
 > ≤  Х ≤  <a1, d1 >.

Тому, не порушуючи загальності, можна вважати, що 
<a1, d1>  G. Оскільки підгрупа <a1, d1> нільпотентна група із скінченним 
числом твірних елементів, то її максимальна періодична частина скінченна і, 
значить, перетин <a1, d1> ∩  G' має нескінченний індекс в G'. З іншої 
сторони, комутант фактор-групи G'/<a1, d1> скінченний і тому перетин <a1, 
d1> ∩  G' має в G' скінченний індекс. Одержана суперечність показує, що 
підгрупа С абелева. 

Нехай підгрупа С містить елемент f нескінченного порядку такий, що 
f∉ Z(G). Підгрупа F =<f g, g ∈G> (очевидно, що F скінченна підгрупа) 
нормальна в G і має скінченну максимальну періодичну підгрупу. Нехай g 
елемент із G і g ∉ СG (F). Тоді максимальна періодична підгрупа із F<g> 
скінченна. Легко переконатися в існуванні в F таких неперіодичних 
неабелевих підгруп F1 і F2, що підгрупи F2< g >, F1< g > і F< g > 
задовільняють умову: 

F2< g > < F1< g > < F< g >. 
Тоді за означенням УЩН[НН]-груп знайдеться така нормальна 

неперіодична неабелева підгрупа Х, що: 
F2< g > ≤  Х ≤  < F< g >. 

Фактор-група G/Х є, очевидно, УЩН[ ]-групою і тому завдяки теоремі 
1.2.3 із [14] має скінченний комутант, що як і раніше, суперечить 
нескінченності комутанта G'. Отже, всі елементи нескінченного порядку із С 
належать центу Z(G). Але тоді, як легко встановити, С ≤  Z(G). Оскільки G' < 
С, то G' < Z(G), що неможливо за попереднім твердженням. Таким чином, і в 
цьому випадку отримали суперечність.  

Тепер із попереднього випливає, що комутант G' групи G скінченний і, 
значить, за лемою 1 абелевий. Лема доведена. 

Теорема. Локально ступінчаста УЩН[I]-група з абелевим 
періодичним комутантом метагамільтонова.  

Доведення. В силу леми 2 комутант G' групи G скінченний. Тоді для 
довільної скінченної неабелевої підгрупи H із УЩН[НН]-групи G скінченна 
підгрупа H1 =HG' нормальна в G і тому в СG (H1) міститься нескінченна 
циклічна підгрупа <a>. За означенням УЩН[НН]-груп знайдеться така 
нормальна неперіодична неабелева підгрупа Z, що:  

H<a4 > ≤  Z ≤  H<a >. 
Оскільки підгрупа H характеристична в Z, то H   G. Таким чином, в 

групі G нормальні всі скінченні неабелеві підгрупи і, значить, всі періодичні 
неабелеві підгрупи.  
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Розглянемо тепер неперіодичну неабелеву скінченно породжену 
підгрупу М із G. Очевидно, що елементи скінченного порядку із М 
породжують в М скінченну нормальну підгрупу P і групу М можна 
представити у вигляді: 

М =(… (P ⋋ <a1 >) ⋋ … ) ⋋ <an >, 
де елементи ai мають нескінченний порядок. Якщо підгрупа P 

неабелева, то за означенням УЩН[НН]-груп в G існують такі нормальні 
неперіодичні неабелеві підгрупи X1 і Y1, що: 

(…(P⋋<a1

2q
>)⋋…)⋋<an

2q
> ≤  X1≤ (… (P⋋<a1>)⋋ … )⋋ <an>

і 

(…(P⋋<a1

2p
>)⋋…)⋋<an

2p
> ≤  Y1 ≤  (… (P⋋<a1>)⋋ … )⋋ <an>,

де q i p – різні прості числа. Оскільки, очевидно, М = < X1, Y1 >, то М   G. 
Нехай тепер підгрупа P абелева і q, p – такі різні прості числа, що 
(│P│, p) = ([G : СM (P)], p) = (│P│, q) = ([G : СM (P)], q) = 1. 
За означенням УЩН[НН]-груп в G існують такі нормальні 

неперіодичні неабелеві підгрупи X2 і Y2, що: 

PM
2p

≤  X1 ≤  M і PM
2q

 ≤  Y2 ≤  M.
Оскільки, очевидно, М = < X2, Y2 >, то М   G і, значить, всі 

неперіодичні неабелеві підгрупи групи G нормальні.  
Таким чином, в групі G нормальні всі неабелеві підгрупи, тобто вона 

метагамільтонова. Теорема доведена. Зауважимо, що вивчення 
метагамільтонових груп розпочали М. Ф. Сєсєкін та Г. М. Ромаліс [17]. Воно 
було продовжено В. Т. Нагребецьким [18] та О. О. Махньовим [19] і 
завершено у циклі робіт М. Ф. Кузенного та М. М. Семка [20–31].       

Висновки. Доведено, що локально ступінчаста УЩН[НН]-група з 
абелевим періодичним комутантом метагамільтонова. 
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