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ВІД  РЕДАКТОРА

Тематика робіт даного збірника відноситься до розділу дослі­
дження груп з обмеженнями для підгруп. Більша частина наукових 
досліджень Сергія Сергійовича Левіїценка, якому присвячено не ви­
дання, належить цьому розділу теорії груп. Автори статей збірника 
— його колеги, учні чи учні його колег.

У даному збірнику вивчаються деякі нові види груп з заданими 
властивостями їх підгруп.

Значна частина робіт присвячена опису груп з обмеженнями нор­
мальності для підгруп. Зокрема, вивчаються групи з умовами щіль­
ності нормальності для деяких підгруп та нормальністю метацикліч- 
них чи близьких до них підгруп.

Продовжуються дослідження скінченних груп з умовою мега- 
циклічності для їх підгруп непримарного індексу, започатковані 
C. С. Левіщенком.

Наводяться нові результати дослідження груп з умовами узага­
льненої доповнюваності для підгруп.

Класифікуються групи з певними обмеженнями на порядок їх 
комутанта.

Одержано узагальнення теореми Фіггінга, що визначається фор­
маціями скінченних груп.

Деякі роботи присвячені дослідженню груп з певними умовами 
для окремих фактор-груп.

Природно, що дані результати перспективні і будуть розви­
ватися.

Вважаю, що дане видання буде з увагою сприйняте спеціаліста­
ми по алгебрі.

М. Ф  Кузен ни ft
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БУДОВА НІЛЬПОТЕНТНИХ УЩН( )-ГРУП

It ' Iri'.rorfiH-rd tĥ  тяюп of the UDN( ) gruup of ihe group G, for which ihete ettsu normal subgroup 
•v H it  (/' md A < N < B .  for an arbitrary pair of subgroups A and В  such that A H ctgcn 
ппппічч-іпі) .«obrjroup from В  lr is described the nilpotencr UDN( )-groups and divided 10 type* of
groups of such a kind

ІІполитк-я поняття У ІІІН ( )-групи - гпкоїгруни G, у якої для будь-якої пари 
підгруп А та П таких, що А - власна нсмаксниальна підгрупа з В, існує 
нормальна підгрупа N Із G і A < N < R  Описано нільпотентні УЩН()-групи 
* виділенням 10 лшів груп такою ролу.

V багатьох роботах (дме., наприклад, список літератури з [ І ] )  вив­
чишся групи, у яких певна властивість V підгрупи групи G є щіль­
ник» п ірупі G. Властивість V підгрупи групи G називається щіль­
ною в G, якщо для підгрупи А з підгрупи В  групи С існує підгру­
па К  ід властивістю V гака, що AS/VS0 . Вибираючи А власною 
чи таєною немакпімальною підгрупою з В, одержимо різні п о н ят ­
тя щ іл ь н о с т і V, яка виділяє досить широкі класи груп, що значно 
узагальнюють клас груп, у я міх всі підгрупи мають властивість V. 

Означення і. Нехай (  -  група, А та В  -  ї ї  підгрупи, 
Відрізком (ііперря.к ч )  [А: В ] ((А; В )) називається множина 

ж іх  тих і тільки тих підгруп X  із  G, для яких А £ Х  *»В 
[ \ <Х <В).

Іііпінтервалом (А: В ) чи [А; В ) називається множина всіх тих і 
іі.іьки іих підгруп X із G, для яких А < Х £ В  чи А £Х  <В.

Означения 2. Модулем відрізка | [А; В ) \ називається число Йо-
І II ГДЄ"Г'НТІН.

Леї ко бачиш, що |[А;0Ц>2 тоді і тільки тоді, коли А — власна 
пемам и.мальна підгрупа з В.

Означення 3. Нехай у  групі G для будь-якого відрізка [A; 0J, 
те А та Н —  х-ііідгрупи, існує нормальна підгрупа N із G та-

©  М.М.Семко, ЬІ.О.Кузенний, 1997 
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ка, що При |(Л;ДЦ>2: I )N e (A ;B ) ' ,  2) N є {А, В |; 3) Ы ь\А ,В ), 
Л) N e  [А. В].

Тоді G називається відповідно УЩН(Т)-, УЩН(і]>, УШН|т>-, 
У1ЦН(т)-грулою.

Якщо т — властивість бути будь-якою підгрупою групи G, ю  в 
позначеннях відповідних класів груп буква т опускасіьсн і в по­
дальшому ці класи груп будемо називати як У1ЦН( У, УЩ Н( h  
УІЦН(>, УІЦНІ |-групи.

В  даній роботі описані нільпотентні УЩ Н ( >групи з виділенням 
10 типів груп такого роду.

Лема і .  Нехай G — довільна УЩ Н ( ) група. Тоді справедливі 
твердження:

1) для будь-якого неодиничного елемента g групи G спра- 
ведлнво (g) Э  N <3 G, [(я): N] — просте число,

2) G не містить мінімальних нормальних підгруп, що є елемен­
тарними абелевими групами порядку більше ніж р2, р - довільне 
просте число.

Доведення. Нехай G -  досліджувана група і g -  її довільний 
неодиничний елемент. Якщо |g| -  просте число, то Ф((g)) =/Vе 
■ 1 <3G. Нехай |g І — добуток не менше ніж двох простих чисел. 
Якщо (g) < G, то будь-яка максимальна підгрупа N з <g> характе­
ристична в <g) І тому N < G  і (<g): N] -  просте число. Нехай 
(g)<3G. Зрозуміло, що (g) містить підгрупу А таку, що ((g): Д) = 
*  pq, де р I q — необов’язково різні прості числа. За означенням 
УЩ Н ( Круп (A; <g>] B N < G .  Оскільки <g> < G  і A < N , то ((g) 
W) — просте число. Твердження 1 леми доведено повністю.

Нехай Р -  мінімальна нормальна підгрупа з G порядку />", 
а >2. Годі з«і твердженням І леми Р - елементарна пбелема група. 
Р>В, \В]=р2. Зрозуміло, що ||1:ЯЦ>2 І за означенням УШН» [ 
груп (1:ЯЗ^ЛГ<ЗС 1, отже. |Л/| Є {р , /;2}, що гунерсчіпь мініматі 
пості Р в С. Твердження 2 доведено. Лему доведено.
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Лема 2. Нехай С — довільна У1ІІН( У група. Тоді справедли­
ві твердження:

1) С не містить мінімальних нормальних підгруп, що є елемен- 
тарними абслевими групами порядку більше ніж р . р -  довільне
просте число;

2) якщо G = Р  X (х) -  скінченна група Шмідта, Р  -  силовськз 
Р  підгрупа з G , (х) <1G, (х) ~  снловська q-підгрупа з G, р і q

різні прості числа, то (дг) -  максимальна підгрупа з G, Р - 
елементарна абелева група порядку р чи р2\

3) G не містить р-підгрупи вигляду 2(х), де Z — група тниу 
{р,р), Z<,G\ [<*). G) - G , 2П<х>= І.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Припустимо, що 
G містить елементарну абелеву мінімальну нормальну підгрупу Р І 
|Р|>д? Тоді Р  містить А і [Р:А]=р2. Зрозуміло, що |[А;РЦ>2 І 
\А\> 1. За означенням УЩН[)-груп (А; Р) Э  N <ЗС. Звідси Р >N І 
N * \ ,  що суперечить мінімальності Р в G. Твердження 1 доведено.

Нехай G - р X (х) — скінченна група Шмідта. За властивістю 
груп Шмідта (див,, наприклад, [3 ]) G містить підгрупу 
М = Ф(Р) х (х), яка максимальна в G і [Р, (х)] = Р. Нехай (г) — не- 
максимальна підгрупа з G. Тоді |[(x );G ]|> 2 . За означенням 
У ІД Н П груп  [(jc>; G) Э  N, N <G, N <G і G = PN, P < N ,  [P. 
(01 £ (P. N] і  P  П N< P, uio неможливо. Отже, (x) — максимальна 
підгрупа з G і тому Ф(Р)=1. Затвердженням 1 леми |Р|Є{р,/>2}. 
Твердження 2 леми •'опедеио.

Нехай G містить підгрупу B-Z(x) з умовами твердження 3 ле­
ми. Тоді І [(х); В] І > 2. За означенням УЩ Н[ )-груп [(х); В) Э  N < G 
і N < В . Звідси Z < N. За умовою твердження 3 леми (<г>; 
(і] = С  £ [N, GJ = G* £ /V, що суперечить співвідношенням Z <G' і 
Z < N. Твердження 3 леми доведено. Лему доведено.

Теорема. Нільпогептні неделек і плові УЩ Н ( У групи G вичер­
пуються трупами типів:
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1) G = «a>X<y»x(z>. |и|=рл. Л>1, |u|=pT. y>0, |z|e р 

I г — прості числа, [u,v)= if* ' \
2) G а С х Q х (z), С — локально циклічна 2-група, | С| > 2, Q 

-  група кватерн іон і в порядку 8, \z\ є {),/■}, г -  просте число;
3) С а ( (С х <u» X (и)) x (г>, С -  локально циклічна р-група. чи 

група кватерніонів порядку 8, [и, и ]«= г є С, |с |*р , |u |е {/>,
|и|є {р ,р 2} ,  [С, <и>] в і, | г | « {1 , г } ,  р і Y -  прості числа, 
|С'9‘М * М # 3 2  при |г| = г |и |М = р 2;

4) G=»«flX*»x<z>. |а |*  8, Ib\6 (4.8), |<о)П<Ь)|-2, Ь~1и Ь= а\  
|z|e t l . r ) .  r -  просте число;

5) G ~ (((a )x (b ))(x ))x (z ).  M - | * l - 9 .  | * | - Э .  | я . л 1  = />, [b, 
x) *  а *x 6, I zI e { I, r}, r  — просте число;

6) G = y4X(x), Ae(o)X(fc), |fl|*p2, |Ь|=/Л ß> l, |x| = p — просте

число, p ß>4, [a.b) = tf, ( M l *  I а.
7) G =*(« fl) x <&»<*)) x<z). |а |*|Ь |.|д |«4 , |z|e {\,r}, r -  просте 

число, (в, х) = а2, [b, x] *  д2 a a2b2;
8) G a (((fl) x (&»((*) x (y>)) X <z>, |f l|s |fr|e4 . fl2 sjt2*[fl . y), 

a2b2 a (fl, x) e [fc, y], fc2 =y2*(fc,jc), |z|c {1, г>. г — просто число;
9) G *  U XX , G — циклічна 2-група, чи група кватерніонів по­

рядку 8, |G|>2, X  -  група кватерніонів порядку 8, (G, X| = «t»(G). 
|C*<G)|*4

10) G*«fl>X<6»C*), |а Iа» 8, |х|е 4, |£>|»2, [а ,М * т 2* « Л  (я, 
х1 * Ь, (6, *] * І .

Доведения. Необхідність. Нехай G -  досліджувана група. За 
лемою 1.2.2 з (1J У Щ Н ( Hpyna G с УШ Н ( |-групою, як.» 
задовольняє умову teopeMH 3 з (2) І може бути лиоіе грунпкі одного а 
типів 1-28 згаданої теореми.

Якщо G —  група одного з  типів: 1-3; 10,  \Ь]€ (2. 4}. г е  7AGY, 
II .  z € Z(C); 15; 17; 18; 26. (G, д) * Ф(Ц). |C*(G)|=4; 27 наданої *
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тспргмп, то С група одного з типів 1-10 розглядуваної теореми
В ІД П О В ІД Н О .

R групі G кожного з типів 4 та 5 теореми 3 з [2] G' = *v(Z(G)), 
|G|=/). G містить підгрупу B=(v)x(a), |и |= |а|вр , Ö П С '= І.  
Зрозуміло, що | [ l ; 8 ] j > 2  і за означенням УЩ Н ( >груп ( І;
8)9/V<lG. Звідси |/V|=p, N<,Z{G) і N<co(Z(G)), що неможливо. 
Отже, і руна G не може бути групою типу 4 чи 5 теореми 3 з [2].

Припустимо, шо G -  група одного з типів 6-8 згаданої теореми. 
Тоді Gf = (//). |м|=/і2. G\«D(G) містить елемент d, [(</); G] = Cf і G 
міг і игь підгрупу 8 -(и) X (d). Ясно, що | [(т/>; 8]| > 2 і за означенням 
УІИНС Круп ((d), 8) Э  N < G. атому N = <о((и» X <</), і отже. /У не 
містить (в) - G\ Але [<</), G] = (/V. GJ = G' S /V, що неможливо. От­
же. група G не може бути групою жодного з типів 6-8 згаданої 
теореми.

Нехай G — г рупа типу 10 тієї теореми. Покажемо, що G — гру­
па гину 4 розглядуваної теореми. Дійсно, G = ((a)(b)) \ (z), |а|=8, 

р> I, b~*ahsa~\ | О  </»>| = 2. Покажемо, що ß<4. Нехай 

не не тав, Собто ß £ 4, Т ді (а)(Ь) = U = (b)(d), d =ab2* \  |d| = 4, 
(Ь) П <./)=! Згідно з лемою 1 (rT)<!G, атому d2 є Z(G). З  іншого

боку. d2-=a'b1Ü k a 2* 2(G), Ь2̂  є Z(G). Суперечність. Отже. 
ß<4 Покажемо далі, що гє  Z(G). Нехай це не так. Тоді |z| = r. 
Оскільки G -  нільїютентна група і U -  2-група, то г = 2. При 
ß = 2 д ія груп G розглядуваного типу z є Z(G) і тому будемо вва­
жати. що ß = 3. Покладемо d=o2b2. Тоді \d\ = 2, d t  Z{G). Для 
і рун G розглядуваних типів [а2, г) = [Ь, г] = 1. Звідси [d, zj = 1 і то ­

чу g містить R=(d)x(z). Ясно, що |[1 ;8 ]|> 2  і за означенням 
УШ Н ( Круп ( l ; ß )3 W < )G ,  |//| = 2 і N£Z(G). Не порушуючи за- 
I а іьиості. можна вважати, що N - (г), що й треба було довести.

Нехай G -  група типу 11 теореми 3 з (2), Покажемо, що 
ге Z(G) Нехай це не так. Тоді |z| = 3, G містить підгрупу

24
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В = (b)x(z), be Z{G). Ясно,що Ц і; fl]| > 2 і за означенням УЩ Н( )' 
груп ( І ;  В ) Э  N  <G, |/V| = 3 і N<, 2(C). Отже, можна вважати, що 
N-{z) і G — група гину 5 розглядуваної теореми.

Нехай G -  група типу 12 теореми 3 з [2]. Тоді С -  нсмегацнк- 
лічна р-група порядку р*, р — непарне просте число, G -  нецен­
тральна підгрупа з G типу (р.р). Легко бачити, що G не містить
підгрупу порядку і експоненти р. З  цього випливає, що G — 
мінімальна неметацнклічна група, яка при р> 2 може бути лише 
групою типу 2 теореми 1.3.3 з [1]. Звідси G -  група типу 5 розгля­
дуваної теореми.

В  групі G кожного з типів 13, 14, 16, 19-21, 28 теореми 3 я [2] є 
підгрупа Z(x). Z = G’. х є С\Ф(Є), яка задовольняє умову 
твердження 3 леми 2 і за яким G не може бути УЩ Н ( Крупою.

Нехай G — група одного з типів 22-24 теореми 3 з [2). Тоді 
С = ( # )  містить підгрупу В  = (а2){Ь), С ' = (а2), | [<6>. В]|> 2, [(6); 
G] = С , За означенням УЩ Н ( >груп «Ь>; В) Э  N <3 G і W = (a'Xb). 
Але {(6), G] £ [N. G] й (а4), що неможливо. Отже, G не може бути 
групою кожного з типів 22-24 теореми 3 з 12].

Нехай G -  група типу 25 теореми 3 з [2]. Тоді G містить під­
групу ß=<fl)A(x), |[(х). fl] І >2. (<х), G] = (fl). За означенням 
УЩН()-груп ((х); В ) Э  N < G  і N £<аг>Х<х>. Але [N, G ]b«x ), 
G] = (a)£N, що неможливо. Отже, G не може бути групою типу 25 
теореми 3 з [ 2 ].

Нехай G -  група типу 9 теореми 3 з [2]. Тоді |(Ф(Л>. Х] | > 2. За 
означенням УЩ Н ( КРУП W X X  X) Э  N < G, Ясно, що | /V] = 4. ((/, 
Л0=1, N<,C^.U). G містить підгрупу А = (м)ХХ,  де |м| = 4. 
Ф{(и))-Ф(Ц). Легко бачити, шо | (X; fl] | > 2 і за означенням У І ЦН( > 
груп (X*. fl) Э  W, < G. Зрозуміло, шо N, =(м2)Хх.  Тоді [X. 
(/]£N, П G = <h2) = h<G). Ясно, що G = Vx(z), де V = U X X і V 
недедекіндова група. Нехай |z| = r і В = Х х (: ) .  Для будь-якого 
елемента d з Х\Ф(Х) маємо | [<</); fl]| > 2. За означенням У ІЦНі у
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груп ((d), B ) B N 2 < G, тому lt/.<d>] < и  П N2 « 1 і, отже, [U, X) = I . 
Звідси G - U x X x ( z )  і при циклічності U G — група типу 2 
розглядуваної теореми. Припустимо, що U -  нециклічна група. 
Тоді U — група кватерніонів порядку 8. Нехай U = (a,b), X =(лу), 
Q = (aa-, by). Ясно, що ß  -  група кватерніонів порядку 8. Q 
міститься н V і UC\Q -\ . Розглянемо підгрупу Д|=(2х(г). Я к і  
для підгрупи В, покажемо, що [U ,Q )-\ .  Але [ах ,6 )*1а що не­
можливо. Отже, U не t групою кватерніонів і в подальшому будемо 
вважати, що г= І.*

Якщо [U, X I а і, то при циклічності U G група типу 2 розгля­
дуваної теореми. Нехай U — нециклічна група, тобто U — група 
кватерніонів порядку 8. Тоді G - U x X ,  як і раніше, G містить під­
групу Q -(ax , by), І [Ф(0); Ö)| > 2. За означенням УШ Н( >груп 
(Ф (0 :  у)ЭЛ^з<3 0. Зрозуміло, що |Л/3| = 4, G * U А Q. I U, 
Q )S &(U)% |Cq(L0I = 4. Позначивши Q на X, одержимо, що G -  
група типу 9 розглядуваної теореми.

Якщо [ (/,Х]*1, то [V, ДП = Ф(І/) і G -  група типу 9 розглядува­
ної теореми.

Нехай G — група типу 26 теореми 3 з |2]. Якщо U — циклічна 
група і ((/, X] = 1, то G -  група типу 2 розглядуваної теореми. Як­
що [U. X] *  1, то [U. Х] = Ф((/) і G — група типу 9 розглядуваної те­
ореми. Якщо тепер U  — група кватерніонів, то, як і раніше, (£/. 
Х] = Ф(І/), I Cx(Lf) І в 4 і G — група типу 9 розглядуваної теореми. 
Всі випадки розглянуті. Необхідність доведено.

Достатність перевіряється безпосередньо. Теорему доведено.
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