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В с т у п

Вивчення груп, в яких деякі підгрупи або системи підгруп задовольняють деяку 

умову (обмеження), було одним з перших напрямків в теорії груп. Більш того, ці 

дослідження сприяли виникненню абстрактної теорії груп. На це вказують ро­

боти О. Гольдера [1], Р, Дедекінда [2 ], Г. Міллера, X. Морено [3 ], О. Ю. Шмідта 

[4 ]-[6 ], які стали кларикою теорії груп. В усіх цих роботах у групі G розгляда­

лась деяка система підгруп £, підгрупи якої задовольняють умову V. Цей 

підхід стає одним з основних у теорії груп І залишається таким до нашого часу. 

Велику роль у становленні та розвитку цього напрямку зіграли роботи О. Ю. Шмі- 

дта [4 ]-[6 ], [13 ], Р. Бера [7 ]- [9 ],  А. Г. Куроша, C. М. Чернікова [17], [138], 

Б. Неймана [23], [ЗО], Ф. Холла [10]. Багато відомих алгебраїстів працювали у 

цій ділянці і залишили свої яскраві результати. Можна назвати тут А. Г. Куроша, 

Г. Баумслага, 3 . 1. Боревича, X. Віландта, В. Гашюца, К. ХІрша, 8. М. Глушкова, 

Ю. М. Горчакова, Д. І. Зайцева, М. І. Каргаполова, О. Кегеля, А. І. Мальцева, 

Ю. І. Мерзлякова, Б. І. Плоткіна, В. Н. Ремесленнікова, А. І. Старостіна, С. Стоун- 

хевара, Д. Робінсона, Б. Хартлі, Г. Хайнекена, В. С. Чаріна, С. А. Чуніхіна, 

Л. А. Шеметкова, В. П. Шункова. На різних етапах публікувалося багато огля­

дових статей, монографій, серед яких велику роль мали статті [17], [26], [45], 

[62], [73], [88], [148], монографії [49], [63], [71], [72], [107], [108], [122], [138].

Список обмежень, що накладаються на підгрупи, які розглядались у перших 

роботах цього напрямку (обмеженість порядків, нормальність, абелевість. нільпо- 

теитність, майже центральність), був у подальшому значно розширений.

Почали розглядатися також різні важливі системи підгруп І  групи G, ви­

никли нові підходи, пов’язані з іншими розділами теорії груп. Одержані резуль­

тати застосовуються у багатьох розділах теорії груп. У свою чергу, ця ділянка 

не є Ізольованою, тут знаходять застосування лінійні методи, методи теорії кі­

лець та модулів, алгебр Лі тощо. Розвиток цього напрямку продовжується зарвз 

інтенсивно багатьма алгебраїстами різних країн, серед яких автори роб'т
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[42]—[216]. До цього напрямку творетико-групових досліджень належать І ре­

зультати даної роботи.

Нехай G — група, £  — деяка множина її підгруп, V — деяка властивість. 

Групу G назвемо У ^ -гр у п о ю , якщо кожна підгрупа системи £  має 

властивість V. Властивість V може бути як зовнішньою відносно G, тобто ви­

значатись якимось класом груп (наприклад, абелевість (А), нільпотентність 

(N), розв’язність (S’), тощо), так і внутрішньою відносно G (наприклад, нор­

мальність (Я), субнормальність, майже нормальність, доповнюваність), У свою 

чергу система підгруп може визначатися деякою властивістю Т, тобто

£  = { Н \ Н  — підгрупа, яка має властивість т }.

У цьому випадку замість терміну У(£)-група будемо користуватися терміном

V(x)-rpyna.

Однією з перших властивостей, яка накладалась на систему усіх підгруп, 

була нормальність (Я). Скінченні групи такого роду були вивчені в [2], а ие- 

скінченні-в [7]. Пізніше ці групи було названо дедекіндовими. Дальші дослі­

дження пов'язані з класами груп, які містять дедекіндові групи. При цьому сис­

тема £  звужується, або властивість нормальності (Я) замінюється на якесь її 

узагальнення, або одночасно змінюється як £, так і властивість т. Звуження £ 

до системи всіх абелевих (А) і навіть до всіх циклічних (С) підгруп G не при­

водить до розширення класу дедекіндових груп.

Першим суттєвим узагальненням дедекіндових груп були скінченні групи, які 

мають один або два класи спряжених ненормальних підгруп ([5], [13]).

Інші узагальнення дедекіндових груп (метагамільтонові групи) були введені 

в [53] (групи, в яких кожна неабелева група нормальна, тобто Я(А)-групи у 

наших позначеннях). Різні характеристики та властивості, а також опис деяких 

конкретних класів груп отримано в [66], [78], [80], [93], [95], [119]. Повний опис 

всіх локально сгупінчатих метагамільтонозих груп дається в 10 теоремах другої 

глави роботи. Відмітимо, що умови, які вказані в [119], не завжди с достатніми, 

як тут стверджується Це також показано в другій главі.



В [93] розглянуто групи, в яких нормальними є: всі нескінченні підгрупи 

INH- або, по-нашому, /7(/)-групи; всі нескінченні абелеві підгрупи ІН- або, по- 

нашому, Я(М)-групи; всі нескінченні неабелеві підгрупи ІН -групи або, по- 

нашому, Н ( ІА )-групи. Опис метагамільтонових груп та опис INH-груп (§13) 

дає можливість завершити опис нескінченних локально ступінчатих Н (ІА  )-груп 

(гл, III).

В [106], [112] розглянуто Інший метод звуження системи І .  У групі G 

Існує така підгрупа У  (сепаруюча підгрупа), що кожна підгрупа з множини £, 

яка не міститься в S, має властивість V. Такі групи будемо називати V(SX)- 

групами; у випадку, коли £ — це всі підгрупи G, просто — V(S)-rpynaMH. 

Я(5)-групи почали вивчати в [106], [115], але опису цих груп там не отримали 

Цьому опису присвячений § 1.4 роботи.

Значні розширення класу дедекіндових груп виникають при переході від 

умови нормальності до деяких ЇТ узагальнень, як, наприклад, до квазінормаль- 

ності [51], субнормальності [134], нормалізаторній умові [134], пронормальності 

[91] та ін. І таке розширення виникає при різних умовах транзитивності нормаль­

ності (Н ). Скажемо, що група G задовольняє умову транзитивності (ослаб­

леної транзитивності, властивості V), якщо для кожних А , Й , С  б І ,  де 

А < ,В < ,С  (А й  В й G )) з того, що А — V-підгрупа В, а В — V-підгрупа С 

(відповідно В — V-підгрупа G) випливає, що А — V-підгрупа С (А — V- 

підгрупа G). Тут будемо використовувати термін 7V(£)-rpyna (fV(E)-rpyna) 

Це поняття виникло в роботі [15] і вивчалось багатьма авторами [36], [38], [61] 

[68], [71], [91], [150]. Зберігаючи традиції попередників, замість позначень 

77 /(£ ) ( / И Х )) будемо писати коротше Т(£ )  (<£)). Далі S7V(£)-rpyna 

(S(V(£)-rpyna) — це розв’язна 7V(£)-rpyna (fV(I)-rpyna). Знову якщо £ — 

множина усіх підгруп, то .буква £  опускається,

Основні результати роботи пов'язані з вивченням груп, у яких £  — система 

всіх неабелевих (А ) підгруп, або її підсистема, а V — умова нормальності (7/1, 

чи транзитивності нормальності (Т ,і)  для підгруп з £.

Точніше, основні об'єкти — це класи:
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Г(/Л)-груп — груп з умовою транзитивності нормальності для нескінченних 

неабелевих підгруп;

Т(Д )-груп — груп з умовою транзитивності нормальності для всіх неабе- 

левих підгруп;

Н (ІА )-груп — груп, в яких кожна нескінченна неабелева підгрупа є 

нормальною;

Я(А)-груп — груп, в яких кожна неабелева підгрупа є нормальною.

Доцільність цілісного вивчення цих класів випливає з того, що еони дуже 

тісно пов'язані між собою. Так, наприклад, кожна #(А )-група є одночасно як 

ІГ(А)-групою, так і Я(/А)-групою, а кожна з двох останніх є Г(/А  )-групою.

При вивченні цих класів груп виникають природньо деякі обмеження. Всі 

класи цих груп містять у собі групи, приклади яких побудовані а [132], [135], 

[136]. І це показує, що їх вивчення без усяких обмежень є дуже важкою зада­

чею. Досить широкими обмеженнями залишаються тут локальна ступінчатість, 

локальна розв'язність.

У першій главі роботи уточнюються відомі та встановлюються нові резуль­

тати, за допомогою яких в гл. II здійснюється конструктивний опис метагаміль- 

тонових груп. Центральним моментом цього опису є накопичення інформації 

про властивості метагамільтонових груп та розчленування класу всіх метага- 

мільтонових груп на ненільпотентні і нільпотентні, а останні на підкласи у від­

повідності з будовою їх комутаита. Суттєву роль грає тут насиченість груп та її 

фахтор-груп дедекіндовими та іншими досить простими групами. У свою чергу 

класи Т (А )-, //(М )-гр уп  розчленовуються в залежності від їх насиченості та 

насиченості їх фактор-груп вже описаними метагамільтоновими групами. Остан­

нім кроком є класифікація Г(/А)-груп, які не належать до класів / /( /А ) -  та 

Г(А)-груп.

Одержані результати використовуються при опису різних класів груп з обме­

женням нормальності для деяких підгруп. Один із способів виділення класів 

груп такого роду дає поняття щільності нормальності для підгруп, яке базується 

на понятті проміжку { A , ß }  підгруп групи G. Проміжком {А. 5 }  називається
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відрізок [А ,В  І, інтервал (А ,В) та півінтервал [А ,В ) чи (A .ß j  підгруп із G, 

що відповідно: А й Х < В ;  А < Х < В \  А й Х < В  чи А < Х  < В. Модулем 

проміжку І {/4, ß } І називається число його елементів. Властивість V підгруп 

групи G називається щільною для 't-підгруп всієї групи, якщо для будь-якого 

проміжку {А.  В )  т-підгруп А та В існує Г-підгрупа N з G, яка належить 

цьому проміжку. Таким прикладом використання одержаних результатів є гл. 5 

даної роботи, в якій наведено без доведення опис окремих класів груп з умовами 

щільності нормальное^ для всіх підгруп.

Робота складається зі вступу та п'яти глав. У першій главі 4 параграфи, в 

другій — 7, в третій — 4, в четвертій — 3, в п'ятій — 2.

З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О ТИ

У вступі обгрунтована актуальність дослідження, визначена мета І пере­

лічені об'єкти дослідження.

У гл, І „Попередні результати" логічно послідовно приводяться відомі та 

встановлюються нові означення і результати, необхідні для подальших до­

сліджень.

В § 1.1 „В ідом і та деякі нові означення і твердження”  наведені в основ­

ному відомі означення і відомі твердження, з ними пов'язані. Серед нових можна 

вказати означення 1.1.6 — майже прямого добутку з об'єднаною підгрупою 

Теорема 1.1.1, пов'язана з цим означенням, дає оцінку експоненти та порядку 

групи з центральним комутантом. В теоремі 1.1.2 встановлюється один критерій 

дедекіндовості групи. Опис деяких центральних розширень за допомогою де­

декіндових груп подано в теоремі 1.1.3.

§ 1.2 „Метаи,иклічн( групи”  присвячений опису довільних та конструктив­

ному опису примарних метациклічних груп (теореми 1.2.1 та 1.2.2 відповідно) 8 

теоремі 1.2.1 виписано 12 типів гфуп, якими вичерпуються всі метациклічні групи, 

в теоремі 1.2.2 дається повний конструктивний опис всіх примарних метаци»-- 

ЛІЧНИХ Груп 3 виділенням І дослідженням 9 типів груп такого роду Тут в»а14“ 0
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породжуючі елементи І визначальні співвідношення, розклад 8 добутки, як пра­

вило піепрямі, підгруп, вказані будови підгрупи Фраттіні, центру, комутанта, 

нижнього шару, відзначена доповнюваиість певних підгруп даної групи.

В § 1.3 „Деякі розширення квазіцихлічних груп” конструктивно описані всі 

розширення квазіцихлічних груп за допомогою скінченних дедекіндових груп з 

виділенням 7 неізоморфних типів груп такого роду (теорема 1.3.1). В цьому ж 

параграфі даються строгі означення різноманітних класів Я(т)- та Г(т)-груп, які 

згадувалися у вступі (означення 1.3.1 та 1.3.2 відповідно). Доведено дві леми 

загального характеру для Я(т)- та Т(т)-груп.

§1.4. „Опис H(S)- та деяких H (N )- rруп". Я(5)-групи вивчалися в {106], 

[115], девстановлено скінченність і циклічність їх комутанту, але опису не наве­

дено. Конструктивний опис Я(5)-груп дає теорема 1.4.2.

Зауважимо, що ця теорема є вузловим результатом для досліджень гл. Ill та 

гл. IV. За її допомогою в теоремі 1.4.3 дається конструктивний опис деяких 

Я(Я )-груп. Нагадаємо, що група G називається Я(Я)-групою, якщо в ній 

нормальні всі ненільпотентні підгрупи.

Властивості скінченних ненільпотентних Я (Я )-груп вивчалися в [82].

У гл. II „Метагамільтонові групи”  вивчаються групи з нормальними неабе- 

левими підгрупами (Я(А)-групи). Нагадаємо, що ці групи введені в [53]. їх 

властивості вивчалися в [66], [80], [93], [95]. Найбільш суттєвим у цьому на­

прямку є результат із [93], що стверджує: локально ступінчата метагаміль- 

тонова група має скінченний примарний комутант. В [78] описано скінченні не­

нільпотентні метагамільтонові групи, а в [119]-скінченні метагамільтонові р- 

групи з нецентральким комутантом.

Детальний виклад суттєвих результатів згаданих авторів наводиться в § 2.1 

„Деякі допоміжні результати” . В цьому параграфі уточнюються результати з 

[119] та виписується будова примарних метациклічних груп, якої в [119] немає.

§ 2.2 „Ненільпотентні групи” дає повний опис ненільпотентних метагаміль- 

гонових груп (теорема 2 2.1) і класифікацію нільпотентних груп за будовою їх 

комутанта (теорема 2 2 2) В теоремі 2.2.3 дається опис підкласу метагаміль-
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тонових груп, у яких комунтант будь-якої неаблевої підгрупи співпадає з кому­

тантом всієї групи.

Зауважимо, що вивчені в [ _'8 j групи співпадають зі скінченними групами ти­

пів 1)—3) теореми 2,2.1. У відповідності з будовою комутанта кожна знільпо- 

тентних груп задовольняє одну з умов !)-5) теореми 2.2.2. Класи нільпотентних 

груп, визначені кожною з цих умов, вивчаються в подальшому в §§ 2.3-2.6.

§ 2.3 „Групи з циклічним комутаитом”  присвячений конструктивному опису 

метагамільтонових груп з циклічним комутантом. Попередньо наводиться 

твердження 2,3.1, що випливає з [119]: скінченні метагамільтонові р-групи з 

циклічним нецентральним комутантом вичерпуються метациклічними р-група- 

ми, у яких Ф (О ') = Z(G) f l  G '. В теоремі 2.3.1 дається повний конструктивний 

опис всіх метациклічних метагамільтонових груп з виділенням 10 типів таких 

груп. В наслідку 2.3.1 вказані конструктивні описи метациклічних метагаміль­

тонових груп: нільпотентних, ненільпотентних, з центральним комутантом, з 

нецентральним комутантом, скінченних, нескінченних та інших,

В теоремі 2.3.2 дається повний конструктивний опис всіх метагамільтонових 

груп з циклічним комутантом.

§ 2.4 „Групи з нециклічким і неелементарним комутантом” . В ньому 

описуються нільлотентні метагамільтонові групи, у яких G ' — абелева р-група 

типу (р8,р), 8 >  1.

У твердженні 2.4.1 наводиться опис із [119] скінченних метагамільтонових 

р-груп з нецентральним комутантом вказаного типу. Теорема 2.4.1 дає конст­

руктивний опис довільних як скінченних, так і нескінченних метагамільтонових р- 

груп з нецентральним комутантом типу (р5,р), в якому виділено 2 типи груп 

такого роду і який суттєво уточнює будову груп із твердження 2.4.1.

У лемі 2.4.2 доводиться, що нільлотентні неперіодичні метагамільтонові 

групи мають скінченний комутант або типу (р5), або (р, р), тобто групи розгля­

дуваного параграфа періодичні.

Теорема 2.4.2 дає конструктивний опис груп, названих у заголовку, форму­

люючи його як необхідну умову, хоча справедливе й обернене твердження.
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В § 2.5 „Нільпотентні груп» э елементарним абелевим комутантом типу

(р ,р ) ” конструктивно описуються всі названі метагамільтонові групи. В твер­

дженні 2.5.1 наводиться опис із [119] скінченних метагамільтонових р-груп з 

нецентральним комутантом типу (р ,р ).

Теорема 2.5.1 дає конструктивний опис довільних ншьпотемтних р-грул з 

нецентральним комутантом типу (р, р), в якому виділено 5 типів груп такого 

роду, і суттєво уточнює опис будови груп із твердження 2.5.1. В лемах 

2.5.1-2.5.8 розглядаються окремі випадки досліджуваних р-груп. Неперіодичні 

групи з заголовка параграфа описані в лемі 2.5.9.

Теорема 2.5.2 описує групи з назви параграфа.

В § 2.6 „Нільпотентні групи з абелевим комутантом типу (р ,р ,р )”  конст­

руктивно описуються всі названі метагамільтонові групи. В твердженні 2.6.1 

наводиться опис із [119] скінченних метагамільтонових р-груп з нецентральним 

абелевим комутантом типу (р ,р ,р ). В теоремі 2.6.1 конструктивно описані до­

вільні метагамільтонові р-групи з нецентральним абелевим комутантом типу 

( p .p .р ), в якій виділено 2 типи груп такого роду. В 2-х лемах параграфа 

прояснюється будова досліджуваних груп з центральним комутантом. Теорема 

2.6.2 описує групи з назви параграфа.

§ 2.7 називається „Загальна теорема і наслідки” . У ньому в теоремі 2.7.1 з 

використанням теорем попередніх параграфів наводиться опис всіх метагаміль- 

тонових груп. З використанням цього опису в теоремі 2.7.2 конструктивно опи­

сані всі метагамільтонові 7/(5)-групи, що є нільпотентними групами. В цій тео­

ремі, крім дедекіндових, виділяються ще 3 типи періодичних груп такого роду. 

Цей опис є важливим інструментом для досліджень подальших глав. Можна 

вважати, що теорема 2.7.1 завершує опис розв'язних метагамільтонових груп.

В гл. Ill „Локально ступінчаті групи з нормальними нескінченними неабе- 

левими підгрупами”  вивчаються всі нескінченні групи такого роду. За резуль­

татами [93 ] всі такі групи розв'язні, а неметагамільтонові групи такого роду 

навіть черніковські ІН  -групи. Оскільки метагамільтонові групи описані в гл. II, 

то в цій г  лаві описуються тільки розв'язні черніковські 777-групи.
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В § 3.1 „Поперед«! результат«”  наводиться основний результат із [93] і 

одержуються деякі наслідки, що використовуються в «дальшому.

Теорема 3.1.5 встановлює один ■критерій неметагаміяьтоновості розширення 

каазіциклічної трупи за допомогою скінченної дедекіндової групи.

§ 3.2 „Неметагаміяьтоион локально «ільлотенті Ш -групи”  присвячений 

опису вказаних груп. Його леми 3.2.1 та 3.2.2 описують групи з центральною та 

нецентральною повною частиною відповідно.

В теоремі 3.2.1 виписано 8 типів примарних неметагамільтонових /Я-груп. 

Теорема 3.2.2 описує локально нільпотентні неметагамільтонові /Я-групи.

§ 3.3. „Неметагамільтонові не локально ніпьпотентні /Я -групи”  присвя­

чений вивченню вказаних труп. Леми 3.3.1 та 3.3.2 описують такі групи з цент­

ральною та нецентральною повною частиною відповідно. Єдина теорема цього 

параграфа описує трупи такого роду.

§ 3.4. „Нескінченні локально ступінчаті групи з нормальними нескінчен­

ними неаЗепевими підгрупами” . В цьотзУ параграфі описані всі локально сту- 

піичаті Я(М )-групи. Ці групи розв'язні і включають нескінченні метагамільто­

нові групи. їх опис з урахуванням теорем попередніх параграфів дається в те­

оремі 3.4.1.

В теоремі 3.4.2 встановлюється, що комутант локально ступінчатоТ Я (А )- 

групи є скінченною примарною групою порядку р", п > 0, р  — просте число, і 

при G " Ф і  G ' силовська ,р-підгрупа з ненідьлотентної групи G ізоморфна 

групі кватерніонів чи групі порядку р3 експоненти р, р > 3.

Нескінченно локально стуттінчата Н { іА )~група G має періодичний нільпо- 

тентний черніковський не більше, ніж біпримарний, комутант G'.

Можна вважати, що теорема 3.4.1 завершу« конструктивний опис локально 

ступінчатих нескінченних Я(/А)-груп.

Гл. IV „Локально розв’язні групи з умовами транзитивності нормаль­

ності для неабелевих п ідгруп" присвячена класифікації названих груп, які 

виявилися розв’язними.



У ній за будовою комутанта чи локально нільпотентного корадикалу виділя­

ються класи 5Т(А )-груп та нескінченних ST(IA)-груп, доступні для подаль­

шого конструктивного опису. Приклад такого опису дає § 4.3, в якому описані 

періодичні Г (А )-групи з абелевим локально нільпотентним корадикалом.

§ 4.1. „Д еякі загальні результати” . У цьому параграфі нагадується озна­

чення Т (А )-, ?(А)-, Т (/А )-, /(/А )-груп і наводяться відомі результати інших 

авторів, що стосуються цих груп.

У лемі 4.1.1 встановлено властивості означених у цьому параграфі груп.

У теоремі 4.1.1 та в наслідку 4.1.1 встановлено, що локально розв'язні 

Т (А )-, 1(A)- та нескінченні Т (/А )-, /(/А)-групи розв’язні і їх третій комутант 

має порядок /Л  5 є  {0 , 1), а при 6 =  1 другий комутант цих груп є періо­

дичною нільпотентною групою. Подальші результати стосуються тільки класів 

Т (А )- та нескінченних Т(/А)-груп.

У теоремі 4.1.2 встановлено, що локально нільпотентні Т(А)-групи вичер­

пуються нільпотентними метагамільтоновими групами, а значить, мають обме­

жений клас нільпотенткості і скінченний примарний абелеаий комутант.

Теорема 4.1.3 встановлює існування першого А та другого В локально 

нільпотент ного корадикалу ST(A)-rpyfw і стверджує, що В — підгрупа скін­

ченної примарної групи Міллера -  Морено.

В теоремі 4.1.4 встановлюється, що нескінченні иеметагамільтонові локально 

нільпотентні Г(/А)-групи вичерпуються черніковськими неметагамільтоновими 

77? -групами [теорема 3.2.2).

В останній теоремі цього параграфа (4.1.5) встановлюється існування пер­

шого А та другого В локально нільлотентмихкорадикалів нескінченної Т (ІА )- 

групи G і їх властивості.

І  4.2. „Класиф ікація SF(A )-груп те нескінченних ST(lÄ)-rpyn" при­

свячений класифікації локально розв'язних Г(А ) - та  нескінченних Т(/А)-груп.

У лемах 4.2.1-4.2.3 встановлюється, що названі групи розв'язні, мають пері­

одичний комутант С ', їх третій комутант мас порядок 1 або р, а в непері­
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одичних Г( А)-групах G " = І . У ламі 4.2.4 доведено, що нескінченні локально 

розв’язні Т((А)-, але не Г(А)-групи,е черніховськими групами.

Класифікація розглядуваних груп дається в теоремах 4.2.1-4.2.3.

§ 4.3. „Будова періодичних Г (А )-груп  з абелавим локально нільпо- 

тонтним корадикалом". У цьому параграфі а лемах 4.3.1-4.3.4 встановлю­

ються властивості названих груп. Опис цих груп дається в теоремі 4.3.1.

Як бачимо, типи 2)-7) теореми 4.3.1 значно розширюють клас груп, що є 

об’єднанням ST(Ä)- і розв'язних метагамільтонових груп. Інші класи введених 

у цій главі груп І виділені в § 4.2, ще не описані і є задачами наступних дослі­

джень (див., наприклад, [213], [214]).

В гл. V „Групи з умовами щільності нормальності для всіх п ідгруп”  без 

доведення наведено опис окремих класів локально ступінчатих груп з назви 

глави.

В § 5.1 „Основні означення і допоміжні результати” наводяться основні 

означення.! деякі результати, які суттєво використовуються в подальшому.

§ 5.1. „Будова локально ступінчатих У1ДН[ 3-грул”  присвячений опису 

вказаних груп.



Глава 1

Попередні результати

1.1 Відомі та  деякі нові означення і результати

Означення 1.1.1. [3j Неабелева група, у якої всі власні підгрупа ава­

леві, називається групою Міллера-Морено або мінімальною неабслевою 

(Д) групою.

Твердження 1.1.1. [18J Скінченні групи Міллера-Морено вичерпують­

ся групами типів:

1) G =  (о, б) -  група кватерніонів, |о| =  |Ь| — 4 [а, б] =  а2 =  Ь , 

G' =  Z{G) =  Ф(б) =  (а*);

2) G  =  ( о ) Щ у М !  =  в ґ " ,  |о| =  Р°, |6| =  / , «  > 1, ß  > 0, Ф(С> *  

Z[G) ж У )  X У ) ;

3) G =  ((c) х (»>) Щ ) у fa, 6} =  с, |с, Ь] =  1, |с| в  р , |«( =  р°, |б| =  рР. 

а  > 0, ft > 9, Z {G ) ж  ф(С) =  (г) х (о?} х (Ь,’>;

4) G — PXQ, Р — скінчена елементарна абелева силовська р-нідгрупа. 

що співпадає з  нормальним дільником із G. )Р\ =  рп, а  >№, р  — просте 

число; Q  =  {Ь) — силовська ^-підгрупа із G, q  — вросте число; |б| =  і / . 

& > D, $ (G ) — Z(G) — Ф (ф  = (б’П Q  івдукус на Р  групу нсзпідних 

автоморфізмів порядку q, G1 — Р у а  ж S^p).

Твердження 1.1.2. Ffciyro» G  тоді ї тільки-тоді с скінченною примарною 

групою Міллера- Морей», коли справедлива хоча б одна з умов:
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1) G  — неабелева 2-породжена р-група, у якої Ф{С) =  Z(G), р  — 
просте число;

2) G  — 2-породжена р-група о комутантом порядку р, р  — просте 
число.

Доведення. Твердження е майже очевидним наслідком твердження 

1.1.1.

Ооначення 1.1.2. [2]. Г^упа, у якої всі підгрупи нормальні, навивається 

дедекіндового групою. Неабелева група такого роду називається гаміль- 
тоновою групою.

Твердження 1.1.3. [2, 7]. Дедекіндові групи вичерпуються абелевими 
групами та гамільтоновими групами, тобто групами виду: G =  Q х 

D х A, Q — група кватерніонів, D — елементарна абелева група, А — 
періодична абелева група без інволюцій.

Дедекіндові групи мають такі властивості:
1) всі елементи порядку 2 належать Z(G)\

2) грУїіа, що містить циклічні підгрупи порядку 8 або оо є абелевою 
групою;

3) комутант неабелевої групи G співпадає а

Q '= Ф(С?) =  Z(Q) =  (С? х D ) '= <р2), 

у — будь-який елемент іо G порядку 4.

Означення 1.1.3. [4],Ненільпотентна група, в якої всі власні підгрупи 

нільпотентні, називається групою Шмідта або мінімальною ненільно- 
тентною групою.

Твердження 1.1.4. [-1],Група G тоді і тільки тоді є скінченною групою 
Шмідта. коли

G = PXQ. 
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де Р  — еиповська р-підгрупа групи G порядку р  експоненти р  або 4 , 

а  > 0, р  — просте число, Q =  (Ь) — силовська g-підгрупа порядку 
ß  > 0, q — просте число,

Ф(С) =  Z(G) =  Ф(Р) х Ф(<?),

G /Ф(Р) — ненільпотентна група Мілера Морено, |Ф(Р)| =  ра', а  —

О) =  <5р(д); будь-яка нормальна в G піді'рупа io Р  або співпадає о Р  або 

належить Ф(Р); G’ =  Р, при непарному а  — «і Ф(Р) =  1.

Зауваження 1.1.1. Перші приклади нескінчених груп Шмідта та 

Міллера-Морено(примариих періодичних без скруту) побудовані в [132],

Означення 1.1.4 [138]. Група, у якої будь-який елемент має централі- 

затор скінченого індексу, називається РС-групою.

Твердження 1.1.5. Неперіодична F C - група містить таку центральну 

підгрупу Z  без скруту, що G /Z  — періодична F C -група.

Означення 1.1.5. Нехай І  =  { і }  — множина індексів, М  =  {С ,} — 

множина деяких підмножин групи G. Тоді X ,е/С, — прямий добуток 

підгруп Сі, що належать М ,

якщо / скінчена цілком впорядкована множина з найменшим елемен 

том їх і найбільшим в.

[135], [136].

в

При |/| = 0



Х,є/ =  1, П ^ ,  =  1.
'Єї

Якщо Gi — одноелементна підмножина, то

. ß
J J  G> — д =  Ga =  •••'= Gi =  "  • ss Gß,
Ыа

до g — елемент io G.

ß *
П  tG<> G>i = ([G« .G»+ii tG-  Gyi • • • • • (<?«. Gß\y

Q-i<j

 ([Gi, G j+i] [Gi, G j]  [Gj, Gß\) ([<7/9-1, Сд]),

Gi, Gj — одноелементні МНОЖИНИ, І, І  Є І.

Означення 1,1.6 [181').Нехай G  — група, І  =  { і }  — множина індексів, 

— множина підгруп G,- b  G для всіх і Є І.

Будемо говорити, що G розкладається в майже прямий добуток 

Gi о об'єднаною підгрупою С  або G — майже прямий добуток Gj 0 

об'єднаного С , якщо виконуються такі умови:

1) для всіх і й I  G i< G , С  — власна нормальна підгрупа із Gj, |/| >  0;

2) G =  П.є/ G':
3) при |/| > 1  G, П П/е/,*, Gi  =  С -
Будемо також говорити, що f] ,e/ Gj — Майже прямий розклад групи 

G, a Gj — майже прямий множник цього розкладу, де |/| — потужність 

розкладу.

О значеная 1.1.7 [138]. Група G — називається локально ступінчатою. 

якщо будь-яка її  неодинична скінченнб породжена Підгрупа містить вла­

сну підгрупу скінченного індексу.

Означення 1.1.8 [70]. Нормальна підгрупа Д групп G називається то
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кально нільпотентним корадикалом групи G, якщо вона є перетин всіх 

таких нормальних в G підгруп G,-, для яких G/G, — локально нільпо- 
тентна група і G/А -теж локально нільпотентна група. Локально нільпо- 

тентний корадикал підгрупи А наливається другим локально нільпотен­
тним корадикалом групи G.

Означення 1.1.9 [63]. Підгрупа А групи G називається квазіцентраль- 

ною підгрупою із G, якщо будь-яка підгрупа із А нормальна в G.

Твердження 1.1.6. [63] Нехай А — локально нільпотентннй корадикал 

групи G. Тоді справедливі умови
1) локально нільпотентннй корадикал будь-якої підгрупи із G нале­

жить A, [A,G] =  А\
2) гомоморфний образ г-го локально нільпотентного корадикала є г- 

им локально нільпотентним корадикалом гомоморфного образу G;
3) якщо А — періодична груда, то вона не містить квазіцентральних 

в G неодиничних силовських 2-підгруп із А і будь-яких центральних в 

G неодиничних холловських підгруп із А.

Твердження 1.1.7. Група G тоді і тільки тоді є майже прямим до­

бутком своїх підгруп Gі з  об‘єднаною підгрупою С, і Є І ,  |/| > 0, коли

G/G =  Xjg/Gf/C, |G,/G| > 1.

Доведення. Твердження є майже прямим наслідком означення 1.1.6.

Твердження 1.1.8. Якщо G — група о власною підгрупою G', G/G' — 

прямий добуток циклічних груп, то G — майже прямий добуток підгруп 

G, = G' • (б,) о об'єднаною підгрупою G', і € /, де І  деяка множина 

індексів, |/| > 0.

Доведення. За умовою С /G' прямий добуток неодиничних цикліч­
них груп. Нехай G, повний прообраз в G одного з  циклічних мнбж-
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ників фіксованого розкладу G/G' в прямий добуток циклічних груп.

Тоді G, <J G, G' — власна підгрупа о G,, Gi =  G' ■ (6,) і за тверджен­

ням 1.1.7 G  — майже прямий добуток (?,• з  об'єднаною підгрупою G'. 
Твердження доведено.

Твердження 1.1.9 [49]. Якщо G' < Z(G), то для будь-яких д і і <?2, 

9ь 9 2  Є G, цілих i , j  та натурального к справедливі співвідношення:

1) l a i d ]  =  [si.s-ÜJ = [ffi; .?a] =  [gugiV  =

2) [g \ü \n =  • [ » ь я г ] - ^ " - 0 ;

3) для будь-якого л: Є G, g = П І» і маємо

/

[s '.*] =  Щ * . . ] - .
U)=l

Л ема 1.1.1. Нехай (?  < Z(G), п — натуральне число,

і

9 =  П * .  1 >  !•
U>=i

ІЬді

5п =  ЗоН " ' І ) П ? Г * -

де
/ .

So =  П  [вин S»]1* '*•
1=и><6

Доведення. Нехай G, д і п задовольняють умовам леми. Доведемо твер­

дження леми індукцією за І. При І =  2 це твердження випливає із твер­

дження 1.1.9.
Нехай тепер і > 2 і твердження справедливе для всіх к < І. Покладемо

• i - r U -
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і/—і
ї ‘ г < Г - S,n4 H n-l); do =  id, »,]■'. do Є Z(G), do =  П І 9 -

U>=1

За індукцією

d" =  c i w "“4 • П  й * .  c° = П  fa .,да]***-
ш=1 1=ш<5

Ttenep

ff" = (c0d0) '^ (" ' 1) • ( Д  gl*') ■ =
W— 1 
/

„  4 n(n~l) T T
9q  ̂2, 9w »

tü=i
/-1 /-1

3o =  codo =  ( П  Ь®'даЗ'",,)(П Ь»»да]|*'<') =
l=tw<<5 w=l

/

=  п  ь - .д а ]а )-
l=w<6

ЛеМа доведена.

Л ема 1.1.2. Нехай G — група, N  — така її  2-породжеиа нормальна 

підгрупа, що

G' П N = N ’ С Z(N).

Тощ G =  iV • GC(JV).

Доведення. Нехай G, N — (а, f>) задовольняють умовам леми. Тоді

G' П N  =  (с) С Z(/V), c = (a ,6 j.

Нехай з  — елемент io G, тоді

g~lag ~ ас', g~'bg = bc3.

•Звідси

f/ 'cp = (<7~'‘<чії '(д"'ЬуГ1{д ' Х(ід)(д"'ііу) ~  a~\r'lr'c~3ar'biJ  = с,

то д і q =  d '  g j1. З а  твер дж ен н ям  1 .1 .9
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а значить., [с. д) = 1.

Нехай d — a~'tia~>b'. Оскільки (с) С Z(N ■ {<?)), то за твердженням 

1.1.9

[<Г‘д,а] =  [tT’g.b] = 1.

А, оначить, d~xg Є Ca{N ). Оскільки d Є  Лг, то д = df, / Є Ca(N ), 

Звідси G — N ■ Cg{N). Лема доведена.

Наслідок 1.1.1. Нехай G — група о центральним циклічним комутан­

том G1.

Тоді для будь-якої 2-породжсної підгрупи N  о умовою G1 — N 1 маємо 

G =  N  • Cc {N).

Наслідок 1.1.2 [75]. Якщо G — р-група о комутантом порядку р і А’ 

— будь-яка ї ї  2-породжена підгрупа о комутантом порядку р, то

G =  N - Cg(N).

Теорема 1.1.1. Нехай G — майже прямий добуток (С х (д,)) о 

об'єднаною роов'яоною підгрупою С ■= G’ експоненти р\ р - про­

сте число, і примарними або нескінченими підгрупами (<?,), і Є /. Годі 

С С Z(G). Будь-який елемент д Є G  має вид:

і
д — j  {  , 5,у = 0!

«і=і

для деякого і € /, — пілс число, др> Є ZfG), існують і.у, такі, що

|[pi,ffj]| =  р7. При пьокру в G справедливі твердження:

1) група G тоді і тільки тоді має експоненту р1* 1. коли G /»-група, 

у якої або

max lg.l = pv" .
»є/
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р =  2, 7  > О, max|si|==27,
іб/

і прп |д| = 27+І — маємо |С  П (s)| =  2;

2) якщо д — р' елемент або д — р-елемевт, у якого

=  / > 1 4 .l<t!)<l

для будь-яких w і 6, таких, що w, 6 Є [1, /],

/  >

то

С П {д )  =  1.

Доведення. Нехай G задовольняє умовам теореми. Покладемо c , j  = 

|s„3>], £  =  К ; ) .  » ,j Є /. Тоді Z С С, [c,j, <д] = 1 = [2, st] для всіх 

i , j , k  Є /. Зрозуміло, що для будь-якого с Є С [с, Si] = [с, Sy] = 1. (c>c.j3 ~ 
1. Звідси Z С Z(G).

Нехай G* — майже прямий добуток підгруп Z х (ді) о  об’єднаною 

підгрупою Z. Тоді G* <3 G, G =  С ■ G’ , G П G* =  Z і комутант G /G * 

співпадає а G/Z. Оскільки С  — розв'язна група, то розв’язною буде і 

C/Z = G /G ’ . Для розв’язної групи це можливо, коли |C/Z| =  1, тобто 

Z — С  центральна в G р-група експоненти р7. Зрозуміло, що будь- 

який елемент д — Ьо ■ ПІ=і І}Ь- За твердженням 1.1.9 др1 =  1. Оскільки 
exp С — рт і будь-який елемент із С  є скінченним добутком скінченних 

степенів центральних елементів Ci j, то хача б для однієї пари і, j  Є /

К ;І  = р Т
Доведемо тепер твердження 1) теореми. Нехай expG =  р7+і. Тоді для 

будь-якого і Є 1 |f/f І =  1 і G — р-група, |р,| < р '*1 ■ За лемою 1.1.1 

<Ґ = Ц у г ;1-"'ір ' "  П І.,! ЬУ’ .Дсгк, = П і =<.•<#-> 4  *“ ' ' ^ 0  Є С. Зрозуміло, 
що |сп іР {,‘ "і < /' > тільки при р = 2. 7  > 0 |с0 ' г П| =  р = 2. Якщо 

innxi. .  vi 1 =  р>+1. то expG = Is] =  РУ*1 • (s) п С =  1-

або
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Нехай далі для всіх і Є І  |<7,| < р7+1. Тоді др1 = Сд 5р1('>’ ' |) [ знайдуться 

6,ш Є [1,/], для яких |[6Ш, 64)!'“" = 27, '(g) ПС| = 2 і, значить, шах,е/ |д,| = 

2Т. Необхідність твердження 1) теореми доведена. Іа цієї необхідності ни 

о умови, що д — р'-елемент,випливає, що |(дПС)| =  1, тобто справедливе 
твердження 2) теореми.

Доведемо тепер достатність твердження 1) теореми. Якщо тах іЄ/|g,| = 

р7+1, то тоді як при необхідності др1*' = 1 і expG =  р7+|.

Зрозуміло, що при р = 2 у > 0 і шах,е/ jg,| =  р7 існують i , j  такі, що 

|[g,,.9j)! = 27. Покладемо g,g; = д. Тоді дг  =  cg’ , де с0 = [(/„</_,]. Тому 

|р| =  27+1. Достатність твердження 1) доведена. Теорема доведена.

Твердження 1.1.10. Нехай G — нільпотентяа група класу нільпотен- 

тності меншого або рівного 3, и, z — елементи io G, s ,k  — невід’ємні 

цілі числа, п — натуральне число. Тоді в G справедливі рівності:
1) («', г*] =  [п, г]’* ■ [[п, z\, „}!*-(—*). [[,л г],

2) [м*, 2 *}" = zknusn • [і4,г]>,ь,(п+|) • [[и)г],н]н'ь,<п+1>('(‘|" - 1>-3).

.[ [^  г |( г]А*Ь(п+1)(і(2п+1)-3) _

= . [(и, г], u]-A**"("-'i)(»(*n-i)-S).

•[[и, г], г]- із*1п("-і)(*И"+і)-з);

Тборема 1.1.2. Нехай G  — група, яка містить такі нормальні дільники 

N\, N2, що А’і ПЛ’2 =  1, G/Ni — дедекіндова група, і  =  1,2, і виконується 

хоча б одна о умов:

1) N\ — група без інволюцій або містить елементи порядку 8 чи то, 

N■2 — група без інволюцій або містить елементи порядку 8 чи ос;

2) N\ — періодична група без інволюцій.

Тоді G  — дедекіндова група.

Доведевня. Нехай G. Arj , Aj задовольняють умові теореми і С  ^ 

G/N\ х G /X i. Зрозуміло, що G' нільпотентна група. За теоремою

23



Ремака G/N i П Ni =  G — підгрупа із G’ . Тому G — нільпотентна гру­

па. Якщо G/Ni — абелева група, і =  1,2, то G' =  1, а в цьому випадку 
теорема очевидна.

Нехай G' ф 1. Оскільки (G*)' — 2-група, то і G' — неодинична 2- 

група. Розглянемо можливі випадки: 1) N\ не містить інволгоцій; 2) N\ 

містить елементи порядку 8 та оо.

Випадок 1. В цьому випадку G' С\ N\ =  1, G[N\ — періодична нільпо- 

тентна гамільтонова група, і Ni ізоморфна її підгрупі. З цього і а умов 

теореми випливає, що Ni не містить елементів порядку 8 та оо. Зро­

зуміло, що при умові 1) iVj — періодична група без інволюцій. Оскільки 
при умові 2) N\ — періодична група без інволюцій, то. не порушуючи 

загальності .можемо вважати, що в розглядуваному випадку завжди N\

- періодична група без інволюцій. Оскільки G/N\ — періодична група, 

го і G — періодична нільпотентна група. Відомо, що тоді G =  Р  х D, 

де Р  — силовська гамільтонова 2-підгрупа із G, D — її холопське до­

повнення. Оскільки G/Ni — дедекіндова група, і — 1,2, то комутанти 

силовських 2'-підгруп із G належать N\ П =  1. Звідси випливає, що 

силовські 2' підгрупи із G абелеві. Таким чином, G -— майже прямий 

добуток дедекіндових силовських підгруп. За твердженням 1.1.3 G — 

гамільтонова група, і випадок 1 розглянутий.

Випадок 2. Покажемо, що цей випадок при умові |G'| > 1 неможли­

вий. Дійсно, в цьому випадку за твердженням 1.1.3 Ni D G' і G/N\ — 

гамільтонова група. Зрозуміло, що в G виконується умова 1) теореми. 
Ос кільки при цій умові і гамільтоновості G /N \ Ni - періодична група, 

що не містить елементів порядку 8 і не мас інволюцій. З цього випли­

ває. шо силовська 2-пітгрупа із Ni, що містить G' ..має порядок 1. Не 

суперечить умові |G'| > 1. Випадок 2 неможливий. Теорема доведена.

Теорема 1.1.3. Нехай G нільпотентна група із с кінченим абеле-
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вим комутантом порядку pn, [G',G\ С Z(G ), G/G' — прямий добуток 
циклічних груп, р  — просте число. Тоді G — група одного із типів:

1) G — скінченна р-груда, довільна абелева підгрупа породжується 

п елементами, будь-яка неодинична циклічна підгрупа io G мас неоди­
ничний перетин о G'\

2) G  — майже прямий добуток нормальних в G підгруп СА(Ь,), і Є /, 

з об’єднаною скінченною ^підгрупою С, що містить G', довільна абе­

лева підгрупа із С  породжується п елементами, будь-яка неодинична 

Підгрупа іо С  має неодиничний перетин о G'.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Покладемо Z\ =  G', Z->_ =  

К?', с і .  Яз =  1. Оскільки G — група із скінченим комутантом порядку 

р*, то вона містить єдину нормальну силовську підгрупу Р. Із розкладу 

G/G' — прямий добуток циклічних груп Р/G' і G /P  — прямий добуток 
циклічних груп. Нехай

G/ Р  — X j^jG j/P ,

я» G j/P  — (Pf)і). За вибором Р  маємо G, — Р\(д/). Розглянемо можливі 

випадки: 1) всяка неодинична циклічна підгрупа io G має з G' неоди­

ничний перетин; 2) d  G існує елемент d, такий що |</| > 1, (d) OG' =  1.

ІЗипадок 1. Зрозуміло, що в цьому випадку G — Р  — р-група, і всі 

«лементи порядку р належать G'. З цього випливає, що нільпотентна 

Група Р  задовольняє умову мінімальності для абелових підгруп. Відо­

мо, що G — черніковська група, і оскільки G./G' прямий добуток 
циклічних груп, то G - скінчена група. Очевидно, що G група тішу 

1) теореми. Випадок 1 розглянутий.

Випадок 2. Нехай (d) О Р — 1. Тоді за означенням 1.16 G майже 

прямий добуток нормальних в С підгруп G, — РЛ{ц,) з об'єднаною 

силовською р-підгрупою /’ із G. що містить G', і Є 7.
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Якщо тепер всі елементи порядку р  із Р  належать G', то оа випадком

1) Р  — скінченна р-група типу 1) теореми. Покладемо Р  = С, a (gj) =  
(Ьі), і Є I ,  j  Є J ,  J  — І ,  тоді G — група типу 2).

Нехай далі Р  має елемент <1 порядку р, що не належить G'. За теоре- 

мою 1 in [202] Р  =  X \Y, де Z \ C X ,Y  — неодинична циклічна р-група. 

Покладемо Р  =  Р0, X  =  Р і ,У  =  (к)- Індукцією за потужністю прямого 

розкладу Р/G' доведемо, що Р  — р-група типу 2) теореми. Якщо всі 

елементи простого порядку із Р\ належать Z\, то покладемо С  =  Рі і 

одержимо шуканий роаклад, тобто Р  — група типу 2) теореми.

Нехай в Р\ існує елемент порядку р, що не належить Z\. Тоді за те­

оремою 1 із [203] Р\ =  P}\(b\), Z\ С Pi, |b|| > 1. Покажемо, що ряд 

підгруп Ра з  умовами Р„ =  Р ,+іЛ(Ьа), Z\ С Р»+і можна продовжувати 

для довільного а  Є А  до тих пір, поки всі елементи порядку р із Р„ не 

будуть належати Z\. Нехай для всіх В < о Pß вже побудовано. Якщо а  

не граничне число, то існує 3  — а  — І, для якого Pß вже побудовано, і 

якщо всі елементи порядку р  із Pß належать Z\, то процес побудови ряду 

закінчується на неграничному числі ß. Якщо хоча б один елемент поряд­

ку р не належить Z\, то за теоремою 1 із [203] Pß =  Р„Л{6„_|), Z\ С Р„, 

|Ь„_,| > 1. Нехай а  — граничне число. Тоді покладемо Р„ =  Oß<aPß. Зро­

зуміло, що Zі С Ра. Якщо всі елементи порядку р із Р„ належать Z\, то 

процес побудови ряду закінчується на Ра , якщо ні, то його можна про­

довжити індуктивно. Оскільки G /P ,  — прямий добуток неодиничних 

циклічних груп, то процес побудови Р„ обмежений потужністю розкла­

ду Р /G', зупиниться на деякому 7 .‘ .для ЯКОГО Ру Э Zt і всі елементи 

порядку р із Ру належать Z j. Покладемо Рт =  С, І  =  JU  А, і Є I, j  Є 

п € А. Одержимо, то С  <3 G, G /C  — х^/(С ■ Ьі). За твердженпяї.РІ.1.7 

G  - майже прямий добуток підгруп СА{6,) з об’єднаною підгрупою С. 

Оскільки Z\ =  G' С С . будь-який елемент порядку р із С  належить G', 

то С  — група типу 1) теореми, а Струпа типу 2) теореми. Теорема
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доведена.

Наслідок 1.1.3. Нільпотентні групи о комутантом порядку р, у яких 

G/G' — прямий добуток циклічних груп, вичерпуються групами.типів:

1) G — група кватерніонів;

2) G  — майже прямий добуток підгруп СА{6,) з  об’єднаною підгрупою 

С  Э G', і Є I ,  |G'| =  р, С  — група кватерніонів або неодинична циклічна 

р-група.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Тоді G  — 

група типу 1) або 2) теореми 1.1,3. Нехай G  — група типу 1) цієї теоре­
ми. Тоді всі елементи порядку р  із G  породжують циклічну підгрупу G' 

порядку р. Відомо, [49], що G — група кватерніонів, тобто група типу

1) наслідку.
Нехай G  — група типу 2) теореми 1.1.3. Оскільки С  — не обов’язково 

неабелева група, то вона, як і раніше, може бути або групою кватер- 

ніонів, анеодиничною циклічною р-друпою, що містить G'. Зрозуміло, 

що |G'| =  р, і G — група типу 2) наслідку. Необхідність доведена. До- 

статніть очевидна. Наслідок доведено.

Твердження 1.1.11. Всі групи G, що є розширенням центральної 

підгрупи С  за допомогою групи кватерніонів мають вид

G — С  Q, Q =  ( a ,b ) < G ,

і вичерпуються групами типів:

1) Q — (а, Ь) — група кватерніонів, С  П Q = 1;

2 ) Q =  («)Л<Ь>, |о| =  4, |6| = {2я. зо}, ß  > 1, [а, б] =  а2, C n Q  =  (а2-62);

3) Q =  ((с) X ( а ) ) Щ ,  Н = 2, |а| 6 {2а,сю}, |6| € {2е,оо}, о > 1, 

Д > 1, [о, Ь] = с, [г,/.■] = 1, CC\Q =  (са2) х (сі)1).

Доведення цього твердження здійснюється шляхом нескладних обчи­
слень комутаторних співвідношень з урахуванням породжуючих еле­
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ментів та визначальних співвідношень G/С . Повністю це доведення да­
но в роботі автора [178].

Наслідок 1.1.4. Якщо G — група із наслідку 1.1.3 і С  — повна група, 
то G =  С  х 0 ,  де 0  — група кватерніонів.

Теорем а 1.1.4. Всі групи G  о центральною підгрупою С, що оадоволь- 

няють умовам: підгрупа С  доповнюється в будь-якому своєму локально 

циклічному розширенні із G  (С  — повна група), G /C  — дедекіндова 

група, що розкладається в прямий добуток груп з  локально циклічними 

власними підгрупами, мають вид: G =  В  • (С\ х 0 )  ■ U, де неодинична 

підгрупа U розкладається в майже прямий добуток нормальних в G 

підгруп С  х Uj з  об’єднаною підгрупою

С  =  U П (Сі х Q) ■ В  =  U П (С, х 0 )  С Z(Q),

Uj — локально циклічна група без інволюцій, \Uj\ > 1, j  Є J ,  |«/| > 0, 
неодинична підгрупа В  розкладається в майже прямий добуток нор­

мальних в G  підгруп Во х В і о об’єднаною 2-групою

В0 =  В  П (С, х 0 )  • U =  В  П С =  (В', [В, 0 ] , [В, {/])",

В і — неодинична локально циклічна 2-група,

ехрВо < тах|й,|, ]7| > 0;
»є/

і вичерпуються групами типів:

1) С =  Сі, 0  =  1;
2) С =  С|, 0  =  (а,Ь) — група кватерніонів, |В,| = 2, |В,| < оо,

[0 .С ] =  1;
3) 0  =  («)А(Ь>, |«| =  |Ь| =  4, [о,6] =  о2, С  =  С, х (о2 • b2), |/у =  2, 

\V,\<™, [ 0 ,В ] = 1 ;
4) 0  =  ((є) х (а))ЦЬ), \С\ =  2 > |ДІ, |о| =  |fe| =  4, [о. ft] = с. (г,Ц =  1, 

С =  С| х (со7) х (сЬ2). К'; | < оо. [0,(7] = 1.

Доведення. Необхідність. Hexan G і С  задовольняють умовам теореми
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і X  — підгрупа із G, що співпадає а  С  при абеяевості G/С  і Х /С  — 

група кватерніонів при неабеяевості G /С . Зрозуміло, що

G fC  =  Х /С  х G*/C,

де G* / С  — абелева група, яка розкладається в прямий добуток груп 

о локально циклічними власними підгрупами. Відомо, що останні пря­

мі множники в абелевому випадку або локально циклічні, або прямий 

добуток двох циклічних груп простих порядків. Тому, не порушуючи 

загальності, можна вважати, що G */C  — прямий добуток локально ци­

клічних груп. Зрозуміло, що G*/C =  Y /C  х U /C, де Y/С  — прямий 
добуток всіх локально циклічних множників G*/C, що є 2-групами, а 

U /C  — прямий добуток всіх прямих множників розкладу G’/C  без ін- 

волюцій. Тоді G* =  Y ■ U ,Y  OU =  С. Покладемо Р  — X Y . Тоді

P n U  =  X f\ Y  =  Xr\U =  C C  Z(G),

X < G ,  У «  G, U <1 G.

Зрозум'їяо, що P /С — спяовська 2-підгрупа із G /С .  За вибором Y/С  =  

Xit/Yi/C, a U /C  = X jtjG j/C . ТЬді У <1 G, G, <З G і за умовами тео­
реми Yj =  С  х Bi, Gj — С  x Uj, де Bi — локально циклічна 2-група, 

a Uj — локально циклічна група без інволюцій. За твердженням 1.1.3, 

якщо Х /С  — група кватерніонів, то |£?;} < 2, а |У}| < оо. Покладе­

мо Bo =  Y' • {[А'', У], [У, U}). Зрозуміло, що Во С С  С Z(G ) і при 
\Y/C\ > 1 існує неодинична підгрупа В , що розкладається в майже пря­

мий добуток нормальних в G підгруп Бо х В,- з  об’єднаною підгрупою 

Во -  (В 1, [В, U], [В, X]), і Є /, r  = В\ [X,Y] =  |АГ, В], [У,!У] = [В,У]. 
Зрозуміло, що Во породжується елементами виду [fcj,<?], де Д, Є В, 

д Є G. Оскільки Во С Z(G), то оа твердженням 1.1.9

І М < І М -  •

Звідси expßo < mnx;<=r |Д|, Во — 2-група. Якою |С/С| > І. то U 
майже прямий добуток нормальних в G підгруп С  х Uj з  об'єднаною
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підгрупою С  і неодиничними локально ЦИКЛІЧНИМИ Uj б е з  інволюцій,
з  є J ,  И  > о.

Розглянемо підгрупу X . Якщо С  = X , то покладемо Q =  1, С\ -  С  

і G — група типу 1) теореми. Нехай Х /С  — група кватерніонів. Тоді 

ІА'І < 2, \Uj\ < со, [X, U] С С, X  =  С  ■ Q — група одного із типів 1 ) 3) 
твердження 1.1.11. Якщо X  — група типу 1) згаданого твердження, то 

покладемо С — С  і і одержимо, що G  — група тилу 2) теореми.

Нехай X  — група типу 2) твердження 1.1.11. Тоді С  П Q =  (сЬ2), 

С  П (Ь) — (Ь4). Оскільки С  доповнюється в С на циклічну (6), то, не 

порушуючи загальності,можна вважати, що С ■ (Ь) =  С  х (Ь), |і>| = 4, 

|а2Ь2| =  2. Покладемо, <1 =  а 2Ь2. Якщо в С  існує елемент d\, \d\ \ =  4, 

d\ =  d, то покладемо Q — (а, Мі) — група кватерніонів, X  = С  у. Q 

і одержимо, що G  — група типу 2) теореми. Нехай d не міститься в 

жодній циклічній підгрупі із С  порядку 4. Відомо, що тоді С  =  Сі х (d), 

X  =  Сі х Q, і G — група типу 4).

Нехай, нарешті, X  — група типу 3) твердження 1.1.11. Як і в попе­

редньому випадку можна вважати, що |а| =  |Ь| — 4. Покладемо са2 =  /і, 

сЬ2 — f i ,  а2Ь2 — /з. Ясно, що |/*| =  2, к =  1,2,3. Якщо для деякого к в 

С  знайдеться така підгрупа (с*) порядку 4, що с2 =  f t ,  то прийдемо до 

одного з  вже розглянутих випадків. Тому будемо вважати, що (ft)  — 

максимальна циклічна підгрупа із С. Тоді відомо, що С =  С\ х ( ff)  х ( ff) , 

Х\ =  Сі х Q і G  — група типу 4) теореми. Необхідність доведена. До­

статність очевидна. Теорема доведена.

Наслідок 1 .1 .5 . Всі групи G, що є розширенням центральної елемен­

тарної абелевої р-групи С  за допомогою групи кватерніонів, вичерпу­

ються групами виду G =  Cj х Q, і G — група одного о типів 2) 4) 

теореми 1.1.4.

Твердження є очевидним наслідком теореми 1.1.4.
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1.2 Метациклічні групи

Означення 1.2.1. [71]. Груйа G називається метациклічною, якщо вона 

розкладається в добуток

G = (а) ■ (Ь), (а) < G, Ь~1аЬ =  а г,

г — ціле число.

Твердження 1.2.1 [71]. Клас метациклічних груп замкпепий за підгру­

пами і фактор-групами.

Твердження 1.2.2. Нехай G — (а)-(Ь), Ь~гаЬ =  аг, (в)П(Ь) =  (ат) =  (6"), 

рт =  6". Тоді справедливі твердження:

1) баб-1 =  аг', г • г =  l(mod а), |G : (а)| =  п, ]G : (іі)| =  т, а" €  Z(G), 

f, г' —- цілі числа;
2) для довільних цілих чисел і, j  та натурального t і елемента d. — a'b3 

справедливо dl = (а'Ы)1 — bha !>, де / «*= rjĵ  • гоІ,'І> ПРИ J  > 0 r0 = г, 
при j  < 0 г0 =  г'. Якщо (d) — максимальна циклічна підгрупа із G, 

що має одиничний перетин з (а), то |d||n; якщо (d) — максимальна 
циклічна підгрупа із G, що має одиничний перетин з  (/>), то \d\ < т ; 

якщо G  — р-група, |{а) П (й)| > 1, то |d||mm(m, п).

Доведення цього твердження проводиться шляхом простих арифме­
тичних викладок. Воно детально проведено автором в [163, лема 1.2].

Лема 1.2.1. Нехай 6 та j  — натуральні числа, р — просте число, / = 

г1 ■ г“' > г — ЦІде число. Тоді / — ціле число, що задовольняє одній

із умов:
1) якщо т =  1, то /  =  р*;

2) якщо г = - 1, р = 2, то / = 1(1 (—І)*) ■ р*;
3) якшо ;• =  - (1  +  2і ), р =  2, к  > 1. то  /  =  /(»> ./> ) • 2 І(1"  » (і-И -і) '“ ) ■ 

2‘ ; (2 ,/ ( j.r .« ) )=  1.:
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4) .якщо t  =  1 -f pkt pt > 2, т© / =  i(>. M )  • / ,  0», /О, г, Щ  =  1;
5) якщо умови І}-4 )  сшраведпнв*, то / =  /(І,»1,#) ■ <p(j,r) ■ р4, 

(/O', г, <5),p) =  1, а 9 ( і ,г )  В умовах !)--4) мас вад,-1
в 1) <p(j,r) =  f { j ,  ») =  l ;  

в 2) ip(j, г ) =  |(1 +  (-1У %  Д а  г) =  І; 
в 3) v j(j,r) =  

в 4) <p(j,r) — L

Д оведеняа. Уши® 1) та 2) очевидні. Нехай г =  1 -f р*, р* > 2. Тощ

у > *  =  ^  ~ 1 =  Р - І - / К - 1
^  . Г І - 1  ( 1 + / у _ | ‘

За результатами [169| маем©

(I +  / f t *  -  1 =  I'рш +а ,

| ї+ / У ~  1 = */ + " ,

f*,p) =  (#tp )=  1, > =  яр°,

(s tp ) ~  1.

’Число f  tm c  мед:

/ =  Н \ p S -  f ( j ,r ,6 ) p S,

( f ( j ,r ,6 ) ,p )  =  h  9 0 .  г) =  1.

Умова 4) доведена.

Нехай г =  —(I +  2*), p  — 2, к  > J. ТЬді для j  =  s2ö, (2, я) =  1 маемо

випадки: о  > О, о  =  0. Якщо о >  0, то г’ =  |0|, і, яг і в попередньому

випадку, / в  ■ 2s, 9 O »  =  1
Нехай f* =  0. ТЬді, m  і  в попередньому «иЬадку,

( - ( і  + г ^ У ^ - і  =  п * +\

( - ( 1  + 2‘ )У -  І *  - ( (1  +  2*У -  1) -  2 =
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=  —«2* —2 = -(t2*~ l +  1) • 2,

де (/,2) =  (t , 2 ) =  1. Оскільки к >  1, то (<2*-1 +  1,2) =  1. Звідси, як 

і раніше, / = f ( j ,  г, (5) ■ 2*~1+4, ( f { j ,r ,6 ) ,  2) =  1. Покладемо <pü,r) = 
(25(t-1)(i+(-i)/+,)i ТОді j ПрИ о es о, і при а  > 0 маемо / =  /(j, г, 6)ip( j ,  г) ■ 

2{ . Умова 3) доведена.

Умова 5) є наслідком попередніх чотирьох умов. Лема доведена.

Теорема 1.2.1. МйЛгацшслічні групи є групами виду 

G =  (a )-(b ), Ь-1о& = аг,

г — ціле число. При цьому G — група одного о типів:

1) G = {«)■ х (Ь),г =  1;

2) G = {a)X{b), г =  —1, група (а) має неодиничну підгрупу індексу 2, 

{b) мас підгрупу індексу 2;

3) G  =  (a)\(b), г =  - (1  +  2*), |о| = r2°, а  > fc > 1, група (6) мас 

підгрупу індексу 2 а ~к-,

4) G ■= (а)А(Ь), г =  1 + р*, р* > 2, |а| =* р", а  > к, група (6) мас 

підгрупу індексу ра~і ;

5) G =  (а) • {&), г = 1 + р\ р1 > 2, |п| = р", |Ь| =  р'’ , <а) П (b} = (а'’”') = 

(Ьр"), ар’" =  ft*p", (s,p) =  1, /ї > о > m > /г;

6) G =  (о) ■ (6), г =  - 1 ,  |а| =  2а; |b| =  2a, ß > a >  2. (о) П (fc) =  {о2'’' 1):

7) G =  <а) • <Ь), г =  - 1 ,  Н  =  2", |Ь| =  2ß. a > ß >  1, (а)П(Ь)  = (пг" ' ) :

8) G =  (а) • (Ь), г =  - ( 1  +  2*), М  =  2", |Ь| =  2", /? >  о > *  +  1 > 2.

< « ) п < ь > н О ;
9) G =  (а) ■ (6), г = - (1  +  2‘ ), |«| = 2". |Ь| =  2й, п > ß > п  -  fc + 1 > 2. 

< а ) П ( Ь ) « ( 0 ;  ,
10) G  =  х|=1Р„ Р, =-{о,) • (6,) силовськп р.-підгрупа in G. т о  с 

групою одного о типів 1) 9) цри тпх же співвідношеннях ДЛЯ О, ТЯ /і, 

що і для п та 6 відповідно в групах вк ап ан и х  типів. І >  1. і хоча <> для 

одного'« Р- ^  1. р, — просте число, (о) — х(.,((і,). {!>) = //>,):
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11) (а) =  х[_,(а,), |Ь| =  оо, (а,) — силовська рі-підгруті io G, р, — 

просте число, |а, | > 1, і {(а,, 6]) =  (а,) або а,- та Ь задовольняють тим же 

умовам, що і елементи а та Ь відповідно в групах типу 1)-5). При І =  1 

((а, 6]) =  (аі), при І > 1 існує таке і, що |[а(, Ь]| > 1;

12) G =  АХВ, А =  {и)Х(у}, В  =  {х)- (у), <«) =  (и) х (х), (Ь) =  (у) х (у), 

[у,В] =  1, ([и,Ь]) = <и) =  х?=1(а(), {b) =  XjL^bj), (а,) — силовська р,- 

підгрупа іо (и), рі — просте число, р > 2, (т) =  х}_в(п,-), (у) -  х(=„{Ь;). 

Для всіх \ < і < І Рі — (а,-) • (6,), силовська pj-иідгрупа із G одного з 

типів 1)-9) теореми з  тими ж співвідношеннями для а,- та fei, що і для а 

та Ь відповідно вказаних типів, р,- — просте число, В  =  х

Доведення. Нехай G — метациклічна група. ТЬді G —'(а) ■ (Ь), fe_1afe =  

аг, г — ціле число. Якщо G — скінченна примарна група, то за  резуль­

татами [163] G — група одного з типів 1)-9) розглядуваної теореми. 

Тому будемо вважати, що G — непримарна група.

Нехай G — скінченна нільпотентна група. Тоді за результатами [163] 

G — група типу 10) розглядуваної теореми.
Нехай G — нескінченна нільпотентна група. Тоді за тими ж резуль­

татами G — група типу 1)—4) або 11) розглядуваної теореми.

Якщо G — нескінченна ненільпотентна, то G — група типу 2 )'або

11) розглядуваної теореми.

Нехай G — скінченна ненільпотентна група. Оскільки G — ненільпо­
тентна, то вона має неодиничний локально нільпотент-ний корадикал U, 

G /U  — нільпотентна група. Зрозуміло, що U С G'. Звідси U' =  1. За 
результатами [31] G =  UXD, де D -- скінченна нільпотентна група, 

U = (н). За твердженням 1.1.6 (|f/|,2) =  1, D =  V ■ В , де V — холовська 
х(Г)-підгруиа io D, я В  - холовське доповнення в D. Зрозуміло, що

(н) = х де (аі)  спловська р ,-підгрупа із U, р, > 2 — просте
число.

Нехай 1 і — спловська рі-підгрупа із V. Тоді Рі =  (а,) х V) — силовська
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рі-підгрупа jo G. Покладемо А =  (и)XV. Тоді G = AXD і В  — скінченна 

нільпотентна група. Зрозуміло, що (jV|, 2) = 1. Нехай N, — нижній шар 

о N , {«,) — нижній шар з (а,). Тоді (щ) С Z(P,) і в Р, існує підгрупа 

(«,-) х Ni, яка за  твердженням 1.2.1 метациклічна. Тому А’,- — цикліч­

на група. Оскільки р > 2, то за результатами із [49] Vi =  (6,). ТЬму 

V =  (v) — xjї'=і(Ьі), Р  = (чі)Х(Ьі) — група одного о типів 1)—4) з  тими 

ж співвідношеннями для а,-, 6;, що і для а та b в групах цих типів. Зро­

зуміло, що [«, В] = 1, (а) =  (u) х {х}, де (х) -  (а) П В , (х) =  х[=п+, (а;), 

(а,) — силовська р.-підгрупа із (а). Тоді В — х[іпР ,  де Р, — силовсь- 

ка рі-підгрупа із В . Зрозуміло, що Р, — силовська pj-підгрупа із G, і 

Рі — [а,) • (bj) — група одного з типів 1)-9) о тими ж співвідношеннями 

для а,-, Ь,, що і для о т а б в  групах цих типів.

Покладемо (у) — х ■_„(?),). Тоді, не порушуючи загальності,можемо 

вважати, що (b) — (v) х (у). З твердження 1.1.6 випливає, що [17,G] = 

[С/, D\ — U =  ([U, Ь]), і G — група типу 12). Теорема доведена.

Означення 1.2.2 [138]. Підгрупа N, породжена всіма елементами по­

рядку р довільної р-групи G, називається її  нижнім шаром.

Теорема 1.2.2. Примарні метациклічні групи є скінченими р-групамп 

ВИД}- G =  (а) • {Ь), Н  =  р°, |Ь| =  рР, (а) Ґ) (Ь) =  {а Г )  -  (Ь’’") С Z{G), 

— Ь‘ р', (я,р) — 1, а  > т  > 0, ß  > п > 0 . Будь-який елемент сі Є G 

має вид: d =  a'b>, і =  і,р01, j  =  jipP', (і,,р ) -  ( jt ,p )  = 1, 0 < о, < о. 

0 < ßi < ß, г,, j i  — елементи мультиплікативних груп кілець лишків 

за- модулями р°, рР відповідно, при а  »  0 і| » 1 ,  при /1 = 0 j  і = 1, 

р — просте число. При (а) П (Ь) = .1  а  = т, ß  =  п, нижній шар А' 

містить підгрупу (ар”' І.6рв І). При о =  0 яр* ' =  1, при 3 = 0 ' — 1.

N  < G, {ар°'1) С Z(G), b~'ob = аг. Для довільного натурального числа 

6, цілого числа г і максимальної циклічпої підгрупи (сі) можливі тільки 

такі випадки:
1). г =  = 0 ,  (Р‘ = ^ ' “  •«‘■f’” *':
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2) г =  — 1 ,р  — 2 ,n iß i =  0 або 0 < а\ < т,1 = ßi < п, (Р‘ =  
ЬЗ^<+‘ . а ііі(1+(-іУ)2"'+*.

3) г =  —(1 +  2*), 1 < к < а , р =  2, Q\ßi =  0 або 0 < оц < к, 1 =  ßi < п, 
d2> =  у і2'І'+‘ .ач/(;,г,8)2І(* 1)(1+( ,}i )+“І+і, /(j, г,<5)— ціле число іо леми 1.2.1;

4) г =  1 + р к, ph > 2, a\ß\ =  О, У  =  / ( j,г,<5) — 

ціле число ІО лсми 1 .2 .1 .

При цьому G  ізоморфна групі одного іо типів:

1) г =  1 , G =  (a) x (b), N  =  (ap° ') x {{/* '), a\ß\ = U. При а  — « j = 

ß  — ß\ > 0 {d) П {а ) =  (d) fl (6 ) =  1 і (d) доповнюється в G тією підгрупою 

(а), (b), порядок якої більший;

2 ) г =  - 1 , р =  2, а  > 1, ß  > 1 , G = (а)А(б>, 2(G ) =  (а2"’ 1) х (Ь2); 

IV Э (а2“' ’) х {Ь2*~'} =  V . При ß  > 1 U = N, при ß — 1 N  =  G, 

при 0  < «і < а ,  0  < ßi < ß, а  — щ  = ß  — ß\, a j = 0  або ß\ — 1  

(о) П (d) =  (b) П (d) =  1, |d| =  2°~a\ і при ац =  0 (d) доповнюється в G 

підгі)упою (b), а при «і > 0  (d) не доповнюється в G, (о) х (б2) =  (а) х (d),

МІ -  2 й- 1;
3) г =  - (1  + 2*), р — 2, 1 < к < п ,  ß > a  — k , G  =  (a)X(b), Z(G) = 

<«2”' ’) x (б2); N О {а2" " )  х (//'’> =  U. При ß  > 1 U =  TV, при /3 =  1 
Дг = (о2 )А(і>), при ßi = 0, а\ = а  — fc + 1 — ß  або ß\ — 1 < ß, 0 < од < k, 

о, =  er -  ß  4 - 1  або 1  < ßi < ß, a\ =  0 , а  = ß  — ß\ (b) C\ (d) =  (а ) П (d) =  1  

і прп ßi — 0 (d) доповнюється в G підгрупою (а), при ßi =  1, оц > 0 
(п)А(б2) =  {a)A(d); при «і = 0, ß\ > 0 (d) доповнюється в G підгрупою

(ьу

4) г = 1  +  р*, рк > 2, 0 < к < а ,  ß  > a  — к, G =  (а)А(Ь), Z(G') =

x A' = (op" ') x {b^~'). При cvj =  0, a  = ß  — ßi або ß\ =  0,

З = а -  oi (а) П (d) =  (б) П (d) = 1, прп O] = 0 {d) доповнюється в G 

підгрупою (б). при J| '= 0 (d) доповнюється в G  підгрупою {«);
Г») г = 1 4- ;>*. р* > 2, /і > а  > m > к > 0. G =  (Ь) ■ (d), (б) П (d) = 1. 

Мі -  р"1. ZlG) -  {а1’"") ■ (І’’’""} = х (d,'“"‘ ). підгрупа (//" *)A(d)
містить підгрупу А’ = (о''’ ') х (У' ), a j =  0, Зі = і — и = п — пі.
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/0\ г, п) ■ зі і +  j  і =  O(mod р°~т), в частинному випадку d = a‘ ■ tV““, г 

— розв’язок конгруенції f ( j , r ,m )  ■ si\ +  1 =  0(mod pa~m);

6) r =  - 1 ,  p — 2, ß  > a  > 2, m =  a  -  1, n = /3 -  1, G =  (b) • (d), 

<6)n<d> =  1, |d| -  2““1, Z(G) =  <b2), (a) С (62)x(d), iV =  ( a ^ ' ) x { d ^ )  = 

(a2“"') x (a2“' 5 • б2'* ’), d = a’1 • b>' ■ 2'3' a;

7) r =  — 1, p =  2, ß >  a > ß >  I, m — a — 1, n =  /3 — 1, Z(G) =  {b2), при 

ß  =  2 N  =  (a2““'), при ß  > 2 jV =  (a2“' 1) x (d2̂ 5), Ф(С) =  (a2) x <d>, d = 

a 1' ■ 2a"e • IV ' , ]d| =  Ф~2, в G не доповнюється жодна власна неодинична 

підгрупа;

8) г =  —(1 +  2і ), р =  2, ß > a > m > k > l t m = t a  — 1, п =  ß  -? І, 

т  > а  -  к, G =  (Ь) ■ (d), {&) П (d) =  1, |d| = 2а~\ Z(G ) =  (Ь2"~‘ ), 

АГ =  (а2“*1) х (d2“*’) =  {а2“*') х {о2“*’ d =  а’1 -У' 2’ '“, в частинному 

випадку d — а • Ь2’ -°, (a)A(d) група типу 4);

9 ) г  =  —(1 +  2*),р  =  2, а  > ß  > а  — /г +  1 > 2, т ~ ot-*l > к, г» =  /3 — 1,

$ (G ) =  (o2)A{d) D ЛГ =  (a20' 1) х (d2'’"s> =  (a2“"') x (a2”' ’ ■ б2" 5),

|d| =  20-2, Z(G) — ( О ,  d =  a1’'2" " ,+’ • b2jl, в частинному випадку 

d ss a2”~*’+1 • Ь2, в G  не доповнюється жодна власна неодинична підгрупа; 

([e,d]) =  (e2*+l), (a)A{d) — група типу 4).

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група. Тоді вона 

скінченна р-група одного о типів 1) 9) теореми 1.2.1. З цієї теореми 

випливає, що G  мас вид; G =  (а) • (6), |в| = рп, |Ь| =  (а) П (Ь) =

(а*’™) яв (У’") С G1, а Ґ  =  Ь‘р", (s,p) =  1, Ь~1пЬ -  а г. і справедтві 

всі співвідношення із загального типу групи G розглядуваної теореми 

крім умов для максимальної циклічної підгрупи (d) С G. Зр о зум іло , що 

d — п'У, де і та j  мають однозначний розклад: і = iip’’1. j  — j іРЛ|, 

О < « і < a , 0 ^ ß\ < ß , іь  j\ — елемент мультіїплікатппннх груп 

кілепь лшпків за  модулями за модулями р" та /А При о = 0 вважаємо, 

що ї| ав 1, гіри /1 =  0 і\ =  1. Вважаємо, що при о ) = 0 d — і . і (7
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група типу 1) розглядуваної теореми. В подальшому будемо вважати, 
що a ß  > 0, а значить Jtf| > 1.

Нехай 6 — натуральне число. Для груп типів 1) 9) теореми 1.2.1. 

число г задовольняє тільки одну із умов 1)-4) леми 1.2.1, і тому для 

будь-якого г справедливе твердження 5) згаданої леми. За цим пунктом 

і твердженням 1.2.2 У  = У У ,  / = f{ j,r ,6 )tp ( j,r )p l , (f { j , r ,6 ) ,p ) =  1, 

S (h  г> й) і <p(j,г ) із пункту 5) леми 1.2.1. Звідси У  =
Оскільки при a\ß\ = 0 (j,p )  = 1 або (і,р )  =  1, то d g  <p(j), а значить 

(d) не може бути власного підгрупою будь-якої циклічної підгрупи із G, 

а значить при цих умовах {d) —  максимальна циклічна підгрупа із G. 

Нехай лі > 0, ßi > 0. Тоді «і < т, ß і < п. Покладемо д  =  а1 ■ Ь1. Як і 
раніше

др‘ _  bip‘ . а ‘/(І.ПМі,г)р‘ =  a 4 W'p‘ ) . Ьір‘

де г'г =  l(rnod ра), S — f ( l .r ,6 )p ( l ,r )p 6.

Покладемо V =  }{1 , г, 6) ■ (г')ІрІ. Ясно, що (v,p) =  1. Звідси

дП1 _  a‘Mt,r)p' . frtp'

Покладемо 6 = 1, І = Jip*’-1. Тоді др = aUv ’̂r p̂bi'pf'[ . Нехай (vtp(l,r),p) — 

1. Тоді існує таке П • Для якого розв’язною буде конгруенція t\wp(l, г) — 

їі(тііосі рп). Покладемо тоді t =  t\pn'~x і одержимо др — а'Ы =  d, що 

неможливо. Тому <f(l. г) — 0 (mod р). За твердженням 5) леми 1.2.1 р  =  2, 

(/.2) = 1, ß\ = 1, г < 0. З цього випливають умови 1) та 4) для г 
загального виду G. За пунктом 5) леми 1.2.1 г = —1 або г = —(1 +  2і'), 

а  > А > 1. Звідси справедлива умова 2) для г загального виду групи G 
цієї теореми.

Нехай г = -(1  + 2*). а  > k > 1. Тоді tp(j,r) =  =
2** ’ . Тепер д 2 — а1''** • Ы. Нехай k  < 1. Тоді покладемо t — де
/д = іі(іпо(1 2"). Одержимо д2 = d, що неможливо. Звідси 0 < oj < k, і 

справедлива умова 3) дли г загального виду групи G  цієї теореми.

Нехай G група тішу 1) теореми 1,2.1. Тоді G = (ч) х (/>}. Для груп
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цього типу Q\ß\ =  0, a ß  >  0. Тоді при <* -  і*| =  ß — ß\ для максимальної 

циклічної підгрупи {сі) справедливі твердження для груп типу 1) цієї 
теореми.

Нехай G — група одного о тппів 2)-9) теореми 1.2.1. Тоді G  — група 

одного о тппів 2)-9) розглядуваної теореми відповідно, і справедливі 

умови для всіх цпх тнпів^крім будови N \{d). In чотирьох можливих умов 

для г загального типу групи G випливає, що {d), зазначена в типах груп

2) 4) розглядуваної теореми, є максимальною циклічною підгрупою із 

G, і при тих умовах для і, j ,  що є в цих типах, підгрупа (rf) доповнюється 

відповідною підгрупою в G чи в підгрупі {(і) ■ {№). Тому залшшілось 

вияснити лише будову N.

В групах типу 2) при ß  = 1 елементи виду п'б мають порядок 2, і 

породжують всю групу G, тому при цих умовах N —■ G. При ß  > 1 

N  = (а2“"') х (б2’ " ) ,  і для груп типу 2) все доведено.

Нехай G — група типу 3). При /3=1 елементи вид,' п'Ь тоді і тільки 

тоді мають порядок 2, коли і = 0(mod рп_і). Вони і породжують підгру­

пу N  =  (а2“"')А{б). При /3 > 1 N  = (а2”"') х (б2" ' ) .  Відомо, що в уза­

гальненій групі кватерніонів, тобто в групі типу 7\ß — 2. N = (о2“ '). 

Покажемо, що в усіх інших випадках |/V| = р2. В розглядуваних випад­

ках |G : («)| > 2. В усіх цих групах існує підгрупа U = {«''' ) х {и), де 

и =  d?~'f |d| =  р*, б > 0, і в G існує нормальна підгрупа М = (л)А(н). 

Покажемо, що всі елементи v із G  порядку р  належать V і М. Якщо 

М  =  G, то це очевидно. Якщо М  — власна підгрупа із G. то в G існує 

підгрупа M\(v) з  нецпклічною фактор-групою за циклічною підгрупою 

(о), що неможливо. Отже, с Є AI. Якщо М' = 1, то U - нижній шар із 

AI, тому U =  N. Нехар AV ^ 1. Останнє можливо тільки в групах гппу

3) та 4) прп умовах |б| =  рп~к > 2.

В групі типу 3) а  — к = в  > 1. Не порушуючи загальної ті можімо 

вважати и Є (б) і и індукує на (о) такни автоморфізм, шо tti.npvn.t М 

із типу 3) ізоморфна підгрупі М із типу 4t. В гр>пах пігп Ц h r
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циклічна максимальна підгрупа із М  і [а,п] породжує циклічну підгру­
пу (ар° '), ра~1 > 2. Нехай v — елемент із М , |п| =  д, v $  U. Тоді 

U\(v) = {ар ’)A(u) — група порядку р3, і такий розклад абелевої групи 

порядку р3 можливий лише тоді, коли вона група діедра порядку 8, що 

неможливо. Оскільки при р  > 2 |а| > 4, а2“”1 Є (о2) С Z(M ). Ця супереч­

ність показує, що U =  N , і всі властивості для груп типів 1)-9) доведені. 

Необхідність доведена. Достатність очевидна. Теорема доведена.

Наслідок 1.2.1. Нижній шар N  довільної метациклічної р-групи G  нор­

мальний в G  і тоді і тільки тоді не є елементарною абелевою групою 

порядку р2, коли G — група одного о типів:

1) G  — циклічна р-група, |А'| < р;

2) G  — узагальнена група кватерніонів, \N\ — 2;
3) G  — неабелева група діедра, |iV| =  |G|;

■ 4) G — кваоідіедраяьна група, |yV| =  j|G|, N  — максимальна діе- 

дральна підгрупа io G.

Наслідок випливає із доведення теореми 1.2.2.

1.3 Деякі розширення кваоіциклічних груп

Лема 1.3.1. Нехай G — довільна група, N  — її локально скінченна 

нормальна підгрупа, шо має холловську підгрупу Я, яка має нормальну 
и G підгрупу В  і скінченного індексу в П, і справедлива хоча б одна із 

у м о в :

1) Я г-група, г просте число:

2) А' мас нормальну холловську підгрупу Н  таку, що л(ї?)П л(Я) =  0 
і iV/Л локально розв'язна група. Тоді G  =  N ■ D, D — Ng(R) і при 

.V = II\ Я

У ,і(Я ) = 1.

(V =■ HXD.
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Доведення. Нехай G задовольняє умовам леми, D — Na (R), д  Є G, 

Т  — {R , R3}. Зрозуміло, що R f =  R } С Т. Якщо в N  існує елемент а, для 

якого Ra — R9. то д а ~1 = ^  Є D. Звідси д — da, і із довільності д  Є G 

маємо, що G  = N  • D. Покажемо тепер, що R? — спряжена підгрупа із 

R n  N. Розглянемо можливі випадки: 1) |Ді| =  1; 2) |Лі| > 1.

Випадок 1. В цьому випадку |Д| < оо і |Т| < оо. При умові 1) Д — 

скінченна силовська підгрупа скінченної групи Т. За теоремою Силова 

в Г  знайдеться елемент а, для якого Ra — R9. Лема справедлива.

Нехай справедлива умова 2). Покладемо Н\ =  Я  П Т. Тоді Ні ,— 

холловська нормальна підгрупа скінченної групи Т, ж(Ні) П тг(і?) =  0. 

За відомими результатами Т  — HyXDi і за умовою 2) Di — розв’язна 
група, в якої всі 7г(Д)-холловські підгрупи спряжені. Спряжені також в Т  

всі 7г(£)і)-ХОЯЛОВСЬКІ підгрупи З Т  І ДОПОВНЮЮТЬ Ні в Т. Не порушуючи 

загальності,можемо вважати, що Я  С А ,  а Я* С Д>, де Di =  D\'. 
Покладемо Сі — HiXR, Сі =  H\XR9. Тоді С і/Н і і С і/Н і — спряжені

ХОЛЛОВСЬКІ ПІДГРУПИ ІЗ Т /H l. З ЦЬОГО ВИПЛИВаЄ, ЩО В Т  ІСНуЄ елемент 02)

для якого С “2 =  HiXRa* — Сі і Д“! та Rg — холловські підгрупи із Сі, 

що доповнюють в С-г підгрупу Н\. Відомо, що в Сі існує елемент аз, для 

якого Д“3“3 =  R9. Покладемо а іа з =  о, тоді а Є Т  — шуканий елемент, і 

лема при умові 2) справедлива. Випадок 1) розглянутий.

Випадок 2. В цьому випадку R /R i — скінченна підгрупа локально скін­

ченної нормальної в G/R] підгрупи N/R\. Покажемо, що Д/Ді — хол­

ловська тг(Д)-шдгрупа Л'/Д[. Дійсно, нехай Л*/Д] — холловська 7г(Л)- 

підгрупа із N /R i, що містить Д/Д|.

Зрозуміло, що Д* Э Д. Звідси за вибором Д R" — R, а тому Д/Д| — 
холловська 7г(Д)-підгрупа із Лг/Ді.

У випадку 2) лема справедлива за випадком 1) для G /R  \. Звідси N/R\-
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D /R i.— G /R i,  де D /R i — нормаліоатор R/R\ в G/ R.\.

Зрозуміло, що D ■— нормаліоатор R  в G  і G — N  ■ D. Таким пином, 

шуканая розклад G  справедливий при обох умовах леми.

Якщо тепер N =  HXR, Nfi(R) =  1, т о £ ) П #  = 1 ,С  =  HXD. Лема 
доведена.

Наслідок 1.3.1. Нехай С  — періодична повна абелева нормальна 

підгрупа групи G, д  — елемент io G, ж(д) П ж(С) — 0, С с(д) — 1 і 

СХ{д) =  N  <3 G . Тоді G =  CXD, де D =  Nc ((g)) і [С, (ff)] =  С.

Доведення. Зрозуміло, що N  і G задовольняють умовам леми 1.3.1. 

Тоді G  =  CXD, де D =  Na{{g})- Очевидно, що [(g),С) =  N' і в N  існує 
нормальна підгрупа N'X(g) — iVj. За тією ж лемою Лг =  JVi ■ N n (д). 

Оскільки N c{{g))  — С с((д}), то Nu ((g)) =  (д), а N  — N'XR, а значить 

N' — С  =  [С, (д)). Наслідок доведений.

Наслідок 1 .3 .2 . Нехай С <  G  — квазіциклічна р-група, G /C  — дедекін- 

дюва група, і  д  —  //-елемент із G, що належить G\Cg{C). Т оді G = CAD, 

Ы Ы 1 № Л о ) }  =  С ,р > 2 .

Доведення. Оскільки д  — р'-елемент із G, що належить G\Cg(C), то 

(д) індукує на С  нетотожний автоморфізм. Відомо, що тоді р > 2, 

[С, (у)] =  С, і в G  існує нормальна підгрупа N — СХ(д), С с{(д)) — 1 
ТЬді наслідок випливає із наслідку 1.3.1. Наслідок доведений.

Л ем а 1 .3 .2 . Нехай G  — черніковська група о нормальною повною ча­

стиною С. ТЬді G  =  C  D , \D\ < оо, CD{C) =  S < jG ,C n D  =  /(5)П Ф (Р), 

і справедливі твердження:
1) якщо С  — квазіциклічна р-група, р  -  просте число, то С  П D С 

Ф(Dv). де Dp — будь-яка силовська р-лідгрупа із D. D =  S- (a), S П («} = 

(o'). .« > 0. при (s ,р) = І СП D С D,,':
2) якщо G /C  - -  локально нільпотентна група, то D — нільпотентна
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група, і при С  С Z(G), що еквівалентно |G'| < оо, G — нільпотентна 
група;

3) якщо С  — локально нідьпотентний корадикал із G, то G  =  CXD  і 
D — нільпотентна група;

4) якщо G — нецентральна квазіциклічна р-група із G, то а >  1, 

[G, (а)] =  С  і при р =  2 з =  2, |а| = 2“, а при р > 2 р  =  1 (mod s)„ a >  1, 

(а) — р'-група, в G існує ненільпотентна підгрупа С\{а), Сс(о) =  1.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Тоді С  С Z(Cq(C )) С 

Cq(C) < G. Оскільки G — локально скінченна група, то G — С  - D, 

де D — скінченна підгрупа із G. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що D — скінченна підгрупа найменшого порядку із G, для якої 

G =  C D. Покладемо S  =  Сс(С)Л£), У = COD. Тоді У С Z (S) С S < G ,  
У < G.

Нехай У £  Ф(І)). Тоді в D існує максимальна підгрупа М, що не 

містить YiD =  У • М, ІМ\ < |£)|.
Очевіідно, що тоді G =  С • М, що суперечить вибору D. Ця супереч­

ність показує, що У С Z(S) П Ф(0).

Нехай тепер С  — квазіциклічна р-підгрупа із G, Dp — силовська р- 

підгрупа із D. Тоді У С Dp. Покажемо, що У С Ф(БР). Коли |У| =  1, це 

очевидно. Нехай |У| =  р. Зрозуміло, що |У| С Z(DP). Якщо У С Ф(/?р), 

то У доповнюється в й)р деякою максимальною підгрупою. За відомими 
результатами [71] У доповнюється в D , що неможливо, оскільки У С 

Ф(О).

Нехай |У| > р. Тоді відомо, що Ф(У) С Ф(ИР) і |У/Ф(У)| =  р, Ф(У) <3 

G. За попереднім У/Ф(У) С Ф(0р/Ф(У)). Звідси У С Ф{Ор). Відомо, що 
D /S  — підгрупа із Aid С, і періодичні підгрупи із Aut С  є циклічними 

групами порядку 2 при р = 2. і порядку р—1 при р > 2. Звідси D =  С-(и). 

D П (а) =  (ал), s > 0. При ноцентральності С в G, що еквівалентні 
[С, (а)] =  G, маємо пі>н р — 2 s =  2, |о| =  2П. при р > 2 р s  1 {mod .<), .
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— ff-ene мент.

Нехай (я,р) =  1. Покажемо, що в цьому випадку У С Dp'. Зроауміло, 

що Р  =  С  • Dp — силовська р-підгрупа io G, Dp — силовська р-підгрупа 

io S, а значить,С С Z (P). Звідси Р' =  Dp'.

Нехай Y D  Dp' С Ф(У). Тоді

Р /Р ' =  (С х Р ') /Р  х Р0/ Р

і Р  =  С ■ Pq, pfi PqC)Y С Ф(У). Зроауміло, що знайдеться елемент с Є С, 

для якого (с) • Р0 О Dp. Покладемо ,̂Do =  (є) ■ D i Р\ =  (с) • Dp. Зрозуміло, 

що Р і =  (є) ■ Р0, (с) П Р0 С Ф(У), а У С {с}. Оскільки Ф(У) О Do, 

(с)/Ф(У) < Оо/Ф(У), силовська р-підгрупа Рі/Ф(У) в D o/$ (Y )  мас вид

(с)/Ф(У) х Ф(У)Р0/Ф(У),

ТО  (с)/Ф(У) ДОПОВНЮЄТЬСЯ В будь-якій СИЛОВСЬКІЙ р-підгрупі io Do/®(y). 
За тим же результатом [71] (е)/Ф(У) доповнюється в Ро/Ф (У ) підгру­

пою М/Ф(У). Звідси Do =  (с) -М , (с)П М  С Ф(У). Оскільки G — С М \ 

Y  <£ М , то |М| < |D[, що суперечить вибору D. Одержана суперечність 

показує, що У С Dp‘. ТЬким чином, твердження 1) та 3) леми доведені.

Нехай G/C  — локально нільпотентна група. ТЬді D/Y  — нільпотен­

тна група. Оскільки У  С Ф(Щ , то відомо, що і D — нільпотентна група. 

Якщо С С Z(G), то сама G — нільпотентна. Твердження 2) доведено.

Твердження 4) леми випливає із відомих результатів [114]. Лема до­

ведена.

Лема 1 .3 .3 . Нехай G — розширення квазіциклічиої р-підгрупи С  па 

допомогою групи кватерніонів. ТЬді G — група одного із типів:

1) G =  CXQ, Q =  (о, 6) — група кватерніонів, [С, (6}] =  1;

2) G =  С ■ Q, Q  =* (п)\{Ь), |о| =  jb| =  4, [о,6] =  а\ C H Q  «  («*&*).

Доведения. Нехай G — досліджувана група. За лемою 1.3.2 G  »  С  • D. 

|D| < оо, Cd(C') -  S < l C , C n O « V  -  Z(S) П Ф (0). D *  5  • (о),
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S -П (а) = (a3), s > 0. Нехай Y  = 1. Тоді D — група кватерніонів, S 

містить максимальну підгрупу із D. Якщо D =  (а, Ь), то не порушуючи 

оагальності можемо вважа-сн, що [С, (Ь)] =  1 і G — група типу 1) леми.

Нехай |У| > 1. За лемою 1.3.2 р — 2, s =  2, S /Y  — максимальна 

підгрупа групи кватерніонів, [С, (о)] = С. Зрозуміло, що S /Y  — цикліч­

на група порядку 4 і С с(С ) = С • (6), |6| = 4, а підгрупа N  =  (с2) х (6) 

— характеристична підгрупа централізатора, де |с2| =  4, е2 Є С. Звідси 

N < G .  Оскільки (Сс (С))' =  1 і G =  Сс (С)-(а), а2 6 Са (С), то а2 Є Z(G). 

Оскільки С  П Z(G) = (сі) |сіі =  2, то Z(G) С N , тому а2 Є N , а4 Є (сі) 

і в G  існує підгрупа D\ — N ■ {а). Не порушуючи загальності можемо 
вважати, що D С D\.

Нехай [6,а] =  с. Тоді |с| < 4 і с Є IV, с2 Є (сі). Зрозуміло, що а~2Ьа2 = 
6а“'сас =  6, а значить, с-1 =  о_1са,

Ьа2 =  baba =  ba2bc = а 11)1 с Є IV,

Ьа4 €  (с,). Ясно, що iVj =  (сі) х (б2) —*> нижній шар із IV, то JV, < G.

Покажемо, що IV, С Z(G). Якщо хоча 6 один із елементів із С  а2 
чи а2б2 має порядок 2, то кожний із них належить Z(G) і разом з  є, 

породжує N{. І значить, 7V, С Z(G). Нехай |с| =  4. Тоді |с2с| =  2 і 

[с2с, а] =  1 і Ni =  (с,) х (с2с) С Z(G). Тому при будь-яких умовах /V, С 

Z(G). Звідси б2 Є Z(G). Оскільки а2 6 Z(G), б2 Є Z(G), а2б2с Є Z(G), 

то с Є -£(G), а значить, |с| =  2, iVj =  (с,) х (с). Якщо |о.| = 8, то

IV, =  (с,) х (е2а2) С Z(G),

але с2а2 £ Z(G). Ця суперечність показує, що |а| = 4. Покажемо, що 
а2 =  б2. Дійсно, нехай це не так, годі замінимо b на сф. Одержимо, що 

б2 = а2. Якщо тепер с. =  а2, то D =  (о, б) — група кватерніонів, і G — 
група типу 1) леми.

Нехай с ф а2. Тоді заміняючи а на Ьа. одержимо D — (л)А(б), [а. б] =
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Означення 1.3.1. Нехай G — група, у якої властивість V мають всі т- 

підгрупи (що не належать власній підгрупі S). Тоді група G  називається 

V(r)-rpynoio (V (S, г)-групою).

Група G, у якої V — це властивість нормальності — f f ,  а г  — це всі 

власні, С-, С -, А-, Ä-, AC-, N-, N-, N C-, NÄ-, F -, I-, IC -, IC -, JA -, IÄ-, 

IN -, /Я-підгруші, називається відповідно Н{т)- (H (S , т)-) групою, де 

т — одна о названих властивостей підгруп.

Нескінченні неабелеві Я(/)-, Н (ІА )-, Я(/Л)-групи названі С.М. Чер- 

ніковим в роботі [138] відповідно IN H -, ІН -, ЇЙ -групами. А.Ф. Баран­

ник в роботі [115] H (S)- та H (S IÄ )-групи назвав QH- та Q/V-групами 

відповідно.

'Твердження 1.3.1 [138]. Негамільтонові IN H -групи є розширенням 

квазіциклічної групи за допомогою скінченної дедекіндової групи.

Л ем а 1.3.4. Нехай G  — Я(г)-група. Тоді справедливі такі твердження:

1) довільна власна підгрупа перетину М  всіх т-підгруп io G  є ?- 

підгрупою io G  і М  < G;

2) клас Я(т)-груп замкнутий за підгрупами, коли всяка г-підгруиа 

будь-якої підгрупи X  групи ö  є т-підгрупою в G;

3) якщо ірт — властивість бути образом в <р{С) деякої т-підгрупи із G 

при гомоморфізмі <р групи G, то ip(G) е Я(<рт)-групою; клас #(т)-груп 

замкнутий за факторами, якщо кожна r -підгрупа гомоморфного образу 

<p(G) е образом деякої т-підгрупи іn G  при будь-якому гомоморфізмі <р 

групи G;

4) якщо довільна підгрупа із G, що містись нормальну r -підгрупу N  

групи G , с т-підгрупою із G, G /N  — дедекіндова група або Я-група;

5) якщо ті і т-t — такі властивості груп, що т-підгрупою в G буде 

будь-яка її підгрупа, яка с розширенням нормальної в G  Т]-підгрупп N

a2, CO D  =  (а2Ь2), [С, (а)] = С, і G — група типу 2) леми. Лема доведена.
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Доведення. Нехай G — Я(т)-група, і М  — перетин всіх т-підгруп із G.
з .

Зрозуміло,що М  <3 G, а кожна власна підгрупа із М  в G є т-підгрупою 

із G. Твердження 1) доведено.

Нехай X  —■ будь-яка підгрупа із G, a Y  — її  т-підгрупа. За умовою 

леми Y  — т-підгрупа із G, Y  < G і У < X , звідси X  — Я(т)-група. 

Твердження 2) доведено.

Нехай <р — довільний гомоморфізм групи G. Тоді система Е т-підгруп 

із G  переходить в систему ірЕ-підгруп із <p(G), що визначаються вла­

стивістю ірг — бути гомоморфним образом в <p(G) деякої підгрупи із Е 

при гомоморфізмі ір. За означенням 1.3.1 <p(G) — I I (узг)-група. Якщо 

тепер для будь-якого гомоморфізму кожна т-підгрупа io <f(G) є гомо­

морфним образом деякої т-підгруші із G, то із нормальності т-підгруп 

в G  випливає нормальність т-підгруп в <p{G), а значить, <p(G) — Я (т)- 

група для будь-якого гомоморфізму <р групи G. Звідси клас Я(т)-груп 

при їщх умовах замкнутий за факторами. Твердження 3) доведено.
Нехай N  — нормальна в G т-група. Зрозуміло, що всі підгрупи із 

G /N  є образами підгруп io G, що містять N. За умовою твердження 4) 

всі підгрупи G, що містять N, є r-, а значить нормальними підгрупами 

із G. Звідси G /N  — дедекіндова група. Твердження 4) доведено.

Нехай справджуються умови твердження 5), і нехай X /N  — Т2 - 

підгрупа із G /N . Тоді X  — т-підгрупа із G, X  < G, X /N  < G /N , а 
значить,G/iV — Я (т 2 )-група. Твердження 5) доведено. Лема доведена.

Наслідок 1.3.3. Нехай G — Я (т)- група. N  — її нормальна підгрупа. 

Тоді справедливі такі твердження:
1) якщо т — це С, Ä, N, І , IC , IÄ , IN , а N  — т-підгрупа із G, то 

G /N  — дедекіндова група;

2) якщо т — це IC , IÄ, IN , а N  — /-підгрупа із G, то G /N  - -  11(C)-, 

H(Ä)-, H {N )-група відповідно;

за  допомогою Т2-групи, то G /N  — # (т 2)-група.
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3) якщо т — це І С , I  A, IN , а N  — відповідно С-, А-, Лг-підгрупа іо 
G, то G /N  — Я(/)-група.

Наслідок безпосередньо випливає з  леми 1.3.4.

Наслідок 1.3.4. Локально ступінчата недедекіндовд, нескінченна Н (/)- 

група G є негамільтоновою І N  И -трупою, тобто G  — розширення 

квазіциклічної групи за допомогою скінченної дсдекіндової групи.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Покажемо спочатку, що 

G  — /ЯЯ-група. Якщо G  — неперіодична група, то це очевидно. Не­

хай G — періодична група. За лемою 1.3.4 перетин М  всіх нескінчен­

них підгруп із G — нормальна підгрупа із G, яка має скінченні власні 

підгрупи. Якщо G  має нескінченні абелеві підгрупи, то за означенням 

вона ЛУЯ-група. Нехай G  не має нескінченних абелевих підгруп. По­

кажемо тоді, що G  — скінченна група, що неможливо. Для цього по­

кажемо, що \М\ <  оо. Дійсно, в противному випадку за  означенням 

локальної ступінчатості 1.1.7 нескінченна скінченно породжена підгру­

па із М  мала б власні нескінченні підгрупи, що суперечить вибору М. 

Але тоді М  — локально скінченна група. Якби М  була нескінченною 

підгрупою, то за результатами j92] М  містила б нескінченну абелеву 

підгрупу, і G  була б IN H -групою. Оскільки в G  немає нескінченних 

абелепих підгруп, то \М\ <  оо.

Нехай тепер Х а — нескінченна підгрупа із G. Тоді за означенням 

Я(/)-групи і за  лемою 1.3.4 Л'„ <J G. G/Х 0 — дедекіндова група, а  6  А.

Нехай G * — декартовий добуток G /X a , а  Є А. Тоді за теоре­

мою Ремака G fM  — періодична підгрупа розв’язної групн G'. Відомо 

(див., наприклад, [138]), що G /M  — локально скінченна група. Оскільки 

І А/1 < сх>, то і G — локально скінченна група. За результатами [92] G 

міс тить нескінченні абелеві підгрупи, тобто завжди G — /ЯЯ-група. 

•За твердженням 1.3.1 G  - розширення квазіциклічної групи за допо
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могою скінченної дедекіндової групи. Наслідок доведений.

Тігорема 1.3.1. Періодичні групи, що є розширенням своєї нормальної 

кваоіциклічної р-підгрупи С за допомогою дедекіндової групи, силовсь­

ка р-підгрупа якої розкладається в прямий добуток груп о локально 

циклічними власними підгрупами, мають вид:

(В  ■ (С х Q) ■ А) х F,

де F  — періодична Дедекіндова холловська підгрупа із G без елементів 

порядку р, А — S  • (о), Са(С) =  S <1 G, S f l  (а) = (a*), s > 0, неодинична 

підгрупа В  розкладається в майже прямий добуток нормальних в G 

підгруп Во х В, з  об’єднаною підгрупою

А, =  В П С  

=  B r \ {C x Q )-A

ш  ( А , ( В , < ? ] ,[£ ,-4 ]) ,

( В , С ] « 1 ,

В і — неодинична локально циклічна р-група,

ехрВо < шахі6/ 15,1, |/| > 0;

і ізоморфні групам одного із типів:
1) р > 2, Q -  1, я > 1, р з  1 (mod в), [С, (а)] = С, А — дедекіндовя 

періодична холловська тг(я)-підгрупа із G, |ВоІ -  1:

2) ш А =  1;
3) р ш 2 »  |Д|, А С Q = (а,Ь) — група кватерніонів;

4) р =  2 «  в, Q в  1,'Л =  (о), |о[ =  2“, [С, (о)] *  С:

5) р =  2 = 15 , 1 =  s, Q — (Ь,(І) — група квптерніонів. Л «  (п), |о| = 2". 

в3 Є С, [С, (о)] *  С, [Q. (о)) С (с,) С C. h| = 4;
6) p =  2 =  |ß,| =  в, Q «  (Ь). Д =  (о). (о.Ь) - група кватернишіп.

(C.(«)) = C;
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7) р  =  2 = ІД-І =  я, Q =  (fc), Л =  (a), M =  |b| = 4,‘ [a,6] =  a2, 
(a) П (&) =  1, С  П (<a)A<rf)) =  (п2Ь2), [C, (a)] =  C.

Доведення. Необхідність. Нехай G і С  задовольняють умови теореми. 
Тоді в G  існує єдина силовська р-підгрупа Р, С  С Р , Р  < G. Зрооуміло, 

що G — періодична група. Нехай F  — максимальна холловська р1- 

підгрупа із G, що виділяється в G прямим множником. Тоді G — G* X F , 
і F  — дедекіндова група бео елементів порядку р. Зрооуміло, що G* 
пядовольняє умовам теореми.

Оскільки G '/C  — періодична дедекіндова група, то G* =  PXD, D  — 

холловська дедекіндова підгрупа io G, що не містить елементів Поряд­
ку р. Нехай тепер Р  — локально нільпотентна р-група,"що задовольняє 

умовам розглядуваної теореми, і Р /С  — прямий добуток груп з локаль­

но циклічними власними підгрупами.

Нехай У' =  С Г(С). ТЬді С С Z(Y), а Y < G. Відомо, що |Р : У| < 2. 

Зрозуміло, що У - -  р-група, що задовольняє умовам теореми 1.1.4, і є 

групою типу 1) або 2) цієї теореми при умові U =  1. Тоді У =  B -(C xQ ). 

Розглянемо можливі випадки: 1) G — не локально нільпотентна група;

2) G — локально нільпотентна група.

Випадок 1) В цьому випадку \D\ > 1, р > 1, Q = 1, У =  Р, В  Г\С =  1. 

Покладемо D = А, С а(С) = S  <1 G. Тоді А =  S • (a), S  П (о) — (о*), я > 1, 

р == 1 ( in o d  .ч). За вибором F  А — холловська дедекіндова л(я)-група, 

[С, (о)] г  С, і G група типу 1) розглядуваної теореми. Випадок 1) 

розглянутий.
Випадок 2) В цьому випадку G — прямий добуток своїх силовськмх 

підгруп, і за вибором F  |£>| =  1, G =  Р  х F . Можливі два випадки: 2.1) 

У = Р\ 2.2) У С Р.

Випадок 2.1) У випадку 2.1) покладемо Q =  А = 1 і одержимо, що 

G група тппу 2) теореми. При .4 С Q = (<і, Ь) - група кватерніонів,
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за теоремою 1.1.4 |В,| =  2 і G — група типу 3) розглядуваної теореми. 
Випадок 2.1 розглянутий.

Випадок 2.2) В цьому випадкур = 2, |Р : У| =  2, Р  = У (а), а2 Є У, 

[С, (а)] =  С. Покладемо А =  (a), S  =* (а2). Нехай Р /С  - -  абелева група. 

Тоді за умовою теореми Р /С  — прямий добуток локально циклічних 

2-груп, і

Р /С  = Y /C  ■ (Са).

Вибираючи суміжний клас (Са) найменшого порядку в Р /С , можна в 

прямому добутку У/С локально циклічних 2-груп вибрати таку підгрупу 

У*/С, що

Р /С  = Y '/C  х (Са).

Звідси Р  — У*. • (а). У* П (а) =  С  П (а). Якщо У ’ = С, то G — група 

типу 4). Нехай У* Э С. Тоді С  С Z (Y ’ ) і Y '/C  — прямий добуток 

неодиничних локально циклічних 2-груп. За результатами із [206] у* =
С

В  • С , В  П С  =  (У*)1 = В 1 і В  — майже прямий добуток підгруп В 1 х 

В і о об’єднаною підгрупою В 1, В і — неодинична локально циклічна 2- 

група. Зрозуміло, що [В, (а)] С С. Покладемо Bq = [В, (а)] • В'. Тоді 

(В і х Bo) < G. Покладаючи Л', =  В, х С і, де ехрС, < |В,|, одержимо, 

що Ni — характеристична підгрупа нормальної в G підгрупи В, х С і. 

Тоді Ni < G  і [В,, (а)] С С,-. З цього випливає, що ехрВо < піах,6/ |ßj|. 

Заміняючи В  на добуток В  • Во і покладаючи Q =  1, одержимо, що G 

— група типу 4) теореми.
Нехай далі Р /С  — неабелева, а значить, гамільТонова група. Якщо 

Y/С  — гамільтонова група, тобто У =  В  ~ (С  х Q), де Q = (Ь, її) — 

група квдтереніонів, тоі в гамільтоновій групі Р /С  група кватерніонів 

(У х Q )/C  за твердженням 1.1.3 доповнюється центральною в Р /С  еле­

ментарною абелевою 2-групою. Звідси о2 € С. Нормальна в G підгру­

па С  X Q містить характеристичну підгрупу .V = (ej) х Q. де г7 б С. 

|cj| =  4. Звідси [Q, (п)] С (<’і ). Неодинична група В розкладається в магі- 
jfce прямий добуток підгруп Во х В/ з об’єднаною пін рунові В- З В .
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|В,| =  2. Роогядаючи підгрупи N{ =  С\ х В ( одержимо, як і раніше, 
Ni < G, |Ci| =  2, C'i С C. Тепер очевидно, що

Я '= <[£,<?],[£, <«>]) =  Во,

тому Во С Сі, і

exp В 0 < maxig/ |В,|.

Тоді, оаміняючи В  на майже прямий добуток Во х  В,, одержимо, що G
— група типу 5) теореми.

Нехай тепер У  =  1, а Р /С  —- гамільтонова група. Тоді в P /С гру­

па кватерніонів Х/С доповнюється центральною в P /С елементарною

абелевою підгрупою У*/С із У/С. Тоді Р  =  У* • X , У* П X  =  С, де X
*

— група, що задовольняє умовам леми 1.3.3. Тоді за результатами з 

[206] У* =  В  • С, В  П С =  Во. Як і раніше, В  — майже прямий добуток 
В{ х Во з об’єднаною підгрупою Во, |В,| =  2. Якщо X  — група типу 1) 

леми 1.3.3, то G — група типу 6) розглядуваної теореми. При Q =  (Ь), 

коли ЙГ — група типу 2) леми 1.3.3, то G — група типу 7) розгляду­

ваної теореми. Необхідність доведена. Достатність очевидна. Теорема 
доведена.

Теорема 1.3.2. Нескінченні недедекіндові локально ступінчаті Н (І)- 

групи вичерпуються групами типів 1)-7) теореми 1.3.1 при умовах |Р- 
А ■ В| < оо, і в групах типу 2) (В'| > 1.

Не локально нільпотєнтні групи такого роду вичерпуються групами 

типу І), локально нільпотєнтні — групами типів 2)-7), а нільпотєнтні 

групами типів 2) та 3). При цьому G тоді і тільки тоді ненільпотен- 
тпа, коли G’ Э С.

Доведения. Необхідність. За наслідком 1.3.4 G — група типу 1) -7) те­

ореми 1.3.1 прп умові |Р-.4В| < оо. В групах типу 2) згаданої теореми 

|В'| = 1. спловські підгрупи дедекіндові, і сама група дедекіндова, тому 
|В’|>1.
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Інші необхідні твердження теореми безпосередньо випливають э бу­

дови груп типів 1)-7) теореми 1.3.1.

Достатність очевидна. Теорема доведена.

Означення 1.3.2. Група G називається групою о умовою транзити­

вності (послабленої транзитивності) властивості V дня г-підгруп чи 

T V (j)-  (tV (т)-) групою, якщо для будь-яких трьох r -підгруп А С В  С С  

(А С В  С G) із умоі А — V-підгрупа із В  і В  — V-підгрупа із С (В  -  

V-підгрупа із G) випливає, що А — V-підгрупа із С (А — V-підгрупа 

із G). Розв’язні групи такого роду називаються ST V (r)- та S i V(t )- 

групами.

Якщо в означених групах V — властивість нормальності Я , то G 

називається групою о умовою транзитивності (послабленої транзити­

вності) для т-підгрун або Т(т)- (<(т)-) групою.

Якщо G — Т(т)- (t(r)-) група, то дня властивостей т: всі групи, 

С, € ,  A, Ä, AC, N, Я ,  NÜ, NÄ, F , І , IC , IÜ , І  А, IÄ, IN , IN  вона 

називається відповідно: Т- (*)-, Т(С)- (<(С)- ), Т(€)~  (<(С)- ), Т(А)- 

(t(A)- ), Т(Л)- (t(Ä)- ), Т(АС)- (t(A C y  ), T(N )- (t(N )- ), Т (Я )- (t(N)- 

), T(N C )- (i(N C )- ), T(N Ä)- (t(N Ä )- ), T (F y  (t(F)- ), T(/)- (<(/)- ). 

Т (ІС У  (t(IC )- ), T (IC )-  (t ( lC y  ), Т(ІА У  (t.(IA)- ). T(IÄ )- (t(lÄ y  ), 

T (IN )- ( t ( lN ) - ), T (IN )- ( і( іЯ ) -  ) групою.

Зауваження 1.3.1. В [15], [36], [38], [68], [91] вивчалпсь Т- і И-групи, 

позначення яких співпадає о нашим, вивчались f/-rpvnn па нашим 

позначенням 1(/)-групи.

Для властивості нормальності —Н за логікою нашого означення умов 

транзитивності означувані групи слід було б називати Т ІЦ г) (1ІІ(т))- 

Групами. Але спрощуючи назву Та зберігаючи традппії погіередників 

ми ототожнюємо Г Я (г )  з Т(т). а Ш (г) з  f(r).

Л е м а '1.3.5. Hexan G  — Довільна група. Голі справедливі такі тверд-
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жєння:

1) якщо G — своя т-підгрупа і Т(т)-група, то вона Т(т£-група;

2/ якщо G  — своя т-підгрупа, довільна т-підгрупа X  io G, що мі­

ститься в r -підгрупі У із G, є т-підгрупою із У, і всі r -підгрупи io G 

і(т)-групи, то G — Т(т)-група;

3) якщо кожна підгрупа групи G, що містить r -підгрупу із G, є т- 

підгрупою в G, то група G тоді і тільки тоді буде <(т)-групою, коли 

довільна її субнормальна т-підгрупа нормальна в усій групі;

4) якщо кожна підгрупа групи G, що містить т-підгрупу ігз G, є т- 

підгрупою в G, то G тоді і тільки тоді буде Т(т)-групою, коли довільна 

т-підгрупа X  io G субнормальна в т-підгрупі У io G нормальна в У, при 

цьому G — і(т)-група;

5) якщо кожна підгрупа io G, що містить нормальну т-підгрупу io G, 

сама т-підгрупа ів G і G — Т(т) (<(т))-група, то G /N  — Т(і)-група;

6) нехай кожна підгрупа X  групи G, що містить нормальну в G 

ті-підгрупу N , є розширенням N  па допомогою т^-груни X /N  є т- 

підгрупою io G, і G — Т(г)- (<(т))-група, то G /N  — Т(ть)(і(т?;))-груп&.

Доведення. Якщо G — своя т-підгрупа і Т'(т)-група, то твердження 1) 

леми випливає 0 означення 1.3.2.
При умовах твердження 2) для будь-яких трьох т-підгруп із G А < 

В < С  А і В  — r-підгрупи із С- Оскільки С  — ((т)-група, то А <  С  і 

твердження 2) теж доведено.
Нехай А — r -підгрупа і кожна підгрупа із G, що містить А, сама 

т-підгрупа в G і А — субнормальна підгрупа т-щдгрупи С io G. Заува­

жимо, що G — теж своя т-підгрупа.
Покажемо, що при умовах тверджень 5)̂ 4% 4) А<1 <% (А< G). Оскільки 

А — субнормальна в С (в G), то існує норми иьяии ряд

А -  А о<  А { < ■■■< Аі < ■■■< А„ =  С (А„ =  G).

При п =  1 твердження очевидне. Нехай воно справедливе при довжині
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субнормального ряду к < п. Покажемо, що А0 <1 А„. За припущенням 

індукції і при умові А„_і — r -підгрупа io G маємо Aq О A„_i. За озна­

ченням 1.3.2 Ао < Ап. Необхідність твердження 3) і 4) доведена.

Нехай N  — нормальна в G п-підгрупа і G — Т(т) (<(т))-група і 

A /N  <1 B /N  < C /N  (G /N ) •— тг-підгрупа io G /N . Зрозуміло, що А <1 

В  <  C(G ). Якщо А, В , С  — т-підгрупи io G, то А < С  (А < G), а, 

значить, A /N  <з C /N  (A /N  <3 G /N )  і G /N  — Т(т%) (<(гг))-група. Тепер 

при умовах твердження б) покладемо Гі =  г, а .Гг — довільна підгрупа 

із G /N  і одержимо, що G /N  — Т(г)-група. При умовах твердження 6) 

А, В , С — r -групи, тому Де твердження вже доведено. Лема доведена,

Теорем а 1.3.3. Нехай G — група з  таким комутантом G', що будь-який 

його неодиничний гомоморфний образ відмінний від свого комутанта. 

Тоді для будь-якої підгрупи М  із G' єдиною нормальною в G  підгрупою 

D  з  умовою G ** М  * D  буде сама підгрупа G  ** D.

Доведення. Нехай G, Gt, М , D задовольняють умовам теореми. Зро­

зуміло, що G  з= G' • D, G' П D «* N  <  G, G fD  =  G'/N. Відомо, що 

комутант гомоморфного образу співпадає а гомоморфним Образом ко­

мутанта, тобто (G /D J  ■* G'/N *> (G'/D)'. Остання рівність можлива, 

коли ІG'/N\ е  1. Звідси G' С D, G'D *  G ** D. ТЬорема доведена.

Наслідок 1.3.5. Нехай G — група о умови теореми 1.3.3. В частинному 

випадку G  — розв’язна група. ТЬді для будь-якої підгрупи М  із G1 і 

власної нормальної підгрупи D із G справедливе твердження: М ■ D — 

Власна підгрупа io G.
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1.4 Будова H(S)-  т а  деяких H ( N )-груп

Означення 1.4.1 [181]. Група G, що породжується своїми циклічними 

нормальними підгрупами, називається напівабелевою групою.

Л ема 1.4.1. Г]>упа G тоді і тільки тоді є #(S)-rpynoio, тобто групою з 

нормальними підгрупами, що не належать власній підгрупі S , коли для 

будь-якого елемента д € G \ 5  маємо, що (д) -О G, G (д) — дедекіндова 

група. Для Л(5)-групи G  справедливі твердження:

1) будь-яка підгрупа N  із G, ind не міститься в 5, нормальна в G, 

S <3 G і G /N  та G /S  — дедекіндові групи;

2) якщо 5  С S* С G, то 5* — #(S)-rpyna, a G — Я(5*)-група;

3) G — напівабелева група.

Доведення. Нехай G — #(S)-rpyna. Тоді для довільного д  Є G\S маємо 

(д) <3 G і нормального в G буде будь-яка підгрупа N, що містить еле­

мент д. Звідси G /{g) і G /N  — дедекіндові групи. Необхідність основної 
частини доведена.

Нехай S С G і для довільного д €  G\S справедливо що (д) < G і G /(g) 

— дедекіпдова група. Тоді будь-яка підгрупа N  із G, що не міститься в 

S, містить елемент д Є G \ 5, а значить N /(g) — нормальна підгрупа 

дедекіндової групи G /(g). Звідси N  < G  і достатність основної частини 
доведена. Нехай х — будь-який елемент із S. Тоді (х) С S. Якщо (z) < 

G. то для будь-якого елемента д  Є G д~ххд  Є 5. Якщо (z) /3G, то і 

{o'A j9) /э£», а тому (д~ххд) С 5. Звідси. g-1zg Є 5 , тобто S  <3 G. 
Зрозуміло, що G/S — дедекіндова група. Раніше було встановлено, що 
і G/jV — дедекіндова група, тому твердження 1) леми доведено.

Якщо д  Є G \ S*, то д Є G \ S. Звідси (g) < G. ЗІ? попереднім G/(g)
дедекіндова група. Тоді при умовах твердження 2) G — Я (S*)-rpyna, 

S' <3 G. ТЬчно так стверджуємо, що S' — Я(9)-група. Твердження 2)
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леми доведено.

Нехай G* — підгрупа із G, породжена всіма циклічними нормальними 

підгрупами io G. Тоді G* <^G і G =  SG *. Нехай х Є 5  \ G*. В групі G 

існує елемент g Є G \5. Зрозуміло, що дх Є G \S. За попереднім (g) < G 

і (дх) <  G. Звідси д  Є G*, дж Є G*. Тому ж Є G*. Отже, 5  С G* =  G. 

За означенням 1.4.1 G -— напівабелева група. Твердження 3) доведено. 
Лема доведена.

Наслідок 1.4.1. Нехай G — Я(5)-група. Тоді G' — скінченна централь­

на циклічна підгрупа із G, підгрупу S  в G можна вибрати так, що в G 

існує підгрупа G* =  5  ■ (а), для якої G' =  (G*)' С 5  С G", S  П (а) =  (orm), 
г -— просте число, т >  0, для довільного х Є S {ах} < G, G /{ax)  — 

дедекіндова група. При цьому G* — Я(5)-група, що співпадає з  G, або 

G /S  — квазіциклічна г-група.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За лемою 1.4.1 вона 

напівабсдева. За результатами роботі [181] G' С Z{G). Із результатів 

робіт [106], [115] G' — скінченна циклічна група. Звідси G' — скінченна 

центральна циклічна підгрупа із G.

За лемою 1.4.1 G /S  — неодинична дедекіндова група. Для будь-якого 

S  С S* С G і G — Я(5*)-група. Можливі випадки: 1) G /S  має власні 

підгрупи скінченного індексу; 2) G /S  не має власних підгруп скінченно­
го індексу.

Випадок 1. В цьому випадку G/S має власну підгрупу S ‘/S  скінчен­
ного індексу в G /S . Зрозуміло тоді, що в G /S  є і така підгрупа S '/S , 

для якої G/5/S*/S — циклічна гггрупа, г — просте число. Зрозуміло, 

що G — S* • (a), S* П (а) = (а’'"), т >  0. За згаданою лемою G — 

Я(5*)-група. Не порушуючи загальності можемо вважати, що 5  = 5*. 
Ясно, що для будь-якого х Є S {ах) < G і G /{ax)  — дедекіндова група.
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Покладаючи G’ =  G, одержимо, що лема в цьому випадку доведена.

Випадок 2. В цьому випадку за твердженням 1.1.3 G /S  не може бути 

гамільтоновою групою. Тому оа відомими результатами [72] G /S  — 

повна абелева група. В неперіодичній повній абелевій групі G /S  існує 

базисна підгрупа В /S ,  для якої G /S /B /S  — повна періодична групй. 

Як і в попередньому випадку G  — Я(В)-група і покладаючи В  ~  S, 

одержимо, що G /S  — повна періодична абелева група. За відомими 

результатами [72] G /S  — S ' /S  х R /S , де R /S  — кваоіциклічна ґ-група, 

г — просте число. Знову, як і раніше, G  — Я(5*)*група. Покладаємо 

S* =  S  і одержимо, що G /S  — кваоіцихлічяа г-група, г — просте число.

Нехай G '/S  — йеодипична циклічна підгрупа із G /S . Тоді G* =и 5 - (а), 

S  П (а) =  (агт), т  > 0, G1 С S  і наслідок доведений.

Теорем а 1 .4 .1 . Неперіодичні Я(5)-групи вичерпуються неперіодични­

ми абелевими групами, у яких S  — будь-яка власна підгрупа.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досиджувана група. Тоді за 

наслідком 1.4.1 G  містить таку шдгрупу G', що G* «  S  * {a), S  П (а) «  

(а'т), т  > 0 і для будь-якого х €  S {ах) <3 G і G/(ах) — дедеківдова гру­

па і G /S  — періодична шкально циклічна груйа. Із реоуньтатів роботи 

[181] випливає, що (G*)' =  1. Якщо G* a« G, то необхідність доведена.

Нехай G* С G, то за  наслідком 1.4.1 G /S  — Кваоіцшслічна г-група, 

г  — просте число. Нехай х ,у  — будь-які елементи io G. ТЬді в G  існує 

підгрупа G\ *  (G ',x ,y ). Оскільки G /S  -1-  кваоіцшслічна, а ішачить ло­

кально скінченна група, то G y/S  —  скінченно породжена, а значить 

циклічна її  підгрупа. Але тоді Gt =  S  • (g)^$ С Gy і Gy — H(S)-Vруна 

із попереднього випадку, g Є G. За цим ввпадхом G\ а» 1. Оскільки х. 

у належать Gi, то (ж, у] ** 1 і G  — абелева. Необхідність доведейа.
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Достатність очевидна. Теорема доведена.

Наслідок 1.4.2. Комутант довільної Я(5)-групи G є скінченною ци­

клічною центральною підгрупою із G, яка в недедекіндовій групі G  мі­

ститься в S. Недедекіндова Я(5)-група G має вид: G =  Я х D, D — 

холловська дедекіндова періодична підгрупа із G, S  =  U х D, Я  — си- 

яовська недедекіндова r-підгрупа io G ,U  — власна нормальна підгрупа 

із Я, г — просте число.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. За наслідком 1.4.1 G' — 

скінченна центральна цпхяічна підгрупа із G.
Нехай G  — недедекіндова група. За теоремою 1.4.1 і наслідком 1.4.1 

вона періодична нільпотентна група, що має за  твердженням 1.1.3 хоча 

б одну недедекіядову сияовську г-підгрупу Я. Тоді G — R  х D. Якщо 

D \ S  має неодиничний елемент р, то за  лемою 1.4.1 (р) < G  і G /{g), а 

значить і Я  — дедекіндові груші, що неможливо за вибором R. Звідси 

D C S .
Нехай U  =  S  П Я. ТЬді U — власна нормальна підгрупа із Я. Будь- 

який елемент д  із  Я  \ U належить G \  S. За лемою 1.4.1 (д) < G, а 

значить G /(g) і R/(g) — дедекіндові групи. Звідси D — дедекіндова 

Група і за  лемою 1.4.1 Я  — Н {Щ -група. За наслідком 1.4.1 G' С 5  і 

наслідок доведений.

Л ем а 1.4.2. Недедекіндові r -групи виду G  =  S  ■ (а), у яких для будь- 

якого х  €  S {ах) <  G, G /(ax) — дедекіндова група, г — просте число, 

вичерпуються групами типу: G — (а) ■ В , |о| = г°, G' =  {агі) -  (а) П 

В  С Z(G), а  > к > а  — f c > 0 ,  г* > 2 ,  г — просте число, підгрупа В  

розкладається в майже прямий добуток нормальних в G  підгруп G' х (!>,) 

з  об’єднаною підгрупою G', |6,| =  rÄ, к > ßj > 0, і Є I ,  |/| > 0.

В групах цього типу S  — власна підгрупа із G, S  П (а) =  (агГ") , 

т  > 0. В частинному випадку 5  = В ■ (аг”), ехр В — рк або ехр В  = 2*+І,
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k + l  < а . Якщо G — група цього типу є A/(S)-rpynoio, тоді S  =  ö -(ar'n), 

А: > т. Для будь-якого і Є / к -  m +  1 > ßt. При r t-m+1 =  2 В' =  1. Для 

будь-якого елемента g Є G  \ S G' С (g).

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. В роботі [182] встановле­

но, що G  =  (а) - В  — група вкааанного в лемі типу, S  — власна підгрупи 

io G, S  П (а) =  (агт), т  > 0. В частинному випадку S =  В  • (а ' т ). Пока­

жемо, що в групах цього типу expß =  рк або ехрі? =  2І+І, к +  1 < а .  

За теоремою 1.1.1 ехрЯ =  рк або ехрВ 5= 2*+1 і к —,а  — к > 1. Звідси 

А +  1 =  а--А; +  1 =  йг — (к — 1) < о.

Нехай тепер G — H {S)-група. За лемою 1.4.1 S<3 G  і очевидно G /S  — 

циклічна група. Тоді G' С S, а оначить к > т. Якщо для деякого і €  / 

bi $  S, то оа означенням H (S)-групи {Ь,) <з G  і G/(bj) — дедекіндова 

група, що містить циклічну фахтор-групу (п)А(Ь,)/(Ь;) порядку більше 

4.. Оскільки (Ьі) П (о) ав 1 і G' С (о), то G/(bi) — гамільтонова 2-група, 

що містить елементи порядку більше 4, а це суперечить твердженню 

1.1.3. З цієї суперечності маємо: Ь( Є S, В  С S, S  -  (аг"') • В .

Нехай тепер д  — будь-який елемент io G \ S. Покажемо, що (д) Э G\ 

За лемою 1.4.1 (у) <  G і G /(g) —■ дедекіндова група. Якщо (g) #  G\ 

то (д) П (а) С (я“4*1)- Звідси G /{g) — гамільтонова група, що містить 

циклічну підгрупу (д) • (а)/(д) “порядку більше, ніж р* > 4. Це суперечить 

твердженню 1.1.3. З цієї суперечності випливає, що С* С (g).

Покладемо д  »  аг“‘ ‘ • х, де х Є В . За попереднім (д) Э С  — {а г‘). За 
твердженням 1.1.9для будь-якого6 :> 0 gf* »
1) =  a'-r,+m*' . де ( «  1 |вг1|(г* -  1), [о,*] в  а* г, (в, г) =  1, k t £  к, 

г* > 2. Звідси (І, г) =  1.
За попереднім існує Такс б, що (Ідг>) =  (о'*’] . Зрозуміло тоді, що хг> Є 

(о). Для будь-якого і б > ßi. Оскільки (б;)П(я) *  1, то (gr') <* {о* —

(ог ). Звідси б «  А: — m +  1, отже А: ~ m + 1 > Ні,
Нехай r * 'm+I аз 2. ТЬді Є =  2, fc «  »n. |ftif а= 2. Якщо знайдуться такі
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bi та bj, що [b,-, 6j] > 1, то покладемо ж — bibj. Тоді |ж| =  4. За теоремою

1.1.1 к =  а  — 1, (ж2) =  (а2° ') =  G' =  В'. Оскільки т =  к > 1, то 

о2"1 ' Є (а2) С Z(G). Ясно, njo для елемента о2"” 1 ■ ж справедливо |р| =  2, 

(д) G ', що суперечить попередньому. Ця суперечність і завершує
доведення леми. Лема повністю доведена.

Теорема 1.4.2. Всі H (S )-групи вичерпуються неодиничними дедекін- 

довими групами і групами типу G =  R  х D, де: D  — холловська періо­
дична дедекіндова підгрупа із G; R  — силовська r-підгрупа із G  виду 

R  =  С  ■ В , С  < G  — локально циклічна r-група, що містить таку підгру­

пу (а), що |о| =  r“, G' =  (а1-*) =  (а) П В  С Z(G), а  > к > а  — к >  0, г — 

просте число, S  =  ((ог”') • В) х D, к > т >  0, підгрупа В  розкладається 

в майже прямий добуток нормальних в G підгруп G' х (6 ;) о об’єднаною 

підгрупою G1, |Ь;| =  rf, к — т +  1  > /?,• > 0, і €  /, |/| > 0, при г і - т + 1  =  2  

В' =  1.

Доведения. Необхідність. Нехай G  тг досліджувана група. Якщо G  — 

дедекіндова група, то необхідність доведена.

Нехай G  — недедекіндова група. Тоді за наслідком 1.4.2 G — періо­

дична група виду G  =  R х D,-D  — холловська дедекіндова підгрупа із 
G fS = :D x U ,S r \ R  =  U < G ,R  — недедекіндова силовська г-підгрупа 

із G, що є і?({/)-групою. За наслідком 1.4.1 R  містить таку підгрупу 

G*, що G* =  S  • (a), S  С G ’ ,R ! =  (G*)' С S, R  та G* є Я(5)-групами. 

При цьому для будь-якого ж Є S (ах) < G і G /(ax) — дедекіндова група 
і або G* =  G, або G/5 — квазіциклічна група. Нехай G =  G*. Тоді R 

задовольняє умовам леми 1.4.2 і є групою вказаного в цій лемі типу. Але. 

тоді R  — група о розглядуваної теореми. Необхідність в цьому випадку 

доведена.
Нехай G* С G. Тоді G/S — квазіциклічна група. Не порушуючи за­

гальності можемо вважати, що |о| > 4. Оскільки |G'| = |(G*)'| > 1, то 
G ' — недедекіндова H(S)-rpyna розглядуваної в попередньому пппн;іку
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типу. Як і в вгаданому випадку G* — група іо леми 1.4.2. За цією лемою 

G =  (а )-В, В — майже прямий добуток нормальних в G підгруп G' х (Ь,) 

в об’єднаною підгрупою G' =  ( a ) n ß =  (аг), S  =  (аг'") ■ В , к > гп > 0, 

г к >  2, |Ь,| =  г&, к -  т +  1 > Д > 0. При r * -m+1 =  2 В ’ =  1'.

Нехай з  — будь-який елемент із G\S. Оскільки G/S — квазіциклічна 

’ -група, то G =  U“i uG j, де Go =  5<3 G, G j/S  — циклічна група порядку 

г\ Тоді очевидно, що Gj — (gj) ■ S. За теоремою 1.1.1 ехр В  < гк~т+г < 

га. Покажемо, що (д) П S  Э G' =  (G*)'. Нехай N — {д) ■ S. Оскільки 

G /S  — квазіциклічна група, то G*/S —’ її циклічна підгрупа. Так як 

(в) І- S , то N /S  — неодинична циклічна група, а {аг"' '} ■ S /S  — її 
підгрупа порядку г. За лемою 1.4.1 {д) О G і G /(д )  — дедекіндова група.

Нехай (д) G'. Тоді G /(g) — гамільтонова 2-група, що містить ци­

клічну підгрупу (д) ■ (а)/(д)  порядку більше 4, що суперечить тверджен­

ню 1.1.3, а значить G' С {д ). Звідси В  О (д) =  G'. Для довільного j  

Gj =  (gj) ■ В , B n {g j)  =  G'. Затвердженням 1.1.9gT°~k Є Z(G). Оскільки 

ехр В  < г * -т+2 і будь-який елемент Vj із  Gj має вид д*, г , де а; €  В , Sj — 

ціле число, то у*‘ “+г Є (gj), отже, Gj містить характеристичну підгру­

пу, породжену всіма своїми елементами виду y f " * '  Є ( g f  ” **). Зро­

зуміло, що (grj С {^ ч Г +2>- Покладемо д^ ""*1 =  Cj. Тоді <Cj) С (с;+і) і 
в G існує квазіциклічна підгрупа С  =  U“i,{cy). Зрозуміло, що С Г іВ  =  G' 

і для будь-якого j  знайдеться І > j  таке, що (сі) • В  Э G j. З  цього випли­

ває, що G =  С  • В , С П В  =  G', а значить G* =  В  • (в*), де (а*) =  C n G ' ,  

(а*) П й  =  С П Й  =  ( о ) Л 5  =  G'. Зрозуміло, що |G* : В\ < оо, тому 

|а*| =  |<і| і не порушуючи загальності можемо вважати, що (а*) =  (а). 

Тому R  — група іо розглядуваної теореми. Локладаючн U =  (а'т) • В , 

одержимо, що S  =  [/ х £> і G — група розглядуваної теореми. Необ­

хідність доведена.

Др статність. Якщо G — дедекіндова група, то вона H (S )~група для 

удь-якої власної підгрупи S. Нехай G =  R x  D  — rpvim із розглядуваної 

. теореми. S  = V х D, g Є G \ S , S  — власна підгрупа із G. Покажем«).
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що (д) < G  і G /{g) — дедекіндова група. Зрозуміло, що (д) Л D < G і 

(д) =  (д\) X (d\), ( д і )  — силовська г-підгрупа із (д), (d\) — її  холловське 

доповнення в (д). Для доведення достатності досить показати, що (д\) < 

G, (д)/(ді) — дедекіндова група. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що ( д і )  =  ( д )  С R =  G. Зрозуміло, щ о в С  =  С-  В і в С  
знайдеться такий елемент с, для якого д  =  с • х, (с) П В  — G', с $ S , 

S =  (а'т) ■ В  і існує І, для якого с1 — аг""1. Покажемо, що (д) З G1. За 

твердженням 1.1.9 ДЛЯ будь-якого 6  д г‘ =  (сх)г> =  Сг‘ • Хг> ■ [с, х]~аг‘(г*_1). 

Оскільки агт’ ' Є {с*), то |с| > а  — т 4-1. Так як (с) П В  З  G' =  (пг*), то 

існує <7, для якого (сг*) = G ', о  > к — m + 1. При 6 =  к — m -f 1 одержимо
r* -k-m+l fc-m+l f n  r, ^

5 r =s cr • xr • [c, x] sp "  " . З умови 0i < к — m +  1 за
теоремою 1.1.1 маємо |G'| < r l - m + 1  і |G'| =  г4-™+> При г =  2 В' — G', 

fc — m +  1  > 1 .
Нехай = 1. Тоді gr‘ =  сг * " " +1 • d, [с, =  d Є G'.

За теоремою 1.1.1 |d| < 2 і |сї| = 2 коли г =  2, G' =  В', к — m + 1 =  о  — к, 

к  — т + 2  > 1. Якщо к < а  — 1 чи |̂| = 1, то (сг>~т*' ■ d) 3  G'. Якщо 

к — а - 1 , |d| — 2 , то г = 2, |х| =  2t_m+1. Оскільки к — m +  1 > 1, |G'| =  2, 

то d =  1 і (д) З G'. Нехай і г*"""+І =. d\ ф 1. За теоремою 1.1.1 г =  2, 

а  — к =  к — т +  1, G' =  В'.. За умовою к — m + 1  > 1  a  -  fc > 1, тобто 

к < а  — 1. Оскільки d\di є  (а2" ’), то (с2* " ,+І • didj) З  G'. Отже, ми 

встановили, що (д) З  G ' . Але тоді (g) < G, G/(g) — абелева група і за 
лемою 1.4.1 G — H (S)-група. Достатність доведена. Теорема доведена.

Оояачевня 1.4.2. Нагадаємо, що група називається Я(ЇУ)-групою, ко­
ли в неї нормальні всі ненільпотентні підгрупи.

Означення 1.4.3. Г^упа G =  ВХ(Ь) називається групою типу гру­
пи Шмідта, якщо Р  — скінченна р-група, яка може бути нормальною 
силовською р-групою скінченної групи Шмідта, V Є Z(G), G/(b'>) ...
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скінченна група Шмідта, р, q — різні прості числа.

Л ем а 1.4.3. Клас H (N )-груп замкнений за підгрупами і фактор- 

групами і не замкнений за прямими добутками.

Кожна Я(А')-група G  містить нормальну підгрупу М , що має вла­

стивості:

1 ) М  міститься в будь-якій ненільпотентній підгрупі з  G  і всяка вла­

сна підгрупа з  М  нільпотентна;

2) фактор-група G /M  — група, у якої комутант є центральною еле­

ментарною абелевою 2 -групою;

3) будь-яка ненільпотентна підгрупа X  іо G нормальна в G і G /X  — 

дедекіндова група.

Доведення. Нехай G  — H (N )-група, X  — будь-яка ї ї  ненільпотентна 

підгрупа. За означенням 1.4.2 X < G  і за  лемою 1.3.4 G /X  — дедекіндова 

група. Властивість 3) доведена.

Для властивості N  іо леми 1.3.4 випливає, що клас Н (iV)-rpyn замкну­

тий за підгрупами і фактор-групами. Зрозуміло, що група fa є Н (Я )-  

гпупою. Нехай G = G\ х G i, де G; = S3 , і =  1,2. Група G  містить 

підгрупи порядку 1 2 , які ненільпотентні і ие нормальні в G, тому G  

не може бути Н (N)-tpynovx  Звідси клас H (N )-груп не замкнений за 

прямими добутками.

Нехай М  — перетин всіх ненільпотентиях підгруп іо G. Тоді М < G  

і власні підгрупи о М  нільпотєнтні. Нехай Ха — система всіх ненільпо- 

тентннх підгруп із G, а  Є А  ТЬді <  G, G /X a —  дедекіндова група.
За теоремою Ремака G/M  — підгрупа декартового добутку груп 

G/Л',,, що є дедекіндовнмл групами. Властивості 1) і 2) доведегіТ. Ле­

ма доведена.

Лема 1 .4 .4 . Нехай G — //(А')-група, яка містить скінченну підгрупу 

Міллера Морено М  — PXQ з неінваріантною спловською д-підгрупою
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Q , і інваріантною р-підгрупою Р, р, q — різні прості числа. Тоді G = 

РАС, де С =  5  • (а), С с(Р )  =  S  < G, S n  (а) =  (o'), s > 1, (s,p) =  1 . Для 

довільного к Є Z а к індукує на Р  тотожний або неовідний автоморфізм, 

С  — Я(5)-група.

Доведення. Нехай G  і М  =  PAQ задовольняють умовам леми, тоді 

М  <3 G. За лемою 1.3.2 G =  РАС, де С =  Ng(Q). Нехай 5  =  Сс(Р)- 

Зрозуміло, що S G. Оскільки Р  (2 Z(M ) і С с{Р )  =  Р  х 5, то 

1 < |С : S| < оо. Нехай д Є С \ S, Покладемо F  =  РА{д). За лемою 

1.4.3 G/M =  С /Q  — дедекіндова груна. Очевидно, що С /0 G, тоді 

за означенням 1.4.2 С — нільпотентна група. Оскільки, Q < С, то в 

С існує нільпотентна підгрупа Сі =  Q ■ (д), а в G  існує ненільпотен- 

тна підгрупа F\ =  PACt. Нехай Мі =  Ф(Q) ■ (д ). За твердженням 1.1.1 

Ф(<2) С Z(M ). Ясно, що F  С Pi, М  С Pi- Покажемо, що Р  — мінімаль­

ний нормальний дільник із Р , тобто елс'мент д  індукує на Р  незвідний 

автоморфізм. Нехай це не так. ІЬді Р  Э Рі О 1, Рі <1 F , [Pi, (д)] С Pi. 

За попереднім [Р],Мі] С Pi і в G  існує підгрупа Р\\М\ — N\. Якщо 

N\ — неніяьпотентна груна, то N\ < G, Р П N\ =  Pi <3 G, Рі <3 М, що 

неможливо. Звідси N\ — нільпотентна група. Покладемо N  — Р\\М\. 

Оскільки Mj < 1 Сі, то N < 1 Fi »  РАС]. Так як |С : S| < оо, то існує 

натуральне і, і >  1, для якого д1 Є S, тобто д1 індукує на Р  тотожний 

автоморфізм. Нехай г — просте число і r\t. ТЬді в (д) знайдеться еле­

мент d, такий, що d # S, а (Г Є S- Нехай г ф р. Тоді [Р], (ff)] = 1 . За 

теоремою Машке Р  = Р\ у. Рі, (Р2, {d)\ С Рі- Якщо P2 A(tf) — нільтіо- 

тентиа група, то (Р2, (d)] — 1, d Є S, ию неможливо. Якщо P2 A(f/) - 

неніяьпотентна група, то вона нормальна в G і нормальною в G  буде 

Р2, ЩО Теж неможливо. Звідси Випливає, Що t — степінь р і д індукує на 

Р  р~ автоморфізм» Оскільки [Р ,#((?)] =  1, Мі =  Ф(С) • (д), то Мі ін­

дукує На Рр-групу автоморфізмів і значить, N  --- нільпотентна група, 

нормальна й F\. Відомо. (72]. шо (Р ,Mt] характеристична підгрупа
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іо N. Звідси [Р, М\\ < F\. В нільпотентній групі N  [Р, М\] =  Рз С Р. 

Оскільки Р  — мінімальний нормальний дільник в М , а знадить і в F \, то 

Л) =/1 . Звідси д Є S, що суперечить вибору д. Одержана суперечність 

і показує, що д індукує на Р  незвідний автоморфізм.

Підгрупа С /S  — скінченна підгрупа, що є неінваріантним множником 

групи Фробеніуса G/S =  ( Р х  S /S)X C /S . Відомо, [42], що силовськір'- 

підгрупи із С /S  є циклічними групами, а силовська 2-підгрупа із C /S  

або циклічна, або містить підгрупу, ізоморфну групі кватерніонів. Якщо 

С' С S , то С /S  абелева, а значить циклічна група. Покажемо, що С 1 С 

S. Дійсна, в противному випадку в C \ S  знайдеться елемент д, такий, 

що д  індукує на Р  незвідний автоморфізм порядку 2, але тоді |Р| =  

р; G/Cg(P) — абелева група і G' С С с(Р ), а С' С S. Отже, С /S  — 
циклічна група. Тоді С =  S • (а), 5  О (а) =  (а"), (s,p) =  1, для будь-якого 

к Є Z а* індукує на Р  або тотожний, або незвідний автоморфізм.

Раніше було показано, що для будь-якого д  Є С \ S д  індукує на Р  

незвідний автоморфізм, а значить F  — ненільпотентна підгрупа із G. 

Звідси F  П С  = (д) < С. За лемою 1.4.3 G /F  =  С /(д )  — дедекіндова 

група. За лемою 1.4.1 С — #(S)-rpyna. Лема доведена.

Лема 1 .4 .5 . Нехай G  — #(#)-група, що містить скінченну підгрупу 

типу групи Шмідта, тоді |G'| < оо, G =  Р  ■ С, де Р  — скінченна р- 

група, що може бути інваріантною силовською р-підгрупою скінченної 

групи Шмідта, С — нільпотентна група виду С  =  S ■ {a), S  П{а) =  {а3), 

(s,p) =  1, s > 1, Р П С  ч= P O S  =  Ф(Р), 5  < G , для довільного fc Є Z 

Ф(Р) а* індукує на Р/Ф(Р) тотожний або незвідний автоморфізм.

Доведення. Нехай G — досліджувана група і М  =  РЛ(6 ) — її  скінченна 

підгрупа типу групи Шмідта. За означенням підгрупи М  і за тверджен­
ням 1.1.4 М /Z  — скінченна ненільпотентна підгрупа Міллєра-Морено 

групп G/Z, де Z = Z(M ) С М  < G. Оскільки М /Z  — ненільпотентна 
група, то за  замкнутістю класу H (N )-груп за  факторами прийдемо'до
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того, що G /Z  — група, яка оадовольняє умовам леми 1.4.4. За цією ле­

мою G /Z  — РХС, де Р  =  P Z /Z , С  — С /Z  — нільпотентна неінваріан- 

тна H(S/Z)~група, у якої (C /Z )/(S /Z )  — скінченна циклічна група по­

рядку л, що є неінваріантним множником скінченної групи Фробеніуса 

(G /Z )/{S /Z ), a S /Z  — центрапіоатор Р/Z  в C /Z , s > 1 , (з,р ) =  1 , 

C /Z  — S /Z  • {Za). Для довільного цілого к суміжний клас (Z ak) індукує 

на Р  тотожний або незвідний автоморфізм, C /Z  <1 G /Z . Зроауміло, що 

G =  Р  • С. Оскільки М  < G, М' — Р, то Р  <3 G.-С  G —нільпотентна 

група виду: С  =  S  ■ (a), S  П (а) =  (a"), M n C  =  M f l S  =  2  С Z(M ). 

Так як Z =  Z(M ), M  =  PX(b), (б9) C Z і M /(bq) — скінченна група 

Шмідта, то оа твердженням 1.1.4 Р П  Z =  Ф(Р). З цього випливає, що 

С П Р  =  Ф(Р). Оскільки Z = Z(M ), то суміжний клас Ф(Р )ак індукує 

на Р/Ф(Р) тотожний або неовідний автоморфіом. Нехай д  Є С  \ S. По­

кладемо N  — Р  ■ (д). Тоді N  ненільпотентна група і оа лемою 1.4.3 

N  < G, G /N  — дедекіндова група. Зрозуміло, що N ПС =  Ф(Р) • (д) <3 С 

і С/Ф(Р) • {д) — дедекіндова група. З цього слідує, що С/Ф(Р) — 

#(С/Ф(Р))-група. За наслідком 1.4.1 (С/Ф(Р))' — скінченна група. 

Оскільки (G /§(P))' *  Р/Ф(Р) • (С/Ф(Р))' і |Ф(Р)| < оо, то |G'| < оо. 
Лема доведена.

Л ем а 1.4.6. Якщо G а* Р  • С  — група ІЗ леми 1.4.6, С  =  S  • (а), то 

5  =  Сс{Р).

Доведення. Нехай G =  Р  • С  — досліджувана група, С  = 5  • (а). Ро­

зглянемо можливі випадки: 1 ) С  — періодична група; 2 ) С — неперіо- 

3 дична група.

Випадок 1. В цьому випадку S  =  V х Si, де V — силовська р-підгрупа 

io S, що співпадає о силовською р-підгрупоіо io С, a Si -  ї ї  холловське 

доповнення в S. Оскільки С  —- нільпотентна Група, S <1 G, то Si <1 G. 

Звідси (Si, Р] — 1.
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Покладемо Po =  Р  • F . Тоді Pq <  G  — силовська р-підгрупа іа G. 

Оскільки 5 П (а) =  (a’ ), s > 1 , (s,p) — 1, то b 0  S, № є  5  і ije порушуючи 

загальності можемо вважати, що Ь — g-елемент іо G. При такому ви­

борі в М  =  РЦЬ) — група Шмідта і в G  існує ненільпотентна підгрупа 

N  =  РоА(Ь), що містить М . Оскільки V < N , D  <  N , то D  =  Cp/(V). 

Зрозуміло, що b Є D, D П М  < М. За твердженням 1.1.4 єдиною нор­

мальною підгрупою групи Шмідта М , що містить її неінваріантну сило- 

вську підгрупу, може бути сама М , тобто D Э М  — РХ(Ь). Зрозуміло, 

що D П V =  Z(V) П Z(P) =  Ф(Р), [Р, V) =  1 , тобто V С Сс (Р ). Отже, 

S =  С с (Р ) і випадок 1 ) розглянутий.

Випадок 2 . Оскільки |G'| < оо, то G  — F C -група. За твердженням 

1.1.5 група G має центральну підгрупу без скруту, фахтор-група по 

якій періодична. Нехай Z — перетин відзначеної групи з  S. Оскільки 

|С : 5| < оо і за вибором S /Z  — періодична група, то періодичною 

буде і С /S .  Зрозуміло, що Z < G  і G /Z  — група з випадку 1). За цим 

випадком [s,p] С Z П G' =  1 , отже, C c(P )  =  5. Лема доведена.

Теорема 1.4.3. Будь-яка #(lV)-rpyna G, що містить підгрупи типу 

груп Шмідта, має вид -G =  Р  - С, Р  < G — скінченна р-група із G', 

іцо може бути нормальною силовською р-підгрупою скінченної групи 

Шмідта. Ф(Р) С Z(G), р  — просте число; С =  S ■ {a), S .П (а) — (а*), 

в > 1, (л.р) =  1, Сс {Р) =  S  <1 'G, P n C  =  P n S  =  Ф(Р) С Z(G), для 
будь-якого к Є Z суміжний клас (Ф(Р)-а*) індукує на Р/Ф(Р) т о т о ж н и й  

або незвідний автоморфізм; єдина силовська р-підгрупа V нільпотен- 

гної групи С  належить S  і має вид: U ■ (Ф(Р) ■ Q), U П Ф(Р) ■ Q =  Ф(Р), 

ІІ/Ф (Р) — абелева група, Ф(Р) • Q — група одного з типів:

а) Q =  1,

б) Q -  група кватерніонів, Q П Ф(Р) =  1, У/Ф(Р) — елементарна 

абелева 2 -група.
в) Q -  (d)X{b), |d| = |5| »  4. [<U] =  dг, Ф(Р) П<5 — (d?b2), П /Ф (Р ) —
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г) Q =  (<с) х (d) ) 4 b), И  =  MJ =* 4, М,Ь] =  с, |с| =  2 , [с,6 ] г= 1 , 
Ф(Р) П Q — {cd?) х (сЬ'г), £//Ф(Р) елементарна абелева група, і група 

G ізоморфна групі одного з типів:

1 ) С  С Ф(Р), Q =  l,

2 ) С/Ф(Р) — гамільтонова група,

3) С  — періодична група виду V x F x R ,  F  — дедекіндова холловська 

група із G, F  С S * R  =  (а) ■ В , |а| =  r a , Я  =  <аг‘ ) =  (а) Л В  С £(<?), 

а  > fc > а  — к >  0, г* > 2, г — просте число, S  П Д =  (агт) ■ В , к > т, 

т  > 0, підгрупа В  розкладається в майже прямий добуток нормальних 

в G  підгруп В! х (Ьі) з  об’єднаною підгрупою і? , |6 г| =  rA, fc-m  +  l > ßi, 

ßi > 0, і Є /, |/| > 0, при гк~т+і = 2  В' =  1, PA(a,m~') — група Шмідта.

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група, М =  РА(іі) 

— її  підгрупа типу групи Шмідта. Покажемо, що G  має вид: G =  Р  С, 

С  => S  ■ (а), де' Р , С , S, (а), Ф(Р) задовольняють умовам загального 

типу групи G теореми окрім V. При |М| < оо всі ці умови випливають 

із лем 1.4.5 і 1.4.6.

Нехай \М\ =  оо. Трді Z(M ) =  Ф(Р) х |д| =  оо. Z(M ) містить 

характеристичну підгрупу (z), що породжується p-ми степенями всіх 

його елементів. Зрозуміло, що (z) <  G і G /{z) =  (Р  х (г))/(г) • С /{г )  — 

Я(//)-група із скінченною підгрупою M/(z) типу групи Шмідта. Тоді 

за  лемою 1.4.5 C/(z) =  S/(z) • ((z) • a), S/(z)  П ((z) • а) =  ((z) -aä), s > 1, 

(e ,p )  =  1 ,

C/{z> П.(P  x {*»/<*) -  e/(z> П (P  x (z))/{z) »  Ф((Р x <z))/(z».

Зроауміло, що P < G  — P - C , C = * 8  - {а), M  П С ^ Z, С  ГУ P  =  Ф (P), 

Z<\C, Z  С S. Зрозуміло,що {5 ,P] С (z) С 5 , [(z),P] *= Ь  Оскільки Z С 

Z(M) і для будь-якого g € C\"S суміжний Клас (Zg) індукує на Р  • Z/Z  

незвідний автоморфізм, то (Ф(Р) ■ д) індукує незвідний автоморфізм 

на Р/Ф(Р). Розглядаючи підгрупу Р  • (д), так як і в лемі 1.4.5, можна

елементарна абелева група,
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встановити, що С/Ф(Р) — Я(5/Ф(Р))-група. За теоремою 1.4.1 С/Ф (Р) 

— неперіодична абелева група. Звідси С' С Ф(Р ), z Є Z(>C), |G'| < оо. 

О с к іл ь к и  Ф(Р) х  { z ) / { z )  С Z (G )/{z ) ,  т о  за  лемою 1.4.5 і при умовах 

|G?| < оо, \Z\ =  оо випливає, що Ф(Р) С Z(G), S  =  С с(Р ), V  С S, 

де V — силовська р-підгрупа із С. Отже, і в цьому випадку всі умови 

загального виду групи G  ми встановили. Для доведення необхідності 

лишилось встановити будову V і співвідношення для груп типів 1)-3) 

розглядуваної теореми. Якщо С 1 С Ф(Р), то покладемо Q =  1, U =  V. 
Одержимо, що У/Ф (У) — абелева група. Будова V  встановлена і G  — 

група типу 1 ).

Нехай С  £  Ф(Р). Оскільки С/Ф(Р) — Я(5/Ф(Р))-група, Ф(Р) С 

Z(G), то за  теоремою 1.4.1 С  — періодична нільпотентна група. Ро­

зглянемо спочатку підгрупу V. Очевидно V  С S, У/Ф (Р) — або підгру­

па гамільтонової групи С/Ф(Р), або підгрупа із 5/Ф(Р) недедекіпдо- 

вої Я(5/Ф(Р))-групи С/Ф(Р). За теоремою 1.4.2 в останньому випадку 

з умов У/Ф (Р) — силовська підгрупа із С/Ф(Р), V/Ф (Р ) С S/Ф (Р) 

маємо, що УрФ{Р) —■ дедекіндова група. Звідси V/Ф (Р ) — дедеківдо- 

ва група, Ф(Р) С Z(G). Тому при G' С  Ф(Р), як і раніше, покладемо 

U =  V, <5 =  1 і одержимо, що V — група типу а^захального виду групи 

G.
Нехай V' £  Ф(Р). Тоді V/Ф (Р) — гамільтонова група виду У/Ф (Р) =  

11/Ф(Р) х Х /Ф (Р ), де Х /Ф (Р) •— група кватерніонів, а ІІ/Ф (Р) — еле­

ментарна абелева група. Звідси V =  U -X , U П Х  — Ф(Р). З умови Ф(Р) 

-  центральна в G елементарна абелева 2-група і твердження 1.1.11 

випливають типи б), в), г) для групи V загального виду групи G.

Якщо С /Ф (Р) — гамільтонова група, то G  — група типу 2) теореми.

Нехай, нарешті, С/Ф(Р) — негамільтонова група.'За теоремою 1.4.2 

С /Ф (Р) — £>/Ф(Р) х Л '/Ф (Р), 5/Ф(Р) 3  0/Ф(Р) — дедекіндова група. 
Звідси D — V х F , F  — дедекіндова холловська підгрупа із G. За тією ж 

теоремою R’ =  Ф(Р) х R, де Я  — силовська r-підгрупа із G, S  П R  =_Sі
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— власна підгрз'па із Д, г — просте число і R  — недедекіндова 
група.

За теоремою 1.4.2 R  має той же, вид, що і в групах типу 3) розгляду­

ваної теореми. Покладаючи R  — Q одержимо, що s =  rm, PX(arm ') — 

група Шмідта і G  —. група типу 3) теореми. Всі випадки розглянуті, 
необхідність доведена.

Достатність. Нехай група G =  P -С  має вид групи із розглядуваної 

теореми і є групок/одного із її трьох типів. Покажемо, що G  — Я(ЛГ)- 

група, що містить підгрупу М  типу групи Шмідта. Оскільки С  = S П 

(а) =  (а‘ ), s > 1 , (s,p ) — 1 , то існує таке просте число д і такий елемент 

Ь Є С  \ 5 , що |5 • 6 | =; д. За загальним видом групи G  суміжний клас 

(Ф(Р) • д) індукує на Р/Ф(Р) незвідний автоморфізм порядку q, q — 

просте число, відмінне від р. Зрозуміло, що g|s, (s,p) =  1 . Тому можна 

вважати, що Ь — або (/-елемент, або |Ь| = оо.

Покладемо М  — Р\{Ь). Оскільки (Ф(Р) • Ь) індукує на Р/Ф (Р) не- 

овідний автоморфізм порядку д, то М  — ненільпотентна група і Є М.

' За твердженням 1.1.4 \южна вважати, що М/(/>?) — скінченна група 

Шмідта. І оа означенням 1.4.3 М  — група типу групи Шмідта, G  — 

ненільпотентна група.

1 Нехай X  — будь-яка ненільпотентна підгрупа із G. Покажемо, що 

X  <  G. Покажемо спочатку, що Р  С X . Покладемо Р\ =  Р  П X . тоді 

Pi <  X . Нехай Р\ С Ф(Р). Тоді іо нільпотентності G / Р  і умов Ф(Р) С 

#((?), Х(Р\ — нільпотентна група випливає, що X  — нільпотентна 

група. Тому,не порушуючи загальності можна вважати, що Ф(Р) С Р\.

Покладемо F  — Р -Х .  Тоді іо умов Р\ <  Р , Рі <1 X  випливає, що Р\ <  F. 

Зрозуміло, що X  ф .Р -3  — нільпотентна група. Тоді ,Y містить елемент 

д  а  со*, де с Є Р  • 5 , д  Є G \ Р  • 5 . Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що д  Є С  \ S  і |5р| ■== д, д\в. За умовами загального виду G 

маємо, що суміжний клас {Ф(Р) • д) індукує на Р/Ф(Р) незвідний авто- 

морфіом. Звідси Р|/Ф(Р) і» Р/Ф(Р). тобто Р\ Р  і Р  с  А'. Зрозуміло.

71



що Ф(Р) С X , С/Ф(Р) — tf(S/ # (P))-група, <Ф(Р) •д) t  5/Ф(Р). За ле­

мою 1.4.1 (Ф(Р) -д) <  С/Ф(Р) і С/Ф(Р)/{Ф(Р) ■д ). Звідси Ф(Р) • [д) <  G і 

С /Ф (Р) ■ (д) — дедекіндова група. Покладемо Х г ~  Р  ■ (д). Тоді X i <а G, 

Х\ С X , G /Х  і — дедекіндова Група. Звідси X  < 1 G. Достатність доведе­

на. Теорема доведена.
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Глава 2

Метагамільтонові групи

2.1 Попередні результати

О значеная 2.1.1 [53]. Група G о нормальними неабелевимн підгрупами 

навивається метагамільтоновою або в нашому означенні Я  (А)-групою.

Твердження 2.1.1 [119]. Нехай G — скінченнар-група із власного неа- 

белевою підгрупою. Тоді G має більше однієї підгрупи Міллера-Морено.

Твердження 2 .1 .2  [119]. Нехай G А  скінченна метагамільтонова 2- 

група з елементарним комутантом. Тоді G' С Z(G).

Твердження 2.1.3 [119]. Нехай G — скінченна метагамільтонова р- 

група. Тоді Ф(С') С Z(G).

Твердження 2 .1 .4  [119]. Нехай G — скінченна метагамільтонова 2- 

група і G' <£. Z(G). Тоді G — метациклічна група.

Твердження 2.1.5 [119]. Комутант скінченної метагамільтонової р- 

групп міститься в будь-якій ї ї  неабелевій підгрупі.

Твердження 2.1.6 [119]. Нехай G  — 2-породжена метагамільтонова 

р-група в циклічним комутантом порядку більше р. Тоді G — метаци-
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клічн.а група.

Твердження 2.1 .7  [119]. Комутант скінченної метагаміяьтонової р- 

групи є абелевою групою одного о типів: (р4), 8 >  0 ; (рР,р), 6 > 0 ; 

(Р<Р,Р)•

Твердження 2.1 .8  [119]. При р  > 2 наступні групи і тільки вони є 

скінченними метагамільтоновими р-групами класу більше 2 :

а) G' — метациклічна р-група, Ф (С ) — Z{G) П G';

б) G' =  (тг> х (т) х (а), ж Є Z(G),

С  =  ( ( ( я ) х < г » А И ) . , ( г / ) ;

х р =  JTT“ , У Р =  7ГРТ , [ж, у] =  <Т, [ х . о ]  =  Т , [у , ст] 3= 7Г, CT, ff , т  —  елементи 

порядку р із G;

в) G' =  <р) х (о), S ^ l , ^  £(G ), G =  МХ(ж), де М  =  (а,Ь) -  

метациклічна р-група, [а, 6] =  д ,  [а, о ] =  т, а *  =  аег, ЬР =  Ь * =  Ь, жа  =  ж, 

р4 =  рге, є =  0 ,1 ;

г) G' =  (а) х <т):

1) р =  З, G =  ((а) х (6 )) • (Ь), а3 =  т =  Ьв, Ь4 =  ао, о 4 =  а г ;

2) G =  ({а)Х(а))Х{ж), /  a  1, я > J ,  o ' a  o r, о ' =* аа, а* “  ат ‘ , 

є =  0 ,1 , г  Є Z (G )‘, ,
3) G =  (((о) х (r))A(<r)) • (6 ), я*’’* ш 1 , n > 1, № =  т\  в »  0 ,1 , о ' ** от, 

о4 =  аа, 6 " =  Ьт6, 8  =  0 при е =  1.

Твердження 2 .1 .9  [93]. Локально етупінчаті метагамільтонові група 

мають комутант порядку р*, я > 0, р — просте Число.

Л ем а 2 . 1 .1 . Клас метагамільтояових груп замкнений за  підгрупами, 

фактор-групами і не є замкнений за прямими добутками. В  метагаміль- 

тоновіп групі G справедливі твердження:

1 ) будь-яка веабелева підгрупа X  h  G нормальна в G  і G /X  -1-  де- 

дскіндовп група:
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2) будь-які два недереставні елементи іо G  породжують неабелеву 

підгрупу, що містить нормальну в G  підгрупу М  з  абелевими власними 

підгрупами, G /M  — група? у якої комутант є центральною елементар­

ною абелевою 2 -групою.

Доведення леми майже в точності співпадає о доведенням леми 1.4.3.

Наслідок 2 .1 .1 . Всі групи Міялера-Морено є метагамільтоновими гру- 

пз<ми>

Наслідок 2 .1 .2 . Локально ступінчаті метагамільтонові групи є F C - 

групами, мають скінчений примарний комутант і таку центральну 

підгрупу Z одиничного порядку або без скруту, що G fZ  — періодична 

метагамільтонова F C -групз, комутант якої ізоморфний G'.

Доведення. Нехай G — досліджувала група. За твердженням 1.1.9. 

\G'\ — р", а тому G — F C -група. За твердженням 1.1.5 з  центрі G  мі­

ститься підгрупа Z  без скруту або порядку 1, для якої G /Z  - періодична 

F C -група. Оскільки G' fl Z  =  1, то за лемою 2.1.1 G /Z  — метагаміль­

тонова група, комутант якої ізоморфний G'. Наслідок доведений.

Л ем а 2 .1 .2 . Метагамільтонові групи Шмідта вичерпуються.нескінчен- 

ними трунами Міллера-Морено та скінченними групами Шмідта виду 

Є  =  P\Q, Р  <  G — силовська р-підгрупа, Q — циклічна силовська 

^-підгрупа, р, q —  різні прості числа одного о типів:

1 ) G — скінченна група Міллера-Морено, Ф(Р) =  1 ;

2) Р  — неабеііева група порядку р3 ескпоненти р, G' =  р, Z(G) = 

Ф(Р) х Ф(<?), р >  3;

3) Р  =  G' — трупа кватерніонів. q =  З, Z(G) — Ф(Р) х Ф(Q).

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Тоді за 

лемою 2 .1 . 1  G містить нормальну підгрупу М  з  абелевими власними 

підгрупами і G /M  — розв'язна група. Якщо М — G. то за озпачеп-
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ням груп Шмідта |G'| > 1  і G — неабелева група о абелевими власними 

підгрупами. Тому G або нескінченна група Міллера-Морено, або скін­

ченна і, значить, група типу 1 ) наслідку.

Нехай М  — власна підгрупа іо G. Тоді за означенням груп Шмідта 

М  — нільпотентна група з  центральним комутантом G/М .  Звідси G

— розв’язна група. За наслідком 2.1.2 в Z(G) існує підгрупа Z, така 

що Z  fl G' — 1, G /Z  — періодична F C -група іо скінченим примарним 

комутантом. Очевидно, що G/Z-ненільпотентна група, тому вона мі­

стить скінченну підгрупу Шмідта S /Z  і S — G. Звідси G' співпадає з  

інваріантною силовською ^підгрупою скінченної групи Шмідта G /Z , 

|G'| =  рп. За твердженням 1.1.4 в G існує елемент Ь, для якого вільпо- 

тентною буде підгрупа G'A(b) і b індукує на С  автоморфізм порядку q, 
q — просте число відмінне від р. Звідси при |6 | =  оо в G знайдеться 

власна нільпотентна підгрупа G'А(У), т — просте число відмінне від р  
і q, що неможливо. Отже, G  =  G'A{6 ) —  скінченна група Шмідта. За 

твердженням 1.1.4 G' =  Р  — силовська р-підгрупа із G, а (Ь) —  сипо- 

вська g-підгрупа із G, Ф(Р )  х  $(Q) =  Z(G). Якщо Ф(Р) != 1 == Р 1, то G
—  скінченна група Міллера-Морено типу 1).

Нехай |Р'| > 1, тоді М  С Р  і G JM  — нільпотентна група. Оскільки 

М  < G і М  £  Щ Р ), то за твердженням 1.1.4 Р  — група Міллера- 
Морено. За твердженням 1.1.1 Р  — 2-породжеаа група експоненти р  або 

4. Нехай exp Р  — р. За твердженням 1.1.1 і 1.1.4 =  р3, |Ф(Р)| — р і

(Ф(Р)Ь) індукує на Р /Ф (Р ) незвідний автоморфізм порядку q. Оскільки 

Р  — неабелева група експоненти pf то р > 2. Елементарна абелева 

група порядку р? ае має незвідних автоморфіемів простого порядку, 

тому р  >  3 і G  —  груна типу 2).

Нехай expP  ss 4 . 1Ьді за твердженнями 1 .1 . 1  і 1,1.4 Р  — група ква- 

териіоаів, q =  3, a G ■— груна виду 3) цього наслідку.

Достатність. Якщо G  — група Міллера-Морено, то Оа наслідком 2.1.1
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та означеннями 2.1.1 та 1.1.3 G — метагамільтонова група Шмідта. За 

твердженням 1.1.4 групи типу 2) та 3) є групами Шмідта. Покажемо, 

що вони метагамільтонові.,

Оскільки в групах Шмідта всяка власна підгрупа X  нільпотентна, то 

X  =  Р\ х Qi, де Р\ =  X  Л Р, Qi =  X  П Q. Зрозуміло, що Q\ =  1 . Якщо 

|̂Y'| > 1, то |Р]'1 > 1 і Pi =  Р  =  G’ С X  <  G. Достатність доведена. Лема 

доведена.

Л ем а 2 .1 .3 . Нехай G — нільпотентна група з періодичним комутантом 

G', [G'| > 1. Тоді G  містить підгрупу X  =  {с)- (а) ■ {b), де [а, Ь] =  с, [с, 6 ] = 

Je, о] — 1 , ]с| =  р, ((c) • (о)) ft ((c) • (&)) =  (с); при періодичності G X  — 

р-група Міллера-Морено, при неперіодичності G X  =  ((c) ■ (а))А{&), 
І&І оо, |а| Є {p“j оо}, р — просте число.

Доведення. Нехай G задовольняє умові леми. Можливі випадки: 1) G 

— періодична група, 2) G — неперіодична група.

Випадок 1. В цьому випадку G —  нільпотентна локально скінченна 

група, що містить скінченну нільпотентну підгрупу Міллера-Морено 

X , яка, очевидно, є групою одного з типів 1)-3) твердження 1.1.1. Для 

груп цих типів твердження розглядуваної леми очевидне.

Випадок 2. В цьому випадку в G  знайдеться 2 непереставні елемен­

ти ді, і Дз, що породжують скінченно породжену нільпотентну підгрупу 

Y  =  (рі,0 2). Оскільки G-неабелева неперіодична група, то вона мас 

нецентральні елементи нескінченного порядку. Тому можна вважати, 

що |д2| =  оо. Відомо, що Y  має скінченну періодичну частину Т. За умо­

вою леми Y' С T ,Y /T  — скінченно породжена абелева група без скруту. 

Зрозуміло, що |У'| > 1. За твердженням 1.1.5 Z(Y) містить підгрупу Z 

без скруту, для якої Y jZ  — скінченна неабелева нільпотентна група, 

яка, очевидно, містить нільпотентну р-підгрупу Міллера-Морено M /Z.
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Не порушуючи загальності можемо вважати, що М  =  Y , Y JZ  =  (Zgi, 
Zgz). Звідси \{Y/Z)'\ =  |У'| =  р, р  — просте число, У' =  {с). Зрозуміло, 

що (с) С Z(Y ). Оскільки У =  ( а і , 9 з) і \дз\ =  оо, то не порушуючи 
загальності можемо також вважати, що

У/<с) =  (Са) х (СЬ),

де \СЬ\ =  оо, |Св| > 1. Не порушуючи загальності можемо також вва­

жати, що |о| Є {р“,оо}. Ясно, що

Y = ( c ) - ( a ) . ( b ) ,

( (с ) .(о ) )П ((с ) .(Ь ) )= іс ) .

Покладемо У  =  X  і одержимо шукану підгрупу. Лема доведена.

Теорем а 2 .1 .1 . Г^упа G  тоді і тільки тоді є нерозв’язною метагамідь-

тОновою групою, коли вона задовольняє умовам:

1 ) будь-які два непереставні елементи із G породжують нескінченну 

неабелеву нормальну підгрупу із G;

2) група G  містить нескінченну нормальну в G  підгрупу Мілпера-і
Морено М , що належить будь-якій неабелевій підгрупі з  G  і G /M  — 

дедекіндова група.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. За лемою

2.2.1 G  містить нормальну підгрупу М  з  абелевими власними підгру­

пами, і М  міститься в будь-якій неабелевій підгрупі із G ,G /M  — ро­

зв ’язна група. Якщо М  — абелева або скінченна група Міллера-Морено, 

то із  розв’язності М  випливає розв’язність G. Звідси М  — Нескінчен­

на підгрупа Міллера-Морено із G. За лемою 2.1.1 G /M  — дедекіндова 

група. Твердження 2 ) доведено.

Оскільки два непереставні елементи іо G  породжують неабелеву 

підгрупу X' < G. To М < X  і |,Y| ж оо. Твердження 1) доведено і
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необхідність доведена.

Достатність. Нехай X  — будь-яка неабелева підгрупа іо G, тоді М  < 

X , G /M '— дедекіндова група, X  <5 G. Оскільки М  — нескінченна гру­

па Міллера-Морено, що, як відомо, нероов’язна, то G  — нерозв’язна 

метагамільтонова група. Достатність доведена. Теорема доведена.

Наслідок 2 .1 .3 . Комутант довільної нільпотентної метагаміпьтонової 

групи належить будь-якій ї ї  неабелевій підгрупі.

Доведення. Нехай G  — досліджувана метагамільтонова група. Тоді за 

твердженням 2.1.9 |G'| =  р", р — просте число. Нехай X  — довільна 

неабелева підгрупа іо G. Покажемо, що G' С X . Нехай У =  (о, b), Y  С X , 

[а,Ь] ф 1. Покажемо, що G' С Y. Можливі випадки: 1) G  — періодична 

група; 2 ) G — неперіодична група.

Випадок 1. В цьому випадку лише силовська р-підгрупа із G  неабелева. 

Тому можна вважати, що У — скінченна неабелева р-група. Оскільки 

|G'| < оо, то в G існує скінченно породжена, а значить скінченна р- 

підгрула Z, що містить G' і У. При цьому G' =  Z'. За лемою 2.1.1 

і твердженням 2.1.5 G' — Z' С Y  С X  і наслідок в цьому випадку 

доведений.

Випадок 2. За лемою 2.1.1 У <  G, G /Y  — дедекіндова група. Якщо 

G/У — абелева група, то все доведено. Нехай G /Y  — неабелева гру­

па. Тоді за  твердження 1.1.3 G /Y  — періодична група, а значить У 

містить елементи нескінченного порядку. Із наслідку 2 .1 . 2  вйпливає, що 

G містить центральну підгрупу без скруту Z , для якої G jZ  задовольняє 

умовам випадку 1. Оскільки G /Y  і G /Z  — періодичні групи, то і GjZ\ 
— періодична група, Z\ — Z П У. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що Z\ =  Z. За попереднім випадком Y /Z  Э (G jZ )', а значить
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G' С Y  С X  і наслідок доведений.

Наслідок 2 .1 .4 . Скінченна метагамільтонова р-група G  о циклічним 

нецентральним комутантом є метациклічною групою о умовою Ф(&) =  

Z(G) П G' і ізоморфна групі одного з  типів:

1) G  =  (а)Х(Ь), |а| =  8 , |Ь| =  2fi, ß >  0, Ь~1аЬ =  о "1;

2) G  =  <а)А(Ь), |а| =  8 , |6 | =  2?,ß  > 0, Ь~1аЬ =  а3;

3) G — (а)А(Ь), |а| =  р°, |Ь| =  p ? ,ß  > 0,Ь_1аЬ =  а1+р‘ ,0  < а  -  к -  1  »  

к < а , а  — к < ß;

4) G  =  .(а) • (Ь), |а| =  р°, |Ь| =  р ,̂

(а) Л ( Ь ) *  (« О  » < # > ,'

і>- 1 аі> =  a 1+pl, 0 < а ~ к  — l = k < m < a < ß ;

5) G  — (а) • (Ь), |а| =  8 , |Ь| =  2ß, ß  > 1 ,  ІГ !аЬ =  а“1, а4 =  Ь2'’"1.

Доведении. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Тоді за 

твердженнями 2.1.4 і 2.1.8 G — метациклічна р-група, у якої за  твер­

дженням 2.1.2 Ф(<3") =  Z(G) П G'. Зрозуміло, то G  — (а) • (Ь) — ме­

тациклічна група одного з  типів 1)-9) теореми 1.2.2. В групах типу

1) G' С Z(G). В групах типу 8 ), 9) Ф(<У) Z(G ), тому G  може бу­

ти лише групою одного о типів 2)-7) вгаданої теореми. При умові 

G' Л Z(G ) =  Ф(С') в групах типу 1 ), 2), б), 7) |а| =  8 . Тому групи 

типу 2 ), 3) згаданої теореми будуть відповідно групами 2 ), 3) Наслід­

ку. Г)рупи типів б), 7) будуть групами типу 5) наслідку. Якщо група 

G  одного о типів 4) або 5) теорейй 1.2.2, то при #{£?') »  Z(G) Л G' 

маємо 0 < а  — к 1 =  & і G — групи типів 3), 4) наслідку відповідав. 

Необхідність доведена.

Достатність. В групах цих п’яти тинів G' ■— центральна вецикячна 

підгрупа з  умовою Ф(б') «= Z(G) Л G'. Нехай X  — неабелева підгрупа 

із G . (і/) а» (а) Л X . Тоді (у) <j X  і Х /{у)  — циклічна група. Оскіль­

ки |Л"| > 1. то {у} £  Z{X)< а значить {у} 2 (G ). Т&к як Ф(С') С
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Z(G),\G' : Ф(С?')| =  p, то G' С (у) С X  < G ,G  — метагамільтонова 

група. Достатність доведена. Наслідок доведений.

Наслідок 2 .1 .5 . Комутант нерозв’язної метагамільтонової групи тоді 

і тільки тоді належить будь-якій ї ї  неабелевій підгрупі, коли він — не­

скінченна група Міпяера-Морено.

Доведення. Необхідність. Якщо G  — нерозв’язна метагамільтоно­

ва група, то оа теоремою 2.1.1 G1' містить нормальну в G  нескін­

ченну підгрупу Міпяера-Морено М , що належить будь-якій неабелевій 

підгрупі із G і G /М  — дедекіндова група. Оскільки G' С М , то G' =  М. 

Необхідність доведена'.

Достатність. Якщо G' — нескінченна група Міллера-Морено, то оа 

тією ж теоремою перетин всіх неабелевих підгруп із G  є нескінчен-
с*

на група Міллера-Морено. Зрозуміло, що ця підгрупа не може бути 

власною підгрупою G\ а значить співпадає з  G1. Звідси G' належить 

будь-якій неабелевій підгрупі із G. Достатність доведена. Наслідок до­

ведений.

2.2 Нільпотентні груші

ТЬорема 2 .2 .1 . Нільпотентні метагамільтонові груни вичерпуються 

групами тинів

1) G  =  РхС, де Р  — елементарна абелева р-груиа порядку р° , р  — 

просте число, а  > 0 ; С  ■* 5 -  (а ), С с(Р )  ** $  es 2(G ),

S n  (а) » (а * ) ,

8 >  0, ( в ,р )»  і ,  для довільного цілого к а* індукує на Р  тотожний або 

незвідний автоморфізм;
2) G  *» РХС, де Р  — снловська р-підгрупа із G  порядку р3 ектонентп
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р, р > 3 — просте число G' =  Р , Ф(Р) С Z(G)\ С  =  S  • (a), Z(G) Э 
С с(Р ) — S  — періодична група,

S  П (а) — (а ‘ ),

я > 1, для довільного цілого к (Ф(Р) ■ а*) індукує на Р/Ф(Р) тотожний 
або незвідний автоморфізм;

3) G  =  РЛС, де Р  — група кватерніонів, що співпадає з  снловського 

2 -підгрупою із G, G' =  Р ; С =  S ■ (a), Z(G) =  С'с(Р) =  S  — періодична 
груда,

S  Л (а) =  (о3),

|а| =  3^,'РА(а) — група Шмідта;

4) G — група, у якої будь-які 2 непереставних елементи породжують 

нескінченну неабелеву підгрупу, що містить нормальну в G нескінченну 
групу Міллера-Морено М  і G /M  — дедекіндова група,

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група. Якщо G 

— нерозв’язна, то за теоремою 2 .1 . 1  G — група типу 4). Нехай G — 

розв'язна група. Можливі випадки: 1) G '— періодична група; 2) G — 

неперіодична група.

Випадок 1. Оскільки G в цьому випадку розв’язна періодична, а зна­

чить і локально скінченна ненільпотентна група, то вона містить скін­

ченну підгрупу Шмідта М  =  PXQ, де Р  — нормальна силовська р- 
підгрупа іо М , a Q — неінваріантна силовська ^-підгрупа іо М . Зро­

зуміло, що М  О G. За лемою 1.3.1 G — М  ■ D, де D  =  N a{Q ), D  П М  = 

Лм (<?) Э Np{Q) = Ф(Р). C. Z(M ). Звідси Q c D  і G — P -D ,P C t D  =  

Ф(Р). Оскільки Р  - -  нормальна силовська р-дідгругг? з  нормальної в G 

підгрупи М , то Р  <з G і Р  С G'. Зрозуміло, що Nm{Q) =  Ф(Р) х Q 
не може бути ноішальною підгрупою із М  і тоді D fiG .  Звідси D — 

абелгва група. Зрозуміло тоді, шо М  — група одного з типів 1)-3) леми
2 .1 .2 .
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Нехай М  — група типу 1) згаданої леми. Тоді Ф(Р) =  1  і — 

мінімальний нормальний дільник іо М , а значить і о G. Тоді Р  — еле­

ментарна абелева група порядку р“,а  > 0, що співпадає о G'.

Покладемо С с(Р )  =  S. Тоді S =  Z{G). Оскільки G — неабелева група, 

то |С : S| < оо. Нехай So/S — централіоатор в G /S  підгрупи Р  х 5/5. 

ТЬді So < 1 G  і 5о =  5. З цього випливає, що G /S  —  скінченна група 

Фробеніуса о неінваріантпим абелевим множником С /S .  Відомо, [85], 

що тоді С /S  — циклічна група, порядок якої не ділиться на р. Отже, 

С  — S  ■ (а), 5  П (а) =  (a3), s > 1 , (s ,p ) =  1 .

Нехай д  Є C\S. Якщо д  індукує на Р  звідний автоморфізм, то в Р  

знайдеться неодинична власна підгрупа Рі, допустима відносно G. За 

теоремою Машке Р  =  Pi х Р? і в G існує підгрупа АГ,- =  РА(р), і =  1 , 2 . 

Оскільки д  Є C\S, то знайдеться і, для якого Ni — неабелева група. 

Тоді N{ <  Gr, Р  П Ni =  Pi < G, що неможливо. Отже, д  індукує на Р  

незвідний автоморфізм. Звідси для будь-якого цілого к а* індукує на Р  

тотожний або незвідний автоморфізм, і при D =  С G — група типу 1 ).

Нехай Р  — неабелева група. Покажемо, що вона силовська іо G. Не­

хай це не так. Тоді в С  знайдеться р-Єлемент д такий, що д $ Р , а 

gf  Є Р. Покладемо У =  Р  • (д). За лемою 2.1.2 |Р| *= р3, а значить 

|У| =  р4. За твердженням 2.1.1 У містить підгрупу Міллера-Морено А 

відмінну від Р . Зрозуміло, що j4<  G  і РС\А =  Р\ < G. Оскільки |У| = р4, 

то |Рі| =  р2. ТЬді в нормальній силовський р-підгрупі Р  групи Шмідта 

М  існує підгрупа Р\ о умовою: Ф(Р) С Р\ С Р  і Р\ <3 А/, що суперечить 

твердженню 1.1.4. Отже, Р  — силовська р-підгрупа іо G, що належить 

G'. Ясно, що D ~  Ф(Р) х С, де С  — холловськє доповнення в D си- 

ловської р-підгрупи Ф(Р) іо С. Зрозуміло, що G/Ф(Р) за попереднім 

буде-групою, тицу 1) теореми і Ф(Р) С Z[G). Для еруп типу 1) теореми 

Л>/Ф(Р>=.51 /Ф (Р)-(Ф (Р)-а).,

S i/Ф(Р) П (Ф(Р) • а) »  (Ф(Р) • п‘ ).
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s > 1, а  Є С, для будь-якого цілого к (Ф(Р )ак) індукує на Р /Ф (Р) тотож­

ний або неовідний автоморфізм. Нехай 5  =  5 , П С. Тоді Су= S  • (о), S  С 

Z(G)f, S  П (о) =  (а*). Якщо група М  типу 2) леми 2.1.2, то р >  3 і G — 

група типу 2 ) теореми.

Нехай М  — груна типу 3) леми 2.1.2, тоді Р  — група кватерніонів, 

|S : 5,| =  ІС  : S\, | D : 5,| =  \C : S j =  3. Тому ІЛ| =  S'3, Q =  (a) і G — 

група типу 3) теореми. Необхідність з  випадку 1 доведена.

Випадок 2. В цьому випадку за  наслідком 2.1.2 G містить центральну 

підгрупу Z без скруту, для якої G /Z  =  G — група іо випадку І, тобто 

група одного з типів 1)-3) розглядуваної теореми. Звідси G =  РАС, де 

Р  =  Р  х Z/Z , С  =  С /Z  і

С =  §■{&),'

S  С  Z(G)\ S  П (ä) =  (ä*), s > 1, (s ,p ) 1, Ö' =  P. Зрозуміло, що

з умови G' П Я =  1 випливає рівність G — G'XC. Покладемо Р  =  G'. 

Одержимо, що G =  FAG, G' =  1 . Ясно, що С  =  S ■ {а). Оскільки Я — 

абелева група без скруту, то в ній існує басисна підгрупа В ,  така що 

Z/ В  містить p-елементи, і G /B  — група із випадку 1, в якої комутант 

не є силовською p-підгрупою. З цього випливає,-що G/ В  не може бути 

групою ні типу 2), ні типу 3) розглядуваної теореми. Отже, G /B  — 

група типу 1 ) теореми, а значить G" — 1 і Р  — елементарна абелева 

група порядку р°. Зрозуміло, що S  =  Z(G) і для будь-якого елемента 

д Є C\S  суміжний клас (Zg) індукує на Р  тотожний або незвідний 

автоморфізм. Оскільки Z С Z(G ), то для довільного цілого к ак індукує 

на Р  тотожний або назвідний автоморфізм і G  — група типу 1). Всі 

випадкі розглянуті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G  — група одного з типів 1)-4) розглядуваної 

теореми. Покажемо, що G  — ненільпотентна метагамільтонова група. 

Для групи типу 4) це доведено в теоремі 2.1.1.
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Нехай G  — група одного о типів 1)-3) теореми. Зрозуміло, що підгру­

па РХ{а) ненільпотентна, т^му ненільпотентною буде і G. Нехай X  

— неабелева підгрупа із G. Доведемо, що G' = Р  С X . Покладе­

мо N =  Р  ■ Х,Р\ =  Р  П X . Зрозуміло, що Pi < X . Нехай спочат­

ку Р' =  1 . Зрозуміло, що N  (£ Р  х 5  =  U. Тоді X  містить елемент 

с =  иак,а к $  S ,u  Є U. Ясно, що с індукує на Р  той же автоморфізм, 

що і а к. Оскільки ак S, то ак індукує на Р  незвідний автоморфізм і Р  

не містить неодиничних власних підгруп, допустимих відносно С. Але 

тоді Р\ =  Р  =  G1 С X  <t G.
Нехай Р  ф 1. Тоді Ф(Р) С Z(G) і С/Ф (Р) — група типу 1) ро­

зглядуваної теореми. Ясно, що Ф(Р) С X . За попереднім випадком 

Х/Ф  (Р ) С Р/Ф(Р). Але тоді G' =  P c X < G \ G  — метагамільто­

нова група. Достатність доведена. Теорема доведена.

Наслідок 2 .2 .1 . Комутант G' ненільпотентної метатамільтонової гру­

пп G  задовольняє умовам:

1) в розв’язній групі G G' — елементарна абелева р-група або неабе­

лева група порядку ps;
2) комутант розв’язної групи G  належить будь-якій неабепевій підгрупі 

ів G;
3) комутант G' тоді і тільки тоді належить будь-якій неабелевій 

підгрупі іо G, коли він абелевий або група Міллера-Морено.

Доведення. Умова 1) випливає о теореми 2,2.1 безпосередньо. Умова 2) 

доведена при доведенні достатності теореми 2 .2 . 1 , а умова 3) випливає 

із умов 1) і 2) та наслідку 2.1.5.

Зауваження 2.2.1. 1\>упи, які вивчались в [78] в точності співпадають 

зі скінченними групами типів 1)-3) теореми 2.2.1. Підкреслимо, що при
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доведенні зазначеної теореми реоультатп із [78] не використовувались.

Теорема 2 .2 .2 . Комутант групи G тоді і тільки тоді належить будь- 

якій ї ї  неабелевій підгрупі, коли G — метагамільтонова група, яка в 

нерозв’язному випадку має комутант G', що є нескінченною групою 

Міллера-Морено.

Комутант метагаміпьтонової групи G  задовольняє одну із умов:

1) G[ —з група порядку 1 або р, р — 'просте число;

2) G1 — циклічна група порядку р\ р  — просте число, 6 > 1, G —

нільпотентна група Ф(С') С Z(G);

■ 3) G' — скінченна абелева р-група типу (р*,р), р — просте число,

6 > 1 , G  — нільпотентна група, Ф((У) С Z(G)\

4) G' — елементарна абелева група порядку р3, р — просте число, G

— нільпотентна група, при р =  2 G' С Z(G);
■ 5) G' — елементарна абелева група порядку р3, р — просте число, G

— нільпотентна група, при р =  2 G1 С Z(G);
6 ) G' — елементарна абелева група порядку p“, а  > 1, р — просте 

число, G — ненільпотентна група;

7) G' — неабелева група порядку р3 експоненти р ; р > 3, р — просте 

число, G  — періодична ненільпотентна група, Р  — силовська р-підгрупа 

із G;
8 ) G' — група кватерніонів, що є силовською 2-підгрупою із G, G — 

періодична ненільпотентна група;

9) G' — нескінченна група, що містить нескінченну нормальну в G 

підгрупу Міллера-Морено індексу 1 абсі 2 в G", G — нерозв’язна група.

Доведення. Доведемо спочатку першу частину теореми.

Необхідність. Якщо G' належить будь-якій неабелевій підгрупі із G, то
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очевидно, що G — метагамільтонова група.

Достатність. Нехай G  — розв’язна метагамільтонова група. Тоді G' 

належить будь-якій неабелевій підгрупі із G для нільпотентних груп 

за  наслідком 2.1.3, а для ненільпотентних за наслідком 2.2.1. Для не­

розв’язних груп це твердження випливає за тим же наслідком 2 .2 .1 . 
Перша частина теореми доведена.

Нехай G  — метагамільтонова група, G' — її комутант. Якщо G — 

ненільпотентна група, то за теоремою 2.2.1 G1 задовольняє одну іо умов

1 ) або 6)-9) розглядуваної теореми. Нехай G — нільпотентна група. 

Тоді за  твердженням 2.1.9 |G'| =  р", р — просте число. При п < 2 G' 

задовольняє умову 1). Нехай п > 1. Оскільки |G'| < со, то в G  існує 

скінченно породжена нільпотентна метагамільтонова підгрупа X , для 

якої X і =  G’. Підгрупу X  можна вибрати так, що вона містить довіль­

ний елемент д  Є G. За наслідком 2.1.2 X  містить центральну підгрупу 

Z  без скруту або порядку 1, для якої X fZ  — періодична група. Оскільки 

X  —  нільпотентна скінченно породжена група, то

Х /Z  =  P jZ  х DjZ,

де Р /Е  — силовська р-підгрупа з  X jZ , D /Z  — ї ї  холловське доповнення 

в Х /Z . За вибором Z маємо Z  П X ’ =  Z П G' — 1 , X і =  G1, |G'| =  р". 

З цього випливає, що комутант Х /Z  ізоморфний G1 співпадає з кому­

тантом Р /Z  — скінченна метагамільтонова р-група. За твердженням

2.1.7 комутант Р /Z  є одного із типів: (р6), 6 > 1 ; (р*,р), <5 >  1; (р,р); 

(р,р,р). Якщо G1 має тип (р6) та (р*,р), то G’ задовольняє умовам 2 ) та

3) розглядуваної теореми відповідно. Якщо G’ має тип (р,р) або (р,р-р), 

то при р > 2 G' Задовольняє умові Ф) та 5) розглядуваної теореми від­

повідну. Нехай р =  2 і G' має тип (2,2) або (2,2,2). Тоді комуіант P/Z. 

’що співпадає з  X і X Z /Z  за твердженням 2.1.2 належить центру X /Z. 

Звідси|Л'',ЙГ) =  [G\ JVJ =  Х 'П Е  =  G'CiZ — 1 .3  нього і вибору елемента 

д випливає, що G' С Z(G) і при р =* 2 G' задовольняє умовам 4). ї !  чи ї
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теореми.

Тонно так можна показати, що при умовах 2) та 3) розглядуваної 

теореми $(G ') С Z(G). ТеореА доведена.7

Теорема 2 .2 .3 . Комутант G' довільної групи G тоді і тільки тоді 

співпадає з  комутантом будь-якої неабелевої підгрупи із G, коли G — 

метагамільтонова група одного із типів:

1) G .— група з  комутантом порядку 1 або р, р  «— просте число;

2 ) G =  РХС  — група типу 1) теореми 2.2.1;

3) G  — група, у якої комутант G' є нескінченна група Міллера- 

Морено.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Ясно, що G 

— ■ метагамільтонова група. Якщо G  нерозв’язна, то за наслідком 2.2.1 

G — група типу 3) теореми.

Нехай G  — розв’язна група. Зрозуміло, що G" =  1. Якщо G  ~  

ненільпотентна група, то вона може бути тільки групою типу 1 ) те­

ореми 2 .2 .1 , а значить, групою типу 2 ) розглядуваної теореми.

Нехай G  — нільпотентна група. Як і раніше,|G'| —,рп. При п < 2  G — 

група типу 1) теореми: Нехай п >  1. За лемою 2.1.3 в G існує підгрупа 

X  з комутантом порядку р, що неможливо, оскільки |G'J > JX'J =  p. 

Отже, G може бути тільки групою-одного з  типів 1)—3) розглядуваної 

теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G — група одного з типів 1 )—3), X  — будь-яка 

неабелева підгрупа із G. В групах типу 1 ) очевидно, що X' — G'. Якщо 

G — група типу 3) розглядуваної теореми, то G" =  G'. Зрозуміло, 

що G  — група типу 4) теореми 2.2.1 і за наслідком 2.2.1 G  С X . Із 

включень X' С G', G" С G' С X' випливає, що X і =  G'. Для групи типу

3) достатність доведена.

Нехай G — група тішу 2) теореми, За теоремою 2.2-2 G" С X ,
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X і С G', X і < 1 G. Оскільки |.X'| > 1, то X' < G. Для груп типу 2) G' 

— мінімальний нормальний дільник із Gj. Тому X' =  G'. Достатність 

доведена. ТЬорема доведена.

2.3  Групи з  циклічним комутантом

Твердження 2.3.1 [119]. Скінченні метагамільтонові групи о нецен- 

тральним циклічним комутантом вичерпуються метациклічними р- 

групами G, для яких <&(G') =  Z(G) П G'.

Л ем а 2 .3 .1 . Нехай G — метагамільтонова р-група з комутантом по­

рядку р6, 6 > 1, р  — просте число. Тоді G має обмежену експоненту.

Доведення. Нехай G задовольняє умовам леми. Тоді G — розв’язна, 

а значить нільпотентна локльно скінченна р-група. Якщо |G| < оо, то 

все доведено. Нехай G — нескінченна група і має необмежену експо­

ненту. Тоді в G існує скінченна р-груиа Міллера-Морено М  порядку рк 

і центральний елемент порядку рк, к > 2. Покладемо D =  (с) • М. За 

теоремою 2.2.2 G' С М  С D, с  €  Z(D), \D : (c}| < pk. Зрозуміло, що

D' =  {с)‘ ■ М* - {{с), М] =  М',

|£У {= | іГі= р .
Нехай М4 =  Щ ,  |м| =  р. Можливі випадки: 1) (с) П (и) =  1 ; 2) 

<с) Э И -

Випадок І .  Оскільки |о| > р - 1D : (с)], то підгрупа ((«) -с) доповнюється 

в абеневій груиі D /(u) і^ е  порушуючи загальності можемо вважати, що 

D «  (с) х JW, М  =  {г, у),

({“) • (ж))С((м) • {y))j= (и).

В D існують неабелеві підгрупи

((и) ■ (х ))Ц с-у )
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((«) ■ <У))Л{с • ж>,

які містять за  теоремою 2.2.2 G' і мають перетин, що співпадає з

((«) ' (х ))П ((и ) ■ (у)) =  (и).

Звідси G’ С (и), |G'| < р, що неможливо. Випадок 1 неможливий.

Випадок 2 . В цьому випадку М  =  (х, у), D  — майже прямий добутої 

підгруп (с) • (х) і (с) • (у) з  об'єднаною підгрупою (с). Не порушуючи 

загальності можемо вважати, що

(с) ■ {х ) =  (с) х (х),

(с) • (у) =  (с) х {у),

[х, у) =  и.

Нехай |х| =  р°, |г/| =  jA  Тоді в (с) знайдуться елементи z\, Z2 такі, 

що |гі| =  р°+1, [г2| =  р/?+2. Покладемо gt -  2 іх, дь =  z2y. Тоді д\р° =  и, 

д 2^  — и. В G  існують неабелеві підгрупи Мі =  {c?i)A(j/) i М2 =  (</2)А(х). 

За теоремою 2.2.2 G' С М П Мі П М 2 =  (и). Знову G' С (u), |G’| < 

р, що неможливо. Обидва випадки неможливі, отже, G мас обмежену 

експоненту. Лема доведена.

Л ем а 2 .3 .2 . Метагамільтонові р-групи з  нецентральнам циклічним Ко­

мутантом вичерпуються метациклічними групами, у яких G' П £(G ) 

Ф(С), тобто групами типів наслідку 2.1.4.

Доведення. Нехай G — досліджувана група, Якщо G — скінченна р- 

група, то твердження випливає о наслідку 2.1.4. За лемою 2.3.1 G — 

група обмеженої експоненти. Оскільки G має циклічний комутант, то 

вона має елементи а  і Ь, для яких {[а, і»)) =  G', Якщо припустити, що 

G — нескінченна група, то через обмеженість її експоненти G/G' — 

прямий добуток нескінченного числа неодиничних циклічних р-груїі.
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Звідси в G  буде існувати скінченна підгрупа X , що містить елементи о 

та 6 , довільний елемент j  Є G і не породжується ніякими своїми двома 

елементами. Звідси X' =  G'. За довільністю д X' <£ Z (X ) і оа лемою 

2 .1 .1 X  — метагамільтонова група, що задовольняє умові розглядуваної 

леми.

Зрозуміло, що X  не може бути метациклічною групою, але це супе­

речить попередньому. Ця суперечність завершує доведення леми. Лема 

доведена.

Теорема 2.3.1. Метациклічні метагамільтонові групи мають вид:

G =  (а) ■ (Ь), 

Ь~хаЬ =  а г,

г — ціле число, т ф 0 ,

(в )п  <ь) =  к >  =  <ьг> С 2(G )

і вичерпуються групами типів:

1 ) G  =  (а) х <Ь);

2) G =  (а)А(Ь), г =  —1, |а| Є {2р, 23}, підгрупа {Ь) містить підгрупу 

індексу 2 ;

3) G =  (а)Х(Ь), т = 3, |а| =  8 , підгрупа (Ь) містить підгрупу індексу

2;
4) G  =  {а)\{Ь), т =  1  + р к, рк > 2, р  — просте число, |п| =  ра , 

0 < а  — к — \ < к < а , підгрупа (Ь) містить підгрупу індексу ра~к;

5) G — (Ь) ■ (d), г =  1  +  р*, рк > 2, р  — просте число |а] =  ра, jft| =  pß, 

а  =  рт , т = р п, 0 < а - к  — 1 < к  < m < а  < ß, |d| =  pm, (b) Г) (d) =  1 ;

6 ) G  =  (a) • (6 ), r =  - 1 , |a| = 2n, |fr| =  2fl, 1 < a  < 4, 1  < /3, a  =  2°*', 

г =  г*3-1;
7) G =  P  x D, D — скінченна абелева мєтациклічна група, Р  — 

метаппклічна силовська р-підгрупа із G одного з типів 2)-б), р -  просте 

число;
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8) G  =  (a)X{b), |b| =  oo,

(a) =  (ai) x {d},

[d, b\ — 1 , (a{)\(b) —■ або група одного о типів 2)-4) о тими ж співвідно­

шеннями для a j, 6 , що і для а та і  в групах цих типів, або

[<0 і>, <6 > 1 =  <аі),

М  =  р > 2  — просте число;

9) G =  ААВ, А — (и) х (г), |и| =  р —  просте число, р > 2, |г>| =  р ,̂ 

ß  > 0, А — силовська р-підгрупа із G, В  =  (ж) • (у) — скінченна абелева 

холловська підгрупа із G,

((«)>#] =  [(*М » ) 1  =  1>

(а) =  И  х (яг),

<&> =  { г ) х { * ) ,

{ (« > ,« ]  «{■> .

Доведення. Необхідність. Нехай С? — досліджувана група, Тоді

<? =  («> (6 ), 

b~lab =  ar, г — ціле число, г ^  0 ,

{о)п<б) =  ю  =  {ьг) с а д .

Зрозуміло, що G  — група одного о типів 1 ) 1 2 )  теореми 1.2.1. Якщо 

G — (а) х {Ь} то вона типу 1). Нехай далі G  -т- неабелева група. ТЬді 

за теоремою 2 .2 . 2  к?| -  / ,  Ь >  о, р  — просте чисіго, |G'| < (ft) і 

Ф (С ) С Z{G). З цього випливає, що |о| < оо.

Зрозуміло, що G  — група типу 2) 12) теореми 1.2.1. Нехай G “  

(ч)\(Ь) група типу 2 ) теореми 1 .2 . 1 . Якщо. |о| =  2 ". то о > 1  і &' Л



Z(G ) =  а2""1. Оскільки G' =  (а2) то a  -  1  < 2. Звідси |a| € {4 ,8 }  і G — 
група типу 2 ) розглядуваної теореми.

Нехай

(a) =  (оі) х (d),

де (oi) — силовська 2 -підгрупа іо (a), p  ||d|. ТЬді іо рівності r =  - 1  

випливає, що

[(rf),{b)] =  <d)) [{aJ),{&)] =  (a2),

[ai| > 1 . За теоремою 2.2.2 G’ — примарна група. Тому {d) — р-група, 

р  > 2 , |ai| а* 2 , {d)X{b) — нільпотентна метагамільтонова група о абеле- 

вим комутантом, тому вона група типу 1 ) теореми 2 .2 . 1  з  якої випливає, 

що |d| =  р. Отже, \ a\ ~ p iG  — група типу 2) розглядуваної теореми. 

В групі типу 3) теореми 1.2.1 ]а| =  2“, а  > 2,

2 (G) П (а) =  ( О , '

G' — (а2). Тому 2 > а  — 1, а. значить а  =  3 і G -  група типу 3) розгля­

дуваної Теореми.

Нехай G  — група типу 4) або 5) теореми 1.2.1. Тоді |а| =  ра ,

Z (G )n {a )  =  {a’ °-k).

Звідси a  — k — l < k i G  — відповідно група типу 4) та 5) даної теореми.

Нехай G  — група типу 6 ) або 7) теореми 1.2.1. Тоді г =  —1 , |а| =  2 “ 

і, як,і раніше, а  < 4, a G  —- група типу 6 ).

В групах типів 8 ) та 9) теореми 1.2.1 Ф(С') £  Z(G), тому вони неме- 

тагамільтонові Групи. Нехай G  — група типу 10) теореми 1 .2 .1 . Тоді G

— скінченна нільпотентна метагамільтова група з комутантом порядку 

р6. Тоді G  =  Р  х D, де Р  — силовська метагамільтонова метацикпічна 

р-підгрупа із G, |Р'| > 1. Ясно, що Р  — група одного о типів 2 )-6 ), G

— група тішу 7) розглядуваної теореми.
Нехай G— група типу 11) теореми 1.2.1. Зрозуміло, що тільки для 

одного і в групах цього тппу Ще,-), (Ь)]| > 1. Не порушуючи загальності
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можемо вважати, що |[{оі),(Ь)]| > 1 . ТЬді ( а ^ > 2 , для будь-якого і > 
1 [а,-, £>] =  1. Якщо [(аі), (b)] =  (а\), то |оі| =  р  — просте число, р  >  2. В 

противному випадку (а{)\(Ь) — група одного а типів 2)-4) і оавжди G

— група типу 8 ) розглядуваної теореми.

Нехай, нарешті, G — група типу 12) теореми 1.2.1. Тоді

G  =  (о)А(Ь),

(а) =  (u)A(w)

— холловська підгрупа іа G, и Є G', G— ненільпотентна група. Звідси 

G — група типу 1 ) теореми 2.2.1. Тоді juf =  р  — просте число, р  > 2, 

|о| =  pß, ß  > 0. Отже В  — скінченна абелева метациклічна група і

В  =  (аг) • (у),

\{v),B) =  l,

(<«)■(»))=(«).

(а) =  (м) х <х),

В =  {v)x  {у)

і G  — група типу 9) розглядуваної теореми. Всі випадки розглянуті. 

Необхідність доведена.

Д остатність. Нехай G  =  (а) ■ (ft), ft_ ,oft =  а Т, г  — ціпе число, г ф 0, і G

—  група одного в типів 1)-9) розглядуваної теореми. Зрозуміло, що G

— метациклічна група. Покажемо, що (? — метагамільтонова група. 

Якіцо |G'| €  {1 ,р } ,р — просте число, то твердження очевидне. Звідси

групи G  типу 1) та 9) метагамільтояові. Метагамільтояовими будуть 

також групи типу 2) при |а| =  2р, типу 4) при к =  а  — 1 , типу б) 

при а  =  2 і типу 8 ) при |в]| =  р. За цими виключенаямю груи» тину

2 ) 8 ) нільпотєнтні, мають циклічний комутант & г |£» f а»- $ >  1 ,

Ф (С ) С Z(G ), |о( =  рР. НехайX  — неабелева тидерун» »  групі G  вдаоео
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в цих типів о вказаними виключеннями. Покладемо Y  =  (а) П X . Тоді
1

У  <3 X  і X /Y  — циклічна група. Оскільки |Х'| > 1, то У (2 Z (X ), але 

тоді Y  t  Z{G}r\(a) =  { в ґ ' \  Звідси У Э (а.Рм ) Э {а"*) =  G' С X < G  і 

G —.метагамільтонова група. Достатність доведена. Теорема доведена.

Наслідок 2 .3 .1 . Метапиклічні метагамільтонові групи вказаних нижче 

класів вичерпуються групами деяких вказаних нижче номерами типів 

груп теореми 2.3.1 о їх додатковими обмеженнями:

а) нільпотентні: типів 1); 2) )а| €  {4 ,8 }; 3)—7); 8 ) [(аі), (&}] С (а\)\

б) нільпотентні о центральним комутантом: типів 1), 2) |о| =  4; 4),

5) а  — к <  к\ 6 ) |а| =  4; 7) Р  — група одного з вкаоаннпх раніше типів 

цього пункту; 8 ) (яі)А{Ь) — група одного з  вказанних раніше типів 

цього пункту;
в) нільпотентні о нецентраяьним комутантом: типів 2 ) |я| =  8 ; 3);

4),5) к =  а  — к — 1; 6 ) |а| =  8 ; 7) Р  - група одного з вказанних раніше 

типів цілого пункту; 8 ) (аі)А(Ь) — врупа одного о вказанних раніше 

тинів цього пункту;

г) ненільпотентні групи: типів 8 ) [{яі), {&)] =  (яі); 9);

д) неабекеві р-групи о центральним комутантом непростого порядку: 

типів 4), 5) 1 < а  -  к < к.

Доведення. Наслідок встановлюється шляхом перевірки груп кожного 

з  типів 1)-9) теореми 2.3.1 на їх належність чи неналежність до класів

а), б), в), г), д).

Л ем а 2 .3 .3 . Метагамільтонова р-їрупа з центральним комутантом 

G' =  (с), \с\ — р6, 6 > 1 , р — просте число, має вид G  =  F  х С, де 

F  =  АХВ, А = (а)-{Ь), |а| =  р“, |і>| =  р в, [а, Ь] =  с — а / , 1 < а - к  < к < о, 

А — група одного з типів 4), 5) теореми 2.3,1, В х С  — абелева р-група, 

експонента якої не перевищує р2і-а+1, і є групою одного з типів:

1 ) G' =  >1 х С, IZ?| = 1 ;
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2) А -  {a)X(b), В  -  х ‘ы=1{Ьи), |bw| =  jA ,  1 < ш < I < min((a -  к -  1), 

(ß +  к -  а )) , [(6 ) , -В] =  1 , [а, Ь„] =  ар*“, ки - 1 < к  ̂ < а ,  ко =  к,

а  -  к0 < ß0 < ко +  ki -  a  +  2 ,

ßo — ß,
a  -  ki < ßi < ßi- 1 +  ä j _ i  -  ki,

для ш < l а  — кы < ßu <  /Зи_і +  ки-! — {&) х В  =  {6 } ■ Z, Z  С Z(G),

ехр( 2  х С) < У +*-*•.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Якщо G  породжується 

двома елементами, то G  — скінченна група, що (задовольняє умовам 

твердження 2.1.6, за  яким G — {а) ■ {Ь) — метациклічна група пункту

д) наслідку 2.3.1, а оначить група типу 4)-5) теореми 2.3.1 о умовами 

1  < а - к  < к, [а, і>] =  ар‘ =  с 6  Z(G), |а) — ра , |і>[ =* рР. З  цього вишиває, 

що G  —  група типу 1) леми при |В| =  1  =  |С|.

Нехай G  не породжується двома елементами. За лемою 2.3.1 експо­

нента G  обмежена, тому

G /(c)  *  х і€ІХ (/{с),

Х іЦс) «= Цс) • х(),

х ,  =  (с) • <*<>,

N  =  p’ ' , ( c ) n ( i | )  =  ( x f ‘),

О < ßi < сц, |/| > 2. За твердженням 1.1.7 G  — майже прямий добу­
ток Хі о об’єднаною підгрупою (с). Ясно, що існують такі i , j  Є І ,  для 
яких |[х{,ху]| =  Р6. Нехай Х і} =  (хі,Х ;). розум іло, що Х ц  задгійоль- 
няє умові леми і ізоморфна підгрупі А тину 1). Звідси, не порушуючи 
загальності можна вважатн, що (г<) D (с). Оскільки експонента G об- 
мгжена, то серед всіх підгруп Х% можна вибрати підгрупу А «  (о) • {Ь) 

п властивостями: |«| «а р’’ . ffrj »  рР, (я. й} «  о**, 1  < а  ~ к < к < а ,
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|e| 5s тах|а,|,а,- Є Xij, елемент а,- належить такій підгрупі Х і, , в якій 

елемент xj =  Ь має найбільшйй порядок. Зроауміло, що

G /(c) =  А/(е) х x t d X ,/(c),

А /(с) =  (а)/(с) х (с) • (&)/<с>, 

і & I ,  j/j > 0. Ясно, що

Хі П А =  (а,) П (а) =  (а<) П (с) =  (а,) П {ар‘> =  ( x f ‘) =  {арт’),

/; < т,- < а,

(а) П(й) =  {арГО) =  (№"),

к < т  < а .  Покладемо G,- =  А ■ {а<), А; =  (а) • (а,). Тоді аа твердженням

1.1.7 G майже прямий добуток підгруп Gi з  об’єднаною підгрупою А і 

підгруп А та А; з  об’єднаною підгрупою (а). Ясно, що G, =  А ■ А,-. Пока­

жемо, що Gi =  АА(Ь,-). Це твердження очевидне, якщо (а) доповнюється 

в А;. Нехай (а) не доповнюється в А,-. Зрозуміло, що Aj — метациклічна 

група з  комутантом

А!і =  (сі) О (с) Э (о),

Сі Є 2'(А,). За теоремою 1.2.2'т,- < а  <  а,-. Нехай спочатку с Є (а;). Тоді 

(a f )  Э { a f ‘) ss {</) s» <c).

За вибором елементів а та 6

([а,а;],[Ь,а(]) С {с”) =  ( x f ‘+‘).

Покладемо у* *s аа,-. За твердженням 1.1.9

y f  -  арі - a f  ■ [а,аі}"^р‘(р‘”1).

Оскільки
<</) =  <а? )  .  (с),

к < ßi, r o

< / } =  (*?*>
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> Ы  =  Ра>- За тим же твердженням

{{Уі,ь}) =  <с)'с (уіТ,

що суперечить вибору а. Ця суперечність показує, що т,- > к, а значить

W 3 ( ( « } n W ) . ( ( « ) n ( 4 ) . | ^ W ] .

Звідси в G існує підгрупа

<*,-) - <сР> - (Ь>, ■

що не містить G' =  (с). За теоремою 2,2.2 остання підгрупа абелева, 

тому [Ь, і,] =  1. Легко бачити, що А; — група типу 4) або 5) теореми

1 .2 .2 , для якої

А, =  (хі) • (di),

{Xi>ri{di) =  1 ,' 

di =  a i - x f ‘

( f.p ) — 1. Зрозуміло, що

(№ ,6 ^ ' “ ] ) .  ( О -

ТЬді в G  існує неабелева підгрупа

« “О  • ( Ь ) Ш  ■ ( « О ,

що не містить G', а не суперечить теоремі 2.2.2. Ця суперечність по­

казує, що вибрана підгрупа (а) завжди доповнюється в А, і Gi =  АХВі,

|b , | = A ä > o.
Покладемо і>о = Ь і покажемо, що для будь-яких і, j  [6 j, bj] =  1. Нехай 

це не так. Тоді за  твердженням 1.1.9 {bj) z, |[Ь,-, z]| =  р. Тоді знову в G 

існує неабелева підгрупа

що не містить G1, а це неможливо. Звідси [Ь;,Ь; ] =  [Ь, Ь,-] =  1 .
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Нехай bi Є Z(G). Покажемо, що /3,- < 2к — а  + 2. Нехай це не так: Тоді 

(Ь,) 2 , |г| =  Покладемо д =  z ■ ара ІІ~'. Тоді

(д)П(а) = { а ^ ) э ( а П .

Ясно, що

< М >  =  («р“' 1>.

Звідси в <3 існує неабелева підгрупа (д) ■ (Ь), що не містить G1. Супереч­

ність.

Отже,’ßi < 2 к — а  +  2 для будь-якого 6 , Є Z (G )t Нехай для будь-якого 

і Є І  Ьі Є Z(G). Покладемо

С = Х і ЄІ(Ьі),

|В| =  1 . Тоді G  =  А х С  і G — група типу 1) леми. Нехай далі існує 

Ьі Z(G). Ясно, що в G  існує абелева підгрупа D  =  X  ,Є;(Ь(). Нехай С  — 

максимальна центральна підгрупа іо G, що належить D  і доповнюється 

в D. ТЬді D  =  В  х С. Оскільки D <£ Z(G), то В  (£ Z(G) і В  не містить 

доповнюваних в В  центральних в G  неодиничних підгруп. Ясно, що 

G  «s AXD as F  X С, де F  =  АХВ. Зроауміло, що в -  Х иб/(йь),|/|>0 . 

Покажемо, що А =  (а)Х(Ь). Нехай це не так. ТЬді А — група типу 5) 

теореми 1.2.2 і А =  (a)- (d), (6 ) П (d) =  1, к < m < a  < ß , d *= а(іҐ~л, 

(t,p ) SS l .  Оскільки [(b), В] =  1, то

<[0 А ] > -  ([dAD *  1 .

ТЬді (6И) 2 ,

([d,2 ]) *  (в '“ ')

і в G існує неабелева підгрупа

• « О  X <d))A<2 ),

що не. містить G\ а це неможливо. Отже, А — (а)Х(Ь). За Вибором 

В  [в, Ьч] == а? ы, к =  ко < кш < о . Не порушуючи пагальності можна вва­

жати, що І  має таку впорядкованість, для якої ки < кш+1 для всіх иі Ф 0 .
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Покладемо Du =  (Ьы) х (Ьш+1 ), du =  ь£“+\ *" • /30 =  /3. Затверджен­

ням 1.1.9 [a,eL] =  l ,d u Є Z(G). Зрозуміло, fito Da доповнюється в В , і 

за  вйбором В  (<Ц не може дсйювнюватпеь в Du, dw — породжуючий 
елемент із Д ,, [Д| >  |bw+1| і при

K l  =  Ik+il {du).

доповнюється в Du групою {Ьи). Звідси |Д| > |Ьш+і|, а значить (£>„) П
д  г

{du) =  ),cr < ßu- Якщо тепер \du\ =  |ЬШ|, то {^'доповнюється в Du 

групою (Ьш+1 ). Звідси ки < ки+і- Оскільки к0 < ки < І, то І  — множина 

натуральних чисел від 1 до /, де і < аг — к — І і В  — х'ш=1 {6 Ш), І > 1.

Нехай \du\ — рт■ Тоді ßu+i < т < ßu. При ньому а  < ßu, а  =  кш+і — 
ku+ßu+i- Відомо, що Ь,- індукує на (а) автоморфізм порядку ра~к“. Звідси 

а  — кш < ßu, Z(G) П (Ьи) =  ( Ь Г ‘"). Для всіх и < 1 {% ) С Z{G), а  < ßu. 

Отже, а  — ки < ßu• Оскільки

о* =  ß u + 1 -Ь  к ш+ і  к и  K . ß u ,  я

ТО ß u + l  <  ßu +  ки -  k u + l  д л я  всіх ш <  І.

Покажемо, що ß  < к +  ki — a  -f- 2 =  kg +  fcj — а  +  2. Нехай це не 

так. Тоді в (Ь) існує елемент 2 , |z| =  рк°+*-“+2. ГІокладемо д =  zan~k,~l. 

Тоді {д ) П {а) =  (ар*+І) Э {ар”~') =  [(<?), (Ьі)]. З цього випливає, що в 
G існує неабелева підгрупа {g)X(bi) G'. Ця суперечність показує, що 

в0 < ка 4- t'i — а  +  2. Зрозуміло', що в В  існує підгрупа

Z = x ' j J 0(du),

Z С Z(G), В  -  {b-)Z i ехрZ < |d0| Оскільки

|{<С)П(ЬЫ)| > р ,

то І < ß  + к — а . Отже,

а  < т іп ((а  — к — \),ф  +  к — а)).
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Покажемо, що exp С < р*о+й> -* 1 _ Нехай це не так. Тоді С z, |z| =  
ptо+йа-ti+i =  pß+k—ki+i' Тоді, дамінюючи Ь] на biz, одержимо, що (dj) ҐІ

(Ь) =  1 , що неможливо. Отже, ехрС < pf3+k~k',G  — група типу 2 ) леми. 

Лема доведена.

Л ем а 2 .3 .4 . Нільпотентна неабелева неперіодична метагамільтонова 

група G, з  комутантом непростого порядку мав вид: G =  U ■ D, де 

U =  Р Х {х),Р  — абелева неодинична силовська р-підгрупа із G обме­

женої експоненти, що містить G' =  U', |ж| =  оо; D С Z (G ),U  Г\ D —
;

(жр 1 ) , 7  > 0 , £)/{хр1)— періодична група без елементів порядку р, р —• 

просте число.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За наслідком 2.1.2 Z(G) 

містить підгрупу без скруту Z і G /Z  — періодична нільпотентна мета­

гамільтонова група з комутантом порядку р6, 6 > 0 , р — просте число. 

Звідси G jZ  =  [//Z х D/Z, pßU /Z  — силовська р-підгрупа G /Z , a D /Z  

— ї ї  холловське доповнення, що не містить елементів порядку р. Ясно, 

що G  =  U ■ D, U < G, D <  G, G' С U. Оскільки Z  П G' =  1, D П U =  Z, 

то G' П D  =  1 і D С Z(G). Звідси G' =  U'. Зрозуміло, що силовська 

p -підгрупа P  io G  міститься в U і співпадає з  періодичною частиною
г/

U,G' С Р  < G. Очевидно, що U/Z  задовольняє умові леми 2.3.1, а зна­

чить U /Z і Р  мають обмежені експоненти. За лемою 2.1.3 G містить 

підгрупу

(д\) ■ (9 2 ),

с Є Z(X),  | с |= р ,  [p i,S2] =  c,

((с>.(р 1 ) )П ((С> - Ы )  =  {с)
* »j,

і при \g\ < 0 0  X  — група Міллера-Морено. Нехай X  — група Міллера 

Морено іо V . ТЬді для будь-якого елемента z 6  Z |*| =  сю і в G існують 

неабелеві підгрупи

А'і *  ((c) • (ді))Х{діг),
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х 2 =  ((с) • (дг))Цд\г).

За теоремою 2.2.2 А, С G ',i = 1,2, G' С Х\ Г) X i = ,({с )  • (pi)) П 

{(с) • (gi)) =  (с). Звідси |G'| < р, що неможливо. Отже, Р ' =  1 і 

х  — ((с) • (gi))^(g*)t 19 2 1 =  оо. Нехай z =  (gi)C\Z. Тоді [//£ має неабелеву 
підгрупу X /{z )  о комутантом порядку р і G' З  (U/(z) J* |G'| > р, G' С Т  

— періодична частина іо X . Звідси |Т| *> р2. З цього випливає, що 

|рі| < оо. Тому pi € Р , X /(z)  — р-група Міллєра-іуіорено групи U j(z ); 

що оадовольняє умовам леми. За попереднім Uj(z) не може бути не­

періодичною групою, але тоді Z  =  (z), U /P  — локально циклічна гру­

па, U /(P  х Z) — р-група обмеженої експоненти, тому U /P  — циклічна 

група, U =  РХ(х), z =  хрУ. Лема доведена.

Теорема 2 .3 .2 . Метагамільтонові групи о циклічним комутантом ви­

черпуються групами о комутантом порядку 1  і р та групами, що мають 

вид G  =  F  • С, де F  = АХВ, А — (а) ■ (6 ),

(а) П (Ь) =  (аа) =  (Ьт) С Z(G),

М =  Р°,
. [(а), (£>)] =  (арк),

О < а - к - 1 < к , С  С Z(G), F n C  =  АП С =  (z), z =  і/ , |Ь| Є {pa,oo}, 

C /(z )  — неперіодична група, і є групами одного з типів:

1) А =  (а)Х(Ь), |а| =  8 , Ь~гаЬ — а~\ |Р| =  1, C/{z)— фактор-група без 

інволюцій;

2) А — (а)А(Ь), |а| =  8 , Ь~‘аЬ =  о3, \В\ =t 1  ,C /(z )— фактор-група без 

інволюцій;

3) А =  (а) • (Ь), |а| =  8 ,р = 2 ,ß  > 1 ,ал — Ь2',"’ ,|.В| =  1,С — група без 

інволюцій;
4) А =  (а)Х(Ь),к = а  -  к -  1,р* > 2,\В\ — 1 ,C /(z )  не містить р- 

елементів;
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5) А =  (b) • (d), (d) П (b) — 1, |i>| =  p^ ,< 7  =  pm, r  = pn, a  -  к -  1 =  pk < 

m  < a  < ß ,p k > 2, |rf| =  pm, |2?| =  1 , С  не містить p-елементів;

6 ) A  — (a)X(b), a  — к < к, |ß| =; 1, експонента силовської р-підгрупи 
C f  (z) не перевшцуе р2*-«+1;

7) А =  (b) • {d), (d) П (6) = 1,сг =  рт, т — р п, а  — к < к < те < о < 

/3,|d| = p m,|B| =  l ,e xpC < p 2t_“+1;

8 ) Л =  {a)X(b)ta  — *  < fc, |b| =  p®; В  =  |6 |̂ =  pÄ" , l  < ш <

l < min((a — & -  1), (ß  +  & — <*)),[{£>), B\ — 1, [a^bj =  apt", i < ku < 

a , k 0 =  k ,a ~ k a  < ß0 < ko +  k i - a  +  2,ßo =  ß , a - k i  < ßi <  A_i +  fc/_i -fc (, 
для w < l a  — ku < ßu < ßu- i  +  — /сш, {b) x В  — (b) ■ Z, Z С Z(G),

експонента Z силовської р-підгрупи io С  не перевищує pß+k~kі.

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група, тоді G1 — 

(іс), |с| =  р6 > 0. Якщо 6 < 2, то теорема очевидна. Нехай далі 6 > 1 . 

За теоремою 2.2.2 & Є Z(G) і G  — нільпотентна група. Можливі 2 

випадки: 1) G  — періодична група; 2) G —  неперіодична група. -

Випадок 1. В цьому випадку G =  Р  х D ,P  — силовська р-підгрупа із 

G, Р ’ — G', D  — її  періодичне абеяеве холловське доповнення. Можливі 2 

випадки: 1.1) с £  Z (P ), 1.2) с Є Z (P). За лемою 2.3.2 Р  — метациклічна 

група, тоді Р  — група одного із тиців 1)-5) наслідку 2.1.4. Покладаючи 

С  =  D, А =  Р , \В\ =  1, F  =  Р, одержимо, що G  група типу 1)-5) 

розглядуваної теореми.

Випадок 1.2. В цьому випадку Р  задовольняє умовам леми 2.3.3, а

значить Р  =  F x C i ,  F  =  АХВ, А, В , С\ в точності співпадають о А, В , С

в згаданій лемі. Яйцо Р  — группа типу 2) згаданої леми, то покладаючи

С ж Cl X D одержимо групу типу 8 ) розглядуваної теореми. Нехай Р  — 
о

група типу 1) леми 2.3.3. Покладемо С  — Ci х D, |В| =  1, тоді при А — 

(а)Х{Ь) одержимо, що G — група типу 6 ), в противному випадку G —
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Випадок 2 . В цьому випадкус С задовольняє умовам леми 2.3.4. ІЬді 

G — U ■ D, де Ї7 =* P X (x),P ,(x ),D  мають властивості, як в групі G 

із леми 2.3.4. Покладемо b =  ж,/З =  у і \В\ =  l,t/  Л D =  (z),z  =  ЬҐ. 

Можливі 2 випадки: 2.1) с ^ # (F ), 2.2) с Є Z (F ).

Випадок 2.1. Розглядаючи в цьому випадку G'/{z) =  U /{z) х Dj(z\. 

прийдемо до випадку 1.1,вякому U/{z) — силовська р-підгрупа іо G/(z). 

Тоді.Л/(г) не містить елементів порядку р. Покладемо с =  d ,A  — F  — 

(a)X (b),P  =  (а) і одержимо, що G — група одного із типів 1), 2), 4) 

теореми.

Випадок 2.2. В цьому випадку U/{z) — силовська р-підгрупа іо G /{z), 

яка задовольняє умовам леми 2.3.3. При цьому pß може бути числом, що 

перевищує експоненту Р. За лемою 2.1.3 в U існує неабелева підгрупа 

X  -  «Сі) • (ді))Х(д2), Де |р2| =  оо,|сі| =  р,сі € Z (X ),g i — р-елемент, 

[<3и дг] -  сі. Зрозуміло, що G' С <ct) • (pi), (с) Э (сі). Якщо (сі) П (<?і) =  1, 

то Цри умові |с| > р ,с  # X . Отже, сі € (<?і), а значить і с Є (gi).

Покладемо а д\. Тоді (а) < G і не порушуючи загальності, можемо 

вважати, що X  — {a)X(b} — А. За лемою 2.3.3

U/(z) =  A f(z) x V /(z),

де V /(z) — центральна в U/(z) p-група, експонента якої не перевищує 
р2к~а+1 Звідси U — AV, А П V =  (z) І V =  Gl >< (z), де Сі — силовська 

р-підгрупа із V. Зрозуміло, що Сі С Z(U) v P  =  Ci x  (а).

Покладемо С =  Ci х D. 'Тоді Сі П А =  (г), де A /{z) — група типу

1) леми 2.3.3, а значить А — група, ізоморфна групі А в групах ти­

пу 6 ) розглядуваної Теореми. Оскільки \В\ — 1, експонента спловської 

р-підгрупи іо C j(z )  не перевищуєp2t~a+1vTo G — група, типу 6 ) розгля-

група типу 7) розглядуваної теореми. Випадок 1 розглянутий, повністю.
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дуваної теореми. Необхідність доведена.

Достатність. Для груп з  комутантом порядків 1  та р достатність 

очевидна. Для груп типу 1) -  5) вона доводиться так, як в теоремі

2.3.1, а для груп типу 6 ) -  8 ) перевіряється безпосередньо, але потребує 

об’ємних викладок. Достатність доведена. Теорема доведена.

2.4  Групи з  абелевим комутантом типу (ps,p),S > 1

Твердження 2.4.1 [119]. Скінченні метагамільтонові р-групи з  нецен- 

тральним абелевим комутантом типу (рг,р), 6 > 1 , р — просте число, 

вичерпуються групами типу: G' =  {д) х (о ) ,д р ф І , о  <£_ Z (G ),G  = 

МХ{п), де М  — (а, Ь) — метациклічна р-група, [а, Ь] =  д, [а, <т] =  т, о”' = 

аа , У7 =  Ъ* =  b, !rff =  7т,дь = дте,є  =  0 ,1,р > 2.

Л ем а 2.4.1. Комутант G' нільпотентної метагамільтонової неперіо­

дичної групи G  може бути скінченною абелевою р-групою типу (ps),S > 

0 , або (р,р), р — просте число.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. За теоремою 2.2.2 G1— 

скінченна абелева група одного о типів: (ps), 6 > 0 ; (р,р); ір 6,р) 6 > 

1; (р,р, р), р — просте число. Покажемо, що G' не може бути групою 

останніх 2-х типів. Дійсно, нехай |G'| > р. Тоді за лемою 2.3.4 G — 

U D ,D  С Z (G ),U  — РЛ{т),|а:| =  oo,G' С P  — силовська підгрупа 

із G обмеженої експоненти, U' — G’. За лемою 2.1.3 U D X  — ((c) • 

<0i»Mff2>>N =  oo.bbffs] =  с Є Z{X),\c\ =  р, |рі| Є {рт ,оо}. Нехай 
Т  — РГ\Х. Оскільки U/ Р  — нескінченна циклічна група, то такою буде 

і Х /Т . Звідси X  -  ТЛ<р2) ,Т  =  (с) • Ы ,  М  =  рт , тп > 1,р > 0. Нехай 

тепер G' має один з  типів {ps,p),& > 1, або (р,р,р). Тоді G' містить 

елементарну абелеву групу N, |1V| .= р2. За теоремою 2.2.2 G 'C T C  X. 

Звідси Т  =  (с) х {ді). Зрозуміло, що Т  не містить елементарних абєлевих
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груп порядку р3, тому G' може мати вид: G =  {b) х (d), |Ь| =  р 6, |d| = 

р,6  >  1. Зрозуміло, що U' =  G' =  [Р, {х)\. Тоді в Р  знайдеться елемент 

а, |а| =  ра , для якого [а,Жі] =  Ь,х і Є (х ). Зрозуміло, що (а) - Т  — В  < G 

і в G існує підгрупа N  =  В А(ж). Тоді В' =  1  ,G ' С В . Зрозуміло, що 

Ф(Т) =  (pf) < G. Не порушуючи загальності можемо вважати [а, ж] =  Ь. 

Оскільки У  Є Ф(Т), то &р Є (pf). Так як [а, £>} =  1, то [ap<1 ,x] =  ЬР'~І ф

1,1 У ’ '| =  р. В G  існує неабелева підгрупа

( ( < / - 'м О ) А ( * )  DG'.

Звідси

(а"'-1) • («/“ ) =  (ар"1) х ( О  25 (Ь).

Оскільки b Є <?', то одержали суперечність, яка показує, що G' не може 

бути групою типу (р6,р ). Лема доведена.

Наслідок 2 .4 .1 . Метагамільтонова група G  о абелевим комутантом 

типу (р4 ,р), 6 > 1 , р  — просте число, с періодичною нільпотептною 

групою.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Тоді вона розв’язна, за 

теоремою 2.2.2 нільпотентна, а за лемою 2.4.1 періодична. Наслідок до­

ведений.

Теорема 2 .4 .1 . Метагамільтонові р-групи з абелевим комутантом ти­

пу (р6,р),6 > 1 , р — просте число, мають вид G — А\(х), де А — (o)-(ft), 

|п| =  р°, |Ь| =  pß, [a, fr) =  аР*, (а) П (Ь) =  {аг) ■ {У), 0 < а  — к — 1 < к < а,
|ж| =  р > 2  — просте число, і е групами типів:

1) А =  {а)Х(Ь), а  -  к =  ß < к, [а, ж] =  [6 , ж] =  1;

2) А в  (Ь) ■ (d), (fr) П (d) =  1 , а  — к — 1 =  к < а ’ < ß, г =  /Р~к, 
I — ar «  b‘\ (s,p ) =  1 , d  — a'ftP"'“, .it +  1 з  0(modp*), |d| =  Pa~l , 
(n, x) =  [d, ж) =  1 , [6 , ж) =  dP”"*'1.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Зрозуміло, що G  —  ро-
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зв ’язна і нільпотентна р-група. Покажемо, що G — скінченна. Дійсно, 

оскільки |G'| < оо, то в G існує скінченно породжена, а значить скінчен­

на підгрупа X  о нецентральним комутантом X і =  G'. За твердженням

2.4.1 X  породжується трьома елементами. Якщо G  — скінченна Трупа, 

то все зрозуміло.

Нехай <3 — нескінченна група. За лемою 2.3.1 експонента G  обме­

жена, а значить G/G' — прямий добуток нескінченного числа неоди­

ничних циклічних груп. Оскільки X  — скінченно породжена група, то 

існує така підгрупа Y Э X , для якої G/G' =  Y/G' х D/G', \D/G'\ > 1. 

Нехай у Є D, |у| > 1. Тоді в G існує підгрупа Z  =  У • (у), що є скін­

ченною, задовольняє умовам теореми і не породжується ніякими своїми 

трьома елементами, а це суперечить твердженню 2.4.1. Ця суперечність 
показує, що |G| < оо і р > 2 — просте число.

Затвердженням 2.4.1 G =  МХ(тг), |7г| = р, М  =  (о ,6) — метациклічна 

метагамільтонова група, [а,7г] =  а , |cr| =  р, а  $  Z(M ), [6, тг] =  [а, 7г] = 

[6, а] =  1, [а, Ь] =  д, \д\ =  р6 і <7 & Z(M ), [р, тг] =  1. Оскільки р  > 2, то М  

може бути лише групою 4) або 5) теореми 1.2.2, а значить М  = (и) ■ (v), 

|u| =  p“, |ц| =  p5; [u, t>] =  u p\  0 < a - k - l < k < a % ( u pk)  =  (g),

9” Є Z (M ), 

(u> П (v) =  (ur) =  (v)  С Z(M )

і для згаданих груп типу 4) г = р°, І =  р0, а для груп типу 5) r =  рт , 

І =  р", k < m < a < ß , u r =  і/', (s ,p ) =  1.

Покладемо в групах типу 4) v =  d, и — с, |с| =  р ,̂ |d| =  р̂ , ф — а, 

£ =  ß, а в групах типу 5) v — с, d = utvpl’ °, st +  1 = 0  (mod p“~m), 

|d| = m  =  p̂ , |c| =  p*, ф — ß. Тоді в обох випадках М  =  (с) • (d), 

|с| =  рф, jd| =  р?, (с) П (d) =  1. Нехай г € (д), |z| =  р. Тоді г Є Z(G). 

Оскільки ст £  Z(M ), то (с) П (а) =  1 і в групах типу 4) та 5) теореми

1.2.2 (z) х {<7 } = N  — характеристична підгрупа з  М  і Z(M ) — (с6) х 

(d*).6 =  а  — к. Зрозуміло, що N  =  (2 ) х (іірі '). Оскільки а  $ Z (M ), 

то і У ' 1 І  Z(M ) . З умов {  > 6 і У ' 1 £  Я(М ), У  Є Z(M ) маємо.
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що £ =  6 =  а  -  k. Зрозуміло, що в G  існує підгрупа В  =  (g)X(d) 3  G', 

№ — (f/p)A(dp) — характеристична підгрупа із В , що не містить G'. Тому 

в G  існує підгрупа (If) А(тг), яка буде абелевою за теоремою 2.2.2. Звідси 

[dp, тг] =  1. Оскільки др Є Z(G), то оа твердженням 1.1.9 [g ,d p] =  1 і 

dp Є Z(BX{n)), а так як р  > 2, то ((z) х (d))/(rfp) співпадає з  нижнім 

шаром B /(d p), який нормальний в (BX(ir))/{dp). З цього випливає, що 

((z) х (d)) <] (БА{тг». Тепер в G існує підгрупа Z =  ((z) х (d))A{ir), що не 

містить G'. За теоремою 2.2.2 [d, %) =  1. Нехай |с, п) =  /. ТЬді |/| > 1, 

[тг,с] =  / - ’ , (/І =  |/~! ). Оскільки |<7, (jr)] =  1, то

К  с) =  |тг, c f  ==1 =  ( Г У  =  .Г.

Отже, 1/1 =  р.

Нехай У  =  /г. Тоді / =  z'ft-*, 0 < і  < р. Оскільки (/) О (г) =  1, 

1/1 =  р, то Ü < j  < р. Покладемо п-'0 =  аг. ТЬді [d, ж] =  1, je, х) =  г’Л/ї, де 

j jo  =  1 (mod р), |х| =  р. Покладемо do =  g’̂ d. Оскільки р  >  2, ^  Є Z(G), 

£ >  1, то djf * =  [с, х]. За вибором [do, ж) =  1 =  jd, х]. Покладаючи do =  d, 

одержимо, що [d, х] =  1, [c,xj =  Н. Нехай М  ~ А, тоді G  =  АХ{х).

Нехай А —  група типу 4) теореми 1.2.2. Покладемо Ь v — d ,a  ~  с  ~  

и. Тоді |о| = р " , |6 | =  / ,  ß  =  а ~ к  =  £, (д) =  (вр*), [6 ,х }=  1, fa,x} =  У . 

Нехай д  £  Z(A). Покладемо у =  дх. Тоді \у, Ь) =  \д,Щ — z, z Є (у). Тоді 

в G  існує неабелева підгрупа (у)Х(Ь) /д. Це суперечить теоремі 2.2.2. Ö 

цій суперечності випливає, що д  Є Z(G) і G — група типу 1) теореми, 

к > а  — к.

Нехай А — група типу 5) теореми 1.2.2. Тоді (  =  т =  а  — к > к >  

а  — к  -  1. Звідси к  =  а  -  к -  І. Покладаючи Ь =  v, а — и »  е, одержимо, 

що |а| =  р°, |й| =  рР,
А =  (а)-  {&) =  (б) -(d),

[п, х] =  [d, ж] =  1, (6, х) =  (У " '“1 і G —- група типу 2). Теорема доведена,

Л ем а 2 .4 .2 . Метагамільтонова р-група о центральним комутантом ти­

пу (;/.р), X >  1, р -  просте число, має вид G =  F  х С. де F  =  АХ(:е),



А - { а ) -  (Ь), Н  = р ° , |6 | =рР,

[{«),<&)] =  <а^),

|ж) =  р7, 7  > О, 1  < Of — к < к < а ,

(а) П (6 ) =  (аг) =  (Ь1),

а  — к < ß, С  — абелева р-група, експонента якої не перевищує р2*_а+1, 

і G  — група одного з типів:

1) А =  (а)Х{Ь), [о,х] =  Ь^~', [6 , ж] =  1 , ß  < к +  1, y < ß  +  k -  a + l ,  
ехр С  < p l3+k~a;

2) А =  {&) • (d), (б) П (d) =  1, г =  р*+\ І =  / - “+*+’ , а  < ß , a r =  bsl,

(.s ,p ) =  1 , d =  а1ЬҐ'°, t s - f  1  =  0  (mod p“- * " 1), [а, ж] =  [d,z] =  1 , [6 ,x] =  . 

dp*, |d| =  pt+1, 7  < 2k — a  +  2 .

Доведення. Нехай G  — досліджувала група. Тоді G1 — С  х F  С Z(G), 

jCj =  pÄ, |Fj =  p, 6 > 1 . Зрозуміло, що група C j ( f ) =  G  задовольняє 

умові леми 2.3.3, за  якою

G =  ÄXX =  Ä ■ D,

X  =  В  х С, D — Z х С , G — група одного з типів 1 ), 2 ) згаданої 

леми, а підгрупи Ä — (а) • (6 ), В , С, Z задовольняють ті ж вимоги, що 

А =  (а) • (6 ), В , С, Z  в групах цих типів.

Нехай А — повний прообраз в G  підгрупи Ä. Тоді,не порушуючи 

загальності, можемо вважати, що Л-2-породжена група і А! =  (с). За 

твердженням 2 .1 . 6

А — (а) ■ (Ь),

|а| =  р ° ,  |б| =  рР, [а , 6] =  а р1 =  с ,  1 <  а  — к < к < а ,

<а>П<?,) =  К )  =  <г/)

і А — група одного з типів 4) або 5) теореми 1.2.2. За теоремою 2.2.2 

F  С G’ С А <  G,
(/)П («) =  (с)П(/) =  1 .
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Нехай X  — новий прообраз в G  підгрупи X . Тоді G =  А Х , А П Х  = 

(/). Оскільки

Xn(c) = (t)n(/)-l,

то X і — 1. В  групах типу 4) теореми 1.2.2 покладемо u =  a, d  =  Ь, 

\н\ =; р^, |d| — р( , ф — а ,  <( — ß , а  в  групах типу 5) тієї ж теореми и =* Ь, 

|6 | =  рф, ф =  ß, d  =  а* • , де г =  р™, 1  =  р", m < а  < ß , а г  =  Ьв,(

(e,p) =  1, sf +  1 =  0 (mod ра~т), \d\ — р т =  рР, В  цих позначеннях для 

груп обох типів А =  (ы) • (d), (u) П (d) =  1, |ы| =  p *, |d| =  ^ . B G  існує 

підгрупа G' С (a)A(d) < 1 G, що має характеристичну підгрупу

Z x F ~ Z x { h )  =  N  С Z(G),

де |Д| =  р, |ft| =  р,

гс(и)П(«), h Є (d).

За теоремою 1.2.2

Д (Л ) =  ( « '” *) х  а  -  к  <  ф ,а  -  к < £.

Якщо [(d), X)  ф 1, то в X  знайдеться елемент ж*, для якого |[d, х*)| ** р. 

Тоді в G існує неабелева підгрупа N  ■ (d) • (ж*), пю не містить G', а це 

суперечить теоремі 2 .2 .2 . З  цій' суперечності випливає, що [(d), X ] “  1 . 

Отже, в G існує абелева підгрупа Хд — (d) • X ,

(в) ПХд =  ( z ) O X о

і G  =  («)•■£<)• 3 цьоговнпливає, щоG  — (и)'-.Х'о-((и),Хо) =  [(«),Хв[. По­
кажемо далі, що (  < к + 1 .  Нехай це не так. ТЬді в (d) знайдеться елемент 
do, |d0| =  p*+J, m > к  +  2. Покладемо д = и - d0. ТЬді (д) П (а) =  (арШ). 
Оскільки G' =  [(a), JTeJ. то в Хо знайдеться елемент ж*, для' якого 
[и, ж*] =  / і в G існує неабелева підгрупа ((g) х (/)) • (ж*), що не мі­
стить G', а це суперечить теоремі 2.2.2. Звідси £ < к + \ < nt. Зро­
зуміло. що f  =  г' ■ k*, 0 < і < р, 0 < j  < р. Якщо j  ■ jo s  1 (modp), то 
fk  — < ід < р. Покладемо dg = a'op"~' •<! Зрозуміло, що (o)A(d) —
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група типу 4) теореми 1.2.2, |d0| =  И  =  Р4, (d0)n(a) =  (u)n(do) =  1,А  = 

(и) • {do}. Як і раніше, можна покапати, що [(d0), Хо] =  1 і <$'' =  Р°- 
Не порушуючи загальності можемо вважати, що d =  do, (h) =  (/). Зро­

зуміло, що (ир) — характеристична підгрупа нормальної в G підгрупи 

(и) х (h), тому (ир) < G. Тепер в фактор-групі G =  ЛАХ виконуєть­

ся X 0/F =  (d )/(( f)  х X ) і значить ехрХ < |(d)/(/)|, але тоді (d).— 
циклічна підгрупа найбільшого порядку в абелевій підгрупі Хо.

За відомими результатами Хо =  (d) х X i, G =  ААХі, |Хі| > 1. 

Нехай С  — максимальна центральна підгрупа із G, що міститься в X] 

і доповнюється в Х (. Тоді X j =  ß x C ,  G =  F  х С ,  F  — АХВ, F 1 — G', 

|В| > 1. В групі В  не доповнюється жодна неодинична центральна в 

G підгрупа із В . Ясно, що Х і — абелева група обмеженої експоненти, 

тому В  =  X  і6 /(6 і), |І| > 0, |Ь,| > 1.

Нехай сі — [t*, fei]. За вибором В  маємо, що )с,| > 1 . Нехай |с,| > р. 

Тоді в (6 і) знайдеться елемент ж,-, що ([«, ж,]) =  (г). В G існує неабелева 

підгрупа (ц)А(ті) ^ G'. Це суперечить теоремі 2.2.2, а значить |с,| — р. 

Покажемо, що В  =  (бі). Нехай це не так. Тоді не порушуючи загальності, 

можемо вважати, що |Ь[| < |і>2 Ііс\ — х'1 • W‘,c j =  z'3 • h’3. Оскільки 

|сі| =  |с2 |=р,
(сі)П (г) =  (с2> П(г) =  1 ,

то 0  < j i  < р, 0  < j i  < р  і існують її, /2 для яких lij i  +  h j i  =  0  (mod р), 

(h  ■ h ,p )  =  1- Покладемо у =  bj • bj?. Тоді |у| =  1^1, (у) П (Ьі) =  1 і

(Ьі) х {Ьі ) -  (Ьі) х (у),

а значить (у) доповнюється в G. Зрозуміло, що [и,у] =  г,1,1+,J,, Є (и).

Оскільки (и)Х{у) ^ G', то [и,у] =  1, у Є Z(G), що неможливо. По­

вторюючи для сі ті ж самі судження, що і для /, і вибираючи відпо­

відну степінь елемента ід, та позначаючи' її  через х, одержимо, що 

В  =  (Ьі) =  (ж),[и,х] =  d?~',[d, .г] =  1. Зрозуміло, що [ир, х] =  1 ,|ж| = 

р7, д ’ > 0, хр Є 2(G ). Покладемо v =  dp“ * 1 ■ xq, де жв — елемент
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із (хр.) х С. Тоді в G  існує неабелева підгрупа (и)А(и), що па теоре­

мою 2 .2 . 2  містить G'. Звідси h Є (і>), Gp'>*k~° — d  =  h, а значить 

Xq* =  1 ,ехр((хр) х С) < рі+к~а , тому у < £  + к — а + 1 .  Якщо тепер 

А — група типу 4) теореми 1.2.2, то £ =  /З, V» =  а , и =  a ,d  — b \ G — 

група типу 1 ) леми.

Якщо А — група типу 5) теореми 1.2.2, то £ =  m =  fc +  1, u =  Ь,ф =  

ß ,[a ,x ]  =  1,£ •+• к — а  =  2к — а  +  1 і G  — група типу 2) леми. Лема 

доведена.

Наслідок 2 .4 .2 . Фактор-група метагамільтової групи G  із леми 2.4.2 

по її  центру Z(G) є абелевою групою типу {р6,р 6,р), <5 > 1,р — просте 

число.

Це твердження випливає безпосередньо з  опису груп в лемі 2.4.2.

Т еорем а 2 .4 .2 . Метагамільтонові групи з  абелевим комутантом типу 

(р 1,р ),6  >  1, р  — просте число мають вид G  =  F  х С, де F  =  А\(х), 
А -  (а) ■ (Ь), (а І =  ра, І&І =  рР, [{а), (Ь)] =  {ар*), 0 < а - ^ к - 1 < к < а ,  
ß  > а  — к, (а )  П {b) -  (аг) =  (b1), \х\ =  p i, у  > О, С  — періодична абелева 

група, що є групою одного з  типів:

1) А =  (а)А(Ь), о -  к =  ß  < к ,  [a,x] =  [ї>, х] =  1, |х| =  р, р  > 2 —

просте число, С не містить р-елементів;

2) А =  (Ь) • {</), (Ь) П <d) =  1,а -  к -  1 =  к < а  < ß ,r  =  pa~k,l  

pP~k, a r =  b,l,( s ,p )  =  l , d — a* ■ b>,ß"’ , s t - f l  =  0(modpk), |d| =  pft-i, [a, x] =  

\d,x] =  1 , [6 , x] =  rfP“ 41, |x| =  p,p > 2 — просте число, С не містить 

p-елементів;

3) А =  (а)А(Ь), [a, х] =  ^ ''. [Ь .х ]  =  l , ß  < к + 1 ,а  -  к < к ,а  — к «£ 

/3, 7  < ß + k  - а + 1 , експонента силовської р-підгрупи із С не перевищує

4) А =  (fr) • П (rf> =  l , r  =  p*+*,/ =* pP-a+k+\ a  < ß ,ak -^
Vі, (s.p) = l , d  =  a* ■ l^ ~ °,ts+  1 =  0 (modpa~k~l ), (a.x) =  [r/,i] =  l , [ 6 ,x] =  

(l>'\ |(/| = p*+1, у <  2A- —«  +  2, ( * -  fc < к , експонента силовської р-підгрупи
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io С  не перевищує р3* _ а + 1

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Тоді аа лемою 2.4.1 і тео­

ремою 2.2.2 G  — періодична нільпотентна група виду G =  Р  х D, де Р  

-  - силовська р-підгрупа із G, Р' =  G1, a D — її абелеве холловське до­

повнення. Зрозуміло, що Р  задовольняє уьіову розглядуваної теореми. 

Можливі випадки: 1) Р 1 <£ Z{G)\ 2) Р' с  Z(G).

Випадок 1 . В цьому випадку Р  задовольняє умовам теореми 2.4Л. 

Тоді Р  —- група одного з типів 1), 2) згаданої теореми. Покладемо F  — 

Р ,С  = D, одержимо, що G =  F  х С  — група типів 1), 2) розглядуваної 

теореми відповідно.

Випадок 2. В цьому випадку Р  задовольняє умові леми 2.4.2, Р  =  F x C  

і Р  — група одного з типів 1), 2) згаданої леми. Покладемо С =  С* х D 

і одержимо G =  F  х С  — група типів 3), 4) розглядуваної теореми 

відповідно. Всі випадки розглянуті. Теорема доведена.

Зауваження 2.4.1. Для теореми 2.4.2 справедлива і достатність, але 

вона не доводиться в зв’язку з  громіздкістю викладок.

2.5  Нільпотентні групи о абелевим комутантом . 

типу (р,р)

Твердження 2.5.1 [119] Скінченні метагамільтонові р-групи з  нецен- 

тральним абелевим комутантом типу (р,р) вичерпуються групами 

типів:

1 ) р =  З,G  — ({о) х {b))’ • (<7 ) ,а 3 =  т =  Ьс ,а ь =  агт,оь = err;

2) G  =  ((а)Л(сг))Л(л),а,,п =• 1,п > 2 ,а" =  а г ,а ' =  a n ,er* =  атс,є  =

0 , 1 , р > 2 ; »
3) d  == (((а) х (r)jA(er)) • (b), а ?  =  !,» » >  1 , У’ =« ге. £ =* 0 . 1 . <ґ -  пт,
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ab =  аа, Ьа =  brb, 6 =  0 при є =  1, р >  2.

Теорема 2 .5 .1 . Довільні метагамільтонові р-групи а нецентральним

абелевим комутантом типу (р,р) мають вид G =  А • (х), де А =

(а, Ь, с), |а| =  ра,|Ь| =  р?,\х\ =  р7, |с| =  р6, а  > 0, 7  > 0,/3 =  1,6 Є
о

{ 0 , 1 } ,р  > 2  — просте число, [а, я] =  6 , [Ь, х] =  с € Z(G), і є групами 

одного з  типів:

1) А =  (а) х (Ь),р =  3 , 0  =  7  =  2 ,с =  а3 =  ж6;

2) А =  {a)X(b),G  =  АХ(х) , 7  =  1 ,а  > 1, [а, Ь] =  ар“~1,с  =  1;

3) А =  (а) х (b),G =  АХ(х),7  =  1 ,а  > 1 ,с =  asp°~l ,0  < s < р;

• 4) А =  (а) х {b),G  — А Х {х),а  =  2 , 7  > 1,с =  asp°~1,0  < s < р;

5) А =  (с) х (6 ) х (a ),G  =  А Х (х),а =  /3 = 6  =  1.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Покажемо, що G — скін­

ченна група. Нехай де не так. Оскільки G' — скінченна група локаль­

но скінченної р-групи, то в G знайдеться скінченна підгрупа X , для 

якої G' — X і £  Z (X ). За лемою 2.3.1 G має обмежену експоненту, то­

му G/G' =  Y /G 1 х D /G 1, де У —- скінченна група, що містить X , а 

|D/G'| > 1 . Звідси в G існує підгрупа Z, для якої Z/G' =  У/G' х {G'y), 

\G'y\ > 1 . 3  цього випливає, що Z  — скінченна група, що задовольняє 

умові твердження 2.5.1, але не породжується ніякими своїми трьома 

елементами. Це суперечить тому, що Z — група одного з  типів 1)-3) 

твердження 2.5.1. Ця суперечність показує, що |G| < 0 0 .

Якщо G — група типу 1) твердження 2.5.1, то покладемо а  =  Ь, 

b =  х, А =  {а) х (6 ) і одержимо, що G г—■ група типу 1) розглядуваної 

теореми. Нехай G — група типу 2) твердження 2.5.1. Тоді покладемо 

я =  х, а  =  Ь, А = (a)A(fo), |а| =  ра , |х| =  р7, 7  =  1, а  > 1, [а ,6] =  ар° ’ , 

[Ь,.т] =  с, |с| =  р*, 6  6  {0 ,1 } . Зрозуміло, що G =  АХ(х) і при с =  2 G — 

група типу 2 ) теореми.
Нехай 6  = 1 . Покладемо N  =  ((c)- х (/,)) А (ж). Тоді N  — нормальна в 

G /»-група порядку ра експоненти р. р > 2 — просте чпсло, що містить
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G' =  (с) x (b). Зроауміло, що (с) =  N' С Z{G),(a)X(b) =  A < (3,Ф(Л) = 

(ap) <3 G. Звідси ap Є 2(G ) ,ra значить (a1'' ') =  (c). Неважко показати, 

що існує j ,  для якого .((ах>У) =  (ар) і [ах\Ь] = 1 . Заміняючи а на ахК

одержимо с =  a4’“’ *, 0 < s < р  і G — група типу 3), А — (а) х (Ь).

Нехай G  — група типу 3) твердження 2.5.1. Розглянемо можливі 

випадки для груп цього типу: 1 ) є  =  1 ; 2 ) е  =  0 .

Випадок і .  Покладемо в цьому випадку b =  а, а  =  Ь, а =  х, А = 

(а) х (Ь). Тоді |а| =  р2, |6 | =  р, \х\ =  р7, 7  > 0, G = АХ(х), [а,ж] =  Ь, 

[6 , ж] =  с =  а ‘р° 0 < s < р і при 7 = 1  G — група типу 3), а при 7  > 1  

G  -  група типу 4) теореми.

Випадок 2. Покладемо г =  с, <т =  Ь, Ь =  о, a =  х,

: А =  ((c) х (5))А(а).

Тоді |с| =  j5} =  |а| =  р, |т| =  р7, у > 0,[а,х] =  b,[b,x] =  с,[с,х\ = 

1,(6,о] =  с*,і Є {0 ,1 ) . Якщо t = 0, то G  — група типу 5) розглядуваної 

теореми. Нехай і =  1. Тоді хр Є 2(G ) і при 7  > 1 в G існує неабелева 

підгрупа ((c) х (Ьхр1~’))Х(а), що не містить G', а це суперечить теоремі

2.2.2. Отже, при < =  1  7  =  1 і G — група порядку р4 о елементарним 

абелевим нецентральним комутантом порядку р2. З будови груп цих по­

рядків випливає, що G —■ група одного з  попередніх типів розглядуваної 

теореми. Всі випадки розглянуті. Теорема доведена.

Зауваження 2 .5 .1 . При доведенні теореми 2.5.1 було показано, що умо­

ви твердження 2.5.1 не завжди достатні. Наприклад, в групах типу 3) 

цього ТЕэрдження при є  =  0 7  > 1, тому теорема є не тільки перене­

сенням твердження 2.5.1 на довільний випадок, але і його уточненням, 

яке дає'і достатні умови. Доведення достатності не наводимо через його 

об’ємність, хоча гарантуємо.

О значеная 2 .5 .1 . Для спрощення формулювань і викладок в подаль­
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шому »-групою будемо називати неабелеву метагамільтонову р-групу о 

центральним елементарним абелевим комут&том непростого порядку.

Л ема 2 .5 .1 . Нехай G — »-група. Тоді справедливі твердження:

1) комутант G' має порядок р2 або р3 і міститься в будь-якій неабе- 

левій підгрупі із G, a G мас обмежену експоненту;

2) G не містить неабелевих підгруп порядку р3, а при \G'\ — р3 не 

містить також неабелевих метациклітних підгруп; -

3) перетин 2-х підгруп із G  може бути циклічним тільки тоді, коли 

одна з  них абелева;

4) всі елементи порядку р  породжують нормальну в G  елементарну 

абелеву підгрупу;

5) G =  FX((xi) х {х?)хС ), С' =  1, F\({x\) х {х-і)') ■— скінченна »-група, 

F  Э G', елементи порядку р  із F  належать G'.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За теоремою 2.2.2 G' на­

лежить будь-якій неабелевій підгруппі із G, G' — елементарна абелева 

група порядку р 2 або р3 і за лемою 2.3.1 G мас обмежену експоненту. 

З цього випливає, гцо G не має неабелевих підгруп, порядку р3, а при 

|G| =  р3 G не має і неабелевих метациклічних підгруп. Тепер зрозуміло, 

що G не має 2-х непереставних елементів порядку р. Твердження 1), 2),

4) доведено. З першого твердження випливає твердження 3).
Доведемо твердження 5) лемй. Оскільки G' — центральна елементар­

на абелева підгрупа із G, a G має обмежену експоненту, то G  задоволь­

няє умову теореми 1.1.3. За цією теоремою G  може бути скінченною 

групою F , всі елементи простого порядку якої містяться в F'. Тоді, по­

кладаючи (х) =  С  =  1, одержимо твердження 5). За тією ж теоремою 

в противному випадку G  — майже прямий добуток підгруп FX(.r,) з 

об'єднаною підгрупою F  Э G', всі елементи простого порядку із F  на­

лежать G1, і Є І ,  |/| > 0. Якщо для будь-якого і 6  І . .т,- Є Z(G), то 

покладемо С ~ х =  1 . то одержимо G =  F  х С  і справедливе
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твердження 5) леми.

Покажемо, що |[х,-, х; ]| =  1 . Дійсно, нехай це не так. Тоді в G існує не­

абелева підгрупа (([х<, Xj])x (xi))X(xj), що не містить G', а це суперечить 

твердженню 1). Отже, ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ i , j  е  І  |(х;, -ГJ] 1 =  1. Зрозуміло, що 

в G існує абелева підгрупа X  =  X igJ(x,) і G =  F XX. Серед х, можна 

вибрати не більше, ніж 2 елементи, для яких підгрупа FX((x\) х (хг)) є 

скінченна »-група і X  =  (xj) х (xj) х С, С' — 1 . Твердження 5) доведено. 

Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .2 . Всі »-групи з комутантом порядку р2, який містить всі 

елементи порядку р із G, мають вид G =  А ■ (х) ■ (у), де А = (а) х (6 ), |а| = 

|Ь| =  |х| = 4 ,11/| Є {1 ,4 } , і вичерпуються групами типів:

1 ) р =  2 , |р| = 1 , [а, х] =  а2, [5, х] = х2 =  а 2Ь2\

2) Р -  2, |р| =  4 ,х 2 -  у2 -  а2Ь2 =  [а, х], [а, у] -  а 2 =  [х, у], (Ь, х] = 

Ь2, [Ь, у] =  у2',

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група. За твер­

дженням 5) леми 2.5.1 G — скінченна група, яка не містить неабеле­

вих підгруп порядку р3. За відомими результатами, наприклад, [49], 

будь-яка нециклічна підгрупа Н  із G не містить елементарних абелевих 

підгруп порядку р2 лише тоді, коли в ній є підгрупи, ізоморфні групі ква­

терніонів. З цього випливає, що Н  містить елементарну абелеву підгру­

пу N  порядку р2. За умовою леми N — G’ і Н  <J.G. Зрозуміло, що всяка 

нециклічна підгрупа із G нормальна в G. За результатами [77], [8 6 ], [87] 

G — група типу 1 ) та 2) леми і необхідність доведена.

Достатність. Нехай G .— група тппу 1), 2) леми. Зрозуміло, що 

G' —  центральна в G елементарна абелева група порядку 4. За тими ж 

результатами [77], [8 6 ], [87] всі нециклічні, а значить неабелеві підгрупи, 

нормальні в G. Звідси G »-група.

Нехай d — елемент із б , |rf( = 2, d $  G’. Тощ (о!) х (а2) о  G і в G існує 

нециклічпа підгрупа (a)X{d), яка нормальна в G. Але тоді [о,х] Є (о2).шо



неможливо. Отже, всі елементи порядку 2 із G  належать G'. Достатність 
доведена. Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .3 . Нехай G — *-група виду G =  АХ{х), де А — (а)Х(Ь), |а| = 

Ра, |Ь| =  /А |*| =  р1. Тоді а  > 1, ß  > і , 7  > 0, [а, Ь] =  а*р°~‘, а  Є {0 ,1 } , 

[а, ж] =  а£р“~' • , [ft, ж] =  а ,р ° ’ 1 • Ь‘р8’ 1, є, /, з , і  €  [0 , р -  1 ], ст +  є +  s >  0 ,

/ +  t > 0 ,

9(G ) =  Z(G) =  (ар) х (У) х <жр\

G' =  (ар<,1> х (У8"').

При / =  0 є =  0, при 5  =  0 і =  0. При цьому справедливе одне іо 

тверджень:

1)(7 =  1 ,7 < Д ;
2) сг =  0, А =  (а) х (Ь), |а — ß\ < 1, f a  ф Р, при а  > ß  t = 0, при ß  > а  

є =  0 ;
3) er =  0, А — (о) х.(6 ), а  — ß , f a  ф 0, te — f a  ф 0 (modp), ( t - e ) 2 +  4 fs  

— неквадратичний лишок за модулем р, при р  =  2 ' і ф є . ,

Доведення. Нехай G  =  ЛА(ж) — 1 досліджувана група, А =  (а)А(Ь), 

|а| = p“, |5| =е р0, 1*1 =  Р7- За означенням *-групц

(?  = ( У )  х (У8“ ) С Z(G),

|G'| =  р2. Звідси а  > 1, ß  > 1, 7 , > 0. Зрозуміло, що

9(G )  =  Z(G) =  (ар) х (У) х (жр).

Очевидно, що [а, Ь] =  а'тр” о Є {0 ,1 } , [о, ж] — а£р° V 1’ 8 ', [6 , ж] =  аер 

( У - 1, є, /, s, t Є [0,р — 1]. Оскільки G' ар°~’, то е + s > 0. З умови G' У 8 

випливає, що / + < > 0. При / = 0, відповідно s = 0, в G будуть існувати 

підгрупи А\{х) та (Ь)А(ж), які не містять G'■ За лемою 2.5.1 ці підгрупи 

абелеві. тобто є = 0 , t =  0 .
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Розглянемо можливі випадки: 1 ) а  =  1 ; 2) <т =  0.

Випадок 1 . В цьому випадку А — неабелева група. Якщо припустити, 

7  > ß , то в G  знайдеться неабелева підгрупа (а)Х(Ьхр), яка має з  А 

циклічний перетин, що суперечить лемі 2.5.1, отже, ß  > 7  і справедливе 
твердження 1 ) леми.

Випадок 2. В цьому випадку а  — 0. Тоді будь-які 2 елементи д і , 9 і 

із G  мають вид: ді =  уіхк\ д2 =  у2х к], у і, у2 €  А. За результатами 

[64] в G  знайдуться елементи <д, д2 такі, що [д\\ д2] =  Ы’” ' 1 . Ясно, що 

[01..92І =  [(г/і • У2 )к,кг,х ] .  Отже, в А знайдуться елементи хі, х2 такі, що 

[х\,х] =  іУ  ', [х2, ж] =  ар“ За лемою 2.5.1 G  не може містити підгруп 

(хі)Х(х), і =  1,2. Звідси

А П (х2) =  (жі) П (Ь) =  1.

Оскільки

Ф(С) =  Z{G) =  (ар) х (ff) х (хр),

то

Я =  (а) х {х2) =  (хі) х (6 ).

Покажемо, що а  < ^ +  1. Дійсно, нехай це не так. Тоді в А існує елемент 

у =  ар ■ х і порядку ра~1, а значить (у) П (а) ар°~' і в G існує неабелева 

підгрупа (у)\(х), що суперечить лемі 2.5.1. Отже, а  < ß  + 1, Точно так 

же, покладаючи у =  \fx 1 ,покажемо, що ß  < а  +  1. Звідси |а -  ß\ < 1. 

Покажемо далі, що f s  >  0. Нехай це не так. Тоді або s — 0, або / =  0. 

Припустимо, що s =  0. Тоді за попереднім є =  0, [а, я] = 1 і а  Є Z(G), 

G1 =  {[Ь, х]), що неможливо. Отже, s > 0. Точно так же показуємо, що і 

/ > 0 . З цього випливає, що f s  ф 0 , -

Розглянемо можливі випадки: 2.1) |о — /3| = 1, 2.2) п — ß  =  0.

Випадок 2.1. Якщо а  = ß  +  1, то при t > П розглядаючи у = а^Ь1. 

одержимо неабелеву підгрупу (у)Х(х), що не містить G’. що суперечить
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лемі 2.5.1. Отже, при а  — 13 +  1 одержимо, що є =  0. Аналогічно, при

«  +  1 =  ß  одержимо, що t =  0. Звідси випливає, що в G справедливе

твердження 2 ) леми.

Випадок 2.2. В цьому випадку покладемо у =  а г ■ V , 0 < і < р,

0 < І  < РО +  І  > 0 .  Тоді |у| =  р“, у1’” ' =  п,р° 1 • '. Зрозуміло, що
[гу, ж] =  • b(/,'+<j V ‘ 1.

Ясно, що у — породжуючий елемент із А, тому )[у,ж]) =  р. З ЦЬОГО 

випливає, що нерозв'язною буде система конгруенція:

J єі +  s j  =  0  (mod р),

\ /* +  t j  =  0  (mod р).

Відомо [28], що останнє можливо тільки при умові t£ — f a  ф 0 (mod 

р). В С? не існує неабелевої підгрупи (у)\(х). Отже [у ,х ] {у}, тобто

для довільного 0  < п < р  нерозв’язною буде система конгруенція:

Г пі =  єі +  s j  (mod р),

\ n j  =  f i+ _ t j  (mod р).

Знову за  результатами [28] маємо (є — n ) ( t  — п )  -  f s  ф  0 ( m o d p )  або 

п 2 -  ( є  +  t n  +  t-є — f s )  ф  0 ( m o d p ) .  Відомо, [28], що останнє справедливо 

лише тоді, коли при р > 1 (t -  є ) 2 +  4/s — неквадратичний лишок за 

модулем р. При р > 2 справедливе твердження 3) лемії. Нехай р — 2. 

Тоді / = s =  1, 0 < £ < 1, 0 < t < 1. Оскільки іє -  1 ф 0 ( r n o d 2 ) ,  то 

t+ є  ф 2. При є =  t =  0 розв’язною буде конгруенція 7г2 — 1 =  Q ( m o d 2 ) ,  що 

неможливо за попереднім. З цього випливає, що t ф є, і в G  справедливе 

твердження 3).яеми. Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .4 . Нехай »-група G =  А - В ,А П В  =  1,А -  група Міллера- 

Морено, В  —  циклічна група, тоді G — ,Ал{х), .4 =  (а)Х{Ь), |«| =  р а , 

|(і| =  р3, |а:| =  р~, 0 < у <  ß  <  а ,  1 <  ß,  7  <  а , [а, 6] ~  ар” ',  [n,a:] =  Ь^

[?>. л'] =  a4 '” ’ 1 ■ b,r>>~\ 0  < s < p. 0  < t < p. p  —• просте число, і є групою
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одного з типів:

1 ) s =  t  =  0,р а  > 4;

2) 0 <  5} t  0, ö  =  /3 +  1?

3) 0 < s ,7  < в  =  а ; при р >  2 і 2 +  4я — неквадратичний ляшок за 

модулем р, при р  — 2, p a > 4 s  =  <= l i  при pa =  4 s  =  l , 0 < l < l .

Доведення. Нехай G =  А ■ В  — досліджувана група. За лемою 2.5.1 

С  С А  <3 G. Тоді G =  А\{х), де В  =  ( і) , |ат| =  рт , 7  > 0. Покажемо, що 

А —  метациклічна група. Нехай це не так, тоді за  твердженням 1.1.1

А  =  ((с) х (ж1))А(а-2),

[® ь*2І =  с, |с| =  р, с  Є Z(G), |®i| =  р“\ |я2| =  р“3, а і > 0, а 2 > 0. 
Нехай [.tj,®] =  Сі, [х2 ,х] =  су. За лемою 2.5.1 в G може існувати тільки 

неабелева підгрупа {Х і ) \ { х ), і =  1,2. Тому (с,)П(а:і) =  1 . Оскільки |А'| = 

р, |G'| > р, то (сі, со) С (с), jc,-| < р. Звідси існує і, для якого |с;| =  р,

(с) П 1. Вважаємо, що і =  1 . ^розуміло, що в G існує неабелева

підгрупа „Yi =  ((d ) х (.г'і))А(т), що за лемою 2.5.1 містпть G'. Звідси 

G' С (с,) х (zj 1 ). За лемою 2.5.1 |G'| =  р2, і

G' =  (d) х ( х Г )  =  (с) х ( x f - ’).

З цього випливає, що сі =  с* • х{р ‘ , 0 < к < р, 0 < j  < р. Зрозуміло, 

що «і > 1  і в G існує підгрупа Х 2 — ((с2) х (х2 ))А(.т), що має о G' 

перетин рівний (с2). За лемою 2.5.1 (с2) =  1. Покладемо у =  x j*  ■ х. Тоді 

-{агі, ї/] =  х ?  1 . Оскільки (у) П G' =  1, то в G існує неабелева підгрупа 

(*і)А(у), шо пе містпть G'. Одержана суперечність показує, що /1 — 

метациклічна група Міллера-Морено, шо містпть елементарні абелеві 

підгрупи порядку р2. За твердженням 1.1.1 А =  (x t)A(x2), с — х$ 1 . 

Зрозуміло, що G задовольняє умову лемп 2.5.3 і твердження 1 ) цієї леми,
• Г 1 £ p a l ~ J / Р ^ 2 “ 1 f  3 S p ° l ~ l  r i

О ЯКОГО 7  <  Q'2 1 =  x {  • Я 2 ? 1-т 2 т т ] =  Я і ‘ :c2 • “ IC.'Ia

5 , f, /, f  задовольняють твердження згаданої леми. Можливі випадки: 1)
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s =  0; 2)s >  0.

Випадок 1. В цьому випадку s =  0, t =  0, / > 0. Покажемо, що а\ > а 2, 

є =  0. Нехай оі\ < а 2. Тоді покладемо у =  Х[Х2 при є =  0 і у =  х\ .

Тоді |[у, х]| > 1 , [(у), (а:)] С (у) і в G існує неабелева підгрупа (у)А(х), 

що не містить G'. Отже, с*і > а 2. Нехай є >  0. Тоді покладемо у —
£ _ 0 | - о 2 /  і

.Ті • xJ2. Тоді при оі =  а 2 в G існує неабелева підгрупа (у)А(х), що 

не містить G', а значить при оі =  а 2 є =  0. При а\ > а 2 Л =  {х\)А(у), 

[хі,х] Є (у), [у,ж] =  1. Тому ми можемо вважати, що А =  (х)А(Ь),

|Ь| =  р^, •/? > 1, ß  =  а 2, .[хі,х] =  6 ^ _‘, [6 ,х] =  1 . Нехай а =  x j, де 

|а| =  ра , а х замінимо на хЛ, де /і/ =  1 (mod р). Тоді А =  (а)А(Ь), 

Н  =  Р°. І6І =  іА  [а.Ь] =  ар°~\ [а,х] =  і / '1, [Ь,х] =  1, а  > ß  > у. 
Покажемо, що а  >  у. Нехай це не так. Тоді а  =  ß  — у. Покладемо у — ab, 

d  =  Ьх при р а  > 4 і d =  х При ра =  4. Тоді в G існує неабелева підгрупа 

(y)A(d), що не містить G'. Це суперечить лемі 2.5.1. Ця суперечність 

показує, що 7  < а .  Отже, при р а  > 4 G — група типу 1 ). Очевидно, 

що при ра =  4 в G існує неабелева підгрупа (а, Ь)Х{х), що не містить 

G'. Ця суперечність показує, що у випадку 1) умова ра =  4 неможлива. 

Випадок 1 розглянутий повністю.

Випадок 2. В цьому випадку будемо вважати, що G не може бути 

представлена у вигляді G =  ((хі)А(х2 ))А(х), де x j ,x 2,x  задовольняють 

умовам випадку 1. Покажемо, що і в цьому випадку а і > а 2. Нехай це 

не так. При умові s > 0 знайдуться такі i , j ,  що є і +  s j  s  0(modp), 0 < 
і < p, 0 < j  < p, і +  j  > 0. Покладемо у *  x\xj. ТЬді \y\ = |х2|,і4 = 
<*і >А(»>,(»>П(4і)^ 1 ,

[у, х] =  - х ^ Т '  =  х {’ ш ^ " .

Оскільки за лемою 2.5.1 в G не існує неабелевої підгрупи (у)А(х), [(у), (х)] С 

(у), то (х. у] =  1 і прийдемо до випадку 1. Отже, а і > а 2.

Покажемо далі, що / > 0. Нехай / =  0. е  ** 0, 1 > 0. Тоді за  лемою

122



2.5.3 £ =  О, [її, х] =  1. Покладемо у — х‘р 1 гх2. В G існує при раї > 4 

неабелева підгрупа (у)А(х), що не містить G', що неможливо.

Нехай р а ї  =  4. Тоді а і =  аг  =  р =  2, < =  s — 1, у 2 = х\ і при |х| > 2 в 

G існує неабелева підгрупа (у)Х(х2 • х), що не містить G', що неможливо. 

При |х| =  2 (хі,Х 2 -х) — група кватерніонів, що неможливо. Отже, / > 0 

і f s  > 0. Рооглянемо можливі випадки: 2.1) а і > а 2; 2.2) а і =  а 2.

Випадок 2.1. Нехай t > 0. Покладемо у — х ,р ' 3 ■ х[. Тоді в G існує 

неабелева підгрупа (у)Х{х), що неможливо, тому t =  0. Нехай « і > a j+ l .  

Тоді покладаючи у =  x j • хг , як і раніше, прийдемо до суперечності. 

Отже, Оі =  аг + 1. Покладемо а =  * j ,  Ь =  a:jP ■ i j ,  тоді А =  (а)Л(Ь) і G 

— група типу 2) пеми. Випадок 2.1 розглянутий.

Випадок 2.2. В цьому випадку ві =  02 =  а. Заміняючи х на від­

повідну степінь, прийдемо до умови / =  1. Нехай р а  >  4. Покладемо 

Ь =  х\ ■ х2 і о =  X]. Тоді А =  (а)Л(Ь), [а,х] =  іУ  ',  [6 , ж] =  а ,р° 1 • bipß '. 

Покладемо у — а'У, де 0 < і < р, 0 < j  < р, і +  j  > 0. Тоді у — 

породжуючий елемент із А, а тому |[у, х] | =  р, [у, х\ =  а'ір° 1 • M'+oV

Як і в лемі 2.5.3 не має розв’язку система конгруенцій

J - п і  +  s j  =  0  (modp),

[ * +  (t — n )j =  0  (mod p).

Як і в згаданій лемі t2 +  As — неквадратичний лишок за модулем

р. Зрозуміло, що при р =  2 і =  s =  1 і G — група типу 3) леми за

виключенням умови 7  < а.

Нехай раї =  4. Тоді а і = а 2 — р — 2. Покладемо Х) =  а, х  ̂ =  6 , 

[а, 5] =  а2, [а,х] =  а2е • Ь2, [£>, х] = а2 • Ь2і. Якщо et — 1, то заміняючи Ь 

на ab прийдемо до випадку 1), тому можемо вважати, що et ф 1. Нехай 

є =  1. Тоді t =  0 і в G існує неабелева підгрупа (я ■ Ь)Х(х), що не містить 

G', отже, є = 0, і G — група типу 3) леми за виключенням умови у <  а.

Нехай 7  =  а . Тоді о = ß  =  у. Нехай спочатку р а  =  4. Тоді а  =  ß  =
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р =  2 , Розглядаючи підгрупу (b)X(a ■ b ■ ж) прийдемо або до випадку 1 ), 

або до суперечності. Отже, в цьому випадку у  < а.

Нехай р а  > 4. З умови р2 +  4s — неквадратичиий лишок за модулем 

р випливає, що s ф t +  1 . Покладемо у — ab, d =  6 < + 1 ~ 4 • х. Розгляне­

мо підгрупу (y)X(d), як і раніше прийдемо або до випадку 1), або до 

суперечності. Отже, завжди у < a , G  — група типу 3). Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .5 . Нехай »-група G  містить доповнювану підгрупу Міллера- 

Морено, тоді G  =  F  х С, де F  — група одного з  типів 1)-3) леми 2.5.4,

С  — абелева р-група, експонента якої не перевищує тш(р^~’ ,р7).

Доведення. Нехай G  — досліджувана група, тоді G =  АХВ, де А — 

підгрупа Міллера- Морено із G, а В  — ї ї  доповнення. За лемою 2.5.1 G' С 

А, В' =  1  і G  — група обмеженої експоненти. Нехай С  — максимальна 

центральна в G  підгрупа із G, що доповнюється в В . Тоді В  =  В\ х С,
G  =  F  х  С , де F  =  АХВі. Зрозуміло, що В  і не містить неодиничних 

центральних в G  підгруп доповнюваних в  B j і F  — »-група. Ясно, що 

[А, ß t] А' і В і — прямий добуток своїх циклічних підгруп, кожна 

о яких не централізує А і взаємний комутант хоча б однієї з  них о 

підгрупою А не міститься в А'.

Нехай (х) — один з  таких множників, тоді В\ =  (х) х і ЛА(х) — Н 
— »-група. За вибором С  В? розкладається в прямий добуток своїх 

циклічних підгруп, неодиничні з  яких не належать Z(G). Покажемо, що 

В-г — 1. Дійсно, иехай це не так. Тоді В і  =  (я) х Вз, де j[/4, (г)]| =  р. 

Покладемо д  — х ’ ■ і* , 0 < і < р, 0 < j  < р, і +  j  > 0. Тоді В\ =

(д) х {dff) х  В$, де d(f співпадає або з x j, або з z. Покажемо, що і та 

j  можна вибрати так, щоб д  Є Z{G). Зрозуміло, що Н  — група, що 

задовольняє умову леми 2!.5>,4!. Тоді А =  (а)А(Ь),.|а| ‘=  р°, |Ь| =  р ,̂ |ж| = 

р7, [о, б] =  ор” |®,х| =  \ [6 , х] = a sp° 1 • 0  < 7 „< ß  < а ,  1  <

у < а  і Н  — група одного о типів 1)-3) згаданої леми. За лемою 2.5.3 v' 

{я, sj =  ' [b, z] =  a rp"~‘ • blpß-', Є, f ,  r, l — числа, з  відрізка
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[0,р — 1]. При / =  0 £ =  О, при г =  О / =  О, / +  г > О. Зрозуміло,
що [a, fl] =  aEJ P” ' 1 • , [b,fl] = • 6 при t +  / j =

0(mod p) e j =  0, a при si ■+■ r j  — 0(mod p) ti +  I j  =  (mod p). 3a  вибором

С |[а, fl]| • |[6 , fl]| =  p. Звідси не має розв’язку система конгруенції

j  і + f j  = 0  (mod р),

( si +  r j  =  0  (mod р).

За результатами [28] г —f s  ^  0(mod р), а значить / + r > 0 i r  +  s > 0 .  

З цього випливає, що пари г та s, г та / задовольняють тим же умовам, 

що і та j .  Покладаючи і =  г, j  =  —s, одержимо, що tr — ts =  0(mod р). 

При і =  —/, j  = 1 одержимо, що є =  0 . Розглянемо можливі випадки: 

1) р а  — 4, 2) ра > 4.

Випадок 1. В цьому випадку s =  1, f r  =  0. Нехай г =  0. ТЬді І - 0. 

Якщо при цих умовах покласти f  =  1 , то при і =  j  =  1 в G існує підгрупа 

кватерніонів, породжена елементом а  і добутком Ьд, що суперечить лемі

2.5.1. Отже, 4 =  0. Але тоді підгрупою кватерніонів буде (az ) ■ (b x ) .  

Отже, г =  1. Оскільки f r  =  0, то / =  0 і t =  /. При і =  j  =  1 [6 , fl] =  1, 

[a, fl] =  Ь2 =  ab2. З цього випливає, що в G  існує неабелева підгрупа 

(об)Л(д), що не містить G', що неможливо. Ці суперечності показують, 

що випадок 1 ) неможливий.

Випадок 2. Покладемо і =  —f j .  Тоді [Ь, д\ =  *.

Нехай у =  a ( r _ s )j0 p°~s • де при I — f t  ф 0(mod p) jo є ро­

зв ’язком конгруенції (I -  f t ) j  =  l(mod p). При вибраному jo [a,fl] =  1, 

[{y),{9)\ =  №).(£/>] С <y), і I[y,fl]I =  p. Ця посилка приводить до 
наявності в G неабелєвої підгрупи {у)Х(д), що не містить G', отже, 

І =  /t(mod р). Оскільки tr — Is =  0(mod р), г — f s  ^  0 (mod p), то t — 0, 

I =  0. При a  > ß  покладаемо у = ab і знайдемо в G неабєлєву підгрупу 

(у)А(д), що не містить G', отже, a  =  ß. Оскільки r -  f s  ф. 0(iuod р), то 

існує єдиний розв’язок системи
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[ г +  f j  =  1  (mod p),

( s i  +  r j  =  1  (mod p).

Для цього розв’язку у =  ab  знову існує неабелева підгрупа (у}\{д), 

яка не містить G'. Ця суперечність показує, що випадок 2) неможливий
і і:..

і взагалі, що посилка д  # Z(G) невірна. Отже, =  1 , =  (х), Н  — F .

Якщо С містить елемент с такий, що |с| =  ра, то в G  існує неабелева 

підгрупа (а)Л(Ьс), що не містить G1. Звідси ехрС < Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .6 . Нехай G  — »-група, що не містить власних доповнюваних 

неабелевих підгруп і має елементи порядку р, що не належать G'. Тоді 

G =  А Ц х), де А =  (а) х (Ь), ja| =  p“, |b| =  рР, |*| =  p i, 7  > а  > ß  >  1 ,

[a, x] — \ [fe, ж] =  aep“"‘ • btpß ', 0  < s < p, 0  $  t < p, і справедливе одне

із тверджень:
• і г ■ ■

1 ) а  =  /3+1, < =  0 ;

• 2) a  =  ß , при р  > 2 t2 +  4s — неквадратичний лишок за модулем р, 

при p  =  2 s ~ t  — 1 .

Доведення. За твердженням 5) леми 2.5.1 G  =  F АХ, де X  =  (art) х 

(ж2) х С ,  F  Э G', всі елемента порядку р належать G', FX({x\) х  (ж»)) — 

»-група. За умовою леми С =  1. Якщо |жь*2І Ф Т то підгрупа 

— неабелева і не містить G'. Ця суперечність показує, що |жі, ж2) =  1  і 

хоча б одна із підгруп FX{x() неабелева, б Є { 1 , 2 }.

Не порушуючи загальності можемо вважати, що FX(xi} — неабеле­

ва, тоді аг? =  ї. За властивостями F  хц ф 1 . Покладемо ж* *= х, |ж| »  рт. 
За умовою леми F ' =  1 . Зрозуміло, що G =» FXfo), G  — ТЬді

в F  знайдеться елемент р, такий, що |s,jr|p *=■ р. В  G  існує неабелева 

підгрупа (([ж, у)} х що містить G . Звідси fGt{ =* р 2 і за вла­

стивостями F  F  у=- А — меТащвшгічяв група. Нехай (а) — 1 Найбільша 

циклічна підгрупа ft» Л, И  ** » А Звавдетьея елемент b, |Ь| «  р ,̂
що |п,.ї{ «  А =  (я) х ('б), a  >  /? >  ї . За лемою 2.5.3 о  < /3 +  1,
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(6 , г] =  asp° ' • 6 !pS 0 < s <  p, 0 < і < p. При a  =  /3 +  1 f =  0, при 

a  =  ß  і p > 2 t2 +  4s •— квадратичний лишок за модулем р, а при р  = 2 

t =  s =  1. При а  > ß  в G  справедливе твердження 1), а при a  =  ß  в G 

справедливе твердження 2), за виключенням умови 7  > а. Доведемо цю 

властивість.

Нехай 7  < а .  Тоді при р а  > 4 покладемо ві =  а  ■ x~l , b\ =  Ь • х~1. 

Неважко показати, що в G  існує підгрупа Міллера-Морено, (аі)А{6 ), що 

доповнюється в G  підгрупою (х). Це суперечить умові леми.

Нехай р а  =  4. Покладемо а і =  ах. Тоді в G  існує доповнювана неа­

белева підгрупа {аі)А{6 ) за  допомогою (я), що теж неможливо. Отже, 

7  > а .  Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .7 . Нехай »-група G  — FXC , де F  — група одного з типів

1) або 2) леми 2.5.2. Тоді С  — центральна в G  елементарна абелева 

2 -група.

Доведення. Нехай G — FXC  — досліджувана група. Тоді р  =  2, F  D 

Н  =  А - (у), Де А =  (а) х (6 ) (а,у] =  a2, [6 , у| =  у2 =  a 26 2 і Yi =  (y)X(b), 

Y2 — (a) А (у) — неабелеві підгрупи. За лемою 2.5.1 для будь-якого д  Є G 

д2 Є Z(G). За лемою 2.5.2 G 1 =  А' =  F  — центральна в G  едементарна 

абелева 2-група порядку 4, що міститься в будь-якій нециклічній підгрупі 

іо F .
Нехай с — довільний елемент іо С . Покажемо, що с € Z(G) і )с| < 2. 

Нехай |с| > 1. Покажемо, що (Я, С] =  1 і |с| =  2. Якщо [Н,С] = 1, 

то в G  існує неабелева підгрупа YX(bc), що за лемою 2.5.1 містить G' = 

(у2) х {б2). Звідси 6 с2 =  б2, |с| =  2. Припустимо, що [С, Н\ ф 1. Покладемо 

Мі =  УіАС, М2 =  УіАС. Можливі випадки: 1 ) [у,с] =  1 , 2) [у, с] ф 1 .

Випадок 1. За лемою 2.5.4 М% не може бути »-групою. Тоді [а,с] = 1. 

Оскільки /1А{ус) D G', то |с| =  2. Нехай [6 , с] =  z. За вибором с |z| =  2, 

(г) П (6 ) =  1. Якщо z =  у2, то г = ab2 і в G існує неабелева підгрупа
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(аб)Л(с) порядку р, що неможливо. Отже, z =  а2. Але при цій умові в G 

існує підгрупа кватерніонів (у) ■ (Ьс). Отже, у випадку 1 ) [Н ,С ] =  1, С 

— елементарна абелева група.

Випадок 2. В цьому випадку М\ — «-група з  умовою р а  =  4, що є 

групою типу 3) леми 2.5.4. Звідси |с| =  2 і [j/,c) =  Ь2, [Ь, с] =  Ь2у2 =  а. 

Зрозуміло, що М і — «-група типу 3) леми 2.5.4, тому [а,с] =  у2. При 

одержаних співвідношеннях G мас підгрупу кватерніонів {Ьх) ■ (Ьхас), 

що неможливо. Отже, випадок 2) неможливий.

Якщо тепер Н =  F ,  тобто F  — група типу 1) леми 2.5.1, то лема 

доведена.
Нехай F  — група типу 2) згаданої леми. Тоді Н — власна підгрупа 

із F  і F  =  Я  • (х). Розглядаючи підгрупу (А • (х))Х(с), прийдемо до 

розглянутого випадку 1), за  яким С  — елементарна абелева центральна 

в G  2-підгрупа. Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .8 . Нехай G — «-група, в якій не доповнюється жодна підгрупа 

Міллера-Морено. Тоді G =  Н х С, де С  — абелева група, exp С < ps~\ 

де p6 — порядок нецентрального елемента із Н найменшого порядку, а 

Н — група одного з  типів:

1 ) Н — група одного з  типів 1), 2) леми 2.5.1;

2) Н — група тилу 1) або 2) леми 2.5.6;

3) Н — скінченна «-група з елементарним абелевим комутантом G' = 

Н' порядку р3, всі елементи порядку р  із Я  належать G'.

Доведения. Нехай G — досліджувана група. За твердженням 5) леми

2.5.1 G =  FXX, де X — (х\) х (і? ) х  С, і G' С F , всі елементи порядку 

р із F  належать G , Н — F\((x\) х (т2)) «-група. Можливі випадки: 

l)|G'| =  p3,2 )fG 't =  p2.

Випадок 1. Покажемо, що .Y С Z(G). Дійсно, в противному випадку
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знайдуться елементи и €  F , v Є X , що (и, и] ф 1. Тоді за лемою 2.5.1 

підгрупа {[«,«]) • (и) неабелебої підгрупи (([и, г]) • (u))\(v) містить G'. 

Але тоді |G'| < р3, що суперечить випадку 1 ). Отже, X  €  Z(G) і G = 

F x  X . Нехай и — нецентральний в G елемент найменшого порядку із F , 

|и| =  р6. Якщо X  V, |і>| =  р4, то за вибором и в F  знайдеться елемені а, 

для якого [а, м] =  [а, т ]ф  1. За лемою 2.5.1 в G існує неабелева підгрупа 

([а,гі])-(а)А(иа), що містить G1. Але тоді G’ С {[а, u])-(а), що неможливо. 

Отже, ехр X  < р4-1. Покладемо X  =  С, одержимо F  =  Я . Тоді Я  ;— 

група типу 3) розглядуваної леми і лема в цьому випадку доведена.

Випадок 2. Можливі такі випадки: 2.1) F  — »-група; 2.2) F  — не є 

♦-групою.

В и паде.. 2 .1 . В цьому випадку F  задовольняє умовам леми 2.5.2, а 

тому є її  групою 1) або 2) і G  задовольняє умову леми 2.5.7. Покладемо 

F  =  Я , тоді G — Н  У .С ,С  — центральна елементарна абелева 2-група, 

a G  — група типу 1) цієї леми.

Випадок 2.2. В цьому випадку |Я*| < р2. Нехай |F'| =  р. За лемою

2.5.1 F  не містить підгруп кватерніонів і F  не може бути циклічною 

групою. За наслідком 1.1.3 F  =  (u)A(n), {[u, u]) =  F'. За тверджен­

ням 1.1.2 F  — підгрупа  ̂Міллера-Морено, що доповнюється в G, а це 

суперечить умові леми. Отже, F' =  1 . Оскільки G' — елементарна абе­

лева група порядку р2, а всі елементи порядку р іо F  належать G', то 

F  =  А — {а) х {b), |а| =  р°, |Ь| =  р ,̂ а  > 1, ß  > 1, а  > ß. Покажемо, що 

G  містить ♦-підгрупу АА(х), де а: Є (хі) х (х2) і (хі) х (х2) =  (х) х (d). 

Якщо [А, (х,)] =  G', то покладемо х,- =  х, х,- — d. В противному ви­

падку докладемо х =  х іх2, a d  — Xj,\де |xj| < Jx,|, i , j  €  {1 .• 2}. Отже. 

G =  H\((d) х С ) Д  =  (x) X {d} x С, Я  = AX{x) —■ »-група. ).r| = p1. 

Покажемо, шо в Я  не доповнюється жодна власна неабелева підгрупа. 

Нехай Я  =  V ■ V, U П 1' =  1, U' ф 1. За лемою 2.5.1 G' С С, Я  =  V W .
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V' =  1. Оскільки Я  =  ((а) х (Ь))Х(х), то Н /G' — прямий добуток трьох

циклічних груп. Якщо U — власна підгруп© із Я , то U/G' — прямий

добуток двох циклічних груп. $ехай и, v,,— елементи іо U, [и, г] ф 1 .

Тоді оа лемою 2.5.1 (u,v) Э G'. Отже, U =  (и,п) і оа твердженим 1.1.2

U — група Міллера-Морено. Нехай D =  {d) х С. Тоді G =  HXD. Нехай
о

d  — елемент іо D, с  — елемент іо V. Підгрупа ([с, d\) • {c)X(d), очеви­

дно, не містить G', тому оа лемою 2.5.1 [fc, d] =  1, в G  існує підгрупа 

V х D, що доповнює в G  підгрупу Міллера-Морено U, а це суперечить' 

умові леми. Отже, *-група Я  не містить доповнюваних в Я  власних 

неабелеввх підгруп. Тому вона є групою 1) або 2) леми 2.5.6.

Покажемо, що D С Z(G). Дійсно, якщо це не так, тоді в А онайдеть- 

ся елемент пі, в D знайдеться елемент d\, що [ацгії] ф 1 і в G існує 

неабелева підгрупа ({[ai,di]) • (оі • x))X(d\), що оа лемою 2.5.1 містить 

G'. Для груп обох типів леми 2.5.6 ехрЯ  =  р7, тому (aj ; х) П А =  1, а 

значить G' С {[ві,с/і]).
Покладемо D =  С. Одержимо G =  Я  х С. Нехай С  містить елемент 

є, |с| = рв:  Тоді в G існує неабелева підгрупа ({[6 , я]) х (х))Х(Ь ■ с), що не 

містить G1, а це суперечить лемі 2.5.1. Отже, ехрС < р^ ~ 1 і Я  — група 

типу 2) розглядуваної леми. Лема доведена.

Л ем а 2 .5 .9 . Нільпотентна неперіодична метагамільтонова група G  з 

абелевим комутантом тийу (р, р), р  — просте число, має вид G — F  -С , 

де F  -  АХ(х), А =  (а ,ь ,с), |а| =  р°, |5| =  р0, |с| =  р\ а  > 0, ß  > 0, 

6 Є {0 ,1 } , [а,х] = bР9 ', [6 , ге] =  с Є Z(G), F D C  =  (z), z =  zpT, 7  > 0, 

|г| =  оо, C /{z )  — періодична група, експонента силовської р-підгрупи 

якої не перевищує рй~\ і G —  група одного о типів:

1) «  =  ß  > 1, А = (а) х (6 ), є =  П5р" ' 1 • і>!р'’"‘ , 0 < К р , 0 < і < р ,  при 

р =  2 s — 1 = 1, при р > 2  І2 +  4s — неквадратичний лишок оа модулем 

р;
2) a -  1 = ß > 1, с =  , 0 < s-< р, .4 = (а) х (b)\
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3) а  — 1 =  ß  =  1, А =  (а) х (b), с — аер, 0 < s < р — просте число 
більше 2 ;

4 ) & =  а  =  ß  =  1 , А — {с) х (Ь) >5 (а).

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За лемою 2.3.4 G =  U ■ 

D, де V =  РА(ж), Z) С Z(G), {/ П £> =  <*}, *  =  хр\  7  > 0, D /{z } 

— періодична група без р-елемеитів, р —  просте число, Р  — абелева 

силовська р-підгрупа із G обмеженої експоненти, G' =  U' С Р , U /(z) = 

U — силовська р-підгрупа із G /{z), що є метагамільтоновою групою з 

абелевим комутантом типу (р,р), що міститься в Р  =  ? х  (z)/(z). Ясно, 

що U — РХ(х), де (х) =  (г) • х. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що р7  > ехрР. Можливі випадки: 1 ) О' С Z(Ü), 2) Ü' <f_ Z(Ü).

Випадок 1. Неважко показати, що в U не доповнюється жодна підгрупа 

Міллера-Морено. Тоді Р  задовольняє умову леми 2.5.8 і є ї ї  групою 

типу 2). Тоді для груп згаданих типів 0  = Р\ х Н , де Я  =  Ä\(x), а 

Л =  (а) х (Ь) і а, Ь, х задовольняють тим же співвідношенням, що а, 6 , 

х в групах типу 1) або 2) леми 2.5.6 |ö| =  p“, |6 | =  р3, |£| =  р7, р  — 

центральна в Ü р-група, експонента якої не перевищує рй~1. Покладемо 

С  =  Pi х D, де D = £>/{*). Тоді G =  Я  ■ С, Н  П С  =  (z), Н  = АА(л:), 

А =  (а) х (Ь), а, 6 , ж задовольняють тим же співвідношенням, що і й, Ь, 

х. Якщо а, Ь, х задовольняють співвідношенням для груп типів 1) або

2) леми 2.5.6, то, покладаючи Н  =  F  одержимо, що G  — група типу 1 ) 

або 2) розглядуваної леми відповідно. Випадок 1) розглянуто.

Випадок 2. В цьому випадку Ü задовольняє умову теореми 2.5.1 і може 

бути групою одного іо ї ї  типу Ь)-5). Очевидно, що U — скінченна група 

і при щіборі р7  може бути групою типу 4) та 5). У відповідності до цих 

типів покладаємо U =  F , D =. С  і одержимо, що G — група типу 3) та
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4) розглядуваної леми. Лема доведена.

Теорем а 2 .5 .2 . Нільпотентна метагамільтонова група G з абелевим 

комутантом типу (р,р), р ■— просте число, має вид G — F -С, С  с  Z(G), 

F  f\C — (z), C /(z )  — періодична група, F  =  {у) • A - (x ), A =  (o ,6 ,c), 

H  =  Pa, |b| =  P ,̂ N =  p6, \y\ Є {1 ,4 } , a  > 0, ß  > 0, 6  £  {0 ,1 } , г =  xp\ 
7  > 0, |x| Є {p7 ,oo}, [b, a:] =  с  Є Z(G), експонента силовської р-підгрупи 

із C /(z )  не перевищує р0 - 1  і F  — група одного з  типів:

1) А =  (а) х (6 ), р =  3, а  =  7  =  2, с =  а3  =  ж6; |ж| =  р7, |у| =  1, 

[а, ж] =  Ь, ß  =  1 ;

2) А — (а)А(Ь), F  =  АХ{х), у =  1, а  > 1, [а, Ь] — ар°~\ с =  1, |ж| =  р7,

Р > 2 , М =  1, [а, я] =  Ь, ß  =  1;
3) А — (а) х (Ь), F  =  АХ(х), у =  1, а  >  1, с  =  а4’"*1, 0 < s < р,

1*1 = P r . Р > 2, М =  1, [а,х] =  b, ß  =  1;
■ 4) А =  {а) X (6 ), F  =  АХ{х), а  =  2, с =  , 0 < s < р, р > 2, |у| =  1,

(а,ж] =  Ь, /3 =  1;

. 5) А =  (с) X (Ь) х (а), F  »  АА(х), о  =  ß  =  6 =  1, р > 2, М =  1, 

[а, ті =s b, ß  =  1 ;

6 ) А =  (о) х (Ь), а  =  /3 +  1, ß  > 1, с =  asp°\', 0  < я < р, |р| =  1, 

[а, a:] =  ö^"1, F  =  АА(ж);
7) А «= (в) х (Ь), а  =  /3 > 1 , при р > 2  <2 + 4s — неквадратичний лишок

за модулем р, при р =  2 's  =  t =  I, \у\ =  1, [а,г] =  ', F  =  АА(ж),

с =  а»р“ ‘ •
8 ) А =  (о)А(Ь), [а,Ь] =; а'’“"’ , с =  1 , а  > /3 > 1 ,  |р| =  1, ß  > 7 , а  > 7 ,

|ж| =  р7, ра > 4, |р| =  1, |х| = р 7, [а,ж] =  F  =  АА(ж);

9) А =  (а)А(Ь), [а,Ь] #  оР“'\  с =  о"’' " 1, 0 < s < р, а  -  1 =  /3 > 7 >
ß  >  1, |ж| =  р7, |j/| =  1, [а,ж] =  г/- ’ , F  =  АХ(х);

10) А =  (а)А(Ь), [а,Ь] =  аР"'1, с =  а ‘ р° ' 1 ■ Ь^'\, 0 < s < р, 0 < і < р, 

а  =  ß  > у,  ß  > 1, При р > 2 <2.+ 4 s  — неквадратичний лишок за модулем 

р. при р =  2 , p a > 4 s  =  < =  l i  при р а '= 4  s  =  1, 0 < t < 1, |у| =  1,
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и  = p f ,  [а,ж] =  {/■', F  =  АА(ж);

11) А — (а)А(Ь), р  =  2 ,  а  =0/1 = 7 =  2 , \у\ =  1 , [а, ж] =  а2, [Ь, ж] =  ж2 = 
а2 Ь2, |ж| =  4;

12) А =  (а)А(Ь), |а| =  |Ь| =  |ж| ;= |р| =  4, [а,у] = ж2 =  у2 =  а2 Ь2, 

[в, ж] =  а2 =  [ж, у], [Ь, у] =  Ь2, [Ъ, ж] =  у2.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Розглянемо можплві ви­

падки: 1 ) G  — неперіодична група; 2) G  — періодична група.

Випадок 1. В цьому випадку G  задовольняє умову леми 2.5.9 і є її 

групою одного з типів 1)—4), а значить групами типів 4)-7) відповідно.

Випадок 2. В цьому випадку G =  Р  х D, Р  — силовська р-підгрупа із 

G , D  —  ї ї  абелеве холлоВське доповнення. Можливі випадки: 2.1) Р ’ <£. 

Z{P)\ 2.2) Р' С Z (P ).

В и п адок  2 .1 . В  цьому випадку Р  задовольняє умову теореми 2.5.1 

і є ї ї  групою типів 1)-5). Покладаючи Р  =  F ,  D =  С,  одержимо, що G  

—  група типу 1)-5) розглядуваної теореми відповідно.

Випадок 2.2. В цьому випадку можливі випадки: 2.2.1) Р  містить 

доповнювані в Р  підгрупи Міллера-Морено; 2.2.2) Р  не містить допо­

внюваних підгруп Міллера-Морено.

Випадок 2.2.1. В цьому випадку Р  задовольняє умову леми 2.5.5. 

Тоді Р  =  F  х  Со, де Р  —  група одного з  типів 1)-3) леми 2.5.4, а 

С  — абелева р-група, експонента якої не перевищує р^-1 , F  — А\{х), 

А — (а)А(Ь), |а| =  р°, |Ь| =  р^, |ж| =  р7. Покладемо С  =  Co х D. Тоді
о

G  — F  х С .  Якщо F  — група одного-з типів 1)тЗ) леми 2.5.4, тоді F  

група одного о типів 8)—10) ррзглядуваної теореми відповідно.

Випадок 2.2.2. В цьому випадку Р  задовольняє умову леми 2.5.8.
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Тоді Р  =  F  х С0, де F  —  група одного з  типів 1) або 2) згаданої леми, 

а  С  — абелева р-група, експонента якої не перевищує р^-1 . Покладемо 

С  =/Со х D. Тоді G — F  х  С . Hfexaii F  — група типу 1) леми 2.5.8. Тоді 

вона група одного з  типів 1) або 2) леми 2.5.2 і є групою типу 11), 12) 

розглядуваної теореми відповідно.

Якщо F  —  група типу 2) леми 2.5.8, то вона група типу 1),2) леми 

2.5.4, а  значить група типу 6 ),7) розглядуваної теореми. Всі випадки 

розглянуті. Теорема доведена.

Зауваження 2 .5 .2 . Групи типів 1)—12) теореми 2.5.2 вичерпують 

всі нільпотєнтні метагамільтонові групи з  абелевим комутантом типу 

(р ,р ) і кожна з  цих груп є тільки такою. Достатність ми не наводимо 

через громіздкість.

2.6  Нільпотєнтні групи о абелевим 

комутантом типу (р,р,р)

Твер д ж ен н я 2 .6 .1  [119]. Скінченні метагамільтонові р-групи з  нецен-
Ч

тральним абелевим комутантом типу (р ,р : р) вичерпуються групами 

типу:

G =  {x)-G'-(y), G' = W x ( r ) x ( ff), тг Є Z (G ),G  =  (({х)х(т))\{<т))-{у),
хр =  я т ° , і/р — тг7г, [х,у] =  а ,  [х ,а]  =  г, [у,сг] =  я , а ,  тг, т —  елементи 

порядку р із G , р.> 2 — просте число.

Т ео р ем а 2 .6 .1 . Довільні метагамільтонові р-групи з  нецентральшш 

абелевим комутантом типу'(р,р,р), р — просте число, мають вид G  =  

(а) • (((с) х (Ь))Х{х)), |а| =  |5| =  р2, |с| =  |ж| =  р, р  > 2 —  просте число,

[п. Ь] =  х, [ft, :t] =  с £  Z{G), № Є Z(G),  і є групами одного з типів:

1) р =  3, (і3 =  /і3, [о,х] =  c- J a3;

2 ) р > 3, с = a fp ■ blp. 0  < s < р, 0  < t < р. [а,.т] =  } /р. О < / < р,
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t2 +  4/s — неквадратичний лишок за  модулем р.

Д оведення. Нехай G  — досліджувана група. Покажемо, що |6 '| < оо. 

Нехай це не так. Точно так, як в лемі 2.5.1,прийдемо до суперечності. 

Отже, |G| < оо і G  —  група із твердження 2.6.1. За цим твердженням 

G  має нормальну підгрупу М  — ((л) х (у))\(а) Э G'. Оскільки р >. 

2, то характеристична підгрупа із М ,  породжена p-ми степенями всіх 

елементів іо М ,  співпадає о (ур). Отже, (ур) <3 G  і ур Є Z{G).  Звідси 

Z (G ) Э Z  =  (w) X (ур) — (ж) X (т). Покажемо, що всі елементи порядку 

р io G  належать G' =  (ж) х (т) х (<т). Дійсно, нехай це не так. Тоді в G  

існує елемент z G' =  Z х (а).  Тоді в G  існує підгрупа G'X(z). Якщо 

{<7 , 2] ф 1 , то в G  існує неабелева підгрупа {[г, ff]) х {o )\ (z ) G 1, а це

суперечить теоремі 2.2.2. Отже, [a, z] =  1 . При цих умовах |G  : Са(сг)| =  

р і нормальне замикання N  =  (а)а  має порядок р2 і N  =  (с]) х (сг), (сі) =  

ZH N . Звідси G/{c\) має центральний елементарний абелевий комутант 

Z/(c\)x N  j  (cj). Очевидно, що G — 2-породжена група. Тоді G/{c,\) — 2- 

породжена о центральним комутантом порядку р, що неможливо. Отже, 

всі елементи порядку р із G належать G'.

Нехай 0 <  і < р, 0 <  j  < р, z — х' ■ уК За попереднім |г| > р. За
твердженням 1 .1 .10  гр =  piP.aj'P .r-nw fp+iJf^p-p^.^-iiiKp+iK j^p+n-a) 

Зрозуміло, що [г,ст] =  ж* ■ ті. Можливі випадки: 1 ) р =  З: 2) р > 3.

В и п адок  1. В  цьому випадку г 3 — 7rO“lJ),+si . r «!+{i+*2W, Зрозуміло, що 

при i j  =  0 |г| =  9. Нехай i j  ф 0. Тоді г2 =  j 2 =  1 і z s =  ж ■ r m~J . Звідси 

afi ф 0(raod3).

За теоремою’2.2.2 в G  не існує неабелевої підгрупи виду (z)X(a).  Тому 

[яг, сг] $  (z ). Звідси нерозв’язна систем а конгруенцій:

( —n i +  6j — 0 (mod 3),

cd — (п +  l ) j  =  0  (mod 3).

За відомими результатами [28] 1 +  4qA — неквадратичний лишок за
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модулем 3. Це означає, що а б  =  1. При шіх умовах можливі тільки такі 

випадки: а  =  1, <5 =  1 або а  =  —1, б =  —1. Колений а цих випадків 

визначає одну і ту ж групу G і%т) П (у) = :(х3) =  {у3). Покладемо а  — х, 

і =  с, х — а, у — Ь. Тоді т =  с_ 1а3 і G — група типу 1) теореми.

Випадок 2. В цьому випадку zp =  7г1+й-' • та'+К Звідси, як і в попередньо­

му випадку, а б  =  l(mod р). а таконс нерозй’язна система конгруенпій:

J  ( 1  — п)і  + 6 j  =  0  (modp),

[  аг  + ( 1  — n ) j  =  0  (mod p).

. Як і раніше, 4а б  — неквадратичний лишок за модулем р. Ясно, що аб  

— неквадратичний лишок за модулем р. З цих співвідношень випливає, 

що (х) ҐІ (у) — 1. Покладемо z — Ь, х = а, [а, £>] =  х для тих і та j ,  що 

задовольняють систему конгруенцій

J  i +  6j  =  0 (modp),

а і  + j  =  1  (mod р).

Тоді М  — ({л} х (&)) А (ж), bf =  т, [а ,х ] =  Ь!р, 0 < / < р, Z =  (ар) х (Ьр).

Нехай с =  [&, т]. Тоді с =  а ер • btp,’0 < s <■ р. 0 <■ t < р. Покладемо
V

z — а' ■ Ы. Як і раніше,- zp — а ,р ■ Ыр, [z , x ] =  aJsp ■ £>W+j<)p j нерозв’язна 

система конгруенцій:

j  . пі >- s j  =  0  (mod р),

j  -/ г +  (n -  l ) j  = 0  (mod р).

З цього випливає, шо r  +  4s/ — неквадратичний лишок за модулем 

р і G  — • група типу 2). Теорема доведена.

Зауваження 2.6.1. Як видно з доведення теоремп 2.6.1 багато груп 

із твердження 2.6.1 не є метагамільтонові, наприклад, при 6  =  у. Гру­

пи із теореми 2 .G. 1  є метагамільтоновими, але ми. цього доведення не
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наводимо через його об’ємність.

Означення 2 .6 .1 . В цьому параграфі під »-групою будемо розуміти ме- 

тагаміяьтонову р-групу з центральним комутантом типу (р ,р ,р ). Зро­

зуміло, що »-група цього випадку є частиннім випадком »-групи озна­

чення 2.5.1.

Л ема 2 .6 .1 . Нехай »-група G  не містить власних доповнюваних неабе- 

левих підгуп. Тоді G =  (а) ■ (Ь) ■ (ж), |а| =  ра , ]£>] =  р13, |ж) = р1, а  > ß  > 

7  > 1, Z (G ) =  $(G ) =  (ар) х Щ  х <жр), G' =  х ( ( / ' ' )  х (ж"1'') .

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Тоді G  задовольняє умову 

леми 2.5.8 і є групою її типу 3). Всі групи згаданого типу скінченні і 

всі їх елементи порядку р  належать G’. Ясно, що G /G 1 =  X  іе! X i/G 1, де 

X jG ’ =  {G'xi), |ж,-| =  ра‘, а,- > 1 , G' П (ж,) =  (ж? ‘ ), |/| > 2 . Зрозуміло, 

що Х і  =  G'-(xi) і G —  майже прямий добуток Х і  з  об’єднаною підгрупою 

G'. Не порушуючи загальності можемо вважати, що а; > а ;+і. Неважко 

показати, що в G існують елементи Xj, Xj найбільшого порядку такі, що 

хі £  Z(G), і І [ж,-, ж,-] І =  р.

Нехай А — підгрупа, породжена згаданими елементами ж;, ж; . За 

твердженням 1.1.2 А —- група Міллера-Морено, яка за лемою 2.5.1 мі­

стить G1, а тому може бути тільки групою 3) твердження 1 .1 .1 . Тоді 

А =  ((c) х (и})А(г?), [и, н] =  с, с Є Z(G), |с| =  р, |и| > р, |г>| > р. 

Оскільки І А'І - - р, то знайдеться ж,- таке, що [А, ж,] £  (с). Позначимо .т; 

найбільшого порядку з такою властивістю через ж. Тоді |х| =  рт, у > 1, 

G'fl (ж) =  {ж1’7”1). Покладемо Я  =  А - (ж). Тоді Я  О G, G/Я =  X 1Є/(Я  мс*), 

(ж,-) П Н — (жр ' ). Покладемо у і =  и, ij'i =  v. »/3 — ж, у,- =  ж,- і покажемо, 

що прп і Ф j  {Уі} П (уф =  1. Дійсно, нехай це не так. Тоді знайдуться і та 

j  такі, шо \(уі) П (і/у)І =  р. Не порушуючи загальності можемо вважати, 

що І у,-1 > [у,]. Покладемо Мі =  (у,-. у.;) Л'; = G'-Mit ct =  [;/,■, ;/j]. Зрозуміло, 

шо Y,/G' =  {G’ -уі) х (G'-j/j), Сі Є G'. Нехай М'< = 1. Тоді ЛІ,- = {у і}.
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ІУо,-|‘Р.= ІРіІ, MiC\G' =  {di) =  G'n(y,). Звідси {yOj)<~\G' =  1, що неможливо 
в групі G. Нехай с,- ф 1 . Тоді М,- =  ((с,-) х (і/,)) • <у7), G1 ПМ,- =  <с,-> х <d,), 

І с,-1 =  І сі, І =  р. Звідси G' (£ М , що суперечить лемі 2.5.1. Отже, при і ф j  

{Уі) О (уj)  =  1. Звідси випливає, що (и) П {v) =  (и) П {ж) =  {v) П (ж) = 

{и) П (ж,) =  («) П (ж,) =  (ж) П (ж,) =  1 .3  цих властивостей і властиво­

стей груп типу 3) твердженая 1.1.1 випливає, що А =  ((c) х (Ь))Л(о), 

|а| =  р“, |Ь| =  р0, а  >  1, ß  > 1, [а,6 ] =  с, (ж)ПА =  (с*•б-”'""1}, к > 0. Звід­

си Ф(Я) =  (ар) х (6 Р) х (жр), G1 =  (ар° ' ‘)х<&/' ,)х< а:,,1 ' 1 ) ! -Н'= <а) - (Ь> • <щ). 
Якщо Я  =  G, то лема доведена. Нехай Я  С G. Тоді в G існує підгрупа 

Я і =  Я  ■ (у), де у =  ж,-, і Є 7, |у| =  р ( , 6  > 1, I#  П (у)І =  р. При цьому 

ЯП(у) =  G 'n(y) = (ур< ’ ), ур< 1 =  а,р° ' •5,рв ’ •ж**’’ ',  числаг,у, & о відріз­

ка [0,р— 1], г+ j  + A: > 0. Не порушуючи загальності можемо вважати, що 
сс > /3 > -у > 1. Покладемо 2  =  о'р° 1. yV’ - 1  • Xі . Тоді за  твердженням 1.1.9 

2 Ру' г =  аір”"' ■ • ж*р,~' • ({в, ж] й р “ ' 7 • [Ь, х]1̂  ■ {о,

Можливі вигадки: 1) 2 Р’~* =  урі~\ 2) 2 рГ ' ф ур‘ 1.

Випадок 1. Проводячи в цьому випадку такі ж міркування, як і раніше 

для у і та у) прийдемо до суперечності. Випадок 1 неможливий.

Випадок 2. Цей випадок можливий лише коли 7  =  ß  =  р =  2 і 

[а, ж] • [6 , ж] • [а, 6 ] ^  1. Зауважимо, що G  містить 7 різних елементів 

порядку 2, які складають о одиничним елементом комутант G. Покла­

демо 2 1  =  а 2° *, 2 Z =  Ь, 2 3  =  Ж, 2 4  =  2 і • 2 2, 2 6 =  2 j 2 3, 2 6 =  22 • 2 3, 

2 7  =  2 ) ■ г2 • 2 3 . Ясно, що |2 j| =  4. Нехай D  — (2 ,), і =  1,7. Тоді G' С D  і 

Z7/G' — елементарна абелева група порядку 8 . Як і раніше для у,- можна 

покапати, що для різних і та j  (zj) О (zj) — 1 . Звідси знайдеться і, для 

якого z j — у2. Розглядаючи підгрупу (2 ,-, у) прийдемо до суперечності. 

Ця суперечність показує, що G — Н  і лема доведена.

Наслідок 2 .6 .1 . Метагамільтонова група о центральним комутантом 

типу {р .р .р )  є періодичною групою виду G =  F  х С, де F  =  (а) • (Ь) • (ж),
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|а| =  p", |b| = ps, \x\ — p 1, a  > ß  > -y > 1 , F  — »-група із леми 2 .6 .1 , С

— періодична абелева група, експонента силовської р-підгрупи якої не 

перевищує р7_1.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. За лемою 2.4.1 G  — періо­

дична нільпотентна група і G  =  Р  х D, де Р  — метагамільтонова си­

ловська р-підгрупа із G  о центральним комутантом типу (р,р,р), а D

— її  холловське доповнення. Зрозуміло, що Р  — »-група, яка задоволь­

няє умову леми 2.5.1 і для неї справедливе твердження 5) згаданої леми. 

Звідси Р  =  F XX, де X ’ =  1, G 1 С F , всі елементи порядку р із F  на­

лежать G'. Якщо V Є X , V (£ Z(G), то в F  знайдеться и, для якого 

[и, п] =  1. ІЬді в G  існує неабелева підгрупа ({{«, її]} • (и))А{и), що за 

лемою 2.5.1 містить G’. Але тоді неметациклічнип комутант належить 

підгрупі {[н,у]) ■ («), що неможливо. Отже, Р  — F  х X , F' =  G'. Зро­

зуміло, що F  задовольняє умову леми 2.6.1 і F  =  (в) • (6 ) ■ (ж), jxj =  р7, 

х g  Z (F ). Нехай X  у, |у| =  р7. Тоді для деякого и €  F  в G існує неа­

белева підгрупа (([it, ж]} • (и))\{х ■ v) ^ G1, а це суперечить лемі 2.5.1. 

Тобто exp X  < р7-1. Покладемо С  =  X  х D. Тоді G =  X  х С  і наслідок 

доведений.

Л ем а 2.6.2. В »-групі G із леми 2.6.1 елементи а, Ь, х можна вибрати 

так, що G =  (а) ■ (Ь) • (х), |а| =  р°, |6 | =  р0, |х| =  р7, а  > ß  > у  >

max { 2 , а  — 1 } , [а, 5] =  жр 1 *, [а, х] =  • хкр1~', 0 < / < р ,  Q < к < р,

[Ь, х] = a sp° ' • btpß 1 • X і рУ ', 0 < я < р, 0 < t < р, 0 < І < р, і G  — група 

одного із типів:

1 ) а  — 1  =  ß  — 1  =  7 , к = / =  0 , при p =  2 s =  t =  f  — 1 , при р > 2  

t2 -f 4/s — неквадратичний лишок за модулем р;

2) а  — 1 =  ß  =  7 , t — I =  0, при р — 2 s — / =  /,; = 1, пущ р > 2 к? +  4/

— неквадратичний лишок за модулем р ;

3),п =  ß  =  -у = р =  2 . / =  /,• =  я = t. =  1 , / = 0 ;

4) о' =  ß =  7  > 2, р  = 2, я =  f = / = / = к = 1;
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5) а  =  ß  =  7 , р  > 2, числа <2  +  4/s, Я +  4s, А:3 +  4/ — неквадратичні 

лтлки за  модулем р, метациклічиі підгрупи із G абелеві.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група, тоді G  =  (в) • {Ь) ■ (х) — 

група із леми 2.6.1. Тоді |о| =  p “, |6 | =  pPf (х| =  ру, а  > ß >  7  > 1. За 

результатами {64} кожний елемент із  G* е комутатором. Не порушую­

чи загальності можемо вважати, що [«.*•) =  хрУ 1 =  w. Нагадаємо, що 

Ф(С) =  Z(G ) =  Ю  х (Щ  х (а-*), G' =  (о»1" '')  х <«Л‘> х (х ^ ') .  Нехай 

[6 , .т) =  с, |о,т) =  rf, ' =  v, «Z“ ’ =  2 , G(u) =  G/M> G(v) — G /(v), 

G (z ) = G /(z). Оскільки G' — неметациклічна група, а за  лемою 2.5.1 

всяка неабелева підгрупа містить G', то метациклічиі підгрупи із G абе­

леві. Нехай А =  ((и) х (о)) А (б). Зрозуміло, що G =  А • (аг), А П (х) =  (и) 

і G(u) =  А/(и)Л({и) ■ х) — »-група з  центральним елементарним кому­

тантом порядку р1, у якої А /{и} =  ((и) ■ о) х {(и ) b). Зрозуміло, що G(m) 

задовольняє умову леми 2.5.3 і для неї справедливі твердження 2) або

3) згаданої леми. За цими твердженнями а  — ß <  1 , ((и) • d) =  {(u) • v), 

((и) • с) =  ((и) ■ к” • в*), 0 < s < p ,  0 < < < р .  Звід ги випливає, що 

d  =  У ^ ' 1 ■ хк^ \  0 < f < p , 0 < k < p , c  =  о*’’ “' • 6і 0 < / < р. 

Можливі випадки: 1) ß  > 7 ; 2) ß  — y.

Випадок 1. В  цьому випадку а  > у. Нехай к > 0. Покладемо у — 

У  • • Xі . Тоді в G існує неабелева підгрупа (у) ■ {а). Отже, к =  0.

Ясно, що G(ir) =  (((г) • о) х ((в) • я))А{(и) • 6 } — »-група, що задовольняє 

умову леми 2.5.3, з  якої випливає, що а  =* 7  +  1, / =  0, а  =  ß. Тепер при 

р — 2 в G (и) s  — і  =  / =  1 і G — група типу 1) розглядуваної леми. При 

р > 2 за  тією ж лемою і2 +  4/s — неквадратичний лишок за модулем р 

і знову G  — група тину 1) розглядуваної леми.

Випадок 2. Нехай в цьому випадку а  > у. Тоді в G(m) t ■— 0, а  == ß  4- 1. 

Ясно, що G (z) =  ((z} ■ b- (2 ) • x)\{z) ■ а. Зрозуміло, що це »-група з тієї 

ж .темп 2.5.3, за якою о умови |(г) • о| > р!І — ру випливає, що / = 0 і
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при p =  2 k  =  f =  s =  \, а при р  > 2 к2 +  4/ — неквадратичний лишок 

оа модулем р, тобто G — група типу 2). Нехай а  =  ß  — 7 . Можливі 

випадки: 2 . 1 ) р — 2 ; 2 .2 ) р > 2 .

Випадок 2.1. В цьому випадку s =  / =  1. В G(u) t =  1. Якщо а  =  2, 

то при fc =  0 в G(n) 1 =  0, але тоді в G підгрупа (а, Ьх) неабелева і 

не містить G', що неможливо. Отже, к =  1. Знову при І =  1  підгрупа 

(в, Ьх) не містить G' і G — група типу 3) роогяядуваної леми.

Нехай а  > 2. Тоді в G(z) к =  1, а в G(v) I =  1  і G — група типу 4).

Випадок 2.2. В цьому випадкур > 2 і оа лемою 2.5.3 в G(u) і2 +  4fa  

— квадратичний нелишок оа модулем р, в G (z) /с2+  4/ — квадратичний 

нелишок оа модулем р, а в G(tr) І2  +  4s — квадратичний нелишок оа 

модулем р і G — група типу 5). Лема доведена.

Теорем а 2 .6 .2 . Нільпотентна метагамільтонова група о абелевим ко­

мутантом типу (р,р,р) має вид G =  F  х С, де F  =  (а) • (((с) х (Ь))Х(х)), 

|а| =  р“, |Ь| =  р?, |ж| =  р7, |с| =  р*, аг > ß >  7  > 0, 6 Є {0 ,1 } , а  > 1, 

ß >  1, [a, 6 ] =  хр1~', {6 , х] =  с Є Z(G), С — періодична абелева група, 

експонента силовської р-підгрупж якої не перевищує р7 _ 1  і F  — група 

одного о типів:
1 ) 6 =  7  =  1 , а  =  ß = 2, р =  3, в* =  Ь3, [а, ж) =  с - 1  • а3;

2 ) a  =  ß = 2 , у =  6  =  1 , р  — вросте число більше 3, [а,х] =  Ь19, 

0 < / < р, с =  а ‘р ■ Ьір, 0 < в <  р , 0  < < < р, і 2 +  4/s — неквадратичний 

лишок оа модулем р;

3 ) а  — 1 =  /3—1 =  7 > 1, |о,х] =  0 < / < р, с =  а 9“ ' 1 • Ь,рД‘ ‘ , 

0 < s < р, 0 < * < р, при p =  2 f  =  a =  t =  l ,  при р > 2 І2 +  4/s — 

неквадратичний лишок оа модулем р;

4) а  — 1 =  /3 =  7 > 1, с =  ач’Р~\ 0 < $ < р, [а, х] =  У 9" ' ■ хкрУ

0 < f  < р, 0 < к < р, при p =  2 s  =  f  =  k = l ,  при р > 2 к2 4- 4/ — 

неквадратичнпй лишок оа модулем р;
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5 ) а  =  /? =  7 =  Р  =  2, с =  а2Ь2, [а ,г ]  =  Ь2®2;

6 ) q  =  /3 =  7 > 2  =  p, с =  аЧ 2х2, [о, ж] =  t>aara;

7) а- =  /3 =  7  > 1, р > 2, с =  а ‘ р°~1 • Ь,р/>~1 • х1̂ ' , 0 < s < р, 0 < < < р,
О < / < р, [а,х] =  Ь4** ‘ *, 0 < / < р, 0 < к < р, числа ia+4/s, ia+4s,

к2 +  4/ — неквадратичні лишки аа модулем р, метациклічиі підгрупи іо 
F  абелеві.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. За лемою 2.4.1 G  =  P x D ,  

де Р  — силовська метагамільтонова р-підгрупа іа G  о абелевим кому­

тантом типу (р,р,р), D  — ї ї  періодичне абепеве холловське доповнення, 

Р  — G’. Можливі випадки: 1 ) Р  <jL Z(P), 2) Р  С Z (P).

Випадок 1 . В цьому випадку G  задовольняє умову теореми 2.6.1. ІЬді 

Р  =  (а)-({с) х (Ь))\{х) — група одного о типів 1 ) та 2) згаданої теореми. 

Покладемо Р  =  F , D  =  С. Тоді G =  F  х С  і у відповідності о типами 1) 

та 2 ) теореми 2 .6 . 1  F  — група типу 1 ) або 2 ) рооглядуваної теореми.

Випадок 2. В  цьому випадку Р  задовольняє умову наслідку 2.6.1, оа 

яким Р  =  F  х Сі, де F  — (а ) -(b)- (х) — група іо леми 2.6.1, С\ — абелева 

р-група, експонента якої не перевищує р1-1. Покладемо С  — С\ х D, тоді 

G  =  F  х С  і F  задовольняє умову леми 2.6.2 і є групою одного о її  типів

1)-5). Але тоді F  — група типів 3)-7) рооглядуваної теореми відповідно. 

Теорема доведена.

Зауваж ення 2 .6 .2 . Описані в теоремі 2.6.2 типи груп вичерпують 

псі нільпотєнтні метагамільтонові групи о абелевим комутантом типу 

(р,р,р), але достатність цього факту ми не наводимо черео громіздкість.

2 .7  Загальна теорем а і наслідки

Теорем а 2 .7 .3 . Метагамільтонові групи вичерпуються групами типів: 

пі нгяглміотрнтяі групи, тобто групп типів 1)-4) теореми 2 .2 . 1 ;
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б) нільпотєнтні групи о циклічним комутантом, тобто групи типів

1)-8) теореми 2.3.2 та групи о комутантом порядку 1 або р;

в) нільпотєнтні групи о абелевим комутантом типу (р6, р), 6 >  1 , 

тобто групи типів 1)-4) теореми 2.4.2;

г) нільпотєнтні групи о абелевим комутантом типу (р,р), тобто гру­

пи типів 1)—12) теореми 2.5.2;

д) нільпотєнтні групи о абелевим комутантом типу (р ,р ,р), тобто 

групи типів 1)~7) теореми 2.6.2.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Якщо вона 

ненільпотентна, то вона задовольняє умову теореми 2 .2 . 1  і є групою 

типів 1)-4) згаданої теореми. Тоді G  — група типу а) розглядуваної 

теореми.
Нехай G  — нільпотентна група. Тоді за  теоремою 2.2.2 вона має 

абелевий комутант одного з  типів (рг), <5 > 0; (р*,р), 6  >  1; (р,р); (р,р,р). 
Групи з комутантами таких типів описано відповідно в теоремах 2.3.2,

2.4.2, 2.5.2, 2.6.2, а значить G  — група типів б), в), г), д) розглядуваної 

теореми відповідно.

Достатність. Достатність для груп типу а) доведена в теоремі 2.2.1. 

Достатність для метациклічних груп теореми 2.3.2 також доведена. Нес­

кладно доводиться достатність для всіх груп теореми 2.3.2. Тому можна 

вважати, що достатність для груп типу б) доведена.
Доведення достатності для груп типів в), г), д) досить громіздке, 

і ми його тут не приводимо, хоча достатність справедлива. Теорема 

доведена.

Теорема 2.7.2. Недедекіндові метагамільтонові Я(5)-групп мають вид 

G — R  х D, де D — періодична абелева холловська підгрупа із G, П — 

силовська г-підгрупа із G, В  — C  D, C < lR , С  — локально циклічна 

r-ні.тгрупа, що містпть таку підгрупу (а), для якої |«| = rn, G' — (о г ),
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■S' =  ( ( < 0  • (Ь)) X D, a  >  *  >  m >  0, r l  >  2, k > a - k ,  B n C c R ,  і Я
— група одного з  типів:

1 ) С  =  (а), а  -  к < т, В  П {а) =  1, В  =  {b) ■ Z, Z С Z(G), И  =  rß,
[а, i>] =  а”*, ß  > а  — к, ехр В  < Гі-Ж+І;

2 ) С  =  (в), т < а  — к, В  П (а) =  1, В  =  (Ь) ■ Z, Z С Z(G), |Ь| =  rß,
[а, 6 ] =  o'*, к — тп +  1  > ß , ß  > а  — к, exp Z  < r2t-“+1;

3) В  — майже прямий добуток підгруп В 1 х (Ьі) з  об’єднаною підгру­

пою В ’ =  В! — (аг° ) С Z(G), а  >  m, а  > 2, |Ь,| =  r fli, а -  m > Д- > 0 

для всіх г € 7, |7| > 1 , га~т > 2.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. Тоді вона 

задовольняє умову теореми 1.4.2, а тому G  =  R х D, де R  —  недедекін- 

дова Я({/)-силовська r -підгрупа із G, S  =  U xD , D —  дедекіндова холло­

вська періодична підгрупа із G. Оскільки G — метагамільтонова група, 

то за теоремою 2.2.2 ІУ =  1 . Зрозуміло, що при умові \В’\ =  li^j =  р  оа 

теоремою 1.4.2 G  — група типу 3).

Нехай В 1 ф R . Оскільки В' С R ,  то В' С R! ■ За теоремою 2.2.2 В 1 — 1 

і можна вважати, що В  =  X  іє/ {&,) і R  =  СХВ. Оскільки R  — недедекін- 

дова група, то С  £  Z(G ), а значить С  не може бути кваоіцик пічною 

групою. Звідси С  =  (а). Нагадаємо, що оа теоремою 1.4.2 Я  =  (а) ■ В , 

U — {ог" )  \В, |а| =  r°, R! — (а’*), а  > к > т  > 0, г* >  2, а  — к < к, 

R  — (а)\В, ехр В  < г*~т+1. Зрозуміло, що Я  — метагамільтонова гру­

па з  центральним циклічним комутантом К  =  (<Г). Нехай т >  а  -  к. 

Зрозуміло, що R  задовольняє умову леми 2.3.3. Тоді В  — (Ь) ■ Z, |6| =  г е , 

Z С Z (G ) і R  — група тину 1) теореми.
Нехай далі т < а  — к. ТЬді >  г**-<■+• Знову R  — група одного

з  типів 1), 2) леми 2.3.3. Звідси В  — (b)-Z, Z  С Z(G), jb| '= [я, Ь] =  яг\

к — т  +  1 > ß  > а  — к, expZ  <  і Я  — Група типу 2) теореми.

Необхідність доведена.

Достатність. Hexan G група із теорект. Тоді, очевидно, вона неде-
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декіндова і за  теоремою 1.4.2 G — Я(5)-група. Зрозуміло, що якщо R 

— група типу 3) теореми, т OG — метагамільтонова. Метагамільтоно- 

вість групи R, а з нею і групи G, роли R  — група типу 1)-2) теореми, 

перевіряється безпосередньо. Достатність доведена. Теорема доведена.
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Елава З

Локально ступінчаті групи з  
нормальними
нескінченними неабелевими 
підгрупами

3.1 Попередні результати.

Означення 3 .1 .1 . Група G, у якої нормальні всі нескінченні неабелеві 

підгрупи називається Я(/Д)-групою.

Означення 3 .1 .2 . [138] Нескінченна неабелева ії(7А)-група називаєть­

ся /Я-групою.

Зауваж ення 3 .1 .1 . Зрозуміло, що клас Я(Я4)-груп є об’єднанням 

класів скінченних груп, нескінченних абелевих груп, нескінченних мета- 

гамільтонових груп і неметагамільтонових 7Я-груп, а клас ІН -груп є 

об’єднанням класів нескінченних неабелевих метагамільтонових і неме­

тагамільтонових ІН -груп. Оскільки всі метагамільтонові групи описані 

в главі II, то предметом дослідження цієї глави будуть лише немета- 

гамільтонові /Я-групи. Нескінченні групи Міллера-Морено є очевидно 

Я(/.4)-групамн. Тому ми розглядаємо /Я-групп при обмеженні локаль-
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ної ступінчатості.

Означення 3 .1 .1 . [138] Автоморфізм ір групи G називається нескін­

ченно неовідним, якщо група G не має власних нескінченних підгруп, 

допустимих відносно <р.

Твердження 3 .1 .1 . [138] Локально ступінчата не'метагамільтонова 

/Д-група G  є черніковською групою, що задовольняє умовам:

1) G має нормальну повну частину R, що розкладається в прямий 

добуток І квазіциклічних р-груп, R  належить кожній нескінченній неа- 

белевій підгрупі із G, 0 < 1,р — просте число;

2) G — S ■ {a ) ,R  С Z (S ),S  =  Cg{R )< G , (а) fl 5  =  (a3), s > 0, для будь- 

якого цілого к ак індукує на R  або тотожний, або нескінченно незвідний 

автоморфізм, при І > 1 S' =  1, s > 1;

3) G /R  — скінченна метагамільтонова група, при |G'| < оо R  — 

центральна в G  квазіциклічна р-група.

Теорема 3 .1 .1 . Група G , що є розширенням квазіциклічної р-підгрупи 

R  за допомогою скінченної дедекіндової групи, тоді і тільки тоді є не- 

метагамільтоновою групою, коли G' містить підгрупи порядку р ■ q, де 

р , q — не обов’язково різні прості числа.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана неметагамільто­

нова група. Тоді G' містить r-елементи і \G’\ > r. Оскільки G  — локально 

скінченна група, а будь-яка скінченна підгрупа із G нерозв’язна, то G' 

містить підгрупи порядку г ■ 9 , де г, q — ’не обов’язково різні прості 

числа. Покажемо, що т =  р. Нехай G ' n R =  1. Тоді з  умови |(G /R ) '| < 2 

маємо, що \G'\ =  2 і G метагамільтонова група, що неможливо. Отже. 

г — р  і'-необхідність доведена.

Дост ат ніст ь. Нехай G — група, що задовольняє твердженню теореми. 

Якщо G' — нгпрпмарна група, то за теоремою 2.2.2 G не може бути
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метагамільтоновою групою. Нехай G' —- примарна група. Тоді G' — 

р-група. Якщо Д С G\ то оа теоремою 2.2.2fG  — неметагамільтонова 

груда. Нехай R <JL G'. Тоді \&\ < оо і ІЬ С Z(G). З цього випливає, 

що G — нільпотентна група. Зрозуміло, що G  =  D  х Ц , де D  — сило­

вська р-лідгрупа і a G, Н  — скінченна дедекіндова rpjjna. Оскільки G' 

— р-група, то G 1 =  D'. Якщо припустити, що G  — метагамільтоно­

ва група, то метагамільтоновою групою буде і D, |£>'| > р. За лемою,

2.3.1 D -— група обмеженої експоненти, що неможливо, оскільки D  мі­

стить кваоіциклічну підгрупу R. Ця суперечність завершує доведення 

достатності.

Теорема доведена. ,

Наслідок 3 .1 .1 . Група <3, що є розширенням квазіциклічної групи оа 

допомогою скінченної дедекіндової групи, тоді і тілвки тоді метагаміпь- 

тонова, коли |(?'| Є {1 jP},P  — просте число.

Наслідок безпосередньо випливає о леми 3.1.1. .

Наслідок 3 .1 .2 . Нехай G  — черніковська неметагамільтонова ІН -  гру­

па з нецентральною повною частиною Д, S  =  С'с( Д), Тоді G /R  — скін-
\

чснна нільпотентна метагамільтонова H (S /R )-група.

Доведення. Нехай G, Д, S  задовольняють умову наслідку. Тоді за 

твердженням 3.1.1 G /R  •— скінченна метагамільтонова група. Оскіль­

ки R  <£. Z(G), то 5  — власна нормальна підгрупа із G, R  С S. Нехай 

д €  G\S. Покладемо N  =  Д ■ (д). Зрозуміло, що N  — нескінченна неабе­

лева підгрупа із G, а оначить N  /G. За лемою 1.3.5 G /N  — дедекіндова 

група. Зрозуміло, що будь-який елемент із різниці фактор-груп G /R  і 

S/Д має вид (R.g) і за попереднім (R g)< G /R , a G jR /{R g )  — дедекіндова 

група. За лемою 1.4.1 G /R  є H(S/R\-гданою. Із теореми 1.4.3 випливає,
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Наслідок 3 .1 .3 . Нехай G  — черніковська неметагамільтонова ІН -  

група о повного частиною R  і G /R  — ненільпотентна група. Тоді R  — 

центральна в G кваоіциклічна р-група, р  — просте число.

Доведення. Нехай G і R  задовольняють умову наслідку. За наслідком

3.1.2 R  С Z(G). З цього випливає, що |G'[ < оо. За твердженням 3.1.1 

R  — кваоіциклічна р-група, р — просте число. Наслідок доведений.

3.2  Неметагамільтонові локально нільпотєнтні ІН -  

групи

Л ем а 3 .2 .1 . Неметагамільтонові черніковські ТП  р-групи о централь­

ною позною частиною Я, р — просте число, вичерпуються групами 

типів:

1 ) G  :— розширення центральної квазіциклічної р-групи R  за допо­

могою скінченної дедекіндової р-групи і |6 "| > р;

2) G  =  R  х £>, R  — квазіциклічна р-група, D — скінченна метагаміль­

тонова р-група, l-D'l > р;

3) G — R ■ D, R  — центральна кваоіциклічна р-група, R D  D =  R  П 

ГУ ф 1, D  — така скінченна р-група, що D /(ü  D R ) — недедекіндова 

метагамільтонова група, всяка неабелева підгрупа із D, що містить ЯП 

D, нормальна в D.
V

Доведення. Необхідність. Нехай G, Я  задовольняють умовам леми. 

За твердженням 3.1.1 Я  — центральна в G  квазіциклічна р-група. Зро­

зуміло, що G /Я — скінченна метагамільтонова р-група. Якіцо G /R  —
.  ^  4 0 .»дедекіндова група, то за  теоремою 3.1.1 G — група типу 1). Нехай далі 

G/Я — недедекіндова група. Якщо Я доповнюється в G, то G = Я х D, 

де D — скінченна недедекіндова метагамільтонова р-група. Зрозуміло,

що G /R  — нільпотентна група. Наслідок доведений.
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що G' =  D‘, I D'\ > 1. При I Z>' j =  p G  Mr татамі льтонова група. Отже, 

\D’\ > р  і G — група типу 2) цієї леми.

Нехай Я  не доповнюється bcG. За лемою 1.3.1 G — R ■ D ,D  —  скін­

ченна р-група, R  П Л  =  R  П D' =  Z С Z(G) і G' — D'. За умовою R  

не доповнюється в G, тому Z ф І. Зрозуміло, що G /R q=  D /Z . З цього 

випливає, що D /Z  — недедекіндова метагамільтонова група. Нехай Я

— неабелева підгрупа іо D, Н  Э Z. Тоді в G існує нескінченна неабелева 

нормальна підгрупа N  =  HR. Оскільки Z Z Н , то N  П D — Н  <з D і G

— група типу 3) цієї леми. Необхідність доведена.

Д о статн ість . Нехай G  — група одного о типів 1)-3) леми. Тоді G  — 

черніковська р-група о центральною повною частиною R  і |G'| > р. За 

лемою 2.3.1 G не може бути метагамільтоновою групою. Нехай N  —■ 

нескінченна неабелева підгрупа іо G. Зрозуміло, що R  С N. Покажем, 

що N  <G. Якщо G  — група типу 1), то це очевидно. Нехай G — група 

типу 2 ) або 3). Тоді !V =  Я  • Я , Я  =  N  О D. Оскільки R  С Z(G), то 

ІГ  ф 1. Ясно, що (R  П D) С Я . В групах типу 3) Н  < D за умовою. В 

групах типу 2) оа теоремою 2.2.2 D' С Я , а значить Н  < D. Оскільки 

Я С Z {G ),H  < D ,G  — R ■ D, то N < G. З цього випливає, що G  — 

/Я-група. Достатність доведена. Лема доведена.

Л ем а 3 .2 .2 . Нехай G — /Я-група, що є розширенням нецентрально!' в 

G квазіциклічної р-підгрупи R  за допомогою скінченної недедекіндової 

р-групи, р — просте число. Тоді G — 2-група виду: G =  S  • (а), |а| = 

2“+с,є =  0 , 1, а  > 0, 5П(п)  =  (п2 ),/?П(а) = (о}°) С Z(G), для будь-якого 

елемента с Є Я  а - ’са = с " 1, R  С Z{S) =  CG(R) <G , G' =  R -  (a2‘ ), 

n > к > а  — к > 0, к > 1 , (а2) <)£?, (а2І+',а 2'  і+1 ,а 2" ') С Z(G), фактор- 

група G /R  — (Ra) ■ (S /R )  — група одного з типів 1)-3) теореми 2.7.2 

з тими ж обмеженнями для підгруп (Ra) та-S /Я. що і для (а) та S в
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групах вказаних типів.

Доведення. Нехай G  і R  задовольняють умову леми. Покладемо S  =  

Ca{R)- Оскільки R < G , R  <£ Z(G), то S  <G, R  С Z(S). За лемою 1.3.2 

р — \G : S| =  2, G  =  S  • (a), a 2 Є S, для довільного с Є R а _іса = с-1, 

К П  {а) =  (а2“) С Z(A), A — R ■ (a), о/ > Q, S П (a) =  (a2) Я(Л) =. 

(z) ■ (а2}, де г £ Ä, |г| =  2. З цього випливає, що |а| =  2а+є, є — 0,1. 

Ясно, що G' Э і?. Оскільки G /R  — иедедскіндова група, то Д С G'. За 

твердженням 3.1.1 G /R  — метагамільтонова група і за наслідком 3.1.2 

G jR  — H (S /R )-група. З цього випливає, що G /R  — 2-група одного із 

типів 1)-3) теореми 2.7.2, для якої т =  1. Не порушуючи загальності 

можемо вважати, що G /R  =  (R a)-(S /R ), де (Ra) та S /R  задовольняють 

тим же умовам, що і (а) та 5  в групах типів згаданої теореми. Для всіх 

груп типів теореми 2.7.2 маємо

G' =  R -  (о3*), А > 1, а > к > а  — к > т  =  1 .

Якщо г Є (а), то

Z(A) = (a2) < G.

Нехай х Є S , тоді [а, ж] =  с ■ a°'2i, с. Є R, s — ціле число. Звідси х~1ах — 

а '+з 2* • с, ж_ 1 а2ж — (e1+S2* • с) 2 =  a2+S2*+\ Звідси (a2) < S, а значить 

(а2) <G. Зрозуміло також, що [а2, ж] =  а *2**' Є •Z’(A).

Нехай 5 > 0. Тоді [а2*, ж] =  а*'2**4. Оскільки А- > 1, то при 6  =  a  -  1 

(а^.ж) =  1, а значить о2” ' Є Z(G). При 6  =  а - А + 1 А +  6  =  а  + 1, тому 

і a2“’-*+' є  Z(G). Оскільки А +  1 > a  — А +  1, то о2 * +1 Є Z(G). З цього 

випливає, щЗ (a2° ' ,а 2” *+',a 2*+l) С Z(G) і лема доведена.

Теорем а 3 .2 .1 . Локально ступінчаті неметагамільтонові 1Н  — р- 

групи І5 групами типів:
1 ) ß  — розширення центральної кваоіциклічної р-підгрупи R  оа до­

помогою скінченної дедекіндової />-групи, |G'| > р,
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2) G =  R  x D, R  — квазіциклічна р-група, D  — скінченна мета­

гамільтонова р-група, |D'| > р,

3) G =  R  ■ D, R  — централка в G квазіциклічна р-група, R П D  =  

RO D 1 ф 1 , всяка неабелева підгрупа із D, що містить R O D , нормальна 

в G, D /(R  П D) — недедекіндова матагамільтонова rpgna;

4) G =  (RA(a))AB, R < G  — квазіциклічна 2-група, |о| =  2“, G' =  

R х (я2*), Cg (R ) =  R  х ((а?)ХВ), а > к > 1 , к > а  — к, В  — скінченна 

абелева група виду В  =  (Ь) ■ Z, |6 | =  20, к ^ ß  > а  — к, ехр Z < 2ік~а+1, 

[{a),Z] С R, [а, 6 ] =  с - а2*, с Є Л;

5) G =  (R  • {a ))X B , R « G  — квазіциклічна 2-група, |o.| =  2a+1, G1 =

R  • (я2*), R  П (я) =  (a2°) С Z(G), Cc (R) =  R  • (<я2)АВ), а  >  /с >  1,

к > а  — к, В  — скінченна абелева 2-група виду В  — (Ь) ■ Z, |Ь| =  20, 

к > ß  > а  — к, ехр Z < 22*- “, [(a), Z) С R ,.[а, 6 ] =  с ■ а21, с Є R;

6 ) G =  (RA(a)) В , R <з G —• квазіциклічна 2-група, ]о| =  2°, G' =

R х {а2°~'), C g {R ) =  (R х В) • <а2), а  > 2 , а2 Є Z(G), В  — скінченна 

2 -група, що розкладається в майже прямий добуток своїх нормальних 

підгруп {с) х (б,) з об’єднаною підгрупою (с) =  В ' =  Bfl(RA (a)) С Z(G), 

М — 2 , |6 j| = 2 0і, or > Д > 0 ;

7) G =  (R- (a))AB, R  — прямий добуток p - 1  квазіциклічної р-групи, 

p — просте число, р > 2, R П (я) =  (aP°)i G 1 = R  ■ (арі), C g(R ) =  
(R • х В , a  > к > то > a  -  fc, |a| > pQ, індукує на R  групу

нескінченно неввідних автоморфізмів порядку р, В  — скінченна абелева 

р-група виду В  =  (6 ) • Z, expZ < pt_m+1, |f>| =  р0, А: — т  +  1 > ß  > a  — к, 

[(я), Z) С R, [я, 6 ] =  с ■ яр‘ , с Є R;

8 ) G  =  (R  • (я)) ■ В , R  — прямий добуток р — 1 квазіцпклічних р- 

груп, р > 2 , р — просте число, ]aI > р°, R П (а) =  (« О і G1' =  R, 

Cg{R) — R  х (Ь), Cfj(R) П (а) =  (op"’), а  > m > 0, індукує на R 
групу нескінченно неввідних авто.морфізмів порядку р, В  — скінченна
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Доведення. Нехай G  — досліджувана р-група, р — просте число. За 

твердженням 3.1.1 G  — черніковська група о повною частиною R. Якщо 

R  С Z(G), то G — група одного о типів 1)-3) леми 3.2.1, а значить група 
одного з типів 1)-3) розглядуваної теореми.

Нехай R Z(G). За твердженням 3.1.1 G  =  S ■ (в), де R  С Z (Sj =  

C g (R ) < G, S  П (a) = (a''”’}, m > 0, і (apm ') індукує на R  групу нескін­

ченно незвідних автоморфізмів порядку р, R  — прямий добуток р — 1 

квазіциклічних р-груп. Нехай р" — найменша степінь числа р, для якого 

ЙП(а)  =  (ар”). Тоді ja) > р°, (ep°) С Z(A ), А =  R  ■ (а). Зрозуміло, що 

а  > т. Розглянемо можливі випадки:

1 ) р > 2 ,

2 ) р =  2 .

Випадок 1 . В цьому випадку за твердженням 3.1.1 S ' =  1. З цього 

випливає, що S  =  ї ї  х В , де В  ■— скінченна абелева р-група. Якщо 

тепер G /R  — дедекіндова група, то при умові р > 2 G’ — R  [(a), В] С R 

і G  — група типу 8 ) теореми.

Нехай G /R  — недедекіндова група. Оскільки [Я, (a)] =  R, то R  С 

G'. За наслідком 3.1.2 G /R  — метагамільтонова H {S /R )-група, що є 

групою одного з тилів 1)-5) теореми 2.7.2. Оскільки S /R  — абелева 

група, то G /R  може бути лише групою типу 1) теореми 2.7.2, тобто 

т > а  — к. Тут G /R  — (Да) • (5/Д), |Да| =  р°, підгрупи (Да), S/Д 

задовольняють тим же умовам, що і підгрупи (а) та S в групах теореми

2.7.2. Із згаданої теореми випливає, шо G1 = Я,-(ар*), а  > к > т і (Ra’’m) 

— циклічна підгрупа найбільшого порядку із S/Д. 3 цього випливає, що 

S /Д =  {RoPm) х V/Д, де expV/Д < pt_m+1. Зрозуміло, що V С S. Ile 

порушуючи загальності можемо вважати, що V — R x  В . Тоді G = ЛАД.

В групах типу і) теореми 2.7.2 В  = (b ) - Z , де (ДxZ)/Д — центральна 

підгрупа із G /R . Тому [(a), Z] С R \ G  — груші тішу 7). Випадок 1)

абелева р-група, [(а), Д] С Д.
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розглянуто.

Випадок 2. В цьому випадку р  =  2 і Я  -  нормальна в G  к вазі ци­

клічна група. Якшо G /R  — дедекіндова група, то G — група типу 1) 

розглядуваної теореми.

Нехай G /R  — 'недедєкіндова група. Тоді G  задовольняє умову леми

2.3.2. Як і раніше, G /R  — метагамільтонова H (S /R )  — 2-група одного 

із типів 1)-3) теореми 2.7.2, т  =  1 . Нехай U /R  — підгрупа із G /R , що 

відповідає підгрупі В  в групах згаданої теореми. Тоді G /R  =  A /R -U /R , 

де А =  R  ■' (о),

А/R  П U /R  =  (G'/Я)' С Z (G /R ), S /R  =  (Ra2) ■ U/R.

Зрозуміло, що U С S, а Я  С Z(S). Можливі випадки: 2.1) U' =  

1 ; 2 .2 ) 1 /' ф 1 .

Випадок 2 .1 . Р цьому випадку G /R  може бути лише групою типу 1) 

або 2) теореми 2.7.2. Зрозуміло, що U =  R  х В , де В  — скінченна 

абелева 2-група, е х р В  < 2*, В  =  (Ь) ■ Z. Не порушуючи загальності 

можемо вважати, що \а,Ь] =  с  • о2*, с  Є R, к > ß  > а  — к. За лемою

3.2.2 (j?) <sG, тому в G  існує підгрупа Т  =  (а2)ХВ. Зрозуміло, що (R  х 

Z )/R  С Z (G /R ), exp Z <  22t-e+I. Звідси £(o),Z] С R. Нехай в лемі

3.2.2 є  — 0. Тоді А =  ЯА(п), )о| =  2®, G — АХВ і G — група типу

4) розглядуваної теореми. Нехай в лемі 3.2.2 е =  І. Тоді }а[ = 2°+!, 

І Ї П( в )  =  Й П І  =  (а2*) =  (г) С Z(G), =  2. Покажемо, що в цьому

випадку expZ <  Дійсно, нехай в Z  існує елемент <і, |d| =  22і~"+1.

Тоді d~,a d  =  ер, у  Є R , се® 2* =  b~lab, с Є Я. Покладемо и =  6  • п2*+І ‘ , 

V =  ’ . (?г (2, f f  =  1. Очевидно, що V Є В . Оскільки к +  1  — ß  > О,

то w Є У . Неважко показати, що |w, в] =  z і в G існує неабелева підгрупа 

Міллера-Морено М  — (м)А(*г), що не містить (ар*). З цього випливає, 

щч в G  існує нескінченна неабелева підгрупа Y  =  Я  • М  0  G'. За лемою 

1.3.5 Y < G  і G / Y  — дедекіндова група. Оскільки к > 1 , то к +  1  > З
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і У П (a) С (a8) і дедекіндова група G /Y  містить елементи порядку 8 . 

За будовою дедекіндових груп G /Y  — абелева група, а эяачить G' С Y, 

що неможливо. Ця суперечність показує, що ехр Z < 22і~а і G  — група 

типу -5) розглядуваної теореми. Випадок 2.1 розглянуто.

Випадок 2.2. В цьому випадку U' ф 1, U < G  і G  =  U • (а). Ясно, 

що G1 С U, а тому U П {а) Э {а2*}. З цього випливає, що G /R  може 

бути лише групою типу 3) теоремп 2.7.2, у якої к =  «  — 1. Покладемо 

Т  =  Д- {о2“"'}. Зрозуміло, що Т  — G'. За властивостями U  в групах типу

3) теорема 2.7.2 підгрупа U — майже прямий добуток підгруп Т  ■ {Ь,) 

з  об’єднаною підгрупою Т, і €  І , \ї\ > 1, Г П  (6 ,) =  ß  Гі (&;). Оскільки 

R  С Z(U), то можна вважати, що R ■ (6 ,) =  R  х {Ь,) і Т ■ {&;) =  ТА(6 ,), ■ 

j&ij =  2ві, о  > ßi > 0, |Т/Д| =  2, (U/R)' =  Т /R . З цього випливає, що 

серед Ьі знайдуться такі м, v, що |в, о] =  с і Т — {с ) ■ R. За лемою 3.2.2 

в 2 “ ’ 1 € 2 (G ), тому Т  С Z(U).  Зрозуміло, що с2  Є R. Якщо допустити, 

що |с| > 2, то в G існує неабелева підгрупа У =  (Д х {в2)}А(и), що не 

містить G1. Як і раніше,У «G , G /Y  — дедекіндова група, що містить 

циклічну підгрупу (Y а ), порядок якої більше 4. При цих умовах G' С У, 

що неможливо. Отже, |с| = 2, Т  =  R  х (с). Зрозуміло, що (г) х (с) С 

Z(U ) і для будь-яких b, bi, bj [Ь;,Ь; ] Є (с) і в G існує підгрупа В, що 

розкладається в майже прямий добуток підгруп (с) х (&,) з  об’єднаною 

підгрупою (с) — В' і В  П R =  ї ,  R х В  С S, G — А • В . Зрозуміло, 

що (Д х В)' =  (с), Д х В <з G, (с) <і G, (с) С 2(G ). З цього випливає, що 

(z) х (с) С 2(G ), а значить (а)ПД = 1. Звідси А =  R\(a), Т  =  Д х (я2“ '), 

А П В  =  (с). Отже, G — група типу 6 ) розглядуваної теореми. Всі 

випадки розглянуто. Теорема доведена.

Теорем а 3.2.2. Локально нільпотєнтні неметагамільтонові /Д-групи є 

групами впду G — Р  х С, де Р  — силовська р-підгрупа із G, що містить 

повну частину R. р  — просте число, С  — скінченна дедекіндова група 

і G — група одного із типів:
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1) R  — кваоіцшслічна підгрупа із Р ; G /R  — скінченна дедекіндова 

група, G' містить підгрупи порядку pq, p ,q  — не обов’язково різні прості 

числа;

2) Р  — група типу 2) теореми 3.2.1, С' =  1;

3) Р  — група типу 3) теореми 3.2.1, С' =  1;

4) Р  — група типу 4) теореми 3.2.1, С ’ — 1;

5) Р  — група типу 5) теореми 3.2.1, С' =  1;

6 ) Р  —  група типу 6 ) теореми 3.2.1, С' — 1;

7) Р  — група типу 7) теореми 3.2.1, С' — 1;

8 ) Р  —’ група типу 8 ) теореми 3.2.1, С' =  1.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Оскільки G  — немета­

гамільтонова, то вона недедехіндова локально нільпотентна черніковсь- 

ка група. З  цього випливає, що G — Р  х С, де Р  — недедекіндова сило­

вська р-підгрупа із 6 , а С  — її  холловсьхе доповнення в <7. Покажемо, 

що |С((со. Нехай це не так. Тоді |С| =  оо. Якщо С' ф 1, то за  лемою

1.3.4 G /C  =  Р  — дедекіндова група, що неможливо. Нехай С' =  1 . 

За лемою 1.3.4 G /C  — метагамільтонова група, а значить метагаміль- 

тоновою буде Р . Нехай X  — довільна неабелева підгрупа із G, тоді 

А' =  Pi х  С ід е  Р\ =  X  П Р,С і =  X  П С . Оскільки С  — 1, то Р\ ф 1. За 

теоремою 2 .2 . 2  будь-яка неабелева підгрупа метагамільтонової підгрупи 

Р  містить F  =  G'. Отже, G' — Р  С Р; С X -з G. З  цього випливає, що 

G — метагамільтонова група, тобто |Cj{oo. Оскільки G  — нескінченна 

група, то (PJ =  оо. За лемою 1.3.4 G fP  =  С  — скінченна дедекіндо­

ва група. Можливі випадки: 1) Р  — метагамільтонова група; 2) Р  — 

неметагамільтонова група.

Випадок 1. В цьому випадку Р  — черніковська група необмеженої 

експоненти. За лемою 2.3.1 JP'j =  р. Оскільки G — неметагамільтонова 

група, то за  теоремою 2.2.2 С* ф 1  і в G' існують підгрупи порядку 2р,
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Випадок 2. В цьому випадку Р  — неметагамільтонова група, що за­

довольняє умову теореми 3.2.1 і є групою одного з типів 1)-8) згаданої 

теореми. Нехай Р  — група типу 1 ), тоді вона містить квазіциклічну 

підгрупу R, Р /R  — скінченна дедекіндова група і Р' містить підгрупу 

порядку р2. За лемою 1.3.4 G/ Р  =  С — дедекіндова група. Оскільки 

Р /R  — силовська дедекіндова р-підгрупа із G /R , то G /R  — скінченна 

дедекіндова група і G — група типу 1) розглядуваної теореми.

Зрозуміло, що колл Р  — група типу 2)-8) теореми 3.2.1, то G /P  =  С

— дедекіндова група, то вона — група типу 8 ) рооглядуваної теореми. 

Нехай С ’ ф 1. Тоді в G  знайдеться нескінченна неабелева підгрупа '

У — R \ x C , де Rj — квазіциклічна підгрупа із R. Тоді У < G і за  лемою

1.3.4 G /Y  — дедекіндова група. Зрозуміло, що У п Р  =  R\ і G /Y  =  Р / Р  і

— дедекіндова група, що неможливо. Отже, С  =  1  і G — група типу

2)-8) розглядуваної теореми відповідно. Теорема доведена.

Наслідок Зі2.1. Комутант G1 нескінченної локально нільпотентної 

Н(ІА)-трупя G є нільпотентною майже абелевого черніковською, не 

більше, ніж біпримарною групою, яка може бути неабелевою лише в 

групах типу 3) теореми 3.2.2, для яких G1 — скінченна примарна гру­

па, G  —- нільпотентна група, G" С Z(G).

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Якщо G  — метагамільто­

нова, то наслідок випливає з  теореми 2 .2 .2 .

Нехай G — неметагамільтонова група. Тоді G — група одного з 

типів 1)-8) теореми 3.2.2. Для групи G кожного із згаданих типів G 1

— нільпотентна черніковська група, що має повну абелеву частину, і 

лише в групах тппу 3) G' може бути неабелевою скінченною примар­

ною групою, у якої G" С Z(G\ я- G — нільпотентна група. Наслідок 

доведений.

р ф 2 і G  — група типу 1) рооглядуваної теореми.
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3 .3  Черніковські неметагамільтонові не локально 

нільпотєнтні /Я -груп и

Л ем а 3 .3 .1 . Нехай G  — неметагамільтонова не локально нільпотентна 

черніковська /Я-група з  центральною повного частиною R. Тоді G  — 

група виду: G =  R  ■ Я , де R  — центральна в G квазіциклічна р-група, 

Я  — скінченна ненільпотентна метагамільтонова група з  неабелевою 

силовською р-підгрупою Р , що співпадає з  Я ', (Р| =  р3, R  П D  С Ф(Р).

Доведення. Нехай G  і R  задовольняють умову леми. За твердженням

3.1.1 R  — центральна в G  квазіциклічна р-група, р — просте число 

і G /R  — скінченна ненільпотентна метагамільтонова група. Нехай R 

доповнюється в G. Тоді G  =  Я  х D, D  — скінченна ненільпотентна ме­

тагамільтонова група, яка може бути лише групою типу 1)-3) теореми

2,2.1. Тоді D  =  РАС, де для Р  і С  справедливі ті ж співвідношення, що 

і в групах згаданих типів. Покладемо С* =  С х R. Тоді G — РХС' і 

R  С С(7 -(Р ). Зауважимо, що Р  — примарна група за  простим числом 

q, не обов’язково рівним р. Якщо Р ' =  1 або р  ф q, то G  — група типу 1) 

теореми 2.2.1, що неможливо. Отже, p — q , тобто Р  — р-група, Р  ф 1 . 

Звідси D  — група типу 2) або 3) теореми 2.2.1, |Р| =  р3, Р  =  Я ' і G — 

група із розглядуваної леми.

Нехай R  не доповнюється в G. За лемою 1.3.2 G  =  R  ■ D, Rf\ D  — 

R  П Ф(Dp) =  Z ф 1, де Dp — силовська р-підгрупа із D, D /Z  — група 

типу 1)-3) теореми 2.2.1. Зрозуміло, що Я  — ненільпотентна група, яка 

містить підгрупу Шмідта S  =  Q\{d), де Q < S  — силовська gr-підгрупа,

(d) /зS  — циклічна силовська r-підгрупа, q і т — різні прості числа, 

S' =  Q. Нехай V =  R  S. Тоді Z < G , Z' =-S' =  Q < G . Нехай R n Q  =  1. 

Тоді D /Z  =  Q\C, дe Q =  (Q x Z )/Z , С  -  C /Z . Звідси Я  =  QXC. 

Покладемо С* =  С  ■ R. Тоді G — QXC*. Оскільки С* — нескінченна і, 

очевидно, ненормальна підгрупа іо G, то С* — абелева група. Неважко
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показати, що в цьому випадку Р  доповнюється в G, що неможливо. 

Отже, R  fl Q ф 1. Звідси р =  д. Покладемо Q =  Р . З будови груп 

Шмідта (твердження 1.1.4) випливає, що Ф(Р) =  Р ' =  Z (P) ф 1 і будь- 

який нормальний дільник із 5 , що міститься в Р , або співпадає з  Р , або 

міститься в Ф(Р). Оскільки РП Р ф 1 і РП Р С Z(S), то Р  Э (P O P ) ф 1. 

Звідси Р  — неабелева група. #

Нехай М  — будь-яка максимальна неабелева підгрупа із Р . Тоді в 

групі G  існує нескінченна неабелева підгрупа У • М. Ясно, що Y <G , 

Y D S  =  У П Р  =  М  < S. Це приводить до суперечності, оскільки 

Ф(Р) С- М  С Р . З цієї суперечності випливає, що всі максимальні 

підгрупи із Р  абелеві, а тому Р  — скінченна р-група Міллера-Морено, 

що. породжується 2 елементами. За будовою груп Шмідта Р  — неабеле­

ва група порядку р3, яка є групою кватерніонів або групою експоненти 

р, р > 3. Зрозуміло, що Z — Ф(Р), |У| =  р. Оскільки D/Z — мета­

гамільтонова ненільпотентна група, то D /Z  =  P/ZAC/Z, D  =  Р  • С, 

Р  П С  =  Z, Z С Z{G), С' =  1. Покажемо, що Р  — силовська р-підгрупа 

із D. Нехай це не так. Тоді в D \ P  існує p-елемент у, такий, що ур Є Р. 

Покладемо Р* =  Р - (у). Тоді |Р*| =  р4. За твердженням 2.1.1 Р* містить 

підгрупу Міллера-Морено М  ^  Р . Оскільки |Р*| =  р4, |Р| =  р3, то 

|М| =  р3, Р* =  Р  • М , Р  П М  =  N , |ЛГ| =  р2, Ф(Р) С N  С Р . Покладемо 

У =  R  - М. Тоді y<iG,  y n P  =  y n 5  =  lV<5,  що неможливо. Отже, 

Р  — силовська р-підгрупа із D. Звідси D =  РАС, С' =  1. Оскільки D /Z  

— ненільпотентна метагамільтонова група, то і D — ненільпотентна 

метагамільтонова група типу 2 ) або 3) теореми 2.2.1, a G  — група із 

леми. Лема доведена.

Л ема 3.3.2. Неметагамільтонова черніковська не локально нільпотен­

тна I I I -група з  нецентральною повною частиною R  має вид: G = РАС, 

де Р  — прямий добуток І квазіциклічнпх р-груп, І > 0, р — просте 

число, р • / > 2, U =  S  • (а), С(/(Р) =  5<G,  5 П  (а) =  (as), s > 1, а ділпть-
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ся на.просте число q, відмінне від р, для будь-якого цілого к а к індукує 

на Я  тотожний або нескінченно незвідний автоморфізм, І =  Sq(p), для 

довільного ^-елемента д Є U \ S  такого, що дч Є S NX(g) — скінченна 

група Міллера-Морено, N  — нижній шар із R, |iV| =  р(, |[/|{оо, U — 

нільпотентна H (S)-група, при і > 1 S' =  1.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Тоді за лемою 1.3.2 G = 

R ■ U, де \U\ < оо, U — скінченна група найменшого порядку, для якої 

R -U  =  G ,U  =  S -(a ) ,  CV{R) =  S < G ,  S n ( a )  =  (в*), s > 1, R n U  =  V = 

Ф((7Р) П Z (S), де Up — силовська р-підгрупа із U. За твердженням 3.1.1 

R  — прямий добуток / квазіциклічних р-груп, І >  0.
і

Для будь-якого цілого к а* індукує на R  тотожний або нескінченно 

незвідний автоморфізм. При І > 1 S' =  1. За наслідком 3.1.2 U — 

нільпотентна група. Якщо всі р'-елементи із U належать S, то S  = 

Si х S 2 , де Sa — силовська р-підгрупа із  S, S t < G, U =  Si х Р\, де 

Р\ — силовська р-підгрупа із U. Звідси G — Si х (R  • Р[) — локально 

нільпотентна група. Отже, з ділиться на просте число q, відмінне від р.

З цього випливає, що р-1 > 2 ib U \ S  існує g-елемент д, для якого дч Є S  і 

д  індукує на R  нескінченно незвідний автоморфізм, в G  існує нескінчена 

неабелева не локально нільпотентна підгрупа У =  ЯЛ (д) , що має абелеву 

нескінченну р-підгрупу R  і скінченну циклічну силовську g-підгрупу, (д), . 

gq Є Z(Y ). Ясно, щoY < G . Покладемо М  =  NX(g), де iV — нижній шар із 

Я, що є елементарною абелевою групою порядку р1. Покажемо, що М  — 

скінченна група Міллера-Морено. Дійсно, нехай це не так. Тоді в У існує 

скінченна підгрупа Міллера-Морено Мі =  NiX(gi), де N\ =  Я П Мі — 

елементарна абелева нормальна силовська рпідгрупа порядку р1\ (ді) — 

неіпваріантна силовська g-підгрупа іо М[. Зрозуміло, що (д\) належить 

деякій с и л о в с ь к ій  g-підгрупі з  У. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що {ді) С (g). Оскільки (g) С Z (Y ), то (gi) =  (g). Ясно, що 

А'] С N . Якщо АГ| =  N, то М — М\ — група Міллера-Морено. Нехай
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Ni С N. Тоді I > lj. За теоремою Машке N  — No x Ni, де Nq<Y, Ni <Y, 

j/Vol =  l —lі > 0. Зрозуміло, що N/N i =  (N0 xN\)/Ni — неодинична 

нормальна елементарна абелеьа підгрупа із Y/N\. За теоремою Машке в 

нижньому шарі R/N\, який має порядок р1, існує підгрупа N4/N 1 /У /N\, 

що доповнює (NqxN\)IN\ в нижньому шарі Y/Ny. Зрозуміло, що Ni<)Y,

ЛГ2 П No — 1. Нехай ми побудували підгрупу таку, що N  Л Nu = 1 ,

Nj <J У , (No х N i)/N -]  =  (No x Ar,_i)//V,_i x N i/N i-i — нижній шар із 

R /N i- 1 . Тоді, як і N i, можна побудувати Ni+ ь При цьому N, С 

Покладемо Я* =  Ug,iVi. Тоді Я* <У, R T iNq =  1, |Я*| =  оо, Я* — власна 

нескінченна підгрупа із Я, допустима відносно р, що неможливо. Отже,

Мі — М. За твердженням 1 .1 .11 =  й5 (р),

Nn((9 )) =  Nn((g)) =  Сл((р)) =  1 .

За наслідком 1.3.1 G =  ЯАІУс ((р)). За вибором U маємо V 1  і G — 

RXU, YO U  =  (д) <гU, за  лемою 1.3.4 G /Y  Z U/(g) — дедекіндова група. 

Розглядаючи будь-який елемент р Є U \ S ,  одержимо, що (д) < V, U/ (р)

— дедекіндова група, U — метагамільтонова група. За лемою 1.4.1 U

— #(S)-rpyna, тому недедекіндова група U задовольняє умову теореми

2.7.2. Лема доведена.

Теорем а 3 .3 .1 . Неметагамільтонові не локально нільпотєнтні черніко- - 

вські Тії-трупа мають вид G =  F  х А, де F  =  Я  • D, V — Я  П Я  С Ф(Я), 

j i< G x Я  розкладається в прямий добуток І квазіциклічних р-груп, р — 

просте несло, І > 0, х  Д| < оо, А' =  1, Я  =  S  • (a), CD(R) =  S < G , 

S n  (й) =  ДЛЯ будь-якого цілого fc й‘ індукує на Я тотожний або не- 

скін денно И «ЩІЧНИЙ автоморфізм, л(Я )П  7Г (Д) =  $, і £? — група одного 

Із тинів:
1 ) f ' =  ЯАЯ, І =  1 , р > ?, Я  — дедекіндова груда, S  > }, р =  1 (щоб

в), р 0 т г ( Я ) ;

2) Я  =  ЯАЯ, Я ' =  1, і > 1,  ̂ =  рр, ц — просте число, відмінне від р, 

п >  0, І =  <5,(р}, для довільного р-елемгнта р Є Я  \ S  такого, що д'< Є 5
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NX(g) — скінченна група Міллера-Морено, N  — нижній шар іо S, якщо 
при цьому р\п, то р  — найменший простий щільник s, І =  р  — 1 , р  > З, 

(*> 2 ) =  1 ;
3) F  =  RXD, D — силовська g-підгрупа іо G, q — просте число, 

s =  qm, т  > 0 , 1 =  Ь9(р), NX{al,m '} — скінченна група Міллера-Морено, 

]«| =  q°, D 1 — (a’*), qk > 2, а  > к > т  > а  — к, S  =  (а?т) х В , В  =  {b)-Z, 

|6 | =  <Д к — т  +  1 > ß  > а  -  к, [а,6 ] =  a4* ,'Z С Z(G), exp Z < pk~m+1;

4) F  — RXD, l =  1, D  — силовська {/-підгрупа групи G, q — просте' 

число, s — qm, m  > 0, p  з  1 (mod gm), |a| =  g“, Z>' =  (а5*), а  > к > 

а  — k. > m, S  — (aim)XB, Д =  (6 ) ■ Z, |b| =  g ,̂ к — m +  1  > ß  > а  — к, 

[о, Ь] =  а«\ Z С Z(G), exp Z < p2* - “+i;

5) F  =  RXD, l — 1, D — силовська g-підгрупа io G, q — просте число, 

s =  gm, m > 0, p  s  1 (mod gm), |a| =  g“, D' ;= (a,a *), a  > m, 5  =  (a,”’)--Ö, 

В  — майже прямий добуток підгруп £>' х (Ь,) о об'єднаною підгрупою 

D' =  В' =  (а,°"!) С Z(G), |bj| =  gA, а  — m > ßi > 0, g“ - " 1 > 2, і Є /,

И  > l;
6 ) і? С Z(G), I — 1, S — D — скінченна ненільпотентна метагаміль­

тонова група, силовська р-підгрупа Р  якої є неабелевою і має порядок 

р3, D ''= P , ЙП£> =  Я ґ ї Р С  Ф (Р ).' .

Доведення. Нехай G — досліджувана група і R  — її  повна частина. За 

твердженням 3.1.1 R<iG і R. — прямий добуток І квазіциклічних р-груп, 

р — просте число, І > 0. Якщо R  С Z(G), то G задовольняє умову леми

3.3.1. Тоді G  — група з твердження згаданої леми, а значить G  — група 

типу 6 ) розглядуваної теореми.

Нехай R (fl Z(G). Тоді G задовольняє умову леми 3.3.2, за  якою 

G  =  RXU і -справедливі інші твердження згаданої леми. Нехай .4 — абе­

лева холловська підгрупа нільпотентної підгрупи V , для якої [Д, 4] =  1 

і U — А х D. Покладемо F  = RXD. Тоді G — F  х 4 , 4 ' = 1, 

k{D) П тг(А) =  fl. Зрозуміло, шо F ' задовольняє тим же умовам, що і
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G. Ясно, що C d(R) =  S < G і D =  S ■ (а }, D П S =  (a s), s > 1 , де Я  — 

метагамільтонова H(S)~групі. Для довільного цілого к ак індукує на Я. 

тотожний або нескінченно незвідний автоморфізм. Можливі випадки:

1) Я  — дедекіндова група; 2) Я  — недедекіндова група.

Випадок 1. Нехай 1 = 1 .  Тоді р  = 1 (mod s) і G — група типу 1). 

теореми. Нехай / > 1. Тоді S' =  1. Якщо 2|S, то р  > 2 і за лемою 3.3.2 

І =  6г(р),  що неможливо, отже, (з,  2) =  1. За вибором А в Я  і з  умови 

S' =  1 силовська 2-підгрупа із Я  не може належати S, тому Я  не має 

інволюцій. Звідси Я ' = 1. За лемою 3.3.2 для довільного простого q\s 

І =  Iх,(р) і для довільного g-єлемента із D \S, такого, що gq Є Stпідгрупа 

N\(g) — скінченна група Міллера-Морено, N  — нижній шар із R. За 

тією ж лемою s = n-q, п > 0, q ф р  — просте число. Нехай p[s. Тоді в D\S 

існує p-елемент д , що індухує на R  нескінченно незвідний автоморфізм, 

тоді RX(g) — локально нільпотентна неметагамільтонова р-група типу

8 ) теореми 3.2.1, а значить І =  р — 1, (р -  1)|(р -  1). Оскільки р ф q, то 

р < q і р — найменший простий дільник s.Оскільки не існує простих 

чисел 9 , для яких 2 =  <*>,(3), то р > 3. Отже, G — група типу 2) теореми. 

Випадок 1 розглянуто.

Випадок 2. В цьому випадку Я  — метагамільтонова J7(S)-rpyna, що 

задовольняє умову теореми 2.7.2, а значить група одного о типів 1)-

3) згаданої теореми. Для груп вказаних типів a = qm, m > 0, q — 

просте число. Всі «/-елементи із Я  належать 5  і складають холловську 

абелеву підгрупу із Я . При певному виборі А Я  не містить «/-елементів. 

Оскільки G  — не локально нільпотентна група, то F  — не локально 

нільпотентна група, а значить Я  —.силовська недедекіндова д-підгрупа 

із G, fr, q — різні прості числа. Зрозуміло, що Я  — група одного з 

типів 1)-3) теореми 2.7.2 з  умовою С  =  (а). За лемою 3.3.2 NX(a4 ) 

—  скінченна: Група Міллера-Морено, І =  Ьч(р). При / = 1 р =  1 (mod 

qm). Якщо Я  -• група типу 1) згаданої теореми, то G — група типу 3)
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розглядуваної теореми. В інших випадках S' ^  1. Тоді за  лемою 3.3.2 

/ =  1 і коли D — група типу 2) чи 3) теореми 2.7.2, то G, відповідно, 

група типу 4) та 5) розглядуваної теореми. Теорема доведена.

3 .4  Нескінченні локально ступінчаті іузупк з  нор­

мальними нескінченними неабелевими підгру­

пами

Теорем а 3 .4 .1 . Нескінченні локально ступінчаті групи з  нормальними 

нескінченими неабелевими підгрупами с розв’язними групами виду G  =  

F  х А, де F  =  R  ■ D, R  нормальна в G  підгрупа, що розкладається 

в прямий добуток І квазіциклічних р-груп, І > 0 , р просте число, 

D — S ■ (a), C d(R) =  S  < G, (а) П S =  (а "), для довільного цілого числа 

к а к індукує на R  тотожний або нескінченно незвідний автоморфізм, 

R f)D  =  V С Ф(D), |(а) х А\ < оо, А — дедекіндова група, гг(£))Пзг(А) = 

0 , і G  — група одного з типів:

\)R — (а) =  A — \,G — F  =  S ~ D  — нескінченна метагамільтонова 

група з комутантом порядку р", п > 0 (теорема 2.7.1);

2) R  — квазіциклічна група, G j R —  скінченна дедекіндова груна, 

G' містить підгрупи порядку pq, q — просте число, із множини {2, р} 

(теорема 1.3.2);

3) F  =  R x D , І =  s — I, A' ~  'l, S =  D — скінченна метагамільтонова 

група з  комутантом порядку р", п > 1 (теорема 2.7.1), при неніяьпо- 

тентності D п =  З, G" =  D" ф 1, D' — силовська р-підгрупа із D (D  — 

група типу 2 ) або 3) теореми 2 .2 .1 );

4) R  С Z(G), I =  1, S  =  D, V ф 1, V С D' =  G', \D’\ =  p", n > 1, 

D jV  — метагамільтонова недедекіндова скінченна груша, всяка эеаоеяе- 

ва підгрупа із D , ідо містить V , нормальна в G, при нешльнотент-ноегі 

D п — 3, j V’] =  р, D’ — неабелева силовська р-підгрупа ненільпотентної 

метагамільтонової групи D, 1' — D";
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5) R  — квазіциклічна 2-група (і =  1 ,р =  2), D =  (VX(a))XB , S  = 

(V x <a2 »A S , |o| =  2“, jJJ| tc oo, В' =  A' =  1, В  =  ( b )  ■ Z, |b| = 20, 

|e,b) =  c -a 2*, a > k > a  — k , c £ V , k > l , k > ß > a  — k, exp Z  < 2 2t~“+1, 

K°)> 2 ] c v , G '  =  i J x  (a2*);
6 ) R  — квазіциклічна 2-група (I =  l,p  = 2 ), D =  (V • (a))X B , S — 

(V • (o2 ))AB, |e| =  2“+1, V П (a) =  (a2°) С Z(G), jJBj < oo, A' =  S '  =  1, 

J3 =  {&}' ■ |i>| =  2 ,̂ (a, b] =  с ■ a2*, a > k > a  — к, k ' >  I, c € V ,

k > ß > a - k , e x p Z <  2“ - a, [(a), Z] С V, G' =  R  ■ (a2‘ >;

7) R  — квазіциклічна 2-група (/ =  l,p  =  2), D  *= (VA(o)) • 5 ,  |a| =  2“, 

a > 2 , S  =  ( V x  (a2)) ■ B , G' =  R  x (а2“" ’), Я П В  =  A' =  1, |23| < oo, 

J5 — майже прямий добуток підгруп (с) х ( b i )  з об’єднаною підгрупою 

(с) — В? =  G' Сі В  С Z(G), \с\ =  2, |6 іі =  2ft, <*>/?,> 0, |/| > 1;

8 ) І =  р  -  1 > 1, D -  (V ■ (а))ХВ, |oj > р°і \В\ < оо, V П (а) = 

(в'’*}, В' =  А' =  1, s =  рт, т  > 0, S  =  (V ■ (а”т)) х В, В  =  (Ь) • Z,
\Ь\ — , [а,Ь] — с  ■ äpk, а  > к > т > а  — к, к -  т +  1 > ß  > а  -  к, с Є V ,

а Є Z {S), [(a), Z) С V, ехрZ < p*-m+1, G' =  R  - (a?)\
9 ) / =  p — і > 1 , D =  (F  • {a ) ) - B , s =  pm, m  > 1, 5  =  V x B ,  |ß| < oo, 

£ '  =  A' =  1, {{« ),£ ] С К, |а| > p“, V П (а) -  (ap"), а  > m, В  — p-група, 

G' =  R\
10) F  =  RXD, 1У =  А1 =  1, l > 1, s =  q ■ n, q — просте число, відмінне 

від р, п >  0 , 1 =  <5,(р), для довільного g-елемента д  Є D \ S  такого, що 

д* Є S , NX(g) — скінченна група Міллера-Морено, N  — нижній шар із 

S , якщо при цьому р|п, то р — найменший простий дільник s, І =  р -  1 , 

р > 3 ,  (s ,2 ) =  l ,  <7' =  й;

11) F  =  RXD, D  — силовська g-підгрупа із G, q — просте число, 

з — qm, т  >  0, / =  ^(р), N А{а,т,’ ‘) — скінченна група Міллера-Морено, 

|о[ =  g“, 1У — (a’*), qk > 2j а  > к > m >  а  -  к, S  =  (a,m) x В, В  — (b) • Z. 

<{b| =  g*, к -  m  +  1 > ß  > а  -  к, [о, b] =  a’\ Z С Z(G), exp Z < p*-m+1. 

Л' =  1, G' =  Д x {a»‘);
12) ^  =  ДА/?, I =  1, D  — силовська g-підгрупа групи G, g — просте
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число, s =  qm, m > 0, p  = 1 (mod gm), |a| =  qa , D ’ — a  > к >

a- — к > m, S  — (aq"')\B, В  =  (6 ) • Z,-\b\ =  q0, к — m. +  1  > ß  > a  — k,

[a ,6] =  aq\ Z  С Z(G), expZ  < ß2>'a’\ A’ = '1, G" =  R  x (</);

13) F  =  RXD, I -  1, D — силовська 7 -підгрупа io G, q -  — просте число, 

s = qm, m  > 0 , p =  1 (mod gm), |я| =  g“, D’ =  (a?° ') a  >sm, S  =  (n,m) ’-S,

В  — майже прямий добуток підгруп D 1 х (Ьі) о об’єднаною підгрупою

D’ =  В ’ =  С  Z(G), |Ь,| =  g'\ а  -  m > ft  > 0, g“ “ " 1 > 2, г Є /,, •

jJ| > 1, ',4' =  1, G' =  Л x

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Якщо G  — метагаміль­

тонова група, то оа теоремою 2 .2 . 2  |G'| =  р", п > 0 і G — група типу

1 ). Нехай G  нескінченна локально ступінчата неметагамільтонова 

група. За твердженням 3.1.1 G — розв’язна черніковська неметагаміль­

тонова ///-група а примарною повною частиною R , що розкладається 

в ’прямий добуток І квазіциклічних р-груп, р  — просте число, І > 0 . 

Можливі випадки:’ 1) G — не локально нільпотентна група; 2 ) G  — 

локально нільпотентна група.

Випадок 1. В цьому випадку G задовольняє умову теореми 3.3.1 і є 

групою одного з  ЇЇ типів 1)-6). Якщо G — група типу 1) згаданої теоре­

ми, то вона типу 2) розглядуваної теореми. Г^упи типів 2)-5) згаданої 

теореми є відповідно групами типів 10)—13) розглядуваної теореми.

Нехай G — група типу 6 ) теореми 3.3.1. Тоді або R  П D =  1, або 

R П D ф 1. Відповідно до цих випадків G — група типу 3) та 4) розгля­

дуваної теореми. Випадок 1) розглянуто’.

Випадок 2. В цьому випадку G задовольняє умову теореми 3.2.2 і 

є ї ї  групою одного з-типів 1)-8). Якщо G  — група типу 1 ) згаданої 

теореми, то вона типу 2) розглядуваної теореми. Нехай далі G — група 

одного о типів 2)-8) теореми 3.2.2. Тоді G =  Р  х А, де А — скінченна 

абелева холловська підгрупа із G, а Р  — група одного з типів 2)-8)
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теореми 3.2.1 відповідно. Покладемо F  = Р. Тоді G = F  х А і якщо 

Р  — група тішу 2) та 3) Теореми 3.2.3, то G  — група типу 3) та 

4} розглядуваної теореми відповідно. В групі Р  кожного з типів 4 )-8 ) 

теореми 3.2.1 існує нормальна підгрупа V =  ([(а), ß j, (ар")), а значить і 

підгрупа D — V ■ (а) ■ В , для якої RCiD =  V, V С Ф(-0)> S  =  V ■ (а Ґ ) ■ В, 

D  =  S  • (a), S n  (а) =  (арт), тп > 0. У  відповідності з тим, що Р  — група 

одного з  типів 4)-8) теор ем  3.2.1, G — група типів 5)--9) розглядуваної 

теореми. Випадок 2 розглянуто. Теорема доведена.

Теорема 3 .4 .2 . Комутант С‘ локально ступінчатої метагамільтонової 

групи є скінченною примарною групою порядку рп, п >  0, р  — просте 

число, у якої всі власні підгрупи абелеві і при G" ф 1, G' — силовська 

р-підгрупа із ненільпотентної групи G ізоморфна групі кватерніонів чи 

групі порядку р3 експоненти р, р > 3.
Нескінченна локально ступінчата неметагамільтонова Н (7А)-група 

G  має періодичний нільпотентний черніковськиіі не більше, ніж-біпри- 

марний, комутант G', для якого справедливі твердження:

1 ) якщо G" ф 1, то G1 — скінченна примарна група, a G — група 

одного з типів 3), 4) теореми 3.4.1;

2) якщо G' — непримарна група, то G’ — Р  х С, де Р  — абелева 

силовська черніковська р-підгрупа іо G1, а С  — циклічна центральна в 

G  силовська ^-підгрупа із G', р, q — різні прості числа, і G — група 

одного з типів 2), 11)—13) теореми 3.4.1;

3),якщо G' не задовольняє умови тверджень 1 ) та 2) цієї теореми, то 

G' — примарна абелева черніковська група.

Доведення. Якщо G  — метагамільтонова група, то твердження для її 

комутаута випливає з  теореми 2 .2 .2 .

Нехдй G —- нескінченна локально ступінчата неметагамільтонова 

група. Тоді O r— група одного з типів 2)—13) теореми 3.4.1 і G' — періо­

дична черніковська група. Нехай G" ф 1. Тоді G може бути лише групою
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типів 3) або 4) згаданої теореми, у якої G’- — скінченна примарна група, 

і твердження 1 ) доведено.

Нехай G' — непримарна група. Тоді сій, твердженням І)  G" — І, а 

це можливо лише для груп типів 2),Л 1)-13) теореми -3.4.1, для яких 

справедливо твердження 2 ) доводжуваної теореми. Зр зуміло, що е і ш ю  

G 1 не задовольняє умови ні твердження 1), ні твердження 2), то ( ?і*
— черніковська абелева примарна група і справедливе твердження 3) 

рооглядуваної теореми. Зрозуміло, що G  — нільпотентна, не більше, 

ніж біпримарна група. Теорема доведена.
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Енава 4

Локально розв’язні групи з 
умовами
транзитивності нормальності для 
неабелевих підгруп

4.1 Деякі «загальні результати

Означення 4.1.1. Група G  називається групою я умовою (послабленої) 

транзитивності нормальиості для т-підгруп (або t{r)-) Т(т)-групою, 

якщо для (G ) будь-яких 3-х т-шидгруш А, Б , С  із  G  із  умов А <і В , В  < С  

(В  < G) випливає, що А<vC {А

Розв’язна груиа такого роду с i(5ft(r)) 5Г(г)-груною.

Якщо т — це властивість Фути довільною підгрупою із  G , то G  на­

зивається (f) Г-грушювд..

Л ема 4 .1 .1 . йеэсаш G  — грува, т — одна із властивостей: бути неци- 

клічиою (£7), неабелевою (А), нензяыютентною {N ), нескінченною (І), 

нескінченною иеиикдачною (ІС ), нескінченною неабелевою (/.4), нескін­

ченною н снілнмтеитвою ( IN )  підгрупою із G. Тоді справедливі тверд­

ження; х

1) будь-яка підгрупа А", що містить т-підгрупу із G , сама т-підгрупа
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io G, всяка Т’(г)-група є <(т)-групою;

2) клас (t(r)-)  Т(г)-груп замкнений оа фактор-групами; будь-яка 

фактор-група ( і{т)-) Т(т)-групи G оа нормальною r-підгрупою є (і-) 

Т-групою;

3) будь-яка t {r )-група G тоді і тільки тоді є Т(т)-групою, коли всяка 

підгрупа іо G e  г(г)-групою; клас Т(т)-груп замкнений за підгрупами;

4) група G тоді і тільки тоді є (t (r )-) Т(г)-групою, коли будь-яка 

r -підгрупа X  групи G  субнормальна в (G ) будь-якій підгрупі У іо G, 

нормальна в Y{G)\

5) якщо G  — (<(т)-) Т(т)-група і N  — нескінченна нормальна підгру­

па із G, а т — одна іо властивостей: І , I C , IÄ , IN , то G /N  — (<(<t}-) 

Г(<т)-група, де а  — властивість бути: будь-якою, С, Ä, N -підгрупою 

іо G /N , тобто G: (і-), Т-, (t(C)-), Г(С )-, (і(Л)-), Ш ) - ,  Ш ) - ) ,  T (N )- 
група відповідно;

6) якщо G  — (t (r )) Т(г)-група і r: IC , IÄ , IN , N  — нормальна 

<г-підгрупа із G, а  — це: IC , IÄ , IN , то G /N  — (*(/)) Т(/)-група.

Доведення. Нехай G  і т задовольняють умову леми. Тоді твердження 

1} леми очевидне. Інші твердження леми випливають із леми 1.3.5. Лема 

доведена.

Твердження 4.1.1 [61|. Комутант ST-rpynss G  є періодичною абеле­

вою квазіцєнтральною підгрупою із G. Скінченні Т  групи розв’язні, 

а локально юльнотентиі дедекідцові. Недедекіндова S T -група G періо­

дична, має неодиничний абелений холловський квазіцентральний в G 

локально яільпотентвии,корадикал А без інволюцій, що має з  центром 

одиничний перетин, G /A  — дедекіндова група, А доповнюється в G при 

илічснності G/A.

Твердження 4 .1 .2  [61]. Комутант S f-групи G  є квазіцєнтральною 

абелевою але ш  обов’язково, періодичною підгрупою із G. Скінченні
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S i-групи вичерпуються скінченними Т-групами. Нільпотєнтні і-групи 

співпадають з  нільпотентннми Т-групами і вичерпуються дедєкіндови- 

ми групами.

Твердження 4.1.3. [І50]. Другий комутант Si(/)-rpynn G є періодич­

ною примарною локально циклічною підгрупою іо G. Будь-яка St(I)- 

але не ї-група є розширенням квазіциклічної групи за допомогою скін­

ченної S i-групи.

Теорема 4 .1 .1 . Третій комутант G'" нескінченної (St(IÄ )-) St(Ä)- 

групи є центральною підгрупою іо G ' . має порядок р6, 6 =  0,1,  р — 
просте число, і при 5 =  1  G" — періодична нільпотентна група, для 

якої справедливе одне із тверджень;

1) якщо G — і(/І)-група, то G" — скінченна р-група Міллера-Морено;

2) якщо G — нескінченна i(7Ä)-rpyna, то G" =  М  • С, де М  — 

скінченна р-група Міллера-Морено, С  — локально циклічна q-трупа, 

Р' ■ С  С Z(G'), р, q — не обов’язково різні прості числа.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Покажемо, що G"' С 

Z{G"). Нехай це не так, тоді Cg{G'") <G. Покладемо (?з =  G"’ ■ Cc{G"’), 

( ? 2  = G" ■ Cg(Gw), G\ — G' ■ Cg{G’"). Тоді маємо ряд нормальних підгруп

G D Gi Э G 2 Э G 3 .

Якщо G — нескінченна група, то G,- — нескінченна нормальна підгру­

па із G, і =  1,2,3.  За посилкою Cg {G'”) — власна підгрупа із G. За 

лемою 1.3.5 Gi — власна підгрупа іо G i- 1 , Go =  G. Нехай U =  G" П G 3 . 

Тоді G'" С U, U < G, U — власна підгрупа io G", G"/U  — абелева гру­

па. Якщо G"/U  — власна неодинична підгрупа Х /U,  то існує власна 

неабелева підгрупа V =  X  ■ Gз із G j. Зрозуміло, що G2 /G3 — абеле­

ва група, ізоморфна G"/U, що є неодиничним другим комутантом із 

G/G-:і, a V/Gz — її неодинична власна підгрупа. Звідси Н -а <G, за ле­

мою 4.1.1 G /V  — St-трупа з неодиничним другим комутантом Gj/T

171



Останнє суперечить твердженню 4.1.2. З цього випливає, що в G2 /G3 

власного буде тільки одинична підгрупа, тобто другий комутант G2 /G3 

групи G/G'i має порядок р, р  просте число. Відомо, що тоді G2 /G3 

належить центру комутанта G 1 /G3 групи G/G3 . З цього випливає, що 

G 1 /G3 — нільпотентна група з центральним комутантом порядку р. 

Нехай G3 С N  С G j. Тоді N  — (нескінченна) субнормальна неабелева 

підгрупа іо Gi<G, N<G, а значить NoG\. З цього випливає, що комутант 

G 1 /G3 групи G/G3 є квазіцєнтральною групою G/G3 , що має неодинич­

ний комутант порядку р. Відомо також, що тоді G 1 /G3 — гамільтонова 

група, що містить комутант G/G3 . Оскільки G 1 /G3 містить підгрупу 

кватерніонів, а підгрупа кватерніонів не належить своєму нейтраліза­

тору, то G 1 /G3  не належить своєму нейтралізатору в G /G 3 . З  цієї су­

перечності випливає, що G'" С Z{G 7). Звідси G" — нільпотентна група.

Якщо G"' — 1, то теорема доведена. Нехай G'" > 1. Покажемо, що G" 

— періодична група. Нехай G" — група без скруту. Зрозуміло, що всяка 

неабелева підгрупа із G" нескінченна, субнормальна в G", а значить 

нормальна в G,тобто G" — метагамільтонова група. За теоремою 2.2.2 

G"' =  1, що неможливо. Отже, G" — неперіодична група з  періодичною 

частиною Т , і G"' С Т  <G. За лемою 2.1.3

G" D X  =  (е) ■ Ы  • Ы ,

[рі, д2] — с, |с| =  р, с  €  Z (X ). При періодичності G" X  — скінченна 

р-група Міллера-Морено, а пре неиеріоднчності G" X  — ((c) • (ді))Х{ді), 

|р| — сю. При яеперіодичиост* G * покладемо X j =  ((c) • (gt))A(p’ ), Де q  — 

просте число, відміняє вад р. Тоді Х\ — нескінченна неабелева субнор­

мальна підгрупа яіяьпотентної групи G". Звідси Х\ <G. За лемою 4.1.1 

G jX f  — S i-група з неодиничним другим’комутантом G"/ X і. Це супе­

речить твердженню 4.1.2. З  дієї суперечності випливає, що G" — періо­

дична нільпотентна група Ї Х  — скінченна р-група Міллера-Морено, 

|Л"| =  р, .V' С Z{G').
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Нехай G  — t(j4)-rpytia. Тоді X  <iG, G jX  — t-група. За твердженням

4.1.2 \G" j Х\ =  І, а знатить G* =  Л'. Твердження І) доведено.

Нехай G  — нескінченна і(ГЛ)-група. Якщо \G"\ =  оо  і має власну не­

скінченну неабелеву підгрупу N , то N  <зС, G jN  — t-гружа з  неодинич­

ним другим комутантомG "/N , одо суиеречить твердженню 4.1.2. З цьо­

го випливає,що при |<?"| < оо нескінченна підгрупи ніжьшотентної групи 

G" абелеві. За результатами [138J G" =  X  • С , де <7 — кваоіциклічна g'- 

група, p ,q  — не обов’язково різні прості числа. Ясно, що X і ■ С  С Z(G ') , 

X  ■ С  С Z(G'). Твердження 2) в цьому випадку доведено.

Нехай |(7"| < оо. Покладемо О =  Cc(G"). Тоді В  — нескінченна нор­

мальна підгрупа із G, G" g  D. Якщо В' ф 1, то G /D  — i-група з 

неодиничним другим »»мутантом (G" -D )/D , що суперечить тверджен­

ню 4.1.2. Отже, В 1— І. Покладемо U = G" ■ D. Тоді D  =  Z(U). Якщо U 

— нечерніковська група, то в D можна знайти таку нескінченну підгру­

пу Н , що X n G ” =  1. Покладемо V =  X  х Н. Тоді V<G, G /V  — і-група 

з  одиничним другим комутантом, тобто V П G" =  X  =  G" і твердження

2) в цьому випадку доведе®».

Нехай, нарешті, D — черніковська група. Тоді D містить квазіци- 

клічну g-підгрупу R. Покладемо V  =  X  - R. Тоді V < G і як і раніше 

G" С V. Оскільки X  С G", то G" =  X  ■ С , де С  =  G" П R. Зрозуміло, 

що R < G i  C c(R ) Э G'. Звідси X і ■ С  С Z(G1}. ТЬердження 2) доведено. 
Теорема доведена.

Зауваження 4 .1 .1 . IY>ynaGZ,(2,3) є 5і(Л)-групюю, а ї ї  прямий добуток 

на квазіциклічну 2-грулу — і(/>І)-група. Другий «омутант кожної з  цих 

груп ізоморфний групі кватерніонів. З цього вишпинває, що «'(А)-груии с 

значним узагальненням i -груп, a t ( f  Лі)-груши с значним розширенням 

.ї(Г)-груп.

Наслідок 4 .1 .1 . Локально розв’язна нескінченна (Т(/Л)-) Т(.4)-група 

є (S T (IA )—) £ЗП(.4)-грушио, а значить має третій комутант порядку р*.
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6 =  0 , 1 і Gm с  Z(G').

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. За лемою 4.1.1 група G 

і всі ї ї  підгрупи е /(г)-групами. Покажемо, що G — розв'язна група. 

Якщо G  — абелева або скінченно породжена, то твердження очевидне 

і наслідок випливає о теореми 4.1.1. Нехай G — нескінченно породже­

на неабелева група. Зрозуміло, що в G  існують елементи а, Ь, такі, що 
[о, 6} ф 1.

Нехай Ма — довільна скінченна підмножина елементів із G, Ga =

(Ма, а, Ь). Зрозуміло, що Ga — локальна система розв’зних підгруп. 

Якщо G — Т(Л)-група, то за теоремою 4.1.1 Ga — розв’язна група з  

одиничним четвертим комутантом. Відомо, що тоді G"" — 1. Нехай G 

— нескінченна Г(/А)-група. Тоді за  результатами [116] для кожної скін­

ченної підгрупи Ga в G існує нескінченна абелева допустима відносно Ga 

підгрупа Ua. Заміняючи скінченну підгрупу Ga на добуток GaUa, одер­

жимо локальну систему нескінченних розв’язних <(/-Д)-підгруп групи 

G. За теоремою 4.1.1 G"" =  1. Оскільки Т(г)-група є і(т)-група, то 

наслідок випливає із розв’язності групи G  і теореми 4.1.1.

ТЬорема 4 .1 .2 . Локально нільпотентні Т{Л)-групи вичерпуються нільпо- 

тентними метагамільтоновими групами, а значить мають обмежений 

клас нільпотентності і скінченний примарний абелевпя комутант.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. За наслід­

ком 4.1.1 G  — ST{ Л)-група. Нехай X  — неабелева скінченно породжена 

підгрупа із  Gi Покажемо, ню X  < G . Нехай g  — довільний елемент із 

G, У — {я ,д }. Тоді У — скінченно породжена, а значить нільпотентна 

група і JY — ї ї  субнормальна підгрупа. •

За лемою 4.1.1 X  <ї У , із  довільності д  випливає, що X  < G. Оскільки 

будь-яка неабелева иадтрув» ю  G  породжується своїми скінченно пород­

женими неабелевим®, а зпачигть аормальними в G  підгрупами, то вона
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сама нормальна в G. Звідси G  — локально нільпотентна метагамільто­

нова група. За теоремою 2.2.2 G' — скінченна примарна абелева група, 

a G  — нільпотентна група обмеженого класу нільпотентності. Необ­

хідність доведена.

Достатність очевидна.

Наслідок 4 .1 .2 . Всяка локально нільпотентна підгрупа і фактор-група 

Т(А)-групи G  є нільпотентною метагамільтоновою групою з скінчен­

ним примарним абелевим комутантом і має обмежену ступінь нільпо- 

Тектності. Якщо X <G , G /X  — локально нільпотентна група, то С с(Х )  

нільпотентна метагамільтонова нормальна підгрупа із G , всі неабе- 

деві підгрупи якої нормальні в G.

Доведення. За лемою 4.1.1 клас Г(А)-груп замкнутий за підгрупами і 

фактор-групами. Тоді твердження для підгруп і фактор-груп розгляду­

ваного наслідку випливає із теореми 4.1.2. Нехай X < G ,G /X  — локаль­

но нільпотентна група, С  — С с(Х ), Z =  С  П X . Зрозуміло, що С  < G, 

Z С Z{C). Оскільки за попереднім G /X  — нільпотентна метагамільто­

нова група, то С /Z , а значить і С  — нільпотентна метагамільтонова 

підгрупа із G. Оскільки С  < G  і всяка неабелева підгрупа із С  субнор­

мальна в С, а значить в G, то вона нормальна в G. Наслідок доведено.

Теорема 4 .1 .3 . Нехай G  —Г(Д)-група. Тоді вона має ряд характери­

стичних підгруп G D А Э В , де А — перший, В  — другий локально 

відьпотєнтний корадпкалп групи G і G JA  та А )В  —  нільпотєнтні ме­

тагамільтонові групи з скінченним примарним абелевим комутантом і 

обмеженим класом нільпотентності. Якщо G  — 5Г(/1)-група, то В  — 

нільпотентна група, у якої всі власні підгрупи абелеві.

Доведення. Нехай G — досліджувана, група і (Аг„) — система нор­

мальних підгруп із G, для яких G /X „  — локально-нільпотєнтна група.
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Нехай А =  (\ елХ а . Тоді А < G. Нехай G* — декартовий добуто® всіх 

G /X a , a  € А- За наслідком 4.1.2 G jX a — нільпотентна група обмеже­

ного класу нільпотентності. Звідси G* — нільпотентна метагамільто­

нова груна о примарним абелевим комутантом та обмеженим класом 

нільпотентності. За теоремою Ремака G/А  — підгрупа із G*. Тому G  

має локально нільпотентний корадикал А із відповідною властивістю 

G/А . Так само доводиться існування другого локально нільнотентного 

корадикала В, який є локально нільпотентним корадикалом T(Ä)-групи 

А. Зрозуміло, що А С G', В  С G". Нехай G  — 5Т(Л)-група. Тоді за 

наслідком 4.1.1 та твердженням 1) теореми 4.1.1 В  — нільпотентна 

група, у якої всі власні підгрупи абелеві. Теорема доведена.

Л ем а 4 .1 .2 . Нехай G  — нескінченна періодична локально розв’язна 

Т(.М)-група, але не Х(Л)-група. Тоді G  — група Чернігова.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Припустимо, що вона не- 

черніковська. За умовою в G  існує скінченна підгрупа X-, субнормальна, 

але не нормальна в деякій підгрупі У із G. Нехай д  — довільний елемент 

із У . Покладемо F  =  {Х ,д }. Поскільки G  — локально розв’язна, періо­

дична, і, значить, локально скінченна група та X « У ,  то F  —  скінченна 

група, а X  — її  субнормальна підгрупа. Із нечерніковості та локальної 

розв'язності групи G  за  результатами [116] в G знайдеться нескінчен­

на, допустима відносно F , абелева підгрупа Д  для якої F  Л А — 1. Тоді 

в G  існують підрруи» U — AXF, У => АЛХ. Оскільки X  < кF ,  то  V

— нескінченна веабеяева субаормальва підгрупа іо V. За лемою 4.1,1 

V  <?і/, і, значить, V n F  -  X  <rF. За довільністю д  Є У. Одержимо, що 

X  ,. тю  суперечить шрмшутцеишо. З  цієї суперечності випливає, шо G

— черятковська груша. Лема доведена.

Л ем а 4 .1 .3 . Нескінченна неметагамільтонова локально нільпотентна
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Доведення. Нехай G — досліджувана група. Оскільки G — немета­

гамільтонова група, то за теоремою 4.1.2 G не може бути Т(/1)-групою. 

Для періодичних груп твердження леми виплітає іо леми 4.1.2.

Нехай G — неперіодична група. Ясно, що G  — неабелева група. Не­

хай X  — неабелева нескінченна скінченно породження підгрупа із G

1 д - довільний елемент із G. Покладемо У =  {Х ,д}. Тоді У скін­

ченно породжена, а значить нільпотентна група, а X  — її нескінченна 

неабелева субнормальна підгрупа. Звідси X  < У і за довільністю д Є G 

X < G .
Нехай IXІ < оо. Оскільки G — неперіодична, то вона мас елемент д, 

для якого справедливо |р| =  оо. Покладемо У =  (Х ,д }. За попереднім 

випадком Y<G. Оскільки У — нільпотентна скінченно породжена група, 

то вона має скінченну періодичну частину Т  Э Х ,Т  < Y . Тоді існує

2 €  = оо, [Г, z) =  1. Покладемо Z =  X  х (z). За попереднім 

Z < G, а значить її  періодична частина X  теж нормальна в G. Отже, 

ми показали, що всяка скінченно породжена неабелева підгрупа групи G 

нормальна в G. Оскільки будь-яка неабелева підгрупа із G породжується 

своїми скінченно породженими неабелевими підгрупами нормальними в 

G, то вона сама нормальна в G , тобто G — метагамільтонова група. 

Ця суперечність з  умовою леми показує, що G — черніковська група. 

Лема доведена.

Т е о р е м а  4 .1 .4 . Нескінченні локально нільпотєнтні Т(7Л)-групи 

вичерпуються нескінченними локально нільпотентними метагамі.іьто- 

новими групами та локально-’нільпотентними неметагамільтоновими 

чернійбвськимп ІН -групами.

Доведення..^ Необхідність. Нехай G — досліджувана група і нехай G 

— неметагамільтонова група. Тоді за лемою 4.1.3 G  — черніковська.

T(/j4)-rpyna G є черніковською групою.
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Нехай X  —- нескінченна неабелева підгрупа іо G. Покажемо, що X  < G. 

Нехай це не так. Тоді оа лемою 4.1.1 X  — несубнормальца в G. Ясно, 

що X  — власна підгрупа іо G. Тоді G \ X  містить елемент д0, такий 

що X  — несубнормальна підгрупа іо підгрупи Gо =  (X ,до). Нехай G і

— максимальна підгрупа іо Go, що містить X , але не містить до. За 

теоремою Маклейна Gi о Go. Оскільки X  — несубнормальна в Go, то X

— несубнормальна підгрупа в G j . Як і раніше, в G\ онайдеться елемент 

Зі, такий що X  — несубнормальна підгрупа в підгрупі {X ,g j}. Нехай 

Gг — максимальна підгрупа іо {Х ,д і), що містить X  та не містить д\. 

За теоремою Маклейна (дивись, наприклад, [122]) G%<Gu а тому X  — 

несубнормальна підгрупа іо Gi. Ясно, що процес побудови груп Go Э 

Gi Э G2 D . . .  можна продовжувати до нескінченності, що суперечить 

черніковості групи G. З цієї суперечності випливає, що X  о G, тобто 

G — локально нільпотентна черніковська Н (ІА )-група. Необхідність 

доведена.

Достатність очевидна.

Наслідок 4 .1 .3 . Комутант нескінченної локально нільпотентної T(IÄ )- 

групи. G співпадає о комутантом нескінченної локально нільпотентної 

Я(7.4)-групи (наслідок 3.2.1).

Наслідок 4 .1 .4 . Нехай G — нескінченна Т(7Д)-група. Тоді будь-яка 

локально нільпотентна підгрупа та фактор-група групи G є локально 

нільпотентною рупою. Якщо X  < G, G / X  — локально нільпо-

тентна група, то C(~{X)<sG і всі нескінченні неабелеві підгрупи іо С о (Х )  

нормальні в G.

Доведення. Нехай G —  досліджувана група. За лемою 4.1.1 клас Т (ІА )- 

груп оамкнутий оа підгрупами і фактор-групами, тому наслідок для 

підгруп та фактор-груп випливає о теореми 4.1.4. Нехай X  < G , G / X  — 

локально нільпотентна група, С = C (;{X),'Z  = С  П X ■ Тоді С  о G, Z С
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Z(C). Звідси С  — локально нільпотентна Т(/Д)-група. За теоремою

4.1.4 всяка нескінченна н^белева підгрупа іо С  нормальна в С, а зна­

чить і в G. Наслідок доведено.

Наслідок 4 .1 .5 . Якщо комутант G' локально нільпотентної (нескінчен­

ної T (IÄ )-) Т(А)-групи G не містить елементів простого порядку, то G

— абелева група.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Тоді оа теоремою 4.1.4 G

— нескінченна Я(/Д)-група і наслідок випливає о наслідку 4.1.4.

Наслідок 4 .1 .6 . Нескінченні локально нільпотєнтні нечерніковські 

Т(/Л)-групи вичерпуються нескінченними нільпотентними метагаміль- 

тоновими групами.

Теорем а 4 .1 .5 . Нехай G ■— нескінченна локально розв’язна Т(ІА )- 

група. Тоді G  має ряд характеристичних підгруп G Э A Э В , де 

А — перший, а В  — другий локально нільпотєнтні корадикали гру­

пи G і G /А  та А /В  — локально нільпотєнтні H (IÄ )-групи з черніко- 

вським ніпьпотентним не більше, ніж біпримарним комутантом,а В  — 

нільпотентна група з абелевими власними нескінченними підгрупами, 

|В'|=р‘ ,6 =  0,1.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група, {.Ха} — система всіх нор­

мальних підгруп іо G, для яких G /Х а — локально нільпотентна група, 

а  Є 'А. Нехай А =  n nf j,X 0, тоді .4 <і G. Покажемо, що G/А  — локаль­

но нільпотентна група. Якщо серед {А'а}, існує така підгрупа Х а, шо 

1-ХоІ < оо, то можна вважати А — Л'„ і все доведено. Нехай далі для всіх 

а  Є A  |Jfe| =  оо і G ’ — декартовий добуток всіх фактор-груп G /X n. 

За лемою 4.1.1 G /X o  — локально нільпотентна Т(Д)-група. З теореми

4.1.2 G /X a — нільпотентна група обмеженого класу нільнотентності. 

Звідси G' — нільпотентна група обмеженого класу нільпотентності. а
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значить G" — теж нільпотентна група. За теоремою Ремака G /A  — 

нільпотентна група, що е підгрупою G*. З^ього випливає, що G має 

локально нільпотентний корадйкал А і зі* теоремою 1.4.4' G /A  — ло­

кально нільпотентна H (IÄ )-група. За наслідком 4.1.3 G' — черніковська 

нільпотентна не більше, ніж біпримарна група. Зрозуміло, що А С G'. 

За наслідком 4.1.1 G" — нільпотентна група з комутантом порядку р1, 

S =  0,1. Якщо А — нескінченна підгрупа із G, то для А, як і раніше, 

знайдеться локально нільпотентний корадикал В , .3 тими ж властиво­

стями для А /В , що і для G/А , і в цьому випадку теорема доведена.

Нехай А — скінченна підгрупа із G. Тоді В  завжди існує і В  С G". 

Покажемо, що А /В  має ті ж властивості, що і G/А. Зрозуміло, що А /В  

— скінченна нільпотентна Я(/Л)-група і її  комутант — черніковська 

нільпотентна група. Покажемо, що (А /В)' — не більше, ніж біпримар­

на група. Нехай |В| =  1, С  =  Сс(А), D =  А ■ С. За наслідком 4.1.2 С  

-- локально нільпотентна нескінченна T(IÄ)~група. Оскільки А —  скін­

ченна нільпотентна підгрупа із D, С  < D, то D — нескінченна локально 

нільпотентна Т(/Л)-група, комутант якої за наслідком 4.1.3 не більше, 

ніж біпримарнип. Отже, при |В| =  1 теорема доведена. Якщо \В\ > 1, 

то твердження теореми випливає за попередньою умовою для фактор­

групп G /B . Теорема доведена.

4.2  Класифікація S T (Ä ) -  т а  нескінченних S T ( I Ä ) -  

груп

Л ем а 4 .2 .1 . Нехай G — нескінченна Т(/А)-група з абелевим комутан­

том, що не має елементів простих порядків. Тоді G — абелева група.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Припустимо, що G — 

неабелева. Тоді G* — абелева група без скруту. В силу наслідку 4.1.5 

всяка локально нільпотентна підгрупа io'G абелева. З цього випливає,
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що Cg(G') — власна абелева підгрупа іо G. Отже, в G1 знайдеться та­

кий елемент d, що в G \ Cc(G') існує елемент х, для яких [d,x] ф 1. 

Нехай D — нормальне замикання, (d) відносно (х). Ясно, що D — абе­

лева група без скруту допустима відносно х. Звідси в G  існує неабелева 

підгрупа X  =  D ■ (х). Покажемо, що |Х : C_\(D)| < оо. Дійсно, нехай 

ц е  не так. Тоді X  — DX(x),\x\ =  оо, для довільного натурального чи­

сла п [d,xB] ф 1. З» відомою теоремою Холла [72] X  містить нормальну 

підгрупу N\, що [d, ж]2 ф N\, |Х : N \| < оо. З цього випливає, що (Х / Д )' 

містить p-елементи, р  > 2. Ясно, що D А(хр) =  N't<X, |Х : ДГ2 І =  р. Нехай 

N  =  N\ ПЛ^. Тоді N < X . Зрозуміло, що в комутанті і центрі групи X /N  

є елементи порядку р. З цього і твердження 4.1.1 випливає, що Х /N  не 

може бути Т-групою. За лемою 4.1.1 N' =  І \ \Х : N\ < оо. Ясно, що 

N O {х) =  (хп), п > 0. Оскільки D <X , N < X , то D -N  — нільпотентна, а 

значить абелева група. Звідси [D , (х")] =  1. Отже, |Х : Cx(D)\ < со. З 

цього випливає, що D  — скінченно породжена, а значить вільна абелева 

група скінченного рангу. Нехай р|п. Тоді D ( x p )  — неабелева група. По­

кажемо, що це веде до суперечності. Не порушуючи загальності можемо 

вважати, що п =  р  і [Д  (хр)} = 1. Нехай Д  — підгрупа із Д  пород­

жена р'-степенями всіх елементів із D, і Є (0,оо). Відомо, що Д  < X, 

Д  Э Д + ь  Д / Д + і  — р-група порядку рг, де г =  rang D. Зрозуміло, що 

D /D i — скінченна р-група, на якій (Д  х) індукує автоморфізм порядку 

р або 1. Отже Х / Д  — нільпотентна група. Покладемо X, — Д  • (х). 

Зрозуміло, що Хі < <Х. Якщо для всіх і Є [0, оо) X] ф 1, то Х ,< Х ,  

П“ 0Х,- =  (х) < X . Згіову X  — нільпотентна, а значить абелева група, 

що неможливо. Отже для деякого і Х\— 1. Звідси Di • (хр) — центральна 

підгрупа скінченного індексу в X . Звідси X  — FC-rpyna з періодичним 

комутантом і знову X' = '1. Отже, в усіх можливих випадках одержали 

суперечність, з  якої випливає, що G' = 1. Лема доведена.

Наслідок 4 .2 .1 . Локально розв’язні T (L 4)-групи без скруту ппчерпу-
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Доведення. Необхідність. За лемою 4.2.1 будь-яка скінченно породже­

на підгрупа із G — абелева, а значить G' =  1. Необхідність доведена. 
Достатність очевидна.

Л ем а 4 .2 .2 . Комутант нескінченної локально розв’язної Г(/Д)-група 

є періодичною групою.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За наслідком 4.1.1 G" — 

нільпотентна група. Звідси G" має періодичну частину Т , Т  < G. За ле­

мою 4.1.1 G '/T -S T (IÄ )-група. За лемою 4.2.1 G"/Т  не містить елемен­

тів нескінченного порядку. Отже, Т  =  G". Звідси в G' існує періодична 

частина С  < G. Як і раніше G/С  не містить елементів нескінченного 

порядку. Звідси G’ — С  — періодична група. Лема доведена.

Наслідок 4 .2 .2 . Якщо в (нескінченній T(IÄ )-) T(Ä)- локально ро­

зв’язній групі G G1" ф 1, то G  — періодична група.

Л ем а 4 .2 .3 . Комутант неперіодичної ST(A)-rpynn G є періодичною 

абелейою групою.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. За лемою 4.2.2 G' — періо­

дична група. Якщо G" = 1, то лема доведена. Нехай G" ф 1. Можливі 

випадки: 1) G' — локально нільпотентна група; 2) G' — не локально 

нільпотентна група.

Випадок 1. В цьому випадку G' містить р-підгрупу Міллера-Морено 

М <G  і G /M  — неперіодична 5Т-група. За твердженням 4.1.1 G1 =  М, 

G — F C -група. Відомо, що Z(G) г, |г| =  оо. Ясно, що М  х (z) =  G\<G. 

За твердженням 1.1.1 М  =  (с) • (а) ■ (Ь), с Є Z(M ), |с| =  р, [о, 6] =  с, 

(с> • (а) П (с) • {Ь) =  (с).

ються неперіодичними абелевими групами без скруту.
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В Gl існують підгрупи

Gi =  ((с) • (a))X(b ■ z8p),

G., =  «c> • (6»A(a • z8p).

Зрозуміло, що Gi < G, G i <G , G /G i, G/G3 — S T -групи, що містять 

центральні елементи порядку 8р. Оскільки G' — р-група, то останнє 

можливо лише коли

G 'c G 2n G 3 =  ((C) - (a ) )n ( (c ) .( fe »  =  (c).

Звідси |G'| < р, що неможливо. Отже, випадок 1 неможливий.

Випадок 2. В цьому випадку G' містить підгрупу Шмідта

М  =  РХ(х),

М 1 =  Р. Зрозуміло, що Р  С G". Покладемо N  =  G" • М. Зрозуміло, що 

N  < G, N' ф 1. Якщо в N  існує власна неабелева нормальна підгрупа U, 

тоді U <G, G /U  — неперіодична S T -група з  неодиничним комутантом 

G'/U, що суперечить твердженню 4,1.1. Звідси всяка власна нормальна 

підгрупа із N  абелева. За результатами [39] N  =  УА(т), У' =  1, (х) 

— силовська q-підгрупа із N , Су((х)) = 1. За лемою 1.3.1 G =  YXD, 

D =  Ng {(x)). Зрозуміло, що G' =  N, D' =  {х) =  G' П D, D — FC -  

група. Як і раніше, Z(D) d, |rf| =  0 0 . Покладемо д = d8p. Якщо підгрупа 

V — YX{g) неабелева, то VoG, G /V  — S T -група, комутант якої містить 

елементи порядку р, а центр — порядку 8р.

За твердженням 4.1.1 G' =  У, що неможливо. Отже, (У, (q)] = 1. 

Покладемо Z =  Y\(xg). Ясно, що Z' ф 1, Z — субнормальна, а значить 

нормальна підгрупа із G. Як і раніше, G’ =  У, що неможливо. Тому 

випадок 2 неможливий. Тобто в усіх випадках одержано суперечності, 

які показують, що G" — 1. Лема доведена.

Теорем а 4 .2 .1 . Локально розв’язні Т(А)-групи вичерпуються групами 

класів:
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1) G  — розв’язна метагамільтонова група;

2) G  — неметагамільтонова Т(/ї)-група з періодичниц абелевим ко­

мутантом;

3 ) G  — періодична неметагамільтонова Т(Л)-група з абелевим дру­

гим комутантом G";

4) G  — періодична Т(Д)-група, у якої G" — скінченна р-група 

Міллера-Морено, що є силовською р-підгрупою із G', р  — просте чи­

сло.

Д оведен н я. Необхідність. Нехай G — досліджувана група. Тоді за 

наслідком 4.1.1 G — 5Т(/ї)-група. Якщо G — розв’язна метагамільто­

нова група, то вона група класу 1). Нехай G — неметагамільтонова 

група. За лемою 4.2.2 G’ — періодична група. Якщо G" =  1, то G  — 

група класу 2). .

• Нехай G" ф 1. За наслідком 4.2.2 G  — періодична група. Якщо G" ф 1, 

a G'" =  1, то G — група класу 3). Нехай далі G"' ф 1. За наслідком 4.1.1 

G" — М  — скінченна р-група Міллера-Морено, р — просте число. Нехай 

Р  — силовська р-підгрупа із G'. Ясно, що Р  < G. Якщо Р  =  М , то G 

— група класу 4). Нехай М  С Р. За наслідком 4.1.2 Р  — нільпотентна 

група. За твердженням 2.1.1 в Р  знайдеться підгрупа Міллера-Морено 

F ф М. Ясно, що F < G  і G /F  — S T -група з одиничним абелевим другим 

комутантом. Звідси F  Э М , що неможливо. Ця суперечність завершує 

доведення необхідності.

Достатність очевидна. Теорема доведена.

Теорем а 4 .2 ,2 . Локально розв’язні не локально нільпотєнтні Т(А}~ 

груші вичерпуються групами класів:
1) G — Т(.4)-група з неодиничним абелевим періодичним локально 

нільгютентним корадикалом;
2) G  — періодична Т(Л)-група з нільпотентним неабелевим локально 

нільпотентним корадикалом Я, G/A  — дедекіндова група;
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3) G — періодична Х(Л)-група о неодиничним абелевим другим ло­

кально нільпотентним корадикалом В\

4) G  — періодична Т(Л)-група, другий локально нільпотентний ко­

радикал якої € скінченною р-групою Міллера-Морено, що співпадає з 

силовською р-підгрупою із G 1.

Доведення. Необхідність. Нехай G  — досліджувана група. За теоре­

мою 4.1.3 G  має ряд характеристичних підгруп G  Э А Э В , де .4 і В  — 

перший та другий локально нільпотєнтні корадикали групи G. Будь-яка 

власна підгрупа із В  абелева. Якщо В  =  А' =  1, то G  —група класу 1). 

Нехай В  =  1, А! ф 1. Тоді за  наслідком 4.1.2 А — нільпотентна група, 

всі неабелеві підгрупи якої нормальні в G. За лемою 4.2.3 G  — періо­

дична група, а значить група класу 2). Нехай В  ф 1, а В' =  1. Тоді 

G — група класу 3). Нехай, нарешті, В' ф 1. Тоді G" Э В  — скінчен­

на р-група Міллера-Морено. Як і в теоремі 4.2.1 В  =  G" — силовська 

р-підгрупа із G' і G  — група класу 4). Необхідність доведена. 

Достатність очевидна. Теорема доведена.

Л ем а 4 .2 .4 . Нескінченна локально розв’язна Т(ІА )- але не Т(Л)-група 

G є черніковською групою.

Доведення. Нехай G  — досліджувана група. Тоді за умовою леми в G 

існує скінченна неабелева підгрупа X  субнормальна, але не нормальна в 

У. Покажемо, що G  — черніковська група. Нехай це не так. Нехай у  — 

елемент із У і F  — (X, у). Можливі випадки: 1) У — періодична група;

2) У — неперіодична група.

Випадок І .  В цьому випадку Y  — локально розв’язна, а значить ло­

кально скінченна група, і тому |Т| < оо. За результатами f l  16] в G  

існує нескінченна допустима відносно F  абелева підгрупа Я, F  П А — 1. 

Покладемо U  =  A\F, V =  /1АХ. Ясно, що V  — нескінченна неабелева
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субнормальна підгрупа io U. Звідси V <U, V П F  =  X <F. За довільністю 

д X  < Y , що неможливо.

Випадок 2. В цьому випадку |р| =  оо, a F  — розв'язна Т(/Д)-група. 

За лемою 4.2.2 F  має періодичну частину Т, що співпадає з  нормальним 

замиканням X  в F  =  ТХ(д). За випадком 1) X  о У. Можливі випадки: 

2.1) \Т\ =  оо, 2.2) |Г| < оо.

Випадок 2.1. Ясно, що СУ(X ) =  С  <зТ, |Т : С\ < оо. Покладемо D =  

С  ■ X . Тоді D < F . За вибором Т  D  =  Т. Якщо С 1 ф 1, то Сг(С) і С

— нормальні підгрупи із F ,X  С Ст{С) — власна підгрупа із Т , що 

неможливо. Отже, С' =  1. Нехай U /X  — нескінченна підгрупа із Т (X .  

Тоді U с  F , а значить V — Т. Отже, в U/Х  немає власних нескінченних 

підгруп. Тоді С  — квазіциклічна група. Нехай N  в ньому випадку — 

підгрупа із Т, що породжується всіма ж(|л|)-елементами із Т. Тоді X  С 

N  — скінченна нормальна підгрупа із F ,  що неможливо. Випадок 2.1 

неможливий.

Випадок 2 .2 . В  цьому випадку,Z (F )  П (д) г , |г| — оо. Тепер X  х  (г)

— нескінченна субнормальна, а значить нормальна підгрупа із  F ,  а X

— її  періодична частіша і в цьому випадку X  <і F ,  що неможливо. Ці 

суперечності показують, що G  ■— черніковська група і лема доведена.

ТЬорем з 4 .2 .3 . Нескінченні локально розв’язні Х(/Л)-групи розв’язні, 

мають періодичний комутант і вичерпуються групами класів:

1) G  — нескінченна 5Т(Д)-група (теореми 4.2.1, 4.2.2);

2) G  — нескінченна неметагамільтонова локально нільпотентнд»чер- 

ніковська #(L4)-rpyna (теорема 3.2.2);

3) G  — нескінченна не локально нільпотентна неметагамільтонова 

черніковська S T (IÄ )-, але не Т(Д)-група, у якої |G"'| =  рл, б =  0,1, при 

 ̂ =  1 G" =  М  ■ С , де М  — скінченна р-група Міллера-Морено, С  —



локально циклічна g-група, р, q — не обов’язково різні прості числа, 

М '-С С  Z(G’).

Доведення. Необхідність. Нехай G — досліджувана група. Тоді за 

наслідком 4.1.1 неабелева група G"' має вид, як в групах класу 3) розгля­

дуваної теореми. За лемою 4.2.2 G' — періодична група. Якщо G—Т(Л)- 
група, то вона група класу 1).

Нехай G — не є Т(А)-групого. Тоді G — неметагамільтонова група. 

Якщо G — локально нільпотентна, то за теоремою 4.1.4 G — група 

класу 2). Якщо G — не локально нільпотентна, то за  лемою 4.2.4 G — 

група класу 3). Необхідність доведена.

Достатність очевидна. Теорема доведена.

4 .3  Будова періодичних Т(Д)-груп а абелевим ло­

кально

нільпотентним корадикалом

Означення 4.3.1. Для спрощення викладок періодичну не локально 

нільпотентну групу G з неодиничним абелевим локально нільпотентним 

корадикалом А будемо називати *-групою.

Означення 4.3.2 [61]. Автоморфізм <р групи G називається степене-
і*

вим, якщо всі підгрупи групи G допустимі ВІДНОСНО If.

Твердження 4.3.1 [61]. Якщо група G містить квазіцентральну підгру­

пу А, то G індукує на А групу степеневих автоморфізмів.

Л ем а 4 .3 .1 . Нехай G — не локально нільпотентна ST(A)-rpyna з ло­

кально нільпотентним корадикалом А. Тбді А — власна нормальна 

періодична підгрупа іо G, А С G\ |А| > 2, A-Cc(A) — власна нормальна 

підгрупа із G, G/A — нільпотентна метагамільтонова Н({A-Cß(A))/ А)
■Р
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група, і справедливі твердження:

1) локально нільпотснтвий корадикал будь-якої підгрупи іо G  нале­

жить А\

3 )  ЯК Щ О  Uf  —  гомоморфізм групи G ,  то для довільного простого р  Є  

ъ(А )  неодинична силовська р-підгрупа іо <р(уї) не належить Z(ui(G)). 

Неодинична силовська 2-шдгрума іо ш{А) неквазіцентральна в o>(G);

3) якщо >4 — нільпотентна група і V  — холловська підгрупа іо А, 

|V| > 1, то |V| > 2, ї |V, GJ =  V ,C c(V )  — власна нормальна підгрупа іо 

G. В  частинному випадку J/l, GJ =  А, А • С с(А ) — власна нільпотентна 

нормальна підгрупа із  G, всі пеабелеві підгрупи якої теж нормальні в 

G.

Доведення. Нехай G  і А задовольняють умову леми. За наслідком 4.1.2 

А Z(G),\A\ > 2, А ■ Сс(А) =  С  — власна нормальна нільпотен- 

тна підгрупа із G, всі неабелевї підгрупи якої нормальні в G  і G/A  

— нільпотентна метагамільтонова //(С/Л)-груиа. Всі інші тверджен­

ня леми випливають іо результатів {70J, а за лемою 4.2.2 А С G1 — 

періодична група. Лема доведена.

Л ем а 4 .3 .2 . Нехай G  —  *-група, А містить неодиничну силовсьху д - 

шдгрупу, для якої в G  існує неабелева силовська g-підгрупа, q — просте 

число. Тоді G  — F  х  У, де F  =  AX((b) х X ), \b\ =  qß,ß  > 0,g — просте 

число, g >  2, А =  Н х  VtHX(b) — нормальна в G  силовська д-підгрупа, 

що є скінченно«) групою Міллера-Морено, [V, (6)] =  1. АХХ — Т —група 

з  локально нільпотентним корадикалом А ,С х(Н ) — С\{А) — абелева 

група, У — абелева холловська підгрупа іо G.

Доведення. Нехай G  і А задовольняють умову лемй, g — просте число 

із по якому А мас неодиничну силовську g-підгрупу Н , a G мас

неабелеву силовську g-підгрупу. Тоді А =  I I  X V . Ясно, що II  <зG. V oG . 

Нехай С /V  силовська g-підгрупа in G /V . Зрозуміло, що А С С. За
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лемою 4.3.1 G /A  — нільпотентна метагамільтонова група. Звідси C oG  і 

за лемою 4.1.1 G /C  — дедекіндова група. Розглянемо можливі випадки:

1) V = l , 2 )  У ф і .

Випадок 1. В цьому випадку А =  Н ,С  < G  — неабелева силовська 

g-підгрупа, що є нільпотентною метагамільтоновою групою, всі неабе- 

леві підгрупи якої нормальні в G. Оскільки Н' =  1, то Н  С С. Зро­

зуміло, що С  містить скінченну підгрупу Міллера-Морено М , М  <з G, 

G /M  — S T -група з силовською g-підгрупою С /М , що містить локально 

нільпотентний корадикал групи G/М  і не містить центральних в G /M  

неодиничних g-елементів. Можливі випадки: 1.1) А С М , 1.2) А <£ М.

Випадок 1.1. В цьому випадку |Л| < оо і за результатами [31, 114] 

G =  AXU. Нехай Y  — максимальна центральна в G холловська підгрупа 

із U. Тоді U =  D х У, У' =  1, k(D) П 7г(У) =  0. Покладемо F  =  AXD. 

Тоді G  =  F  х Y. Зрозуміло, що D — нільпотентна метагамільтонова 

група. Тоді D =  Q х X , де Q — силовська g-підгрупа іо D, а X  — її 

холловське доповнення. Ясно, що С — A\Q — HXQ. Оскільки G /C  — 

дедекіндова група, то X  — холловська дедекіндова підгрупа із G.

Оскільки А С М , то М  — АХ(Ь), де (b) =  М  П Q. Звідси Q fiG, 

а значить Q1 = 1. Якщо (Ь) С Q, то існує у Є Q \ (Ь). Покладемо 

Мі =  {ау,Ь}. Ясно, що М' — М \,М  =  (a ,b ) ,a  g А ,а g  Мі, у £  Мі, 

С’ С М і. Силовська д-підгрупа С /М і S T -групи G/M i містить неоди­

ничний елемент (Mjo) іо локально нільпотентного корадикала G/M i і 

неодиничний елемент (Міу) із Z(G /M i), що неможливо. Отже, Q =  (Ь), 

І&І =  q^,ß > 0,g — просте число. Оскільки М  =  С, то |М'| =  g, М' С А, 

М 1 < G. Якщо д =  2, то A/M' — циклічна, а значить квазіцентраль- 

на 2-група локально нільпотентного корадикала G /M ’, що суперечить 

лемі 4.3.1, отже, g > 2, Н — А, С  = AX(b) =  HX(b) — нормальна си­

ловська g-підгрупа із G. що є групою Міллера-Морено. Зрозуміло, що 

Сх(А) =  С.\(Н) — Si<tG. Якщо S'i ф 1, то в Г-групі G /S i локально
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нільпотентні підгрупи, а значить і С, дедекіндові, що для С  неможливо. 

Звідси 5 'і =  1. За лемою 4.3.1 [Я ,G] =  [Я,-XI =  Я . Нехай д  Є X \ S x. За 

попереднім .4 =  (с) • (а), |с| =  д. Покажемо, що Л\Х  — Т-група. Дійсно, 

якщо с Є (а), то Л =  (а) і Л — квазіцентральна підгрупа із АХХ.

Остання підгрупа за  твердженням 4.1.1с Т-групою. Нехай (с) П (а) =

1. Тоді А — (с) х (а), [а, Ь] =  с. За теоремою Мя.тіпсе можна вважати, 

що (а) допустима відносно X . Тоді д~1сд =  сф,д~1ад  =  а1, (lk ,q ) =  1, 

b~lg~\agb =  b~la !b =  с1 ■ а1 =  g~lb~xabg = д~*сад =  (Фа1 — d  ■ а1. Звідси 

к =  /(mod р) і X  індукує на Л степеневий автоморфізм, тобто А — 

квазіцентральна підгрупа із АХХ. За твердженням 4.1.1 АХХ — Т- 

група і у випадку 1.1 G — група, що задовольняє твердженню леми.

Випадок 1.2. В цьому випадку (А ■ М )/М  — неодиничний локально 

нільпотентний корадикал із S T -групи G/М , тому С — А -М . За випад­

ком 1.1 можна вважати, що в С не існує підгруп Міллера-Морено, що 

містять А. За твердженням 2.1.1 С  О Мі ф М , М\ — підгрупа Міллера- 

Морено, М' э  С' Э М\. Тепер силовська g-підгрупа С /М\ містить не­

одиничну підгрупу (А ■ Мі)/М\ із локально нільпотентного корадика­

ла 5Т-групи G/М і і неодиничну центральну підгрупу (Мі ■ М )/М і із 

Z(G/M\), що неможливо. Отже, випадок 1.2 неможливий.

Випадох 2. В Цьому випадку G jV  — група із випадку 1.1. Тоді 

|Я| < оо, G jV  =  A /V X U /V , G =  А ■ Ut A n U  =  V, G =  HXU, 

С  =  HX(VX(b)), |Ь| =  qß,ß  > 0 ,9  > 2, HX(b) — силовська g-підгрупа 

із G, що є скінченною групою Міллера-Морено. Якби VX(b) була неа- 

белевою групою, то вона була б нормальна в G  і [Я, {&)] =  1, ищ не­

можливо. Отже, [V, (&)] =  1 і HX(b) — Q < G. За лемою 4.1.1 G /Q  — 

S T -гру па з  квазіщентральним холловським локально нільпотентним ко- 

радикалом (Q -A )/Q . Звідси V — явазідентральна холловська підгрупа із 

G. Оскільки \Q\ ф ос, то G =  QXUq, AHUq — V ,V  — S T  -групи з  локаль­

но пільпптснтнпм корадикалом V. Нехай У — максимальна центральна
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холловська підгрупа іа Uo, Y  С Z{G). Тоді Щ  =  Do х Y .  Покладемо 

F  =  QXDf), тоді G =  F  х Y , Da — S T -група о локально нільпотентним 

корадикалом V. Нехай Sa Cd0{Q)- Тоді So о G. Якщо So ф 1, то в 

ST-rpyni G /So силовська д-підгрупа, ізоморфна Q, буде дедекіндовою, 

що неможливо. Отже, S'o =  1 і C o0(V) З  S0. Оскільки jD0 : So| < оо, 

то D0 =  VXX. Тепер F  =  A\({b) x X ), A — H  x V ,  CX(H ) =  C X(A) — 

абелева група і G  — група із рооглядуваної леми. Лема доведена.

Л ем а 4 .3 .3 . Нехай G — *-група і Q — силовська g-нідгрупа із A, q Є 

я(А) — просте число. Тоді G — К XX, CX(Q) — С  <G , X  \ С  містить 

g'-елементи і для кожного такого елемента д  справедливі співвідношення 

Q =  К  х  Z, [<3, (§}] =  {&',(§}} — К  Ф 1, C q{g) =  Z — квазіцентральна 

підгрупа із G  без інволюція, яка співпадає з  і, коли Q не є силовською 

підгрупою із G.

Доведеная. Нехай G  і Q задовольняють умову леми. Якщо Q =  1, то 

лема очевидна. Нехай {Qj ф і ,  тоді jQ| > 2 i A  = Q x V ,Q < G ,V < iG .  

Якщо існує неабелева силовська g-підгруна із G, то лема випливає о 

леми 4.3.1. Нехай всі силовська g-підгрупи абелеві. Тоді всі g-елементи із 

G належать Cc(Q ) — L  <G і G \ L  — непорожня множина д'-елементів 

іо G. Нехай д  — один із них. Можливі випадки: 1) V =  1; 2) V ф 1.

Випадок 1. В цьому випадку A =  Q, G /A  — нільпотентна група. Тому 

в G  Існує ненільпотентна субнормальна, а значить нормальна підгрупа 

N  =  АХ{д). За теоремою 4.Ї.З N  має локально нільпотентний коради­

кал К  — N* — {A, {g}| =  ф і. Звідси в N  існує неабелева суб­

нормальна підгрупа Агі =  КХ{д), JV4T = К  і за відомими результатами 

Cff(g) =  1. Очевидно N\ <G . За лемою 1.3.2 G = N\ ■ X , де X  =  Nc{g), 

Х П К  =  1 і G =  КХ Х , N O X  ~ N f/(g) = Z х (д), Z =  СА(д). Зрозуміло, 

що Z — силовська g-підгрупа із Z(N). Нехай z Є Z. Тоді (Ni х (z))<G, а 

(z) — спловська g-підгрупа із її центра. Звідси (z) < G, a Z — квазінен-
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тральна підгрупа із G. Зрозуміло, що Q =  К  х Z  і Q/ К  =  Z  — локально 

нільпотентний корадикал із G /К ,  який за лемою 4.3.1 не містить іі-іво- 

люцій. Звідси Z — група без інволюції!.

Ясно, що Z —- локально нільпотентний корадикал із X . За лемою

4.1.1 G /i V , — X /(у)  — 5'У-група з холловським локально нільпотентним 

корадикалом. Оскільки д  — g'-с лемент, то (Z  х (д))/(д )  — силовська д- 

підгрупа із X /(д). Звідси \Z\ =  1, коли Q — не є силовською д-підгрупою 

із G. Нехай С =  і  ПА', тоді C<G, G — нільпотентна метагамільтонова 

група. Лема у випадку І) доведена.

Випадок 2. В цьому випадку G jV  задовольняє умову випадку 1). Тоді 

для А/V  в різниці G /V  і C c/v(A /V )  існують g'-елєменти виду (Vд) і 

для кожного з них справедливо А/V  =  K q/V  х Z /V , де K q/V  і Z /V  

задовольняють тим же співвідношенням, що і К  та Z у випадку 1).

Розглянемо підгрупу А (д). За попереднім випадком G /V  =  K q/V XX/V, 

де X /V  — нормалізатор {Vд) в G /V . Звідси G =  Ко • X , Л'0 < G,

X  П Ко =  V, І\'о =  К  х У, К  < G, G — К  XX. Оскільки К  < G, то 

[А', (д)} =  К , Z0 =  Z x V ,  Z < G ,Q  =  К  х Z. Так як Z0/V  С Z (N /V ), 

то Z С Z(N)  і Z —  квазіцентральна підгрупа із G без інволюцій. Якщо 

Q — несиловська g-підгрупа в G, то А/V  — несиловська д-підгрупа 

із G /V . Тоді Zo/V =  1 і Za =  1. Нехай С  =  CX(Q). Тоді С Э V і 

С <G. Зрозуміло, що X  \С  містить g'-елементи і якщо д  — один із них, 

то {Vд) — g'-елемент, який не належить CQ/y(A/V). Тому твердження 

леми справедливе для будь-якого g'-елемента із X  \ G. Лема доведена.

Л ем а 4 .3 .4 . Нехай G — « група і Н  — підгрупа її локально нільпотен- 

тного корадикала А, яка розкладається в прямий добуток всіх неодинич­

них силовських g-підгруп Q С А, які не є силовськими g-підгрупами із 

G  для довільного простого g б л(А). Тоді G =  HXU, Cg{Q) =  Сц(Н ) =  

С„{А ) =  S< jG , А =  Н  х  V, V < G , V  С S  =  V  х С , С' =  1, S  — власна 

підгрупа із U, в U \ S  існують ~'(Н) — елементи і для кожного з  них д
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маємо [Я, <р)] =  Я , Сн (д) =  1.

Доведення. Нехай G і Я  оадовольняють умову леми. Якщо в G існує 

неабелева силовська g-підгрупа для деякого q Є 7г(Я), то твердження ле­

ми випливає іо леми 4.3.2. Нехай далі для довільного q Є тг(Я) силовські 

g-підгрупи іо G абелеві. Можливі випадки: 1) |V| =  1; 2) \V\ ф 1.

Випадок 1. В цьому випадку можливі випадки: 1.1) Я  — примарна 

група; 1.2) Я  — бінримарна група; 1.3) Я  — більше, ніж біпримарна 

група.

Випадок 1.1. В цьому випадку Я  — g-група і оа лемою 4.3.3 G  = 

QXU, CV(Q) =  С(/(Я) =  Си{А) -  S <G , S < U. Очевидно, що всі g- 

елементи іо U належать S. За лемою 4.3.1 U — нільпотентна група. 

Оскільки g-підгрупи іо G абелеві, то в S  може бути неабелевою лише 

деяка силовська р-підгрупа Р  ф Q. Ясно, що Р  <G , G /P  — ST-rpyna 

о нехолловським локально нільпотентним корадикалом, що неможливо. 

Отже, S' =  1 і в цьому випадку всі твердження рооглядуваної леми 

випливають іо леми 4.3.3.

Випадок 1.2. В цьому випадку Я  =  Q х R. За лемою 4.3.3 G = 

HXU, Q — силовська g-підгрупа, R  — силовська г-підгрупа іо Я , г, g — 

ріоні прості числа, |Q| > 2, |Я| > 2. Нехай С  =  Си(Н). Як у випадку

1.1 можна покаоати, що С' — 1 і U — нільпотентна метагамільтонова 

група. За тією ж лемою в U онайдеться такий p-елемент у і такий s- 

елемент х, що (<2,{р)] =  Q, CQ(y) =  1, [Я, (х)] =  Я, C R(x) =  1, р, в — 

прості числа, q ф р, г ф s. Покладемо Gо =  Н \{х,у). Покажемо, що 

[Я, (р)] =  Я, Ся{у) =  1, .[Qi (а̂ )] =  Q, CQ{x) -  1. За лемою 4.3.3 при 
неабелевості підгрупи Я  - (у) і Q ■ (х) твердження очевидне. Нехай одна 

о підгруп абелева. Наприклад, нехай [Я, (у)] =  1. Зрооуміло, що Gо <G. 

а підгрупа А) =  QX{y) неабелева і субнормальна в Go. Звідси А'і < G.
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(N і x R)/N\ — локально нільпотентний корадикал S T -групи G jN \, що 

є силовською r-підгрупою і a G/N\. Звідси /іо — (у) х R  -с  силовська г- 

підгрупа іо G і R  — квазіцентральна підгрупа іо D\ =  R\(x). Неважко 

показати, що R — локально нільпотентний корадикал D it а значить 

для довільного елемента z Є R, |г| =  г існує неабелева підгрупа {z)\{x), 

тобто x~lzx =  г ‘,1 ф l(mod г), г — просте число більше 2, г ф s. 

Покладемо д — у ■ z \ Ni — Q\(g), N0 =  До А (ж). Як і раніше, 1V2 < G, 

iV2 П N0 -  (g), (p) <з Лго- Тоді rr-'px = gn -  y" ■ zn =  у ■ x~l zx -  у ■ z'. 

Звідси n =  l(mod |t/|) і n =  /(mod r), l =  l(mod r), що неможливо. 

Отже, [Я, {у)] = R. Аналогічно, [Q, (r)] =  Q. З цього випливає, що 

Сц(Я) =  Cu(R) =  S  =  С  і С' =  1. Співвідношення для довільного тг'(Я)- 

елемента <7 випливають іо леми 4.3.3. В цьому випадку лема доведена.

Випадок 1.3. Нехай Н  — більше, ніж біпримарна група. Покладе­

мо в цьому випадку Т  =  Q х Д, де Q — силовська g-підгрупа, R  — 

силовська г-підгрупа іо Н, p ,q  — ріоні прості числа, |<3| > 2, |Д| > 2. 

Тоді Н  =  Т  х L , де L — холловське доповнення підгрупи Т  в Н  і Т <G, 

L < G .  Для G /L  оа випадком 1.2 Маємо G jL  =  H /LX U /L , (C /L )' =  1, 

де С /Т  =  Сц/іХН/ L). Зрозуміло, що G =  ТАС/, [Т, С] С L. Оскільки 

Г  < G, то С  — С у(Т), С  <G, L  С С. Покажемо, що С' = 1. Дійсно, якщо 

L  С Z(C ), то С  — нільпотентна група і при С' ф 1 містить примарну 

підгрупу Міллера-Морено Л/, M <G, G /M  — S T  -група з  нехолловським 

локально нільпотентним корадикалом, що містить підгрупу (Т  х М )/М , 

що неможливо. Отже, L ф Z(C). Тоді при С' ф 1 в С  знайдеться при­

марний елемент д , такий що L  ■ (д) = М  — неабелева субнормальна в 

С , а значить нормальна в G  група і G /M  — ST-rpyna з нехолловським 

локально нільпотентним корадикалом. Отже, завжди С' =  1. За випад­

ком 1.2 С /L  дорівнює централізатору в U/ L як підгрупи (Q х L ) jL , так 

і підгрупи ( І іх  L)/'L. Задовільністю Q і Д іо L  випливає, що С  =  Cu(Q) 

для будь-якого q Є к[Н ). Нехай в цьому випадку д  — примарний елемент
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із U\C. Такий існує, оскільки Я  (£ Z(G). За попереднім ЯП (д) =  1 і для 

Q за лемою 4.3.3 [Q, (д)] =  Q, CQ(g) -  1. Звідси [Я, (д)] =  1, Сн (д) =  1. 

Покладемо N  — НХ(д). Оскільки G/Я — нільпотентна група, то N

— неабелева субнормальна, а значить нормальна підгрупа із G. За ле­

мою 1.3.1 G =  HXNa(g). Покладемо Nc(g) =  Я, тоді G  = HXU. Нехай 

С  — Сц(Н ), тоді С  =  1. Лема в цьому випадку доведена.

Випадок 2. В ц^ому випадку група G /V  задовольняє умови випадку

1), за  яким G /V  =  A/VXU/V, G — A -U  — HXU і S /V  =  Cu/v{A /V ), 

S/V' — 1, S /V  співпадає з  централізатором в U/V  кожної силовської 

підгрупи з А/V . Зрозуміло, що V — холловська підгрупа із G, V С S. 

Якщо V С Z(S), то S' =  1. Нехай V <£ Z(S). Тоді в S  існує примарний 

елемент д, для якого підгрупа N  — VX(д) ненільпотентна субнормальна, 

а значить нормальна в G. Як і раніше, G /N  — ST-rpyiia з  холловським 

локально нільпотентним корадикалом ( I I  х N )/N . Звідси Я  — '/-група, 

а Н  х (д) — силовська (/-підгрупа іо G. За лемою 4.3.3 в U \ S існує 

примарний елемент х, для якого [Я, (я)] =  Я . За попереднім локально 

нільпотентний корадикал групи G /N  кваяіцентральний в G /N , тому Я

— квазіцентральна підгрупа із G без інволюпій. Зрозуміло, що х — р- 

елемент, р  ф q. В силу холловості V в G  і нільпотентності U/V  можна 

вважати, що [д,ж] =  1, \Q, g] =  1. В G існує підгрупа Go =  V'AA'o,

No =  Q0X(x),

Де

Qo =  Q x (g )'

В Q знайдеться г, |г| =  q, х~ггх  =  х',1 ф l(mod q). Покладемо у =  д-  г, 

Ni — VA (у). Як і раніше,- (у) <M q. Покажемо, що I = l(mod q). З цієї 

суперечності випливає, що S' =  1, S  — Cg (А). Лема доведена.

Наслідок 4 .3 .1 . Нехай G — »-група, Я  — неодинична холловська 

підгрупа ї ї  локально нільпотентного корадикалу .4, шо розкллдпеть-
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ся в прямий добуток силовських g-підгруп Q іо А для всіх простих 

g Є я(Л), для яких Q не є силовською g-підгрупою іо G. Тоді G  =  HXU, 

Cu(Q) =  Сц(Н ) — Су (А) — абелева група, нормальна в G, всі ж (Я ”)- 

елементи іо U належать Z(U), а якщо для всіх q Є ж(Н) силовські д- 

підгрупи іо G абелеві, то 7г(Я)-елементи іо U належать Z(G).

Наслідок очевидний.

Наслідок 4 .3 .2 . Нехай G — метагамільтонова чи *- група. Тоді для до­

вільного примарного елемента д Є G\Cq(A) підгрупа С лід) — кваоіцен- 

тральна підгрупа іо G бео інволюцій.

Доведення. Нехай G — досліджувана група. Якщо G  оадовольняє умо­

ву леми 4.3.2, то наслідок випливає іо згаданої леми.

Нехай G  не задовольняє умову леми 4.3.2. Тоді наслідок випливає іо 

леми 4.3.3. Для метагамільтонових груп наслідок очевидний. Наслідок 

доведений.

Теорема 4.3.1. Періодичні Т(А)-групи з абелевим локально нільпотен­

тним корадикалом мають вид G  =  F  х У, де F  =  HXD, Я  — абелева 

група; що не містить силовських g-підгруп із G  ні для одного просто­

го q Є ж(С). Я , D, У — періодичні групи, 7г(Я) П ж(У) =  0 ,  Y ’ =  1, 

D містить абелеву холловську в G підгрупу V, що співпадає о локаль­

но нільпотентним корадикалом групи D, V х Н  =  А < G, [A, D] — А, 

[Я, (</}] =  Я , С //(g) =  1, Cd(A) =  S < G ,  для довільного примарного 

елемента д Є D \S  підгрупа Сл(д) — квазіцентральна підгрупа із G без 

інволюцій, і є групами одного о типів:
1) G — нільпотентна метагамільтонова група (теорема 2.7.1), А =  1, 

S  =  D;
2) D =  VX((b) х X ), |6| =  qä,ß  > 0, q — просте число, q > 2, НХ{Ь) — 

нормальна в G силовська g-підгрупа, що є скінченною групою Міллера- 

Морено; [V', (Ь)] = 1, .4АЛ', — Г-група з локально нільпотентним кора-
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дикалом А, С х{Н )  =  Сх{А) — абелева група;

3) D =  VXP, Р  =  (а)ХВ, |а| =  ра , Р' = (а»’*), S  П В  =  <а',т) х В, 

{S П Р)' =  I, а  > к > т > а  -  к, pk > 2, В  =  (Ь) ■ Z, |Ь| = / ,  [а, Ь] =  о/, 

fc — т  + 1 > / 3 > о г  — к, Z С Z(G), exp Z < p — просте число,
р $ п (Н ) ;

. 4 ) F  =  D =  VXP, Р  = (а)ХВ, |а| = р”, Р> =  {</), S  П Р  =  (а ^ А В , 

В' — \, п > к > ^  — к > т > Q, В  — {Ь) ■ Z , [а, В] = арк, |Ь| =  /У5, 

к — m +  l > ß > a - k ,  Z С Z(G), exp Z < p2k-°+ l f p  _  просте число, V 

— квазіцентральна підгрупа іо G бео інволюцій;

5) F  =  D — VXP, V — квазіцентральна підгрупа із G без інволюцій.

Р  =  {а) ■ В ,

|о| =  ра ,

Ґ  =  В ' =  (а) П В  =  К " " )  С Z(G),

S D P  =<<10 В,

а  > т  > 0, р“_ш > 2, В  — майже прямий добуток підгруп В ' х (6,) з 

об’єднаною підгрупою ß ,  |Ь.| =  /У3’, к -  т > Д- > 0, і Є 7, |7| > 1;

6) |#| > 2, S' =  1, тг(Я) П 7Г(В) = 0, D/V — дедекіндова група;

7) F  = D, S' =  1, S C D, D /V  — дедекіндова група;

8) F  =  D, S  С D — ST-rpyna (твердження 4.1.1).

Доведення. Нехай G — досліджувана група, А — її локально нільпо­

тентний корадикал. Якщо \А\ < 2, то G — нільпотентна група і |.4| =  1. 

Покладемо G  =  D x Y , Y ’ =  1. За теоремою 4.1.2 G — метагамільтонова 

група, а значить типу 1) теореми.

Нехай ІА| > 2, Н  — холловська підгрупа іо .4, яка розкладається в

П р я м и й  Д О буТ О К  СИЛОВСЬКИХ g -П ІДГруП  Q  ІЗ УІ ДЛЯ ВСІХ ПрОСТИХ q  Є 7ГІ/1).

для яких Q не є силовською підгрупою в G. Тоді А =  Н у V, I I <G, V «G. 

Н' =  V  = 1. Нехай I I  містить неодиничну снловську д-підгрупу і G мас 

неабелеву силоп.ьк, ч підгрупу.

197



Тоді G задовольняє умову леми 4.3.2. За цією лемою G  — група типу

2) цієї теореми. Отже, в подальшому будемо вважати, що при |Q| > 1, 

де Q — силовська ^-підгрупа із Я , силовські g-підгрупи із G абелеві. За 

лемою 4.3.4 G =  HXU. Нехай У — холловська максимальна підгрупа із 

V, що належить Z{G). Тоді Н =  Я  х У, тг(У)Птг(Я) =  0, Y' =  1, Я , D, Y  

- періодичні група. Покладемо F  =  HXD. Тоді G = F  х У. Зрозуміло, 

що D П А =  V — абелева холловська підгрупа із G. Нехай S =  Со(А). 

За лемою 4.1.1 S — власна підгрупа із D, нормальна в G, V С Z (S ), 

а група F  задовольняє всі ті ж умови, що і G, отже, А — локально 

нільпотентний корадикал F  W  — локально нільпотентний корадикал 

D. За лемою 4.1.1 D /V  — нільпотентна група. Звідси S  =  V х С, де С

— нільпотентна метагамільтонова група. Зауважимо, що при С' ф 1 за 

лемою 4.1.1 G /C  — S T -група з  холловським локально нільпотентним 

корадикалом, кваоіцентральним в усій групі і без інволюцій. Звідси при 

С  ф 1 |Я| = 1, F  — D, А =  V, I V| > 2, V — квазіцентральна підгрупа іо 

G без інволюцій. За наслідком 4.3.2 для довільного примарного елемента 

д Є D \S  виконується [Я, {д)] =  Я , Сц(д) =  1, С^ід) — квазіцентральна 

підгрупа в G  без інволюцій. Нехай F /А  — дедекіндова група. Можливі 

випадки: 1) |Я| > 1; 2) \Н\ =  1.

Випадок 1. В цьому випадку за наслідком 4.1.1 С о(Я ) =  С<з(Л) = 

Cg(Q) абелева група, де Q — будь-яка силовська підгрупа іо Я , і всі 

тг(Я) — елементи у, для яких (д) П Я  =  1, належать Z(G). Звідси ж (Я )

— елементи належать У . Отже, D — холловська підгрупа із G, С" = 1 

і G — група типу 6). Випадок 1) розглянуто.

Випадок 2. В цьому випадку Я  =  1, V = А, |У| > 2, S  — власна 

підгрупа із D =  F . Якщо С' — 1, то G — група типу 7), а якщо О  ф 1, 

то G - група типу 8) розглядуваної теореми.

Нехай далі F /A  ■- недедекіндова група. Тоді D /V  — недедекіндова 

група, яка за лемою 4.1.1 г нільпотентною метагамільтоновою H (S/V )-
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групою. За теоремою 2.7.2 D /V  =  X /V  х Т /V , де Т / V — недедекіндова 

силовська р-підгрупа іо D /V , a X /V  ■— її абелеве холловське доповнення 

в D /V , Х /V  С S /V . Зрозуміло, що D =  X ■ Т, X  П Г  =  V, X  С S 

— нільпотентна група, V — її  холловська підгрупа. Звідси X і =  1, 

X  =  V • Уі, Y\ — 1, Y\ < Gy Yi С Z(G) і oa вибором D та У |УІ| - 1, 

тобто D  =  Т. Зрозуміло, що Т /V  — недедекіндова р-група одного о 

типів 1)-3) теорему 2.7.2. Нехай Т /V  — група тилу 3) теореми 2.7.2. 

Тоді S /V  містить неабелеву підгрупу S' ф 1. За попереднім в цьому 

випадку \Н\ ф 1, V — квазіцентральна холловська підгрупа із G без 

інволюцій, |У| > 2. Оскільки 5  — власна підгрупа із D =  F , то Т /V  не 

може містити квазіциклічних підгруп, оскільки в противному випадку 

із кваоіцентральності V в G ми мали б рівність D /V  — S /V  і S — D. 

Отже, S — V х С, \D : S| < сю, D — V\P, Р  — силовська р-підгрупа із 

G, Р  =  (о )'Б , S f lP  =  (apm)-B  =  C ,m  > /), Р  — Я(С)-група. Забудовою 

груп типу 3) теореми 2.7.2 G  — група типу 5) доводжуваної теореми. 

Нехай T /V  — група типу 1) або 2) теореми 2.7.2. Тоді \D : 5| < сю, а 

значить D — НАР, С  С.Р , Р  — Я(С)-група, Р  -  - силовська р-підгрупа 

із G, р — просте число, Р  — (а)А{6), С  =  (ар”‘)АВ , m > 0. Якщо Р  — 

група типу 2) згаданої теореми, то вона — група типу 3) розглядуваної 

теореми.

Нехай, нарешті, Р  — група типу 2) згаданої теореми. ІЬді С' — 1, 

Н  =  1, V — А — квазіцентральна неодинична холловська підгрупа із G 

без інволюцій і G — група типу 4) розглядуваної теореми. Всі випадки 

розглянуто. Тгорема доведена.
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ГЛА ВА  5

ГРУПИ З УМОВАМИ ЩІЛЬНОСТІ НОРМАЛЬНОСТІ 

Д ЛЯ  ВСІХ ПІДГРУП

Групи з умовами щільності нормальності для підгруп вивчалися, наприклад, у ро­
ботах [159]—[161 ], (166], [215]—[219]. У даній главі також розглядаються групи з 
деякими умовами щільності нормальності для підгруп, які е значним узагаль­

ненням груп із робіт [159]—[161 ], [215], [218], [219] І які е прикладом викорис­
тання результатів попередніх глав.

5.1. ОСНОВНІ ОЗНАЧЕННЯ І ДОПОМІЖНІ РЕЗУЛЬТАТИ

Означення 5.1.1. Нехай G — група, А та В — її підгрупи, А < В. 

Відрізком (інтервалом) [А , В ] {(А, В )) називається множина всіх тих і  тільки 

тих підгруп X  із G, для яких А < X  < В {А < X  < В).

Півінтервалом (А, В ] чи [А , В ) називається множина всіх тих і  тільки тих 

підгруп X  із G, для яких А < Х  < В  чи А < X < В .

Проміжком {А , В } називається відрізок, інтервал чи півінтервал.

Означення 5.1.2. Модулем проміжку | {А .В } | називається число його 

елементів.

Означення 5.1.3. Нехай у  групі G для будь-якого відрізка [А, В ], де А 

та В т-підгрупи, існує нормальна підгрупа N  із G така, що:

1) при \ { А , В \ \ > \ :  1.1) N  є [А,В];
2) при\ [А,В]  І> 1: 2.1) N e  (А, В); 2.2) N e  [А,В); 2.3) N e  (А,В);
3) при\[А, В] І >2: 3.1) N e  (А,В);  3.2) N e  (А,В]; 3.3) N e  [А,В); 3.4) 

N е [А, В].ЩН(у]
Тоді G називається відповідно: Н-, ЩН(д]-, ЩН(т]-, ЩН[т]-, УЩИ(т)-, 

УЩН(т], УЩН|т)-, УЩН[т]-груло/о.

Якщо т — властивість бути будь-якою підгрупою групи G, то в позначеннях

200



відповідних класів груп буква т опускається.
Вісім класів визначених тут груп будемо позначати відповідно через К(Н), 

К(ЩН( ]), К(ЩН[ )), К(ЩН[ ]), К(УЩН( )), К(УЩН( J), «5(УЩН[ )Х К(УЩН[ ]>

Теорема 5.1.1. Класи К(Н), К(Щ Н{ ]), К(ЩН[ »  К(ЩН[ ]), К(УЩН( )), 

К(УЩН( ]), К(УЩН[ )), К(УЩН[ ]), замкнені за підгрупами та фактор-групами І

незамкнені за прямими добутками.

Теорема 5.1.2. Недедекіндова локально ступінчата УЩН[ \-rpyna є роз­

в'язною черніковською групою, ненормальна підгрупа U  якої може бути лише 

власною підгрупою одного з типів:

1 ) U  — циклічна підгрупа порядку р а, а  > 0, р  — довільне просте 

число, Ф (Ф (І/)) = М  О G;

2) U  — група порядку p q , р  і  q — не обов'язково р ізн і прості числа, 

W = E О  G;

3) U  — група кватерніонів порядку 8, Ф ((/) = W O G ;

4) U — циклічна підгрупа порядку p aq , а  > 1, р і  q — різн і прості
 ̂ , о

числа. M e  U, W O G , | W | = p 0̂ q ',

5) U = (у) х  (у), | ;с |= /А  Д > 1, I у \ = р ,  р  — довільне просте число, 

К*)» (у)] е С***4 ')• I U '■ и * ] >  4, кожна підгрупа з U порядку p 2 містить 

V. х(у> = М OG;
6) U = R ж (х), R — елементарна абелева мінімальна нормальна підгрупа в 

U порядку гУ> 2, |x|=pß, р  і г — різні прості числа, у е  {1 ,2 ,3 } , ß > 0, 
Y+ß>2 ,  (х) — максимальна підгрупа з U, U’ =R, R x.(xP)=M  O G , при 
y>  1 y + ß < 5 .

Теорема 5.1.3. Недедекіндові локально ступінчаті УЩН[ ]-групи  мають 

скінченний комутант, не мають підгруп, що розкладаються в прямий добуток 

більше ніж трьох неодиничних прямих множиників і  є черніковською дисперсив- 

ною групою одного з типів:

1) G — скінченна ненільпотентна група;

2) G — скінченна нільпотентна не більше ніж біпримарна група;
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3). G має центральну квазіциклічну р-підгрупу R, для якої G /R  — 

скінченна дедекіндова група.

Теорема 5.1.4. Метациклічиі УЩН[ ] -групи G вичерпуються групами 

тиша:

1 ) G  = (a > x< 6>;

2) G = ( a ) \ ( b ) ,  I а I = 2а, \Ь\ = 2$, а є  {2 ,3 } ,  ß > 0, b~xab = a x-,

3) G = ( a ) x ( 6>, І а I = 8, | Ь і = 2^. ß > 0, Г 1а6 = в3;

4) G = (a) x  (b ), | a | = p “ , | 6 |= pß , b~xab = ax*p\  p k > 2, 0 < a - k < 3 ,  

a , - k £ k < a ,  a -A s ß v

5) G = { a ) { b )  = {b № , |o |  = p a, |0 | = pP, \ d \ = p ° - \  <а>П(Ь> = (вР“ ' 1>. 

{b ) П (d ) = 1 , b~xab = a i+pa 2, p “ ~2 > 2, 2 < а  < ß;

6) G = (a )(b ), |a | = 8, |Z»f = 2^, ß > 1. | <a> П (b) | = 2, b~xab = a h

7) G = {a ){b ), I a |=  16, | *  | = 2^, ß e {2 , 3, 4 } , | <a> П <i>| = 2, 

b~xab = a~x\

8) G = {a )(b ), I a I = I Ь I = 16 ,1 <a> П <&> | = 2, b~lab = c?\

9) G = {a )(b ), |a I = 16, |Z>| = 2<\ |<a> П <fc)| *  2, ß є {3 ,4 } ,  f r 'a 6 = a7;

10) G = P x  £), P  — група кватерніонів порядку 8, D — скінченна абелева 

метациклічна група',

11) G = P x D ,  Р — силовська р-підгрупа G,  |£>| = р, р  і q  — різні 

прості числа, Р — група одного з  наступних типів розглядуваної теореми-. 2, 

|Р '|  = 2; 4, |Я '| = р; 6, ß < 4 ;

12) G = {a ) х  (Ь), I а I = p r , p  і  r  — не обов’язково р ізн і прості числа, 

\ b \ - q ß, ß > 0 , р =  \  (modp), г  =  1 (modp), [(a ),(b )] = (a), bq є  Z(G);

13) G = ({a) X {b)) x  (z), I a  | = p  — непарне просте число, | b | = p ,̂ ß > 0, 

p = 1 (modp), [(a), (£»)] = (a), (z( є  {1 , г}, г — просте число, Ф(Ф(($ ))  є

е  Z(G); при |z|=r Z(G); при |z| = p ß < 3 ;

14) G “  (а) X (6), |a| = p > 5 , |ö| = p r, q і ' г — р ізн і прості числа,

р  s  1 (mod р), р  a  1 (mod r), [(a), <&>] = (о), C<*)«a» = 1;

15) G = ((a) x  (z )){b ), |a |  =  p  — непарне просте число, {z){b) — група 

кватерніонів порядку 8, b~xab *  а“ 1;
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16) G = (а) X ((b) х (г)) , | а | = р  — непарне просте число, | b  | = tp, 

|z j = ?, ß > 2 , p s l  (mod q), [(a), (b )] = (a), [a, b4] = [a, z] = 1, [fe.z] = 6^ ' .

Теорема 5.1.5. Локальнд ступінчаті УЩН[ ] -групи Шмідта мають вигляд 

G = Р х  Q , де Р — нормальна в G силовська р-підгрупа порядку р а > 2, 

« є  {1 ,2 ,3 } ,  G ' = P ,  Q — ненормальна циклічна силовська q -підгрупа з G 

порядку q^, ß > 0 ,  р  і  q — різні прості числа, Р ’ = Ф (Р) є  Z (P ), | Ф (Р ) | = 

= рл, Д є {0 ,1 } ,  a  -  Д — показник р  по модулю q, Ф ( Р )  х Q — макси­

мальна підгрупа з  G, Z(G) = Ф (Р) х  Ф (2), та вичерпуються групами типів:

1) Р — група кватерніонів, q = 3 > ß;

2) exp(Р) = ІФ (Р) І = р > 3, q >  2, ß = 1;

3) Р — елементарна абелева, при a  > 1 a  + ß < 5.

Теорема 5.1.6. Локально ступінчаті мінімальні неметациклічні УЩН[ ]- 

групи G мають вигляд G = A X ,  де А -  {а, Ь) — нормальна в G р-під-

група, а Ф 1, X  — q -група, р  і  q — прості числа, та вичерпуються групами 

типів:

1) |G | = p3, exp(G) ~р\

2) А = <a> х <b), Х = (х), |a| = |л| = 9, \Ь\ = Ъ, [a,je] = 6, [b.x ] =а3 = хб;

3) G = A x X, А — група кватерніонів порядку 8, |X  | = 2;

A) A — група кватерніонів порядку 8, X = (x), |дг| = 4, ( x2) = Ф(Л), 

X = Z(G);

5) A = <e> x (b), X  = (x), |e|"= |ft| = |jc| = 4, [a,x]  = a2, [Ь,х}=х? = a2b2-,
л

6) G = A x X  — група Шмідта типу 3 теореми 5.1.5, | А | = р ,  

| х | є

7) G = А X X  — група Шмідта типу\ теореми 5.1.5, А — група кватерніо­

нів порядку З, Ix І є {3 ,9 };

8) G = А Х Х ,  А = (a) х (b}, \ a\  = \b\=p — непарне число, X  = (х), 

I je| є {q , q2}, р = 1 (mod?), [(а), <х)] = (а), [((?>, (х)] = (b), (bq) = Z(G);

? 9) G -  А Х Х ,  A = ( a ) x ( b ) ,  |а |  = |Ь| = р — непарне число, Х = {х),
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u i  = pß, ß > 2, p  =  1 (modp), [{« ).(де)} = (a), [(b), (je)] = (b), (bq) = Z(G ), А — 

квазіцентральна підгрупа з  G:

10) G = Л Х Х ,  А - р  — непарне число, X - { x ) \ { z ) ,  \x\ = q l , [ z |= p  — 

непарне число, р  = 1 (mod q), [Л, (де)] = А, [дг,z] = Xя, Су{А) = (Xя) х  (z);

11) G — квазіциклічна р-група.

Теорема 5.1.7. Нехай G — локально ступінчата УЩН{ \-rpyna з  мінімаль­

ною неметациклічною підгрупою С. Тещі в G  нормальні всі підгрупи, шо 

строго містять С.

Всі локально стулінчаті групи G  з ненормальною підгрупою С вичерпують­
ся групами таких типів:

1) G = Р \ Q, Р = ( о ) х ( Ь ) ,  |а )  =  |Ь |= р 2, \Q\ = q, Р і q  — різні прості 

числа, Ф(Р) х  Q — неиіяьлотемтма група Міллера -  Морено, р& З ;

2) G = ( P X P ) \ Q ,  S/f| = r .  \P\-p2, \Q\ = q, r, р  і q  — попарно різні 

прості числа, p i t  3, q  * 2 ,  r $ l  (m odp), R х  Q і P X Q  — ненільпотентні 

групи Міллера -  Морено.

Теорема 5.1.8. Л окально ступінчаті ЩН[ ]-групи G є  черніковськимн 

групами, у  яких I O') є { р . р 2 }, \ G :2 {G )\ e  {p 2q . p q } ,  р  і q  — н е обо­

в ’язково різні прості числа, та вичерпуються групами таких типів:

1) G  = (®) X (b), Ie )= p " , f * I =рР. « > І ,  ß > 0 , [a, b] =

2) G = (oXb}, [о| = 8, |&|є (4 ,8 ) , |(о) 0<fr>| = 2, Ь~1аЬ = а Х’,

3) G  = С х  Q , С  — неодинична локально циклічна 2-група, Q — група 

кватерніонів порядку 8;

4) G  =  (С х  (в)) х  (Ь}, С  — локально циклічна р-група, чи група квбТерні• 

снів порядку В, Ів,Ц =  С€ С , \c\-p, |а |  =  |/> |«р . [С, (£)] = 1;

5) G = «e )x (ft)K * ). |н|= |*|=9, |fr| = 3„ [а,*] = 6, [6,*] = о3=*6;

6> С  = «в)х (*> Х *Х  М =  |£| = 1*1=4, [о,х) = а2, [Ь,х] -х2 = а1Ь2;
7) 6=((в>х<&>Ждг>х<у». |в | * |Ы = 4 .  є3 * * 2 = [а,у] ,  а 2Ь2 = [а ,х] = 

= №.>), ь2 = уг = [*,.*];
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8) G - P  x  (?, P  — силовська р-підгрупа з  G , Q — силовська q- 

підгрупаз G, p  і q  — різні прості числа, |Р |є  {р ,р 2}, \Q\ = q^, ß > 0; при 

\ P\-p, р  = \ (mod<?); при \Р\= р 2, р  Ф 3, q > 2, ß = 1, 2 — показник р  

за  модулем q.

Теорема 5.1.9. Класи Н-, ЩН[ )-, ЩН( }-груп співпадають з  класом д е -  

декіндових груп.

5.2. БУДОВА ЛОКАЛЬНО СТУПІНЧАТИХ УЩ Н[ ]-ГРУП

Теорема 5.2.1. Н едедекіндовіУЩН[ ]-групи G з  комутантом порядку р, 

р  — просте число, мають вигляд G = CF, С — локально циклічна р  -група,. 

чи група кватерніонів порядку 8, [С, F ] = 1, F  = (Q x  (a)) X  (b), [a, b] є  (с) = 

=  G' — F ’ e  Q = {u, v), j с I = p, та вичерпуються групами таких типів:

1) G = F  = ( Q \ (b ) ) \ (a ) ,  Q = (с), |Ь |= < Д  ß > 0 , |а |є  { l , r } ,  p  і q  — 

різні прорті числа, р  = I (m odq). b q2 &,Z(G); при аФ 1 b q є  Z(G); при  

\a\ — P ß < 3;

2) G = F  = Q x ( b ) ,  \Q\=p, \b\ = qr, p , q  і r  — попарно різні прості 

числа, р =  1 (mod<7), р  = 1 (mod r), C(p)(Q)= 1;

3) G = F  = Q x (a ) ,  i ö l  = <«>x (v>. I « I = / A  А > 1, |v |  = pr , у > 0 .  

vj = с = up&~\ |а|є { 1, г}, г — просте число;

>Л) G -  С х F, С — локально циклічна Z-група, |С| > 2, F  -  Q x  {a), Q — 

групакватериітнівпорядку 8, |а |є  {1 ,г}, г — просте число;

5) F  = Q х  (a), Q = ((с) х  <ы» X  (v), [и, v] = с є  С , \u\ є {p .p 2}, I v| є 

є  {p ,p 2}, | в | є { 1 , г } ,  г — просїЗ число, і С і І м 11 г' І з* 32; при аФ 1 |и | = 

= М  = р;

6) G = F, ö = (m )x (v > ,  |н |= р А, Д > 1. I v| = |о | = \Ь\=р, [«, v] = [а, 

b] = c = up* - \ [ Q . m  = 1;

7) Q -  ((с) х  <м» X (v), | M| = |v | = |c | = |o | = |b |= p ,  { u , v } = c  = {a,b\,

205



Теорема 5.2.2. Локально ступінчагі метагамільтонові У U\H[ ]■ групи G з 

нециклічним комутантом вичерпуються групами таких типів;

1) G = {Р X (х )) х  (z), Р — елементарна абелева група порядку р2, 

\x \ = q&, ß є {1 .2 } ,  р і  q — р ізн і прості числа, Р X (д) — ненільпотентна 

група Міллера -  Морено, |z | є { 1 , r } , г  — просте число; при \ z | = r  ß = 1;

2) G = (((я ) х  (Ь )) X (дг>) х  (z), І о | = |.v| = 9, І £>! = 3, [ a , x ] = b ,  [Ь , х ]  = 

= а3 = ,y6, I г  І є  { ! , / • } ,  г  — просте число-,

3) G — група порядку р4 з абелевим неценгральним комутантом типу 

(р ,р ), р  — непарне просте число',

4) G = ((а) х  (Ь) ) х  (х), \ а \ = \ х \ = р 2, \ b \ - p  — непарне просте число, 

(іa,x) = b, [ b , x ] - a sp, 0 < s < p ;

5) G = ((a ) x  (b )) X (x), \ a \ = \ b \ = p 2, |я | = р , \ a , x ]  = bP, [ b , x )  =  aspbtp, 

0 < s < p ,  0 < t < p ;  при p >  2 f2 +  4s — неквадратичний лишок за модулем р; 

при р  = 2 / = s = 1 ;

6) G = A X { x ) ,  А = (a ) х  (Ь), \ a \ = \ b }  = p2, \ х \  = р  — непарне просте

число, [а, Ь] = аР, [а, х ] =  ЬР, (fc. Jt] = t ;

7) G = A x  (x), A =  (a ) x  (b), \a \ =  \ b \ =  p 2, |дг|=р, [o ,fc ]= e p, [a, x]  = bp, 

[b, x\  = aspb 'p, 0  <  s < p, 0 <  I < p ; при p >  2 I 2 4- 4s — неквадратичний лишок 

за модулем р; при р  =  2 s =  1 ;

8) G = («в> х  <й)Х*>) х  <z), ( в |  =  | * | = | л |  =  4, i z | e { l . r > ,  r  — просте 

число, la . x ] = a 2, l b , x ] = X 2 =  o2b2;

9) G -  («а> x  (fr» ($ r) x  (у » )  x  (z), |o |  =  |f r |  =  4( в 2 = * *  =  Je, y ], a 2b2 = 

= fa, x] = [b, y ], fr2 = y2 =  \b ,x ], \z \ є { I ,  r } ,  r  —  просте число;

10) G = {a )M , M  =  «c> x  (b )) x  {x), \ a \ = \ b \ = p 2, | с |  = | л | = р -

непарне просте число, [a , b } = x ,  [ b , x ] = c ,  (с) x  ( i f )  = Z{G ), [ a , x ]  =  cPbf, 

0 < є <  p,  0 < / < р і  всі елементи порядку p  з G належать G ',

всі меташжлитш підгрупи з G абелеві,

t l )  G =  (a}M , }e  j = 4, А/ = « а 2) х  (b )) х  (х>, |fr] = | jt | = 4, f a , b ] = x 2, [ b, 

дг} = Л ?  є  Z (G ), I a, * }  = Л 2 ;

12) G = {a )M , |a (  = p 2, M  = { { ( f )  x  (b )) x  {*), | f t |  =  | z |= p 2, p  — непарне 

просте число. l b , x ]  = aspblpx lp, 0 < s < p ,  0 < , t < p ,  0 £ l < p ,  [ a , b ] = x p, [a,



*] = b̂ pjfi>, 0 < f< p ,  0 < k< p , неквад рати ч ни ми лишками за модулем р  е

числа: f2 + 4f s ,  /2 + 4/, к2 + 4s; всі елементи порядку р з  G належать G',
о

всі метациклічні підгрупи з  G абелеві;

13) G = Р X {х) — група Шмідта, Р — група кватерніонів порядку 8, 

U N  {3 ,9 };
14) G = P>\{x) — групаШмідта, |Р| =р3, exp(Р) =р, |х| = <?;

15) G = 6* х  (д->, |Р|=/Л а  є  {2 ,3 } ,  U l = <?ß, ß є  {2 ,3 } ,  a + ß < 6 ,
Р х  (д 4) — ненільпотентна група Міллера -  Морено, a  — показник р  за мо­

дулем q;
16) G = Р х  (х) — група Фробеніуса, Р — елементарна абелева група 

порядку pa , а  є  {2 ,3 }, \x\ = qr, p ,q  і г — попарно різні прості числа, а  — 

показник р за модулем q і дорівнює показнику р за модулем г.

Теорема 5.2.3. Нільпотентнінеметагамільтонові УЩН[ ]-групи G вичер­

пуються групами типів:

1) G=«a><6))x(z>, j <2 1 = 8, |6| = 2ß, ß є {2 ,3 } , |<«> П <6>| = |z| = 2, . 

b~lab = a~l, [6,z] = l, [a ,z ]e  (a4);

2) G = « a )x < 6 » ({x )x (z » , |a| = U| = 9, |6| = |z|=3, [a,x] = b, [6,x] = 

- a 2 = x6, [b,z]=  1, [a, z) є (a3);

3) G = ((e) x  (b)) x  (x), \x\ = p, \a\=p2, |6|=pß, ß > 2, [a ,.b ]= ap, [a ,

= [6,jc] = 1;

4) G = <ä)(6), |a| = 16, ]6| = 2ß, ß є {2 ,3 ,4}, |<a) Л<6>| = 2, б Л б  = <г';

3) G = (a}(b), |a| = 16, 16 1 = 2ß, ß e  {3 ,4}, |<a> П <&>| = 2, 6-‘a6 = a7;

6) G = (aXb), |a|= |*1= 16, |<e> Л <6)1 = 2, 6"Ia6 = a3;
7) G = «я, 6»  x  (л), I a \ = | b | = \x | = 4, (a, b) — група кватерніонів, [a, 

дг] є (a2), \b,x]=a\

8) G = (G х  X) х <z), U — циклічна група чи група кватерніонів порядку 8 , 

|G|>2, X — група кватерніонів порядку 8 , jz|€ {1, г}, г — просте число, 

[U,X\ є  w(G); при U' -  1 [G,X] = vv(G); при |z| = r U’ Ф 1 / [G, X] = 1;

9) G = ((a) х  (b)){x), !<яt = 8. 1jc1 = 4, 161 = 2, [a, b] =х2 = a4, [a,x] = b, 

[fe->c] = l.
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Теорема 5.2.4. Локально ступінчаті ненільпотвнтні неш тагамільтонові 

УЩН[ ]-групи G вичерпуються групами типів:

1) G = (a ) х  (Ь), \ а \ = р г ,  р  і  г  — не обов'язково р ізн і прості числа, 

\Ь \ = q^, ß > 0, q — просте число, р  = 1 (modg), r s l  (mod<jr), [(а ), ( b) ] = 

= <а), Z(G ) — (b4)',

2) G = ((a ) x  (b ))(x), \ a \=  p — непарне просте число, |й | = |д:| = 4,

x~lax = a~x, {b, x ) — група кватерніонів порядку 8;

3) G  -  (я) x  ((*) x  (z)), I a I = p  — непарне просте число, \b \ = q^, ß > 2, 

|z | = <? — просте число, р  = 1 (mod^), [(a ), (х )] = (a), [a , x q} = [a , z] = 1. 

[ x , z ] = x q M ;

4) G = «а ) x  {b }) X (x), I a I = I fe| = p  — непарне просте число, \ x \ - q ^ ,  

ß < 3, [(a ), <*>] = {a ), Kb). <*>] = (b), Z(G ) = (x«), p  = 1 (m odq):

5) G = ((a) x  (b )) x  (x), \a \ = \ b \ = p  — непарне просте число, (л j = q^, 

ß > 2, [(«), <x>] = (a), f(b), <*>] =(b) ,  Z (G ) = (xq), p s  1 (mod<?), (a ) x  {b} — 

квазіцентральна підгрупа з G;

6) G = (а) X  ((л) X  (z)), I a | = p  — непарне просте число, | x  | = q2, і z j = q

— непарне просте число, p  = 1 (roodq), [{a ), (x ) ] =  {a ), [ a . x 4]  = [a, z ] = 1, 

U -,z]=y?;

7) G -  {(a ) x  ( b ) ) x ( x ) ,  |a | = \ b \ = p l , p  — просте число, рф  3, \ x \ = q  — 

просте число, 2 — показник р  за модулем q, ( ( ( / )  х  ((/")) X  (x) — неніль­

потентна група Міллера -  Морено,

8) G = (/? х  />) X  <х>, |Я [ = г, |х| = ?. />, q і  г  — попарно різні 

прості числа, р =  1 (mod <7), 2 — показник р  за модулем q, q  > 2, R х  (х) 

І Р  X {х ) — ненільпотвнтні групи Міллера -  Морено,

9) G = ((e) X (b)) х  (д) — ненадрозв’язна група Фробеніуса, \a\ = lb\ = p

— просте число, \x \ = q r ,  q - і  г  — не обов'язково р ізн і прості числа, 

р  з  і (mod q), р  = 1 (m odr), ( a) х  (ö) х  (х7) г е  (а) х  (Ь ) х  (У )  — 

надрозв'язні мінімальні неметациклічні групи.

Теорема 5.2.5. Локально ступінчаті метагамільтонові УЩН[ \  групи з  цикліч­

ним комутантом непростого порядку е метациклічними групами.
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