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ІНТЕГРАЛЬНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ ДО КРАБОВИХ ЗАДАЧ: 
3 6 . наук. пр. -  Київ:Ін-т математиі j НАН України, І 9 9 6 . -  Вип. 1 3 . -  
303 о.

Запроваджено гібридні інтегральні перетворення типу Канторовя- 
ча-Лвбедева-Лежаядра на полярній осі, типу Каноровяча-Лебедева- 
Фур’е на двоскладовому сегменті, типу Фур’е-Ганкеля 2-го роду-Лежан- 
дра на декартовій о с і, а також матричні інтегральні перетворення ти­
пу Ватсона для п-шарового півпростору, Інтегральні перетворення за­
стосовано для обчислення невласних інтегралів, підсумовування функ­
ціональних рядів, розв'язання стаціонарних задач теплопровідності 
для кусково-однорідних середовищ, кваз і  статичних задач термопруж > 
пості і  термов'язкопружяості для* багатоскладових пластин, узагаль­
неної динамічної задачі термов'язкопружності для двошарової обмеже­
ної тонкої пластини.

Одержано критерії стійкості та асимптотичної стійкості інтегра­
льних множин системи диференціальних рівнянь; необхідні та достатні 
умови .виконання принципу локалізації для лінійних методів сумування 
формальних рядів Фур'в-Ерміта та Фур’е-Лагерра; інтегральне зобра­
ження Домдейю з параметре»!; умови стабілізації розв'язків у серед­
ньому квадратичному крайової задачі для лінійних систем диференціаль­
них рівняні, з частинними похідними,в праві частини яких адитивно вхо­
дять вінерівські процеси та пуассонівські збурення; умови існування 
і единості розв'язку багатоточкової задачі для багаточастотної ре -  
зонаясної системи; рівняння оцінки параметрів динамічних систем.

Побудовано математичні моделі задач дифракції електромагнітних 
хвиль на періодичних структурах. Дано конструктивний опис всіх У Ш ] 
-груп 8 ксмутаятом простото порядку.

Запропоновано метод визначення нормального напруження і темпе­
ратури в області контакту обертаючого жорсткого кругового цнліядрх- 
чяого штампу скінченної' довжини 8 плоскою бонове» на пружний і з о ­
тропний півпростір.

Рецензент А.Ю.Лучка, доктор фіз.-мат. наук, 
професор

Затверджено до друку вченою радою 
Інституту математики НАН України

(б) Ін-т математики НАН України, *1396



1 .'Ленюк М.П., Шинкарик Н.И. Гибридные интегральные преобразова­
ние Лежандра.- Львов, 1989.- 60 с.- (Препринт /  АН УССР. Ин-т прикл. 
проблем; механики и математики).

2. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений.- М.:Физматгиз, 
1959.- 468 с ..

3. Пилипюк Т.М. Гібридні інтегральні перетворення Лежандра 2-го 
роду-Лежандра 2-го роду-Фур’є / /  Інтегральні перетворення та їх засто­
сування до крайових задач: 36. наук, пр.- Київ: 1н-т математики АН 
України, 1992,- Вип. 1 ,- С.149-Л60.

УДК 519.41/47

М.М.Семко 
ПРО БУДОВУ УІЦНП-ГРУП

(м.КиТв)

УЩН[]-групок> називається така група G,  у якої для будь- 
якої пари підгруп А та В  таких, що А - власна немакси- 
маяьна підгрупа о В,  існує нормальна підгрупа N  Іо G  і 
А <  N  <  В . Теорема роботи дає конструктивний опис

■ всіх УЩН[]-груп о комутантом простого порядку.
Бібшогр.г 5 наов.

У багатьох роботах (див., наприклад, [1,2]) вивчались групи, в яких 
певна властивість V  підгрупи групи G є щільною в групі G. Властивість 
V' підгрупи групи G  називається щільною в (?, якщо для будь-якої під­
групи А  з підгрупи В  групи G існує підгрупа N  іо властивістю V  така, 
що А < N  < В. У даній роботі також розглядаються групи з деякими умо­
вами щільності нормальності для підгруп (УЩН[]-групи), які є значніш 
узагальненням раніше вивчених груп о умовами щільності нормальності 
для підгруп (див., наприклад, [1 ,2]).

УЩН[]-групою називається така група б?, у якої для будь-якої пари під­
груп А  та В  таких, що А - власна немаксимальна підгрупа з В , існує нор­
мальна підгрупа N  іо G, і А < N  < В. Теорема роботи дає конструктивний 
опис всіх УЩН[]-груп з  комутантом простого порядку.

О значення ї .  Нехай G - група, А та В  - її підгрупи, А < В. Відрізком 
[А, В] називається множина всіх тих і тільки тих підгруп X  із G , для яких 
.4 < А' < В.

Ооначення 2. Модулем відрізку |[А.В][ називається число його єлсмон 
тів.

©М.М.Семко, 1996
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Л ема 1. Нехай G — А х  В - УЩН[)-група і А -  « недедекіндова підгрупа. 
Тоді }£| Є {1,д},</ - просте число. Якщо G • локально ступінчаста група 
і j# | = q, то А - група одного з типів 1) - 8) теореми 4-1 з [1].

Доведення, Нехай G із леми. Тоді G задовольняє умову леми 2.5 з [1], 
за твердженням якої В  не має власних немаксимальних підгруп. Звідси за 
лемою 1.1 з [1] ІВ\ Є {1,д},<7 - просте число.

Нехай |В| =  q. Якщо G - локально ступінчаста група, то, очевидно, А - 
локально ступінчаста група. Звідси за теоремою 2.1 та лемою 2.5 з [1] Я - 
локально ступінчаста ЩН[]-група, що задовольняє умову теореми 4.1 о [1] і 
може бути групою одного із типів 1) - 8) згаданої теореми. Лема доведена.

Л ема 2. Ненільпотентні УЩН[]-групи G з кдмутантом порядку р, р
- просте число, мають вигляд G = <  а > А(< Ь > х < z > ),|а | =  р > 
2 ,|z\ Є { /,s} ,s  - просте число, [< а > , < Ь >] = <  а >, та вичерпуються 
групами типів:

1) |Ь| =  qP,ß > 0,q ф р - просте число, р =  I('modq),b9 Є Z(G); при
z ф І <ЬЧ > <G; при \z\ = р0 < ;

2) |6| =  qr,q і г - різні прості числа, р =  I(modq),p =  /(m odr),(?<&>(<
а>) — z — I.

Доведення, Необхідність. Нехай група G із леми. В силу теореми 2.3 з 
[1] та результатів о [3] О — скінченна група вигляду G = <  а > AD, де < а > - 
найменша нормальна підгрупа з G, для якої G / < а > - нільпотентна група. 
Звідси D - скінченна нільпотентна група. Оскільки G - ненільпотентна 
група і }G'j =  р, то < а >= G', Jo| =  р - просте число. Звідси £)' -  /  і р ф 2. 
Зрозуміло, що [< а >,£>] = <  a >,D  / іG. Тоді D-група одного з типів 1 )
- 6) теореми 2.2 з [1], за твердженням якої D може бути лише абелевою 
групою одного о типів 1, 2, 4, 5 згаданої теореми і D містить підгрупу 
М ,М  o G ,M  *= Ср(< я >).

Нехай D  - група типу 5 теореми 2.2 о [1]. Тоді D  —< 6 > х < г > 
,jftj sr qP,ß > 0, |ü| as q,q ~ просте число, p s  ї(тосід), M  s*< № > x < г >. 
Зрозуміло, що [< a >, < b >] = <  a > і тому G - група типу 1 розглядуваної 
леми.

Нехай D - група типу 4 теореми 2.2 о [1]. Тоді D = <  6 > х < г >, |М = 
qP,ß>  0, j*| *  *,<jf і я - прості числа, р =  /(то<1д),Д/ = <  Ьч > х < z > ,|<  
« > ,< & > )  as< а X  Нехай я *= р. Покладемо с — az. Зі>озуміло. що |г| =  р 
і < с >JhG. Оскільки Ь4 Є Z(G ), то в G існує підгрупа < с > х < № > ~  Г. 
Припустимо* що ß  > 2. ТЬді |(< с >,С/]| > 2 і за означенням УШН()-груп 
|[< с >. t/]] З N  <G. Оскільки < с > - нормальна силовська. /'-підгрупа 
нормальної в G підгрупи .V. то < с > oG< шо неможливо. Отже, 1 і G
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- rpvnä типу 1 леми.
Нехай D - група типу 1 теореми 2.2 р [1|. ТЬді D —< b > , z  ~  І,\Ь\ =  

qe,ß  > 0, q - просте число, р =  I(modq), < b9 > <G і знову G - група типу 
ї леми'.'

Нехай D г група типу 2 теореми 2.2 з [1]. Тоді \D\ == qr, q і г
- необов’язково різні прості числа, р ~  I(modq),p ~  /(modr). Нехай 
q — r. Відомо [4], що Aut < а > - циклічна група і D /M  - підгрупа 
із Aut < о >. При наших допущеннях підгрупа D типу 2 теореми 2.2 
з [1] є елементарною абелевою групою порядку q2 і М  == І. Звідси і 
з попереднього Сп(< о >) =  М  ф І, що не так. Тому q ^  г. Тоді 
D = <  b >,\b\ = qr,M = І ,<  а > X < Ьч > і < а > X < Ьг > - неніль* 
потентні підгрупи. Звідси, як відомо, р s  I(modq),p =  /(modr) і G - група 
типу 2 леми. Всі випадки розглянуті. Необхідність доведена.

Достатність. Нехай G = <  а > AD -  група одного із типів 1), 2) леми. 
Тоді, очевидно, D  = <  Ь > х < z  >, \z\ Є {1, a},s -  просте число, Z Є Z(G). 
Ясно. щ о ( ? '= < а > , |а |= р -  просте число, G - ненільпотентна група, G - 
метациклічна група одноґо іо типів 12} , 13) теореми 3.2, за твердженням 
якої G - УЩН[ ]-група. Достатність доведена. Лема доведена.

Л ем а 3. Нехай G - примарна недедекіндова УЩН[]-група G з комутан­
том порядку р,р - просте число, яке не розкладається в прямий добуток 
своїх власних підгруп і містить неабелеву підгрупу порядку р3. Тоді G має 
вигляд G — C F , де С - локально циклічна р-група, чи група кватерніонів 
порядку 8, [C,F} =  I , C D F  = C n F \ F l *= G l - <  с > ,|с | - p , F  -  (Qx < 
а >)А < Ь > ,|а | Є {р,р2} ,|6| =  р, [а, Ь] «  с € Q,[Q, < Ь >] =  I, Q —< u,v > - 
група порядку р, чи р-група Міллера • Морено, f(?j > р3 і с групою одного 
з типів:

1) [< а >,< b >] — Q z* С; при |а| > р С • група кватерніонів порядку
8;

2) С —< с >,Q —< и > А < V >, j«j =  рл ,|и | =  |«| =  Щ =  р, Д > 
/. [и, г] =  [а, Ь] «  с =  ирА" {, [Q, < b >] =  /;

3) Q — (< с > х  < ц >)А < и > ,|с | =  \и\ з= |и| =  ja| =* |6| =г р, [м, г») ~ 
la.h} = c e C , [ Q , < b > } ~ r .

Доведення. Нехай G задовольняє умову леми. Тоді G > М  —< х,у  >
, М Є {р,р2},|р| Є {р,р2},[< X >, < у >] = <  с > =  G x =  М \\с \  =  р.с € 
Z(G). За наслідком 1.6 з [1] G — M D , де D — Сс(М), М  C\.D —< с >. За 
умовою .теми та теоремою 2.3 з [1] G - черніковоька група, що не містить 
елементарних абелевих підгруп порядку р4.

Нехай спочатку D 1 — 1. Тоді в силу відомого результату [5] D — С х D\.
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де С - сервантна локально циклічна підгрупа із D, що містить < с >, D)
- її доповнення в D. Звідси G ~  D\ х (CM) і тому з умови леми D\ s? I  
і, значить, G =  CM. Оскільки М  < С, то z € С  і \z\ =  рг,гр =  с. Якщо 
(a:j =  |у| =  р, то покладемо х =  а,у = b,M = F ~  (< с > х  < а >)А < b > 
, [а, Ь] = с, Q = <  с > і G - група типу 1 леми.

Нехай |х| = /А Тоді існує і,для Якого z*x =  а, |а| =  р і при )yj =  р 
покладемо у. =  6. Як і раніше, одержимо. що М  — F  — (< с > х < а >)А < 
Ь > і G - група типу 1 леми.

При |а;| =  р2 і \у\ =  р2 найдуться такі і та j ,  що zlx =  a, z*y =  £>, |а| = 
\Ь\ = р. Знову як раніше, М  ~  F  — ( < с > х  < а >)А < Ь > і G - група 
типу 1 леми.

Нехай тепер D x ф І. Покажемо, що D не розкладається в прямий до­
буток своїх власних підгруп. Дійсно, нехай це не так. Тоді D — D і X £>2, 
де D l =s D\ — G 1 = <  с > =  D П М  = £>2 Г) М. Звідси G =  D\ х (D^M). 
За умовою леми Di =  / ,  Що суперечить нашому прі іутценню. Можливі 
випадки: 1 ) М  = ( < с > х < а  >)А < b > \2 )  М  - метациклічна група.

Випадок 1 . У цьому випадку D містить Q = <  и, v > - р-групу Міллера- 
Морено і G містить підгрупу U — D x  < b >, яка за теоремою 2.1 з [1] 
задовольняє умову леми 1- В силу цієї леми D  - група одного з типів 1)
- 7) теореми 4.1 о [1], або гамільтонова група. Оскільки |И>1| =  р і D не 
розкладається в прямий добуток своїх власних підгруп, то D може бути 
лише групою одного із типів 1), 4) теореми 4.1 з [1] або гамільтоновою 
групою.

Нехай D ~ група типу 1 теореми 4.1 о [1]. Тоді D  = <  и > X < v >. |«| = 
рл , Д > /,[«,«} ss с as «рд-1. Покажемо, що {г»[ == р. Нехай це не так. Тоді 
G містить підгрупу V  « <  v > х < а >. Ясно, що V /iG і V  - група типу 5 
Теореми 2.2 о |1], за твердженням якої < ьр > х  < а > <tG. Звідси а Є Z(G), 
що неможливо. Отже, Jv|-за р. ПокЛадеМо С Ä< с > ,F  ==* D M ,D  — Q і 
одержимо, що G - група типу 2 леми.

Нехай D * група типу 4 теореми 4.1 о [1]. Тоді D ^  CQ,C  - локально 
циклічна р-гру па, чи група кватерніонІв порядку 8, Q в= (<: с > х < и > 
)А < V >, |«| =  |н| а* р, [ii,v] і= с € С, [С, О] — Покладемо F == QM. Тоді 
G at CF, [С, F] ss /  і G - група типу 3 леми.

Нехай, нарешті, D - гамільтонова група. Тоді за попереднім D — С - 
Група кватерпіонів порядку 8. Покладемо Q ±±< с >, F  as Л/ і отримаємо. 
ЩО G аг C F  - група типу 1 леми. Випадок 1 розглянуто ПОВНІСТЮ.

Випадок 2 . У цьому випадку М  а Метациклічйа група і можна вважаї и. 
Шо G не містить неабо.іейої підгрупи М  ^  (< с > X < а » X  < h > Порядку
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р3. Звідси М  —< х  > х < у >> |т| =  р2. Нехай М  не є групою кватерніонів 
порядку 8. Тоді М  = <  х  > А < У >, |у[ =  р і ізнову G містить підгрупу 
U = D x < у > і як у випадку 1, D - група кватерніонів порядку 8, чи 
група одного о типів 1), 4) теореми 4.1 о [1]. Нехай d Є D, |(і| =  p2,d? as с. 
Тоді існує ціле число і таке, що (Рх =  о, |а| =* р, [а, у] =  с і G містить 
Мі — (< с > х < а >)А < у > , |у| =  р, що суперечить розглядуваному 
випадку. Отже, D - не може бути ні групою кватерніонів порядку 8, ні 
групою типу 1 теореми 4.1 о [1]. Звідси D — (< с > х < и > )А < и > 
,[u,v] =  с, |u| Є {p,p2}, M € {p,p2}- У цьому випадку |D| > р3. Звідси, 
без порушення загальності можна вважати, що juj =  р2. ТЬму G містить 
елементарну абелеву підгрупу w(< и >) X w(< v >)x < с > x < a > 
порядку p4, що неможливо. Значить, M  - група кватерніонів порядку 8.

Як і раніше, можна вважати, що < с > максимальна циклічна підгрупа іо 
D. Зрозуміло, що D містить підгрупу Міллера-Морено Q, яка оадовольняс 
умову наслідку 3.3 о [1] і може бути лише групою типу 3 огаданого наслідку. 
Звідси Q =  (< с > X < и >)А < V >,|Q1 > 8,(n,i;] =  с, |«| =  4, |v| 6 {2,4}. 
Покажемо, що |ц| — 2. Нехай |u| =  4. Зрозуміло, що )т| =  |у| »  4, я2 =  у2. 
Покладемо ті =  их,у\ =* vy. ТЬді fxj| «s |t/i} =  4, < х\ > П < у\ >=  
7, [а:і, уі] =  [ux,vy\ =  с2 — І  і G містить V\ = <  х\ > х < у\ >. Ясно, що 
1 'і не може бути групою жодного о типів 1) * 6) теореми 2.2 о [1] і тому 
V) <з G, Vj П G 1 =  І  і, оначить, V\ € Z(G) і тому QM  =  Vj х М.

Нехай Q =  D. Тоді при |у| == 4G  =  Vj х М  - що неможливо. Отже, 
І о І =  2 і G - група типу 1 леми.

Нехай, нарешті, D > Q і нехай d - довільний елемент io D. Тоді одна о 
підгруп < d.,u >, < d, v >, < dn,v >, < и, dv > є групою типу 3 наслідку 3.3 
о [1]. Звідси \d\ < 4 і тому D j  < с. > - скінченна абелева група. Звідси D /  < 
r. > = <  щ < с »  х < vi < с >> х < d < с »  x B j  < с > і бегз порушення 
загальності можна вважати, що [«і, t»i] ф І- Очевидно, що < v \ , vj > - група 
типу 3 наслідку 3.3 о (1] і тому можна вважати, що Q —< ui,t/| > і тому 
■її] — п., V] — v. Тоді о умови D  > Q можна вважати, що \d < с > | > I. 
Ясно, шо тоді D містить підгрупу U\ — QX < d > і \d\ > І. За попереднім, 
Iv I — 4,|н| Є {2,4},|r/| Є {2,4}. Ясно, що < ü2,d2,c/2 >Є Z(G). Тоді в G 
існує підгрупа К {< с >) х w(< v >)A?e(< d >) - порядку 24. За вибором 
(< г > хИ '(<  t> >)АИ (< d >)) - абелева група і, оначить, К  - елементарна 
абелева група, порядку 2 \  шо неможливо. Значить, Q — D- Всі випадки 
розглянуті. Лема доведена.

Теорема. Недедсктдові УЩН[}-групи G з комутантом порядку р, р - 
просто число, мають вигляд G ~  С F, С - локально циклічна р-група, чи
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група кватерніонів порядку 8, (С, F} =  / ,  F  =  (Qx <  а >)А < Ь >, [а, 6] €<  
с > =  G* ss F* € Q = <  к,» >, jcj =  p m« вичерпуються групами типів:

1) G ss F  sä (QA < 6 > )x  <  a > ,Q  = <  с > , |6| =  q^,ß > 0,|a | € {L r } ,p  і 
q - різні прості числе, p =  f(modq),b9 Є £(G); np« ja| ф Ib9 € Z(G); при 
|o| «  pß < 3;

2) G — F — Q \  <  6 >,}Q| =  p, |6j =  qr,p,q і r - попарно різні прості 
числа, р з  [{modq),p з  /{mot&),C<6>(Q) =  /;

X/ G “  F  =  Q x < а >,<5 = <  u > А < о > ,|« j =  рл , А > / ,  jv| =  p7,7 > 
G,[u, e) =  c =  «рЛ-,,|а | € {/, r} ,r  - просте число;

4) G s C  x F ,C  - локально циклічна 2-група, jCj > 2, F  — Q x  < a >,Q  
* група кеатертокіе  порядку |aj € { /,г} ,г  - просте число;

$) F  — Q x < а > ,Q  =  (< с > X < и >)А < v >,[u,o] =  с 6 С, |и| Є 
{р»р2Ь М  € {р,р2} ,И  є  { / ,r} ,r  - просте число, |C ||u ||v | ф 32; при |а| ф 
/ ,  juj = |о| «  р;

6) G — F ,Q  —< и > А < и >, }и| =  рл , А > / , |о | =  |а| =  |Ь| =  р,[и,г>] — 
(а,6] -  с — upA-l,[Q, <&>} =  / ;

7)Q  = ( < c > x < u  >)А < и >, |и| =  }г>| =  |с| =  (а| =  |Ь| =  р, [и, о] =  с =  
[a,6],[Q ,< 6 >} sr f .

Доведення. Необхідність. Нехай G - досліджувана група. Припустимо 
спочатку, що G  - ненільпотентна група. Тоді G задовольняє умову леми 
2, за твердженням якої G  є групою одного із типів 1), 2) розглядуваної 
теореми.

Нехай тепер G  - нільпотентна група. Нехай спочатку G =  X  х А, де 
X  /А, де X  ф і ,  А  ß .  Оскільки (G?11 =  р, то або |Х ‘| =  р, або \Ä\ = р. Не 
порушуючи загальності, можна вважати, що X і =  G'1 і тому А х =  /. За 
теоремою 2.3 з  IM с  * недедекіндова черніковська група. Припустимо, що 
|v4( =  г - просте число. В силу леми 1 X  може бути групою одного з типів 
1), 3), 4) теореми 4.1 о [1}.

Якщо X  - група типу І теореми 4.1 з [1], то покладемо X  = Q, А —< 
а >, С' =  X х, F  — X  х А. Звідси F = G - група типу 3 теореми.

Нехай X  - група типу 3 теореми 4.1 з [1]. Тоді X  =  С х Q,C  - локально 
циклічна 2-група, \С\ > 2.Q - група кватерніонів порядку 8. Покладемо 
F  = Q х А. Одержимо, що G =  С х F  і G - група типу 4 розглядуваної 
теореми.

Ш ■хай X  - група типу 4 теореми. 4.1 з [1]. Тоді X =  CQ,Q  =  (< с > х < 
и >)А < t> >, |uj  = |ej = p ,[н, u] ~  с € С, jcj =  p,[C,Q] =  I ,C  - локально 
циклічна p-rpyna, чи група кватерніонів порядку 8. Покладемо F — Q х А. 
Звідси G — CF  - група типу 5 розглядуваної теореми.
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Нехай |Л| - непросте число. Тоді за лемою 1 X  - гамільтонова група. 
Відомо [4], що X  =  Q х D х A i,Q  - група кватерніонів порядку 8, D - 
елементарна абелева 2-група, А\ - періодична абелева група без інголюцій. 
Не порушуючи загальності можна вважати, що А" =  Q х D %A = А\ х А. 
За теоремою 2.3 о [1] G не містить підгруп, що розкладаються в прямий 
добуток більше ніж трьох неодиничних прямих множників. Звідси |Z)j < 4.

Нехай \D\ =  2. Тоді А - локально циклічна 2-група і оскільки G  - неде- 
декіндова група, то \А\ > 2. Покладемо A = C ,F = s Q x  D i  одержимо, що 
G - група типу 4 теореми.

Нехай \D\ — І. Тоді X  =  Q - силовська дедекіндова 2-підгрупа о G, А - її 
періодичне абелеве доповнення. Звідси в силу (4) G  - дедекіндова група, що 
не так.

Нехай тепер G не розкладається в прямий добуток своїх неодиничних 
підгруп. Якщо G містить неабелеву підгрупу порядку р3, G  задовольняє 
умову леми 3. Звідси G - група одного з  типів 5) - 7) теореми. Нехай G  
не містить неабелевих підгруп порядку р3. Тоді всі підгрупи порядку р3 о 
G абелбві. Зрозуміло, що G  містить підгрупу Міллера-Морено М, яка не 
може бути ні групою кватерніонів, ні групою діедра порядку 8 і \М\ > р3.

Нехай М  — G. Тоді G  задовольняє умову наслідку 3.3 з  [і] і може бути 
групою одного з  тилів 2), 3) наслідку. Звідси G  - група одного з типів 3),
5) розглядуваної теореми.

Нехай М  < G. Тоді \G\ > р4. За наслідком 3.3 з (і) М  =  (< с ><  
х >)А < у  >,}я| =  р°,\у\ = рР, а  > 0,ß > 0,[лг,р] =  с. Не порушуючи 
загальності можна вважати, що М  - група Міллера-Морено о G  найменшого 
порядку. Похажемо, що підгрупу М  можна вибрати так, що М  - група 
типу 3 наслідку 3.3 о [1]. Дійсно, нехай У - максимальна локально циклічна 
підгрупа о G, що містить < с >. ТЬді У < G  і G / Y  - прямий добуток 
скінченного числа неодиничних локально циклічних підгруп >v/V,0 < г < 
п, Зрозуміло, що G  породжується всіма підгрупами YT,Yr < G. При І ф 
rK  nVf =  К. Оскільки G  - р-група і jG*| »  р, то С?1 Є Z { G ) і для будь-якого 
g i a G  др £  Z{G).

Покажемо, щоУ г =  Y \ B r, де В г - неодинична локально циклічна р-група. 
Якщо Уг/ У  - кваоіциклічна р-група, То [Yt : У) =* оо. Нехай |К| < сс. Тоді 
)'г містить квазіцихлічну підгрупу B r,B r € Z(Yr) і» очевидно, У? за У  х B f. 
Якщо ж |У‘| «  со, то У  - кваоіциклічна група, У. € #(И ) і К  - розши­
рення центральної квазіциклічжн підгрупи У  з допомогою кйазіциклічпої 
підгрупи У / У .  Відомо (5), що І'/ *= ї  і тоді Н *= У  х

Нехай тепер >>/)' - циклічна група. ТЬді К  *= У < >. Якщо ГП <
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жг > =  І, то Bt = <  xr >,УГ =  УA < xr >, що й треба було довести. Не^ай 
УП < х г >ф І. Тоді с Є< х т >. Коли У - квазіциклічна група, то о умови 
IG1) =  р випливає, що Уг’ =  І  і Уг = УАВГ.

Нехай |У| < оо. За вибором |У| > |жг| і тому за будовою метациклїчних 
р-груп (див., наприклад, теорему 1.2.1 з [2]) маємо Уг =  Y \ B r.

Отже, завжди Yr =  УАВГ,В Г - неодинична локально циклічна група. 
Зрозуміло, що [.Вт, Ві] Є< с >. Якщо [Вг, Ві] ф / ,  то [Вг, Ві\ = <  с >, |ВГ| < 
со, |В/| < со і.(< с > х В г)ХВі - підгрупа Міллера-Морено шуканого типу.

Нехай [Вг, В(] =  І. Тоді G =  F  А В, де В =  Ві х ... х Вг х ... х В„. Ясно, що 
В <G. Тоді, очевидно, В - абелева група одного о типів 1), 2), 5) теореми 
2.2 з [1] і |G| < оо. Зрозуміло, що G не е групою Міллера-Морено і тому G 
не породжується двома елементами. Звідси В - нециклічна група, В не є 
групою типу 1) теореми 2.2 з [2] і w(B) - елементарна абелева група порядку 
рг. Якщо В - група типу 5 теореми 2.2 з [2],-то В  = <  х > х < у  >, \у\ =  р, В 
містить підгрупу < хр > х < у > <G. Звідси {У, < у >] =  І  і G — (УА < ж > 
)х < у >, що суперечить розглядуваному випадку. Якщо тепер В * група 
типу 2, то В = <  х > х < у > , |ж| =  |у| =  р. Нехай 5  =  Сд(У). Покажемо, 
що S  ф І. Якщо ж Є S' і у Є В, то необхідне доведено. Нехай це не так, 
тобто х ф S  і у g  S. Тоді У = <  d >, jd| і= рл , Д > / ,  [d, ж] =  с’, [і,у] =  с7, < 
с* > = <  о7' > = <  с > = <  dpA~' >. Зрозуміло, що і та j  не кратні р, і, значить', 
існує'таке п, що пі +  j  =  Omodp. Покладемо я =  ж "у. Тоді |ж| =  р, < z >=  
р, < г > П < ж > =  1 , [d, z] =  /  і G =  (УА < ж > )х  < z >, що неможливо. 
Отже, S  ф І. Тоді z € S, \г\ — р ,В  = F x  < z > і G = (YXF)x < z >, що 
знову неможливо. Всі випадки розглянули. Необхідність доведена.

Достатність для груп G кожного з типів 1) - 7) розглядуваної теореми 
перевіряється безпосередньо. Теорема доведена.
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