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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N = {1, 2, . . . , n, . . .} – множина натуральних чисел,

N0 = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} –
розширена множина
натуральних чисел,

Z – множина цiлих чисел,
Q – множина рацiональних чисел,
R – множина дiйсних чисел,
C – множина комплексних чисел,
Fq – скiнченне поле iз q елементiв,

H ≤ G – H – пiдгрупа в групi G,
H < G – H – власна пiдгрупа в G,
H ¢ G – H – нормальна пiдгрупа в G,

Ha = a−1Ha –
пiдгрупа, спряжена до пiдгрупи H

за допомогою елемента a,

G/H –
фактор-група групи G

за пiдгрупою H,

|G : H| – iндекс пiдгрупи H в групi G,
p – просте число,

Cp∞ – квазiциклiчна p-група,

Cpn –
циклiчна p-група
порядку pn (n ∈ N),
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∼= – символ iзоморфiзму груп,
× – символ прямого добутку,
o – символ напiвпрямого добутку,

2 –
символ, який означає
кiнець доведення,

CG(H) –
централiзатор пiдгрупи H

в групi G,

RG або R[G] –
групове кiльце групи G

над кiльцем R,

Z(G) – центр групи G,
FratG – пiдгрупа Фраттiнi групи G,
radM – радикал Джекобсона модуля M ,

γkG – k-тий гiперцентр групи G,
G(n) – n-тий комутант групи G,

Ωk(G) =
{

x ∈ G | xpk
= 1

}
– k-тий прошарок p-групи G,

charK – характеристика поля K,
annR(u) = {r ∈ R | ru = 0} – анулятор елемента u в кiльцi R,

⊕ – знак прямої суми,
[x, y] = x−1y−1xy – комутатор елементiв x та y,

[A,B] –
взаємний комутант пiдгруп A

i B в групi G,

AG = 〈g−1Ag | g ∈ G〉 –
нормальне замикання
пiдгрупи A в групi G,
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τ (G) –
множина всiх елементiв
скiнченного порядку групи G,

exp(G) – експонента групи G,

R◦ –
приєднана група асоцiативного
кiльця R,

A◦ – приєднана група брейса A,
A+ – адитивна група брейса A,

b(−1) –
елемент, обернений до елемента
b ∈ A в приєднанiй групi A◦,

ann A, annl A або annr A –
двoбiчний, лiвий чи правий
анулятори брейса A,

CA(a) – централiзатор елемента a в A,

G(R) –
асоцiйована група асоцiативного
кiльця R,

H(L, T ) –
група, асоцiйована з пiдмодулем L

деякого модуля над брейсом A i
пiдгрупою T iз A◦,

H(A) – асоцiйована група брейса A.



ВСТУП

Актуальнiсть теми. Починаючи з робiт Р. Дедекiнда [54] про
скiнченнi групи, всi пiдгрупи яких нормальнi, Г. Мiллера i Х.
Морено [76] про скiнченнi групи, всi власнi пiдгрупи яких абе-
левi, О.Ю. Шмiдта [33] про скiнченнi групи, всi власнi пiдгрупи
яких нiльпотентнi, ведуться дослiдження груп iз системами пiд-
груп, якi мають важливi природнi властивостi. На цьому шля-
ху, прокладеному вiд скiнченних груп до нескiнченних, видiле-
но i охарактеризовано багато важливих класiв груп, започатко-
вано новi важливi поняття, що суттєво вплинули на подальшi
напрямки дослiджень в теорiї груп.

Систематичне вивчення нескiнченних груп з умовами скiн-
ченностi, зiнiцiйоване С.М. Чернiковим i пiдсумоване в моно-
графiї [27], iнтенсивно проводилось ним та його учнями, почи-
наючи з 50-тих рокiв минулого столiття.

Цiєю тематикою, яка виявилась перспективною i плiдною,
зацiкавилось багато рiзних дослiдникiв iз рiзних країн; вони
опублiкували результати своїх пошукiв у значному числi праць,
впроваджуючи при цьому в математику новi фундаментальнi
поняття i змiнюючи погляди на предмет i методи дослiджень.

Один iз пiдходiв полягає у вивченi груп з "малою" (або
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"великою" у певному сенсi) системою пiдгруп, що мають (або
не мають) деяку властивiсть χ. Так, С.М. Чернiков започатку-
вав дослiдження нескiнченних груп з умовами мiнiмальностi та
вiдповiдно максимальностi для системи не χ-пiдгруп (тобто си-
стеми всiх пiдгруп групи, якi не мають властивостi χ), серед
яких варто нагадати про дослiдження С.М. Чернiкова [24] груп
з умовою мiнiмальностi для неабелевих пiдгруп, дослiдження
Д.I. Зайцева i Л.А. Курдаченка [11] груп з умовою максималь-
ностi для неабелевих пiдгруп. За цей час вивчалися групи з
рiзними умовами мiнiмальностi чи максимальностi для рiзних
систем пiдгруп; серед яких вкажемо на публiкацiї М.Р. Дiксо-
на та Л.А. Курдаченко [57], [58], С. Фрачiозi, Ф. де Джованнi
i Я.П. Сисака [60], Х. Отала та Х. Пени [82], М.М. Семка [77],
В.С. Чарiна [19], М.С. Чернiкова [20], [21], [22], О.Д. Артемови-
ча [3], [6], [39] та iнших. Подiбнi дослiдження груп з умовами
мiнiмальностi та вiдповiдно максимальностi для певних систем
узагальнено нiльпотентних пiдгруп проведено в данiй дисерта-
цiйнiй роботi.

До груп з "малою" системою не χ-пiдгруп вiдносяться мi-
нiмальнi не χ-групи, тобто групи, якi не є χ-групами в той час,
як всi їхнi власнi пiдгрупи є χ-групами. Перший такий приклад
(а саме, нескiнченної мiнiмальної ненiльпотентної групи iз су-
бнормальними власними пiдгрупами) побудували Г. Хайнекен
та I. Мохамед [65] в 1968 роцi (в їх честь такi групи назва-
но групами типу Хайнекена-Мохамеда). Такi групи виявились
нерозкладними (тобто групами, в яких будь-якi двi власнi пiд-
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групи знову породжуть власну пiдгрупу). В. Мирес в низцi ро-
бiт (див. його пiдсумкову роботу [80]) встановив, що групи iз
субнормальними пiдгрупами завжди розв’язнi. За пройдений
перiод опублiковано бiля двох десяткiв робiт про групи типу
Хайнекена-Мохамеда, але вони все ще залишаються недослi-
дженими.

Систематичне вивчення мiнiмальних не χ-груп започа-
ткував В. Беляев, почавши дослiджувати мiнiмальнi не FC-гру-
пи i мiнiмальнi не BFC-групи [7], [8]. Пiзнiше вiн та, незалежно,
Б. Бруно вивчали мiнiмальнi не майже абелевi групи [9], [46], а
Б. Бруно та Р. Фiллiпс [47], [48], [49], [51] – мiнiмальнi не майже
нiльпотентнi групи. Рiзними авторами (див., наприклад, [64],
[83] та iншi) вивчались також мiнiмальнi не CC-групи. М. Ксу
[99] розглядав групи, всi власнi пiдгрупи яких беровi, та групи
[100], всi власнi пiдгрупи яких є FN-групами (тобто групами, що
є розширеннями скiнченних груп за допомогою нiльпотентних
груп), а О.Д. Артемович [2] вивчав властивостi мiнiмальних не
майже гiперцентральних груп. Iз результатiв Ф. Наполiтано,
Е. Пегораро [78] та Х. Отала, Х. Пени [81] випливає, що якщо
χ – це властивiсть "бути розширенням нiльпотентної групи за
допомогою чернiковської групи", то локально ступiнчатих мiнi-
мальних не χ-груп не iснує. В данiй дисертацiї встановлено, що
якщо χ – це властивiсть "бути розширенням чернiковської гру-
пи за допомогою нiльпотентної групи", то iснує недосконала мi-
нiмальна не χ-група i вона є групою типу Хайнекена-Мохамеда.

Важливим напрямком застосування теорiї груп – це до-
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слiдження груп одиниць (та груп квазiрегулярних елементiв)
кiлець. Алгебраїчнi одиницi вперше зустрiчаються у Ф. Гаусса.
Першим важливим результатом про групи одиниць, напевно, є
теорема Дiрiхле про одиницi кiльця цiлих алгебраїчних чисел.
Початковi результати в цьому напрямку описано в монографiї
[31]. Квазiрегулярнi елементи ввiв С. Перлiс з метою характе-
ризацiї радикала Джекобсона асоцiативного кiльця. Якщо асо-
цiативне кiльце має одиницю, то його група одиниць i приєдна-
на група (тобто група, яка складається iз елементiв, оборотних
стосовно операцiї кругового множення) iзоморфнi. Радикальнi
кiльця вивчалися в роботах Б. Амберга та О. Дiкеншiда [35],
Дж. Воттерса, Я.П. Сисака [18], Ю.М. Рябухiна та багатьох iн-
ших. Я.П. Сисак побудував асоцiйовану групу G(R) радикаль-
ного кiльця R [18], а О.Д. Артемович розширив цю констру-
кцiю [37] i розглядав групу H(I, T ), асоцiйовану з пiдмодулем
I модуля над довiльним асоцiативним кiльцем R та пiдгрупою
T приєднаної групи R◦ цього кiльця. Ю.Б. Iщук [67] дослiджу-
вав властивостi асоцiйованої групи G(R) для асоцiативного (мо-
жливо, без одиницi) кiльця R. В. Румп [92] зовсiм недавно ввiв в
розгляд поняття брейса, який, як виявилося, насичений рiзни-
ми пiдгрупами. Брейс є природним узагальненням радикаль-
ного кiльця. Зокрема, брейс є асоцiативним (стосовно операцiї
множення) тодi i тiльки тодi, коли вiн є радикальним кiльцем.
В дисертацiї вводиться група H(L, T ), асоцiйована з пiдмоду-
лем L модуля, який розглядається над довiльним брейсом A,
та пiдгрупою T приєднаної групи A◦. Зокрема, розглядається
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група H(A), асоцiйована з брейсом A, i дослiджуються деякi її
властивостi, пов’язанi з нiльпотентнiстю.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Тематика дисертацiї пов’язана з науковими дослiджен-
нями, якi проводяться в галузi математики у Львiвському на-
цiональному унiверситетi iменi Iвана Франка. Матерiал дисер-
тацiї – складова частина дослiджень iз держбюджетної теми
тем № 0104 U 002129, яка виконувалась на кафедрi алгебри i
логiки.

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiї – дослi-
дження груп, насичених пiдгрупами, близькими до нiльпотен-
тних i їх узагальнень.
Об’єкт дослiдження – групи з умовами мiнiмальностi (вiдпо-
вiдно максимальностi) для певних систем пiдгруп, близькими
до нiльпотентних, а також груп, пов’язаних з брейсами.
Предмет дослiдження – особливостi будови груп, якi задоволь-
няють певнi умови скiнченностi, а також дослiдження груп, асо-
цiйованих з брейсами.
Задачi дослiдження:

• охарактеризувати групи iз певними умовами мiнiмальностi
для систем пiдгруп, якi не є узагальнено нiльпотентними;

• дослiтити перiодичнi групи iз певними умовами максималь-
ностi для систем пiдгруп, якi не є узагальнено нiльпотен-
тними;
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• вивчити певнi зв’язки груп iз брейсами.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач
використовуються методи теорiї груп та теорiї кiлець i модулiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi науковi ре-
зультати, отриманi в дисертацiйнiй роботi, новi i є такими:

• доведено, що недосконала локально ступiнчата група, всi
власнi нормальнi пiдгрупи якої є розширеннями нiльпотен-
тних груп за допомогою чернiковських груп, сама є такою;

• охарактеризовано групи без неодиничних досконалих сек-
цiй з умовою мiнiмальностi для пiдгруп, якi не є розширен-
нями скiнченних груп за допомогою нiльпотентних груп;

• встановлено, що iснують групи, якi не є розширеннями чер-
нiковських груп за допомогою нiльпотентних груп в той
час, як кожна власна їхня пiдгрупа є такою, i в недоско-
налому випадку доведено, що така група є групою типу
Хайнекена-Мохамеда;

• встановлено, що в локально нiльпотентнiй групi з умовою
мiнiмальностi для ненiльпотентних (вiдповiдно негiперцен-
тральних) пiдгруп кожна пiдгрупа, яка є мiнiмальною не-
нiльпотентною (вiдповiдно мiнiмальною негiперцентраль-
ною) групою, субнормальна в групi;

• охарактеризовано перiодичнi розв’язнi групи з умовою мак-
симальностi для пiдгруп, якi не є майже абелевими;
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• побудовано групу, асоцiйовану з брейсом, i дослiджено де-
якi її властивостi.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний
характер i можуть бути використанi у подальших дослiдженнях
в теорiї груп.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi результати дисер-
тацiйної роботи отримано здобувачем самостiйно. У спiльних
статтях (див. [16], [102], [104], [107], [108]) спiвавтору, який є на-
уковим керiвником, належить постановка задачi, обговорення
результатiв та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
апробовано на таких конференцiях:

1. 5-та мiжнародна алгебраїчна конференцiя (2005, Львiв);

2. A conference in Honor of Adalbert Bovdi’s 70th Birthday (2005,
Debrecen, Hungary);

3. 6-та мiжнародна алгебраїчна конференцiя (2007, Кам’янець-
Подiльський);

4. 2-ма мiжнародна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми
механiки та математики" (2008, Львiв);

5. 7-ма мiжнародна алгебраїчнiа конференцiя (2009, Харкiв);

6. 8-ма мiжнародна алгебраїчнiа конференцiя (2011, Луганськ);
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7. на львiвському мiському алгебраїчному семiнарi пiд керiв-
ництвом професора М.Я. Комарницького (2007, 2012, Львiв).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 11
працях [14–16] та [101–108] (6 без спiвавторiв), з яких 6 (2 без
спiвавторiв) опублiковано у виданнях, включених до перелiку
фахових видань.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз
перелiку умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та
списку використаних джерел, що налiчує 108 найменувань. За-
гальний обсяг дисертацiї — 140 сторiнок, обсяг списку викори-
станих джерел — 15 сторiнок.

Авторка висловлює щиру подяку своєму науковому керiв-
нику, професору Артемовичу Оресту Дем’яновичу, за постiйну
увагу та пiдтримку в роботi.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ

I ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

В цьому роздiлi наведено огляд лiтератури та результатiв
дослiджень за тематикою дисертацiйної роботи, а також корот-
кий огляд результатiв, отриманих в дисертацiї.

1.1. Огляд лiтератури

Основнi означення, якi використовуються в дисертацiйнiй
роботi, можна знайти в книгах з теорiї груп [12], [27], [72], [30],
[89], [90], [73], [91] i з теорiї кiлець [28], [29], [85]. Для зручностi
нижче в цьому пiдроздiлi наведемо основнi поняття i факти,
якi безпосередньо стосуються проблематики, розглядуваної в
дисертацiї, а також дамо огляд найближчих до нашої тематики
наукових дослiджень.

1. Нехай нижче G – група (стосовно операцiї ” · ”). На-
гадаємо, що класом груп X називається сукупнiсть груп, яка
мiстить одиничну (тривiальну) групу, i з умови G ∈ X випли-
ває, що X мiстить кожну групу, яка iзоморфна G.

Часто пишуть G ∈ X i кажуть, що G належить до кла-
су X (рiвносильно, G – X-група або G має теоретико-групову
властивiсть X).
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Пiдмножина

Z(G) = {z ∈ G|g · z = z · g для всiх елементiв g ∈ G}

називається центром групи G. Як вiдомо, Z(G) – нормальна
пiдгрупа в G.

Ланцюг пiдгруп

Z0(G) ≤ Z1(G) ≤ · · · ≤ Zα(G) ≤ · · ·

називається верхньою центральною системою групи G, якщо:

i) Z0(G) = 〈1〉 – одинична пiдгрупа;

ii) Z1(G) = Z(G) – центр групи G;

iii)

Zα(G)/Zα−1(G) = Z(G/Zα−1(G)),

якщо ординал α не граничний;

Zα(G) =
⋃

β<α

Zβ(G),

якщо ординал α граничний.

Якщо знайдеться таке натуральне число n, що G = Zn(G), то
група G називається нiльпотентною. Найменше натуральне
число n з такою властивiстю називається ступенем (або кла-
сом) нiльпотентностi групи G. Ясно, що абелева група є нiльпо-
тентною класу 1. Якщо ж G = Zγ(G) для деякого ординала γ,
то група G називається гiперцентральною (або скорочено ZA-
групою). Iз означення випливає, що кожна нiльпотентна група
є гiперцентральною (але навпаки це не завжди так).
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Наприклад, мультиплiкативна група матриць

G =








1 a b

0 1 c

0 0 1


 | a, b, c ∈ R





нiльпотентна класу нiльпотентностi 2, оскiльки

Z(G) =








1 0 y

0 1 0

0 0 1


 | y ∈ R





.

Якщо x, y ∈ G, то елемент [x, y] = x−1y−1xy називається кому-
татором елементiв x та y, а пiдгрупа

[G,G] = 〈[x, y] | x, y ∈ G〉,
яка породжена всiма комутаторами [x, y], називається кому-
тантом групи G. Часто [G,G] позначають скорочено через G′.
Якщо n ∈ N, то послiдовнi комутанти групи G визначають так:

G(0) = G,

G(1) = G′,

G(2) = [G′, G′],
...

G(n) = [G(n−1), G(n−1)] – n-тий комутант групи G.

Будемо вживати таких скорочених позначень:

G′′ = G(2), G′′′ = G(3).

Покладаючи:

i) γ1G = G,
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ii) γ2G = G′,

iii) γαG = [γα−1G,G], якщо ординал α неграничний,

iv)

γαG =
⋂

β<α

γβG,

якщо ординал α граничний, отримаємо незростаючий ланцюг
пiдгруп

G = γ1G ≥ γ2G ≥ · · · ≥ γαG ≥ · · · ,

який називається нижньою центральною системою групи G.
Добре вiдомо, що Zα(G), G(n), γαG – нормальнi пiдгрупи в G.

Якщо група G спiвпадає з своїм комутантом G′, то G на-
зивається досконалою; якщо ж – нi, то кажуть, що G недоско-
нала.

Нехай S – теоретико-групова властивiсть. Кажуть, що G

– майже S-група, якщо G мiстить таку пiдгрупу H скiнченно-
го iндекса, що H має властивiсть S. Наприклад, якщо S = A
– клас абелевих груп, то майже A-група називається майже
абелевою (або AF -групою); якщо ж S = N – клас нiльпотен-
тних груп, то майже N -група називається майже нiльпоте-
тною (або NF -групою).

Ланцюг пiдгруп

G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn ≤ · · · (1.1.1)

i вiдповiдно
G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn ≥ · · · (1.1.2)
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називається субнормальним, якщо Gn – нормальна пiдгрупа в
Gn+1 (i вiдповiдно Gn+1 – нормальна пiдгрупа в Gn) для всiх
n ∈ N0. Якщо Gi 6= Gi+1 для кожного i ∈ N0, то ланцюг (1.1.1)
називається строго зростаючим i записується у виглядi

G0 < G1 < · · · < Gn < · · · ;

подiбно, якщо в (1.1.2) Gi 6= Gi+1 для кожного i ∈ N0, то цей
ланцюг називається строго спадним i записується у виглядi

G0 > G1 > · · · > Gn > · · · .

Пiдгрупа H групи G називається субнормальною (позначає-
ться H ¢ ¢G), якщо iснує такий субнормальний ряд (1.1.1),
що H = G0 та G = Gn для деякого n ∈ N. Найменше на-
туральне число n iз такою властивiстю називається глибиною
(або дефектом) субнормальностi пiдгрупи H. Ясно, що кожна
нормальна пiдгрупа в групi субнормальна глибини 1. Як вiдо-
мо (див. теорему 16.2.2 iз [12]), в нiльпотентнiй групi кожна
пiдгрупа субнормальна.

Фактор-група
Gi+1/Gi

називається фактором ряду (1.1.1), а фактор-група

Gi/Gi+1

– фактором ряду (1.1.2) для i ∈ N0. Нагадаємо також, якщо
iснує субнормальний ряд (1.1.1) i натуральне число n ∈ N такi,
що G0 = 〈1〉 – одинична пiдгрупа, Gn = G i всi фактори ряду
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(1.1.1) є абелевими, то група G називається розв’язною (най-
менше з можливих n iз такою властивiстю називається ступе-
нем розв’язностi групи G). Кожна абелева група є розв’язною
ступеня 1.

Якщо H – яка-небудь пiдгрупа iз G, K – нормальна пiд-
група в H, то фактор-група H/K називається секцiєю групи
G.

2. Нехай p – просте число, n ∈ N. Тодi

Cpn =
{
z ∈ C | zpn

= 1
}

– група, яка складається iз комплексних коренiв степеня pn iз
одиницi 1. Якщо

ε1 = cos
2π

pn
+ i sin

2π

pn
,

то Cpn = 〈ε1〉, тобто група Cpn циклiчна i породжена елементом
ε1. Оскiльки

Cp ≤ Cp2 ≤ Cp3 ≤ · · · ≤ Cpn ≤ · · · ,

то їх об’єднання
∞⋃

n=1

Cpn

– група, яка називається квазiциклiчною p-групою (i познача-
ється через Cp∞). Квазiциклiчна група – це квазiциклiчна p-
група для певного простого числа p.

Кажуть, що група G – розширення групи A за допомогою
групи B, якщо виконуються такi двi умови:

1) A – нормальна пiдгрупа в G;
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2) фактор-група G/A iзоморфна групi B.

Група G називається чернiковською, якщо вона є скiченним
розширенням прямого добутку скiнченного числа квазiциклi-
чних груп. Iнакше кажучи, G – чернiковська група, якщо вона
має таку нормальну пiдгрупу

A ∼= Cp∞1 × Cp∞2 × · · · × Cp∞n

(тут p1, p2, . . . , pn – простi числа, якi не обов’язково є рiзними),
що фактор-група G/A скiнченна.

Група G називається

• локально нiльпотентною, якщо кожна її скiнченно пород-
жена пiдгрупа нiльпотентна;

• локально ступiнчатою, якщо кожна неодинична скiнченно
породжена пiдгрупа iз G мiстить власну пiдгрупу скiнчен-
ного iндекса.

Клас локально ступiнчатих груп досить широкий; вiн мi-
стить, наприклад, локально нiльпотентнi групи i локально роз-
в’язнi (зокрема, розв’язнi) групи.

Приклад 1.1. Нехай G = Ao 〈t〉 – напiвпрямий добуток ква-
зiциклiчної p-групи A (p > 2) i циклiчної групи 〈t〉, порядок
якої |t| = ∞ нескiнченний, причому

t−1at = a1+p

для будь-якого a ∈ A. Тодi група G має такi властивостi:
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i) G мiстить власну несубнормальну пiдгрупу (тому G не є
нiльпотентною);

ii) G не є чернiковською;

iii) G – розширення абелевої групи A за допомогою абелевої
групи 〈t〉, а тому G – розв’язна група ступеня 2.

Приклад 1.2. Нехай

G = Ao 〈t〉

– напiвпрямий добуток квазiциклiчної 2-групи A i циклiчної
групи 〈t〉 порядку 2, причому

t−1at = a−1

для кожного елемента a ∈ A. Тодi G має властивостi:

i) G – чернiковська 2-група;

ii) G є локально нiльпотентною, але не є нiльпотентною;

iii) G – неабелева група, яка є AF -групою (а тому i NF -гру-
пою);

iv) пiдгрупа 〈t〉 не є субнормальною в G;

v) кожна пiдгрупа iз A субнормальна в групi G.
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3. Група G називається розкладною, якщо знайдуться такi
двi власнi пiдгрупи A,B < G, що група G породжується цими
пiдгрупами, тобто

G = 〈A,B〉.
Якщо таких пiдгруп не iснує, то група G називається нероз-
кладною. Групи G iз прикладiв 2.1 та 2.1 є розкладними. Як
зауважено в [1], абелева група G нерозкладна тодi i тiльки тодi,
коли G ∼= Cpn або G ∼= Cp∞ для певного простого числа p.

Група G називається мiнiмальною не X-групою, де X – де-
яка теоретико-групова властивiсть, якщо кожна власна пiдгру-
па iз G є X-групою в той час, як сама G не є X-групою. Напри-
клад, якщо X = N – клас нiльпотентних груп, то мiнiмальнi не
N -групи прийнято називати мiнiмальними ненiльпотентни-
ми групами. Скiнченнi мiнiмальнi ненiльпотентнi групи оха-
рактеризував Л. Редеї [87]. Мiнiмальнi ненiльпотентнi групи є
скiнченно породженими або локально скiнченними. Приклади
простих скiнченно породжених мiнiмальних ненiльпотентних
груп можна знайти в монографiї О.Ю. Ольшанського [13]. М. Нью-
мен i Дж. Вайголд [79] ненiльпотентну локально нiльпотентну
групу, всi власнi пiдгрупи якої є нiльпотентними, називають
AN -групою. Ними встановлено, що кожна розв’язна AN -група
G має локально циклiчну фактор-групу G/G′ i є p-групою для
деякого простого числа p. Вони також охарактеризували AN -
групи, якi мають максимальну пiдгрупу. AN -групи, якi не мi-
стять жодної максимальної пiдгрупи, злiченнi. Першi приклади
таких груп знайдено Г. Хайнекеном i I. Мохамедом (див. [65],
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[66]), а саме в [65] ними побудовано групу G iз властивостями:

I) комутант G′ – абелева група експоненти p;

II) кожна пiдгрупа iз G є нiльпотентною i субнормальною;

III) центр Z(G) = 〈1〉 одиничний.
Пiзнiше на їхню честь ненiльпотентнi групи, всi власнi пiдгру-
пи яких є нiльпотентними i субнормальними, названо групами
типу Хайнекена-Мохамеда. В [66] шляхом побудови встанов-
лено, що iснує незлiченна родина попарно неiзоморфних груп
типу Хайнекена-Мохамеда.

Пiзнiше низки груп типу Хайнекена-Мохамеда побудова-
но також Дж. Мельдрумом [74], Б. Хартлi [62], [32], Б. Бруно
i Р. Фiллiпсом [50] та Ф. Менегаццо [75]. Детальнiший огляд
дослiджень мiнiмальних ненiльпотентних груп можна знайти
в монографiях Дж. Леннокса i Стоунхювера [72], Дж. Ленно-
кса i Д. Робiнсона [73] та оглядовiй статтi О.Д. Артемовича i
Л.А. Курдаченка [4].

Х. Смiт [95] довiв, що локально нiльпотентна група без
скруту, всi власнi пiдгрупи якої нiльпотентнi, сама є нiльпо-
тентною. В. Мирес в низцi робiт (див. його пiдсумкову роботу
[80]) детально дослiджував групи iз субнормальними власними
пiдгрупами. Вiн встановив, що такi групи розв’язнi. Як наслi-
док, групи типу Хайнекена-Мохамеда розв’язнi. Опираючись
на сказане i теорему 3.1 iз працi [95] маємо

Твердження 1.1. Нехай G – ненiльпотентна група, яка не



25

має жодної максимальної пiдгрупи. Якщо всi її власнi пiдгрупи
нiльпотентнi, то вона має такi властивостi:

(i) G – злiченна p-група для деякого простого числа p i фактор-
група G/G′ ∼= Cp∞;

(ii) кожна пiдгрупа субнормальна в G;

(iii) (G′)p 6= G′ i кожен гiперцентральний гомоморфний образ
групи G абелевий;

(iv) централiзатор CG(G′) абелевий;

(v) комутант G′ недоповнюваний в групi G (тобто iз рiвно-
стi G′H = G для пiдгрупи H ≤ G випливає, що H = G);

(vi) G не має власних пiдгруп скiнченного iндексу.

Кажуть, що група G має власну факторизацiю, якщо зна-
йдуться такi двi власнi пiдгрупи A,B < C, що

G = AB.

Виявляється, що групи типу Хайнекена-Мохамеда не мають
власної факторизацiї. Це, зокрема, випливає iз теореми 1.1 [36],
яку подамо як

Твердження 1.2. Нехай G – нескiнченна недосконала неабе-
лева група. Тодi рiвносильнi такi властивостi:

(1) G′ – нерозкладна група;

(2) G не має власної факторизацiї;
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(3) G – злiченна група з недоповнювальним комутантом G′ i
фактор-група G/G′ ∼= Cp∞ для деякого простого числа p.

За тривалий час пошукiв знайдено i iншi мiнiмальнi не-
X-групи. Група G називається FA-групою, якщо її комутант
G′ скiнченний (в працi [7] такi групи названо квазiабелевими).
В.В. Беляєв та М.Ф. Сесекiн (див. [7] i [8]) описали мiнiмальнi
не FA-групи, а саме вони встановили таке важливе

Твердження 1.3 ([7], теорема). Недосконала група G – мiнi-
мальна не FA-група тодi i тiльки тодi, коли вона є групою
одного з таких типiв:

(α1) G = 〈b, a0, a1, . . . , ai, . . .〉, де bpn
= 1, [ai, aj] = 1, [b, a0] = 1,

[b, ai] = ai−1 (i 6= 0), ap
0 = 1;

(α2) G = 〈b, a0, a1, . . . , ai, . . .〉, де bpn
= a0, [ai, aj] = 1, [b, ai] =

ai−1 (i 6= 0), ap
0 = 1;

(α3) G = (A1× . . .×Av)o 〈b〉, де Ai
∼= Cp∞, bqn

= 1 (p i q – рiзнi
простi числа); якщо ai0, ai1, . . . , aij, . . . – твiрнi елементи
пiдгрупи Ai, то

ap
ij = ai,j−1, a

p
i0 = 1

та
b−1aijb = ai+1,j для i 6= j,

b−1avjb = ac1
1j · · · acv

vj,

де c1, . . . , cv – цiлi p-адичнi числа, якi є коефiцiєнтами не-
звiдного многочлена xv−c1x

v−1−· · ·−cv−1x−cv, що дiлить
многочлен xq−1

x−1 над кiльцем цiлих p-адичних чисел.
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Цiєю проблематикою займались також Б. Бруно i Р. Фiл-
лiпс [45]. В. В. Беляєв [9] i незалежно Б. Бруно [46], [48] дослi-
джували мiнiмальнi не майже абелевi групи. Вони встановили
таке

Твердження 1.4. Якщо G – локально ступiнчата перiодична
мiнiмальна не не AF -група, то G – нерозкладна метабелева
група або G – група Чарiна.

Нагадаємо одну конструкцiю, яка називається групою Ча-
рiна. Нехай p i q – рiзнi простi числа, Fq – скiнченне поле iз q

елементiв. Покладемо

Fi = Fq(εi)

та

F =

∞⋃
i=0

Fi,

де εi – примiтивний корiнь степеня pi iз одиницi 1 (i = 0, 1, 2, . . .).
Якщо A – адитивна група поля F , а B – мультиплiкативна пiд-
група, яка складається iз всiх коренiв степенiв pi iз одиницi 1,
де i = 0, 1, 2, . . ., то правило

b−1ab = bpm · a,

де a ∈ A, b ∈ B, m ∈ N0, а bpm · a – добуток елементiв bpm та a

в полi F , визначає дiю групи B на групi A. Група

G = AoB

називається групою Чарiна (див. [9]). Для m = 0 така група
побудована в роботi В.С. Чарiна [19].
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Нерозкладнi метабелевi групи вивчались в роботi О.Д. Ар-
темовича [1].

Пiзнiше Б. Бруно (див. [46] i [49]) дослiджувала групи, всi
власнi пiдгрупи яких є майже нiльпотентними. X. Oтaл, Х. Пе-
на та Б. Хартлi [83], [64], [84] займалися мiнiмальними не CC-
групами; вони встановили, що такi групи є досконалими.

В 1995 роцi Б. Бруно i Р. Фiллiпс опублiкували працю [51],
в якiй встановили, що недосконала мiнiмальна не майже абеле-
ва (вiдповiдно не майже нiльпотентна) група є перiодичною, i
отримали таке

Твердження 1.5 ([51], наслiдок 2.7). Нехай G – недосконала
група, яка не є локально нiльпотентною. Тодi G – мiнiмальна
не майже нiльпотентна група в тому i тiлько тому випадку,
коли G = V oH – напiвпрямий добуток квазiциклiчної p-групи
H i спецiальної q-групи, де H дiє тривiально на V ′ та V/V ′

– мiнiмальна нормальна пiдгрупа в G/V ′ (тут p i q – рiзнi
простi числа).

Зазначимо також лему 2.3 iз роботи [51], яка має само-
стiйне значення, у виглядi такого

Твердження 1.6. Нехай G – перiодична абелева група, а M –
ненульовий ZG-модуль, який є групою без скруту. Тодi для
будь-якої скiнченної множини простих чисел π знайдеться
такий ZG-пiдмодуль N iз M , що фактор-група M/N – пе-
рiодична група, яка мiстить елемент порядку p для кожного
p ∈ π.

М. Ксу [99] дослiджував групи, всi власнi пiдгрупи яких є
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групами Бера, i групи, всi власнi пiдгрупи яких розширеннями
скiнченних груп за допомогою нiльпотентних [100]. Група, яка
є розширенням скiнченної групи за допомогою нiльпотентної
(вiдповiдно абелевої) групи, прийнято скорочено називати FN -
групою (вiдповiдно FA-групою). Зрозумiло, що група G – FN -
група тодi i тiльки тодi, коли γk(G) скiнченний для деякого
k ∈ N. Iз результатiв М. Ксу отримуємо таке

Твердження 1.7. Нехай G – нескiнченна група, яка не є скiн-
ченно породженою. Тодi – мiнiмальна не FN -група в тому i
тiльки тому випадку, коли G – група одного iз таких типiв:

(α) G – недосконала мiнiмальна не FA-група (див. твердження
1.3);

(β) G – недосконала мiнiмальна ненiльпотентна група з су-
бнормальними власними пiдгрупами;

(γ) G – досконала локально нiльпотентна мiнiмальна ненiль-
потентна група.

1.2. Низка необхiжних результатiв

Для зручностi читача наведемо означення i результати,
якi неодноразово будуть необхiдними надалi.

Твердження 1.8 ([81], твердження 2.2). Перiодична AČ-група
G має таку абелеву характеристичну пiдгрупу A, що фактор-
група G/A чернiковська.
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Твердження 1.9 ([63], лема 4.7). Нехай G – група, яка мi-
стить таку нiльпотентну нормальну пiдгрупу A, що G/A

чернiковська. Припустимо, що G породжується родиною нiль-
потентних нормальних пiдгруп обмеженого класу. Тодi:

(i) G нiльпотентна;

(ii) якщо A абелева i G перiодична, то G мiстить характери-
стичну абелеву пiдгрупу скiнченного iндексу.

Твердження 1.10 ([90], стор. 156). Локально надрозв’язна
група задовольняє умову Min − n тодi i тiльки тодi, коли
вона гiперциклiчна чернiковська група. Тобто для локально на-
дрозв’язної групи умови Min та Min− n спiвпадають.

Твердження 1.11 ([91], теорема 12.1.5). Якщо M – макси-
мальна пiдгрупа локально нiльпотентної групи G, то M нор-
мальна в G. Еквiвалентно G′ ≤ FratG.

Твердження 1.12 ([29], твердження i означення 19.24). Кiль-
це R називається регулярним (в сенсi фон Неймана), якщо
виконуються такi рiвносильнi умови:

(a) кожен циклiчний правий R-модуль плоский;

(b) кожен правий R-модуль плоский;

(c) якщо x ∈ R, то знайдеться такий елемент a ∈ R, що
xax = x (тодi xa – iдемпотент, який породжує xR);
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(d) кожен головний правий iдеал породжується iдемпотен-
том;

(e) кожен скiнченно породжений правий iдеал породжується
iдемпотентом;

(i′) лiвi аналоги властивостi (i), де i = a, b, c, d, e.

Твердження 1.13 ([85], частина 1, § 3, теорема 1.5). Нехай
K – поле, G – група. Групове кiльце K[G] регулярне (в сенсi
фон Неймана) тодi i тiльки тодi, коли G – локальна скiнчен-
на група, яка не мiстить жодного елемента порядка p, якщо
характеристика char(K) = p.

Твердження 1.14 ([29], наслiдок 19.53). Комутативне кiльце
R регулярне (в сенсi фон Неймана) тодi i тiльки тодi, коли
воно є V -кiльцем.

Ненульовий модуль, який має тiльки два пiдмодулi, нази-
вається простим. Характеризацiю правих V -кiлець дає таке

Твердження 1.15 ([28], теорема 7.32А). Кiльце R називає-
ться правим V -кiльцем, якщо виконуються такi еквiвалентнi
умови:

(a) кожен простий правий R-модуль iн’єктивний;

(b) кожен правий iдеал є перетином максимальних правих iдеа-
лiв;
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(c) радикал Джекобсона radM = (0) нульовий для кожного
правого R-модуля M .

Твердження 1.16 ([28], твердження 3.56). Об’єкт в категорiї
правих R-модулiв iн’єктивний тодi i тiльки тодi, коли кожен
мономорфiзм E → F розщеплюється в категорiї правих R-
модулiв.

Твердження 1.17 ([9], лема 1). Нехай G = A o B, де B –
квазiциклiчна q-група, а A – нескiнченна елементарна абелева
p-група, причому A – мiнiмальна нормальна пiдгрупа в G. Тодi
G – група Чарiна.

Абелева (адитивна) група D така, що рiвняння

nx = a

має розв’язок в D для будь-яких a ∈ D та n ∈ N, називається
подiльною. Абелева група називається редукованою, якщо вона
не має ненульових подiльних пiдгруп.

Пiдгрупа B групи A називається p-базовою, якщо вико-
нуються такi три умови:

1) B – пряма сума циклiчних p-груп i нескiнченних циклiчних
груп;

2) B – p-сервантна пiдгрупа в A;

3) фактор-група A/B – p-подiльна група.
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Твердження 1.18 ([30], теорема 21.3). Кожна абелева група A

– пряма сума подiльної групи D i редукованої групи C, тобто

A = D ⊕ C.

Пiдгрупа D групи A визначається однозначно, а пiдгрупа C –
однозначно з точнiстю до iзоморфiзму.

Твердження 1.19 ([30], твердження 27.1). Припустимо, що
пiдгрупа B групи A – пряма сума циклiчних груп одного i того
ж порядку pk. Тодi еквiвалентнi такi умови:

(a) B – сервантна пiдгрупа в A;

(b) B
⋂

pkA = (0);

(c) B – прямий доданок групи A.

Твердження 1.20 ([1], лема 2). (a) Скiнченна група нерозкла-
дна тодi i тiльки тодi, коли вона циклiчна p-група.

(b) Нескiнченна нерозкладна група не мiстить пiдгруп
скiнченного iндексу.

Твердження 1.21 ([89], теорема 4.12). Якщо G – група iз
центром Z(G) скiнченного iндексу n, то комутант G′ скiн-
ченний i (G′)n = 〈1〉.
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Твердження 1.22 ([27], теорема 2.2). Кожна гiперцентральна
квазiповна (а значить, повна) перiодична група є абелевою.

Твердження 1.23 ([89], теорема 3.29). Нехай A – перiодична
група автоморфiзмiв чернiковської групи G. Тодi A – чернiков-
ська група.

Твердження 1.24 ([27], наслiдок 1.7). Кожна квазiциклiчна
пiдгрупа нiльпотентної p-групи мiститься в її центрi.

Твердження 1.25 ([37], лема 1.1). Якщо G = F oH – група
Фробенiуса з ядром F i доповненням H, то F = [F, h] для
кожного неодиничного елемента h ∈ H.

Нагадаємо, що група G називається HM ∗-групою, якщо
її комутант G′ – гiперцентральна група, а фактор-група G/G′

– скiнченний прямий добуток квазiциклiчних p-груп.

Твердження 1.26 ([81], теорема 1). Нехай c ≥ 1 – цiле чи-
сло. Тодi локально ступiнчата група G – розширення чернi-
ковської групи за допомогою нiльпотентної групи класу c в
тому i тiльки тому випадку, коли кожна власна пiдгрупа iз
G є розширенням чернiковської групи за допомогою нiльпотен-
тної групи класу c.

Твердження 1.27 ([81], теорема 2 ). Перiодична локально сту-
пiнчата група G – розширення абелевої групи за допомогою
чернiковської групи тодi i тiльки тодi, коли кожна власна
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пiдгрупа iз G є розширенням абелевої групи за допомогою чер-
нiковської групи.

Твердження 1.28 ([78], теорема А). Нехай G – локально сту-
пiнчата група, в якiй всi власнi пiдгрупи є розширеннями нiль-
потентних груп за допомогою чернiковських груп. Тодi або G

– розширення нiльпотентної групи за допомогою чернiковської
групи, або G – досконала злiченна локально скiнченна p-група,
в якiй всi власнi пiдгрупи є розширеннями нiльпотентних груп
за допомогою чернiковських груп.

Твердження 1.29 ([42], теорема 1.3). Нехай G – локально
нiльпотентна p-група, в якiй кожна власна пiдгрупа є розши-
ренням нiльпотентної групи за допомогою чернiковської гру-
пи. Тодi G – розширення нiльпотентної групи за допомогою
чернiковської групи.

1.3. Основний змiст дисертацiї

В цьому пiдроздiлi наведемо низку основних результатiв
дисертацiйної роботи.

В роздiлi 2 вивчаються групи з умовами мiнiмальностi
для певних систем пiдгруп, якi не є узагальнено нiльпотентни-
ми. AČ-групою (вiдповiдно ČA-групою чи NČ-групою) нази-
вається група, яка є розширенням абелевої (вiдповiдно чернi-
ковської чи нiльпотентної) групи за допомогою чернiковської
(вiдповiдно абелевої чи чернiковської) групи.
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Наслiдок 2.1. Нехай G – локально ступiнчата група. Тодi
вiрнi твердження:

(1) якщо G не є ČA-групою, то вона має нескiнченний строго
спадний ланцюг пiдгруп, якi не є ČA-групами;

(2) якщо G не є AČ-групою, то вона має нескiнченний строго
спадний ланцюг пiдгруп, якi не є AČ-групами.

Теорему 2 iз [81] узагальнює таке
Твердження 2.2. Нехай G – недосконала локально ступiнча-
та група. Тодi:

(1) якщо група G перiодична i всi власнi нормальнi пiдгрупи
iз G є AČ-групами, то G – AČ-група;

(2) якщо всi власнi нормальнi пiдгрупи iз G є NČ-групами, то
G – NČ-група.

Нагадаємо, що група, яка є розширенням скiнченної гру-
пи за допомогою нiльпотентної (вiдповiдно абелевої) групи, прийня-
то скорочено називати FN -групою (вiдповiдно FA-групою).
Одним iз центральних резултьтатiв дисертацiї є така характе-
ризацiя груп з умовою Min− FN .
Теорема 2.1. Нехай G – група, яка не має неодиничних до-
сконалих секцiй. Тодi група G задовольняє умову мiнiмальностi
для не FN -пiдгруп Min − FN в тому i тiльки тому випадку,
коли вона належить до одного iз типiв:

(1) G – FN -група;

(2) G – майже нiльпотентна група;
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(3) G має таку нормальну пiдгрупу A скiнченного iндексу, що

A = A0 · A1 · · ·An (n ≥ 1),

де Ai – група з нiльпотентним комутантом A′
i = A′ ≤ A0

i подiльною чернiковською pi-групою Ai/A
′
i (i = 1, . . . , n),

A0 – нiльпотентна нормальна пiдгрупа iз подiльною чернi-
ковською фактор-групою A0/A

′ (зокрема, A0/A
′ одинична)

i, крiм того, p1, . . . , pn – попарно рiзнi простi числа.

Одним iз головних результатiв роботи є така
Теорема 2.2. Нехай G – недосконала група. Тодi G – мiнi-
мальна не ČN -група в тому i тiльки тому випадку, коли G –
мiнiмальна ненiльпотентна група iз субнормальними власними
пiдгрупами.

Встановлена також
Теорема 2.3. Нехай G – локально нiльпотентна група. Тодi
справджуються такi твердження:

(i) якщо G задовольняє умову мiнiмальностi для ненiльпотен-
тних пiдгруп, то кожна пiдгрупа, яка є мiнiмальною ненiль-
потентною групою, є субнормальною в G;

(ii) якщо G задовольняє умову мiнiмальностi для негiперцен-
тральних пiдгруп, то кожна пiдгрупа, яка є мiнiмальною
негiперцентральною групою, є субнормальною в G.

Грунтуючись на результатах (I. Капланського, Дж. фон
Неймана та iнших) iз теорiї кiлець i модулiв, отримується такi
лема та твердження.
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Лема 3.2. Нехай G = AoB – напiвпрямий добуток нормаль-
ної абелевої пiдгрупи A скiнченної експоненти p i квазiциклiчної
q-пiдгрупи B, де p i q – рiзнi простi числа. Якщо група G за-
довольняє умову Max− AF i всi її власнi нормальнi пiдгрупи
майже абелевi, то вона майже абелева або

G′ = A = A1 × · · · × Am

– скiнченний прямий добуток G-iнварiантних пiдгруп Ai, де
Ai oB – група Чарiна (n ≥ 1; i = 1, . . . , n).
Твердження 3.1. Нехай G – група без неодиничних доско-
налих секцiй. Якщо G задовольняє Max − AF i всi її власнi
нормальнi пiдгрупи майже абелевi, то G – майже абелева гру-
па або належить до одного з типiв:

(1) G – мiнiмальна не майже абелева група;

(2) G = G′ o P , де P ∼= Cp∞,

G′ = Q1 × · · · ×Qs

– p′-пiдгрупа, яка є прямим добутком своїх силовських pi-
пiдгруп Qi експоненти pni

i , причому

(Ωj+1(Q)i)o P ) /Ωj(Qi)

– група Чарiна (ni ∈ N; i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , ni);

(3) G = A o P , де A – мiнiмальна не майже абелева група,
G′ = Ao P ′ та G/P ′ – група типу (2);

Групу, яка мiстить абелеву пiдгрупу скiнченного iндексу,
прийнято називати майже абелевою (або AF -групою). На осно-
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вi двох попереднiх результатiв отримано таку основну (в роздiлi
3) теорему.
Теорема 3.1. Нехай G – перiодична розв’язна група. Тодi G

задовольняє умову Max−AF в тому i тiльки в тому випадку,
коли вона майже абелева група або G = HF – локально майже
абелева група, де H ′F – майже абелева пiдгрупа, |G : H| < ∞
i H належить до одного iз типiв:

(i) H – мiнiмальна не майже абелева група;

(ii) H = H ′ o P , де P – квазiциклiчна p-група,

H ′ = Q1 × · · · ×Qs

– p′-група, яка є прямим добутком своїх силовських pi-
пiдгруп Qi експоненти pni

i , причому

(Ωj+1(Qi)o P ) /Ωj(Qi)

– група Чарiна (ni ∈ N; i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , ni);

(iii) H = A o P , де P – мiнiмальна не майже абелева група,
H ′ = Ao P ′ та H/P ′ – група типу (ii).

Якщо (R, +, ·) – асоцiативне кiльце, то операцiя ”◦”, виз-
начена за правилом

a ◦ b = a + b + a · b

для будь-яких елементiв a, b ∈ R, називається приєднаним мно-
женням. Тодi (R, ◦) – напiвгрупа з нейтральним елементом 0 ∈
R. Якщо (R, ◦) – група (тодi вона позначається символом R◦),
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то кiльце R називається радикальним. Поняття кругової опе-
рацiї в 40-их роках минулого столiття ввiв С. Перлiс з метою
характеризацiї радикала Джекобсона в асоцiативному кiльцi.

В четвертому роздiлi розглядаються брейси A, введенi В.
Румпом [92]. Нагадаємо, що непорожна множина A, на якiй
визначено двi алгебраїчнi операцiї ” + ” та ” · ”, називається
брейсом (=brace), якщо виконуються такi умови:

(i) A+ = (A, +) – абелева група (з нулем 0);

(ii) (a + b) · c = a · c + b · c для будь-яких елементiв a, b, c ∈ A;

(iii) A – група стосовно операцiї приєднаного множення ” ◦ ” ,
визначеної за правилом

a ◦ b = a + b + a · b
для елементiв a, b ∈ A.

Брейс є природним узагальненням радикального кiльця. Зокре-
ма, брейс є асоцiативним (стосовно операцiї множення ” ·”) тодi
i тiльки тодi, коли вiн є радикальним кiльцем. Я. П. Сисак [18]
у 1982 роцi побудував групу, асоцiйовану з радикальним кiль-
цем. Пiзнiше О.Д. Артемович [37] розширив цю конструкцiю
на випадок лiвого модуля над довiльним асоцiативним кiльцем
R. Ю.Б. Iщук [67] дослiджував властивостi асоцiйованої гру-
пи G(R) для асоцiативного (можливо, без одиницi) кiльця R.
Нижче побудовано групу H(L, T ), асоцiйовану з пiдмодулем L

модуля, який розглядається над довiльним брейсом A, та пiд-
групою T приєднаної групи A◦. В наступнiй лемi для брейса A

побудовано асоцiйовану з ним групу H(A).
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Лема 4.1. Нехай M – модуль над брейсом A. Якщо L – пiд-
модуль iз M , а T – пiдгрупа iз A◦, то

H(L, T ) = E o T

– група стосовно операцiї, визначеної за правилом (4.1.1), при-
чому E = {(l, 0) | l ∈ L} iзоморфна адитивнiй групi (L, +), а
F = {(e, t) | t ∈ T} iзоморфна групi T .

Дослiджено зв’язки мiж асоцiйованими групами брейса,
його пiдбрейса та фактор-брейса (див. леми 4.2, 4.4 та 4.5).

Нагадаємо, що група H = E o F називається групою
Фробенiуса iз ядром E i доповненням F , якщо виконуються двi
такi умови:

• F
⋂

F g = 〈1〉 – одинична група для всiх g ∈ H \ F ;

•
E \ 〈1〉 = H \

⋃

h∈H

F h.

Наступна теорема встановлює необхiдну i достатню умову, за
якої група H(L, T ) є групою Фробенiуса.
Теорема 4.1. Нехай M – модуль над брейсом A, L – ненульо-
вий пiдмодуль iз M , T – ненульова пiдгрупа приєднаної групи
A◦. Тодi

H = H(L, T ) = E o F

– група Фробенiуса iз ядром E i доповненням F тодi i тiльки
тодi, коли виконуються такi двi умови:

(i) L = Lh для будь-якого ненульового елемента h ∈ T ;
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(ii) annT (l) = {t ∈ T | lt = e} = {0} для кожного ненульового
елемента l ∈ L

Побудовано приклад брейса , асоцiйована група якого є групою
Фробенiуса (приклад 4.1).

Я.П. Сисак [18] встановив, що радикальне кiльце R нiль-
потентне (вiдповiдно гiперцентральне) тодi i тiльки тодi, коли
його асоцiйована група G(R) ∼= R+ o R◦ нiльпотентна (вiдпо-
вiдно гiперцентральна). Ю.Б. Iщук дослiджував взаємозв’язки
мiж властивостями асоцiативного кiльця R та його асоцiйованої
групи G(R). В четвертому пiдроздiлi введено в розгляд поняття
нiльпотентного злiва (вiдповiдно справа) брейса A i дослiджено
умови перiодичностi його адитивної A+ та приєднаної A◦ груп.
Нагадаємо, що An+1 = A(An) та A(n+1) = (A(n))A для будь-
якого натурального числа n. Брейс A називатимемо нiльпотен-
тним справа (вiдповiдно нiльпотентним злiва), якщо A(n) = {0}
(вiдповiдно An = {0}) для певного n ∈ N.

Деякi зв’язки властивостей адитивної A+ i приєднаної A◦

груп нiльпотентного брейса A встановлює таке
Твердження 4.1. Нехай A – брейс, який є нiльпотентним
справа (вiдповiдно нiльпотентним злiва), p – просте число. Тодi
мають мiсце такi властивостi:

(i) A+ – p-група тодi i тiльки тодi, коли A◦ – p-група;

(ii) A+ – група без скруту тодi i тiльки тодi, коли A◦ – група
без скруту.

Вивчено також взаємозв’язок мiж нiльпотентнiстю брей-
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са A та його асоцiйованої групи H(A).
Теорема 4.2.

(1) Якщо A – ненульовий нiльпотентний злiва брейс, то справ-
джуються такi властивостi:

(i) H(A) – нiльпотентна група;

(ii) ann A 6= {0}.
(2) Якщо A – ненульовий нiльпотентний справа брейс, то H(A)

– розв’язна група.
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Висновки до роздiлу 1

Цей роздiл допомiжний. У ньому викладено основнi по-
няття i сформульовано результати, що використовуються в ди-
сертацiї. Також коротко наведено основнi результати даної ди-
сертацiйної роботи.
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РОЗДIЛ 2

ГРУПИ З УМОВОЮ МIНIМАЛЬНОСТI ДЛЯ
ПIДГРУП, ЯКI НЕ Є УЗАГАЛЬНЕНО

НIЛЬПОТЕНТНИМИ

С.М. Чернiков та його учнi (див. монографiю [27]) в ба-
гатьох роботах вивчали групи, "великi" системи пiдгруп яких
мали деяку властивiсть χ. Природно до цього напрямку вiдне-
сти роботи з умовами мiнiмальностi для пiдгруп, якi не мають
властивостi χ. В цьому контекстi, С.М. Чернiков вивчав групи з
умовою мiнiмальностi для неiнварiантних пiдгруп [25] та групи
з умовою мiнiмальностi для неабелевих пiдгруп [26]. Р. Фiллiпс
та Дж. Вiлсон [86] дослiджували поведiнку груп, для яких мно-
жина пiдгруп, що не є локально нiльпотентними, задовольняє
умову мiнiмальностi. Х. Отал та М. Пена [82] вивчали локально
ступiнчатi групи з умовою Min − χ, де властивiсть χ означає
вiдповiдно "нормальнiсть", "нормальнiсть i нiльпотентнiсть",
"нормальнiсть або локальну нiльпотентнiсть", "нормальнiсть
або нiльпотентнiсть класу ≤ c", "c-гамiльтоновiсть" та "нiль-
потентнiсть класу ≤ c".

Подiбно для рiзних властивостей χ групи з умовою Min−
χ дослiджували Б. Бруно i Р. Фiллiпс [45] та М. Дiксон, М. Еванс
i Х. Смiт [56].

Локально ступiнчатi групи з умовою мiнiмальностi для
ненадрозв’язних пiдгруп вивчала М. де Фалько [59], а групи
з рiзними умовами мiнiмальностi для ненiльпотентних пiдгруп
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– М. Дiксон, М. Еванс та Х. Смiт [55]. О.Д. Артемович [39]
дослiджував групи з умовою мiнiмальностi для не майже нiль-
потентних пiдгруп. Рiзними авторами вивчалися також групи,
що є розширеннями нiльпотентних груп за допомогою чернi-
ковських, та групи, що є розширеннями нiльпотентних груп за
допомогою скiнченних груп (див., наприклад, [84], [98]). Дослi-
джувались також групи з iншими умовами мiнiмальностi (див.,
наприклад, М.М. Семко [77], М.С. Чернiков [21], [22] та iншi).

2.1. Групи, насиченi AČ-пiдгрупами
або ČA-пiдгрупами

Нагадаємо, що AČ-групою (вiдповiдно ČA-групою) нази-
вається група, яка є розширенням абелевої (вiдповiдно чернi-
ковської) групи за допомогою чернiковської (вiдповiдно абеле-
вої) групи. Зрозумiло, що кожна абелева i кожна чернiковська
група є одночасно AČ-групою i ČA-групою. Група G iз при-
кладу 1.1 є ČA-групою, але не є AČ-групою. Як встановили
X. Oтал i Х. Пена [81], мiнiмальних не ČA-груп в класi локаль-
но ступiнчатих груп не iснує. Подiбним чином iз теореми 2 [81]
i теореми C iз [78] випливає, що в класi локально ступiнчатих
груп не iснує також мiнiмальних не AČ-груп. Аналогiчний ре-
зультат дiстаємо для NČ-груп iз теореми 2 [78] i теореми 1.3
iз [42], тобто локально ступiнчата група, всi власнi пiдгрупи
якої NČ-групи, сама є такою. Нагадаємо, що NČ-група – це
група, яка є розширенням нiльпотентної групи за допомогою
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чернiковської групи.
В цьому пiдроздiлi нами дослiджуються локально ступiн-

чатi групи з умовою мiнiмальностi для не AČ-пiдгруп Min −
AČ i умовою мiнiмальностi для не ČA-пiдгруп Min− ČA. По-
передньо встановимо низку допомiжних результатiв.

Лема 2.1. Нехай G – група, H – її пiдгрупа, а χ – теоретико-
групова властивiсть, яка успадковується пiдгрупами i образа-
ми гомоморфiзмiв. Якщо G задовольняє умову мiнiмальностi
Min− χ для не χ-пiдгруп, то вiрнi такi твердження:

(1) H задовольняє умову Min− χ;

(2) якщо H – нормальна пiдгрупа в G, то фактор-група G/H

задовольняє умову Min− χ;

(3) якщо H – нормальна пiдгрупа в G i H не є χ-групою, то
фактор-група G/H задовольняє умову мiнiмальностi для
пiдгруп Min.

Доведення. Нехай G – група з умовою Min− χ.
(1) Оскiльки кожен строго спадний ланцюг не χ-груп iз

H є одночасно строго спадним ланцюгом не χ-пiдгруп в G, то
вiн через скiнченне число крокiв обривається.

(2) Нехай H ¢ G та

G1/H > G2/H > · · · > Gn/H > · · · (2.1.1)

– який-небудь строго спадний ланцюг не χ-пiдгруп iз фактор-
групи G/H. Якщо Gi – повний прообраз фактор-групи Gi/H в
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групi G, то
G1 > G2 > · · · > Gn > · · ·

– строго спадний ланцюг не χ-пiдгруп iз G, а тому вiн обриває-
ться через скiнченне число крокiв. Як наслiдок, ланцюг (2.1.1)
через скiнченне число крокiв також стабiлiзується.

(3) Нехай H¢G i H не є χ-групою. Вiд супротивного. При-
пустимо, що фактор-група G/H не задовольняє умову Min.
Тодi iснує нескiнченний строго спадний ланцюг

G = G/H = G0 > G1 > · · · > Gn > · · ·
пiдгруп Gi в групi G (i ∈ N0). Якщо Gi – повний прообраз
пiдгрупи Gi в групi G, то ланцюг пiдгруп

G = G0 > G1 > · · · > Gn > · · ·
є нескiнченним i строго спадним, причому кожна його пiдгрупа
не є χ-групою, а це суперечить умовi Min− χ. Отже, фактор-
група G/H задовольняє умову Min.

Твердження 2.1. Нехай G – локально ступiнчата група. Тодi
вiрнi такi твердження:

(1) група G задовольняє умову мiнiмальностi для не ČA-пiд-
груп Min− ČA в тому i тiльки в тому випадку, коли G

– ČA-група;

(2) група G задовольняє умову мiнiмальностi для не AČ-пiд-
груп Min− AČ в тому i тiльки в тому випадку, коли G

– AČ-група.
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Доведення. (⇐) Очевидно.
(⇒) Припустимо, що група G задовольняє умову Min−

ČA (вiдповiдно Min−AČ). Одночасно припустимо, що група
G не є ČA-групою (вiдповiдно не є AČ-групою). Тодi G має
скiнченний строго спадний ланцюг

G = G1 > G2 > · · · > Gn

пiдгруп Gi (i = 1, . . . , n), якi не є ČA-групами (вiдповiдно не
є AČ-групами). Окрiм того, всi власнi пiдгрупи iз Gn є ČA-
групами (вiдповiдно AČ-групами). Але з огляду на твердження
1.26 (вiдповiдно твердження 1.27, твердження 1.28 i твердження
1.29) це неможливо. Отримана суперечнiсть показує, що G –
ČA-група (вiдповiдно AČ-група).

Iз цього твердження безпосередньо маємо такий

Наслiдок 2.1. Нехай G – локально ступiнчата група. Тодi
вiрнi твердження:

(1) якщо G не є ČA-групою, то вона має нескiнченний строго
спадний ланцюг пiдгруп, якi не є ČA-групами;

(2) якщо G не є AČ-групою, то вона має нескiнченний строго
спадний ланцюг пiдгруп, якi не є AČ-групами.

Теорему 2 iз [81] узагальнює таке

Твердження 2.2. Нехай G – недосконала локально ступiнча-
та група. Тодi справджуються властивостi:

(1) якщо група G перiодична i всi власнi нормальнi пiдгрупи iз
G є AČ-групами, то G – AČ-група;
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(2) якщо всi власнi нормальнi пiдгрупи iз G є NČ-групами, то
G – NČ-група.

Доведення. (1) Нехай G – недосконала перiодична локально сту-
пiнчата група, всi власнi нормальнi пiдгрупи якої є AČ-групами.
Якщо фактор-група G/G′ розкладна, то G = AB – добуток
двох своїх власних нормальних пiдгруп A i B. Позаяк за твер-
дженням 1.8 пiдгрупа A (вiдповiдно B) мiстить характеристи-
чну абелеву пiдгрупу A1 (вiдповiдно B1) iз чернiковською фак-
тор-групою A/A1 (вiдповiдно B/B1), то добуток A1B1 – нор-
мальна пiдгрупа в G i фактор-група G/A1B1 є чернiковською.
Оскiльки добуток A1B1 – нiльпотентна AČ-група, то знову за
твердженням 1.8 вона має таку характеристичну (а значить,
нормальну в групi G) пiдгрупу A2, що G/A2 – чернiковська
група. Тому G – AČ-група.

Тепер нехай фактор-група G/G′ нерозкладна. Тодi за твер-
дженням 1.20 фактор-група G/G′ ∼= Cpn –циклiчна p-група або
G/G′ ∼= Cp∞ – квазiциклiчна p-група для деякого простого чи-
сла p. Знову, застосовуючи твердження 1.8 до AČ-пiдгрупи G′,
дiстаємо, що G – AČ-група.

(2) Нехай G – локально ступiнчата група, всi власнi нор-
мальнi пiдгрупи якої є NČ-групами. Якщо фактор-група G/G′

нерозкладна, то за твердженням 1.20 вона чернiковська.
Припустимо, що G/G′ – розкладна група. Тодi G – до-

буток двох власних нормальних пiдгруп, кожна iз яких є NČ-
групою. Як наслiдок, група G має чернiковський гомоморфний
образ.
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Таким чином, в обох випадках група G має таку нормаль-
ну пiдгрупу S, що G/S – чернiковська група. Позаяк S має
нормальну нiльпотентну пiдгрупу S1 iз чернiковською фактор-
групою S/S1 та за твердженням 1.9 нормальне замикання

SG
1 = 〈Sg

1 | g ∈ G〉

– нiльпотентна пiдгрупа в G, то G – NČ-група.

ВИСНОВКИ.
Встановлено, що локально ступiнчата група, яка не є роз-

ширенням чернiковської групи за допомогою абелевої групи,
має нескiнченний строго спадний ланцюг пiдгруп, якi не є роз-
ширеннями чернiковських груп за допомогою абелевих (наслi-
док 2.1). Подiбним способом доведено, що локально ступiнча-
ста група, яка не є розширенням абелевої групи за допомогою
чернiковської групи, має нескiнченний строго спадний ланцюг
пiдгруп, якi не є розширеннями абелевих груп за допомогою
чернiковських (наслiдок 2.1). Встановлено, що недосконала ло-
кально ступiнчата група iз власними нормальними пiдгрупами,
якi є розширеннями нiльпотентних груп за допомогою чернi-
ковських груп, сама є такою (твердження 2.2).

2.2. Групи iз умовою мiнiмальностi для пiдгруп,
якi не є FN-групами

Як зазначалося ранiше (див. твердження 1.7), мiнiмальнi
не FN -групи охарактеризував М. Ксу [100].
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Нагадаємо також, що група G задовольняє умову мiнi-
мальностi для не FN -пiдгруп Min−FN , якщо для будь-якого
строго спадного ланцюга

G = G0 > G1 > · · · > Gn > · · · (2.2.1)

пiдгруп Gn групи G знайдеться такий iндекс n0 ∈ N0, що Gm –
FN -група для всiх m ≥ n0.

Лема 2.2. Кожна майже нiльпотентна група задовольняє
умову Min− FN .

Доведення. Нехай G – майже нiльпотентна група, а H – її нор-
мальна нiльпотентна пiдгрупа скiнченного iндекса. Якщо Gn

– яка-небудь пiдгрупа iз строго спадного ланцюга (2.2.1), то
GnH/H – одинична група для певного n ∈ N0, а тому Gn –
FN -група. Це показує, що група G задовольняє умову Min −
FN .

Лема 2.3. Нехай G – недосконала група, всi власнi нормальнi
пiдгрупи якої є FN -групами. Тодi або G – FN -група, або її
комутант G′ перiодичний i фактор-група G/G′ нерозкладна.

Доведення. Якщо фактор-група G/G′ розкладна, сама група
G = AB – добуток двох своїх власних нормальних пiдгруп A

i B. Так як γn(A) i γm(B) – скiнченнi нормальнi пiдгрупи в G

для деяких iндексiв n,m ∈ N0, то фактор-група

G = G/(γn(A) · γm(B)) = A ·B
– добуток двох нормальних нiльпотентних пiдгруп A i B. Тому
G – FN -група. З огляду на цi мiркування надалi припустимо,
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що G/G′ – нерозкладна група, а сама G не є FN -групою. Ясно,
що γs(G

′) – скiнченна нормальна пiдгрупа в G для певного iн-
дексу s ∈ N0, а G/G′ – p-група для деякого простого числа
p.

Доведемо, що комутант G′ перiодичний. Вiд супротивно-
го. Якщо група G′ не є перiодичною, то знайдеться така G-
iнварiантна пiдгрупа T ≤ G′, що

γs(G
′) ≤ T та G

′
= G′/T

– нiльпотентна група без скруту. Тому надалi без обмеження
загальностi доведення будемо вважати, що комутант G′ – абе-
лева група без скруту. Тодi G′ – правий Z[G/G′]-модуль, де дiя
iндукується спряженням на G′, i за твердженням 1.6 знайде-
ться такий власний пiдмодуль N в G, що фактор-група G′/N –
q-група для певного простого числа q, яке вiдмiнне вiд p, а це
веде до суперечностi iз зробленим припущенням. Таким чином,
комутант G′ перiодичний.

Лема 2.4. Нехай G – недосконала група, всi власнi нормальнi
пiдгрупи якої є FN -групами. Тодi група G задовольняє умову
Min− FN в тому i тiльки тому випадку, коли вiрне одне iз
тверджень:

(1) G – FN -група;

(2) G – майже нiльпотентна група;

(3) G – мiнiмальна не FN -група.
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Доведення. (⇐) Ця частина доведення є нескладною.
(⇒) Припустимо, що група G задовольняє умову леми i,

окрiм того, G не є FN -групою (а тому не є скiнченно пород-
женою). Тодi за лемою 2.3 комутант G′ – перiодична π-група
для деякої множини простих чисел π, а фактор-група G/G′ –
p-група для певного простого числа p. Розглянемо два можливi
випадки.

a) Припустимо, що група G має власну нормальну пiд-
групу M скiнченного iндексу. Тодi γk(M) – скiнченна пiдгрупа
в G для певного k ∈ N0 i, як наслiдок,

S = M
⋂

CG(γk(M))

– пiдгрупа скiнченного iндексу в групi G. Оскiльки

S/(S
⋂

γk(M)) ∼= Sγk(M)/γk(M) ≤ M/γk(M)

i
S ∩ γk(M) ≤ Z(S),

то S – нiльпотентна група. Отож, G – NF -група.
b) Тепер нехай група G не мiстить власних пiдгруп скiн-

ченного iндексу, а значить, фактор-група

G/G′ ∼= Cp∞

– квазiциклiчна p-група для певного простого числа p. Позаяк
γs(G

′) – скiнченна нормальна пiдгрупа в G для деякого iндексу
s ∈ N0, то маємо включення

γs(G
′) ≤ Z(G),
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а тому G′ – нiльпотентна пiдгрупа.
Якщо вiзьмемо скiнченно породжену пiдгрупу F iз G, то

G′F – власна нормальна пiдгрупа в G, а тому γl(G
′F ) – скiн-

ченна нормальна пiдгрупа в G для деякого l ∈ N0 i

γl(G
′F ) ≤ Z(G).

Це означає, що пiдгрупа G′F нiльпотентна. З цих мiркувань
також випливає, що G – локально скiнченна p-група, всi власнi
нормальнi пiдгрупи якої нiльпотентнi.

Припустимо, що група G мiстить пiдгрупу K, яка не є
FN -групою. Тодi G = G′K. Розглянемо фактор-групу

G = G/G′′(K
⋂

G′) = G
′ oK.

Припустимо, що

G = T 0 > T 1 > · · · > T n > · · · (2.2.2)

– строго спадний ланцюг нормальних пiдгруп групи G. Тодi

T n ≤ G
′

для певного натурального числа n, а значить, ланцюг (2.2.2)
обривається. Це означає, що G задовольняє умову мiнiмально-
стi для нормальних пiдгруп Min − n. За твердженням 1.10 G

– чернiковська група i тому (див. твердження 1.22) справджу-
ється рiвнiсть

G′ = G′′(K
⋂

G′) = K
⋂

G′ ≤ K.

Таким чином, K = G та G – мiнiмальна не FN -група.
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Тепер охарактеризуємо групи з умовою Min−FN . Вiрна
така

Теорема 2.1. Нехай G – група, яка не має неодиничних доско-
налих секцiй. Тодi група G задовольняє умову мiнiмальностi
для не FN -пiдгруп Min−FN в тому i тiльки тому випадку,
коли вона належить до одного iз типiв:

(1) G – FN -група;

(2) G – майже нiльпотентна група;

(3) G має таку нормальну пiдгрупу A скiнченного iндексу, що

A = A0 · A1 · · ·An (n ≥ 1),

де Ai – група з нiльпотентним комутантом A′
i = A′ ≤ A0

i подiльною чернiковською pi-групою Ai/A
′
i (i = 1, . . . , n),

A0 – нiльпотентна нормальна пiдгрупа iз подiльною чернi-
ковською фактор-групою A0/A

′ (зокрема, A0/A
′ одинична)

i, крiм того, p1, . . . , pn – попарно рiзнi простi числа.

Доведення. (⇒) Нехай G – група, яка не має неодиничних до-
сконалих секцiй i задовольняє умову мiнiмальностi Min−FN .
Розглянемо два можливi випадки.

1) Якщо в групi G всi власнi нормальнi пiдгрупи є FN -
групами, то за лемами 2.3 i 2.4 дiстаємо, що G – група одного
iз типiв (1), (2) або (3) iз умови теореми.

2) Припустимо, що група G має власну нормальну пiдгру-
пу, яка не є FN -групою. Тодi група G має такий строго спадний
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скiнченний ланцюг

G = G0 > G1 > · · · > Gn−1 > Gn,

що Gi+1 – нормальна пiдгрупа в Gi (i = 0, 1, . . . , n − 1), при-
чому Gn не є FN -групою, але всi її нормальнi пiдгрупи є FN -
групами. Позначимо H = Gn. З огляду на лему 2.4, твердження
1.7 i 1.3 H – група типу Хайнекена-Мохамеда або група одного
iз типiв (α1), (α2), (α3) iз твердження 1.3.

Якщо H – група типу (α3), то H – чернiковська група
(як скiнченна послiдовнiсть розширень чернiковських груп за
допомогою чернiковських груп з огляду на лему 2.1 ), тобто H

– це група типу (2) iз умови теореми.
Тепер припустимо, що H – група типу Хайнекена-Моха-

меда або група одного iз типiв (α1), (α2). Тодi H ′ – нiльпотентна
нормальна пiдгрупа в Gn−1 i фактор-група Gn−1/H

′ чернiков-
ська. Через An−1 позначимо таку пiдгрупу скiнченного iндексу
в Gn−1, що An−1/H

′ – подiльна частина фактор-групи Gn−1/H
′.

Тодi A′
n−1 = H ′. Окрiм того, оскiльки

(An−1A
g
n−1)/H

′

– чернiковська група для кожного елемента g ∈ Gn−2 i кому-
тант H ′ не має власних G-iнварiантних пiдгруп скiнченного iн-
дексу, то An−1 – нормальна пiдгрупа в Gn−2. Мiркуючи подi-
бним чином далi, через скiнченне число крокiв отримаємо, що
G мiстить таку нормальну пiдгрупу A скiнченного iндексу, що
A′ = H ′ та A/A′ – подiльна чернiковська група. Як наслiдок,

A = A1 · · ·An (n ≥ 1),
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де Ai/A
′ – силовська pi-група групи A/A′ (i = 1, . . . , n) та

p1, . . . , pn – рiзнi простi числа.
Якщо As – FN -група для певного iндексу s (де 1 ≤ s ≤

n), то вона абелева. З огляду на зроблене вище припущення
знайдеться такий iндекс m (1 ≤ m ≤ n), що Am не є FN -
групою. Як i вище, встановлюється, що Am має субнормальну
пiдгрупу U , всi власнi пiдгрупи якої мiстяться в класi FN , але
сама U не є FN -групою. Тодi справджуються рiвностi

U ′ = A′
m = H ′.

Отже, Am – HM ∗-група iз нiльпотентним комутантом A′
m, а

сама G – група типу (3) iз умови теореми.
(⇐) Зрозумiло, що група типу (1) (вiдповiдно (2)) задо-

вольняє умову Min− FN .
Нехай G – група типу (3) iз умови теореми, а

G = K0 > K1 > · · · > Ks > · · · (2.2.3)

– який-небудь строго спадний ланцюг її не FN -пiдгруп. Позаяк
фактор-група G/A′ чернiковська, то знайдеться такий iндекс
l ∈ N0, що виконуються рiвностi

KlA
′ = Kl+1A

′ = · · ·
Тодi Kl – NF -група. Iз огляду на лему 2.2 ланцюг (2.2.3) через
скiнченне число крокiв обривається.

ВИСНОВКИ.
Охарактеризовано групи без неодиничних досконалих се-

кцiй, якi задовольняють умову мiнiмальностi для пiдгруп, що
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не є розширеннями скiнченних груп за допомогою нiльпотен-
тних груп (теорема 2.1).

2.3. Мiнiмальнi не ČN-групи

Одним iз пiдходiв до вивчення груп iз "малою" системою
не-χ пiдгруп – це дослiджувати мiнiмальнi не-χ групи (тобто
групи, якi не є χ-групами в той час, як всi їхнi власнi пiдгрупи
є χ-групами). В теорiї скiнченних груп пошуки таких груп по-
чалися бiльше, нiж сто рокiв тому (приклад цього дають групи
Мiллера-Морено, тобто скiнченнi мiнiмальнi неабелевi групи).

В теорiї нескiнченних груп прикладами таких є мiнiмаль-
нi ненiльпотентнi групи (зокрема, мiнiмальнi ненiльпотентнi гру-
пи iз субнормальними власними пiдгрупами, якi прийнято нази-
вати групами типу Хайнекена-Мохамеда) (див. [65]); мiнiмальнi
не майже абелевi групи (див. [9] та [46]); мiнiмальнi не майже
нiльпотентнi групи [49]; мiнiмальнi не FC-групи (див. [70], [71]);
мiнiмальнi не CC-групи (див. [83], [64], [41] та [84]); мiнiмальнi
не FN -групи [100], мiнiмальнi не парарозв’язнi групи [61] та
iншi.

M. Ксу [100] дослiджував мiнiмальнi не FN -групи, а X. Отал
i Х. Пена [81] розширили розглядуваний клас замiною термiну
"скiнченна група" на термiн "чернiковська група"; вони роз-
глядали локально ступiнчатi групи, всi власнi пiдгрупи яких
є розширеннями чернiковських груп за допомогою нiльпотен-
тних груп. В [78] встановлено, що локально ступiнчата група,
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всi власнi пiдгрупи якої є розширеннями чернiковських груп за
допомогою нiльпотентних груп класу нiльпотентностi c (де c

– фiксоване натуральне число), сама є такою. В цьому роздiлi
охарактеризуємо групи, всi власнi пiдгрупи яких є розширен-
нями чернiковських груп за допомогою нiльпотентних. Нага-
даємо, ČN -група – це група, яка є розширенням чернiковської
групи за допомогою нiльпотентної групи.

Лема 2.5. Нехай G – недосконала група. Якщо всi власнi нор-
мальнi пiдгрупи групи G є розширеннями чернiковських груп
за допомогою нiльпотентних груп, то вiрне одне iз таких
тверджень:

(1) G – розширення чернiковської групи за допомогою нiльпо-
тентної групи;

(2) G/G′ – квазiциклiчна група i комутант G′ – перiодична
пiдгрупа;

(3) фактор-група G/G′ – циклiчна група.

Доведення. Якщо фактор-група G/G′ розкладна, то

G = AB

– добуток двох власних нормальних пiдгруп A i B. Позаяк A i B
– розширення чернiковських груп за допомогою нiльпотентних
груп, то група G є такою ж.

Припустимо, що фактор-група G/G′ нерозкладна. За твер-
дженням 1.20 фактор-група G/G′ ∼= Cpn – циклiчна p-група
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(тодi G задовольняє умову (3)) або G/G′ ∼= Cp∞ – квазiциклi-
чна p-група для певного простого числа p.

Надалi припускаємо, що фактор-група G/G′ – квазiци-
клiчна p-група, а сама група G не є розширенням чернiков-
ської групи за допомогою нiльпотентної групи. Доведемо, що
G′ – перiодична група. Вiд супротивного. Припустимо, що ко-
мутант G′ не є перiодичним. Тодi, без обмеження загальностi
доведення, будемо вважати, що G′ – абелева група без скруту.

Нехай q – просте число, яке вiдмiнне вiд p. За тверджен-
ням 1.6 iснує такий Z[G/G′]-пiдмодуль N в модулi G′, що

G
′
= G′/N

– q-група. Якщо a – довiльний елемент групи G i G = G/N , то
G
′〈a〉 – абелева група, а це веде до суперечностi. Таким чином,

G′ – перiодична група.

Лема 2.6. Нехай G – недосконала група, всi власнi пiдгрупи
якої є розширеннями чернiковських груп за допомогою нiльпо-
тентних груп. Якщо фактор-група G/G′ циклiчна, то група
G сама є розширенням чернiковської групи за допомогою нiль-
потентної групи або комутант G′ перiодичний.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що група G не є
розширенням чернiковської групи за допомогою нiльпотентної
групи i комутант G′ не є перiодичним. Тодi, без обмеження за-
гальностi доведення, будемо вважати, що G′ – абелева група
без скруту.
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За умовою, G = G′〈a〉 для певного елемента a ∈ G, при-
чому

apn ∈ G′

для деякого додатнього цiлого числа n i простого числа p. Не-
хай q, r – рiзнi простi числа, якi є вiдмiнними вiд p. За твер-
дженням 1.6 знайдеться такий власний Z[G/G′]-пiдмодуль M

iз G′, що фактор-група

G
′
= G′/M = A×B

– груповий прямий добуток нетривiальної q-пiдгрупи A i нетри-
вiальної r-пiдгрупи B. Якщо тепер A (вiдповiдно B) – повний
прообраз A (вiдповiдно B) в групi G, то A〈a〉 i B〈a〉 – двi власнi
пiдгрупи групи G. Тому знайдуться такi натуральнi числа k i
s, що

γk(A〈a〉) ≤ A та γs(B〈a〉) ≤ B,

причому γk(A〈a〉) i γs(B〈a〉) – чернiковськi групи. Але тодi G

– розширення чернiковської групи за допомогою нiльпотентної
групи всупереч зробленому припущенню.

Лема 2.7. Нехай G – група iз квазiциклiчною фактор-групою
G/G′. Тодi G – мiнiмальна не ČN -група в тому i тiльки тому
випадку, коли G – група типу Хайнекена-Мохамеда.

Доведення. (⇐) Очевидно.
(⇒) Нехай G – мiнiмальна не ČN -група i

G/G′ ∼= Cp∞
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для певного простого числа p. Зрозумiло, що група G не мiстить
власних пiдгруп скiнченного iндуксу. Нехай S – яка-небудь вла-
сна пiдгрупа iз G. Розглянемо два можливi випадки.

(a) Припустимо, що G′S – власна пiдгрупа групи G. Тодi
γm(G′S) – чернiковська група для деякого натурального числа
m. Позаяк фактор-група

G/CG(γm(G′S))

скiнченна, то маємо включення

γm(G′S) ≤ Z(G),

а тому G′S – нiльпотентна пiдгрупа.
(b) Тепер припустимо, що G′S = G. Тодi G(k−1)S = G та

G(k)S 6= G для деякого натурального числа k ≥ 2. Покладемо

G = G/G′′.

Тодi знайдеться таке натуральне число l, що l-тий гiперцентр

γl(S)

– чернiковська пiдгрупа, яка мiститься в абелевiй пiдгрупi G
′.

Тому γl(S) – нормальна пiдгрупа в G i маємо включення

γl(S) ≤ Z(G).

Це означає, що S – нiльпотентна група.
Пiдсумовуючи, iз частин (a) i (b) випливає, що

G = G/G′′
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– мiнiмальна ненiльпотентна група. Позаяк G (а тому i G/G(k))
– нерозкладна група, то частина (b) дає суперечнiсть. Таким
чином, G – мiнiмальна ненiльпотентна група.

Лема 2.8. Якщо група G – розширення чернiковської групи за
допомогою нiльпотентної групи, то G – чернiковська група
або комутант G′ має нескiнченний iндекс в групi G.

Доведення. За умовою, знайдеться таке натуральне число m,
що γm(G) – чернiковська пiдгрупа. Якщо фактор-група G =

G/γm(G) – скiнченна група, то сама група G чернiковська. То-
му припустимо, що G – нескiнченна група. Тодi фактор-група
G/G

′ також нескiнченна, а це завершує доведення.

М. Ньюмен i Дж. Вайголд [79] (див. також теорему 3.1
iз [99]) описали будову мiнiмальних ненiльпотентних груп з ма-
ксимальною пiдгрупою (в таких групах не кожна власна пiдгру-
па є субнормальною). За теоремою 3.1 iз [99] кожна мiнiмальна
ненiльпотентна група iз максимальною пiдгрупою є гiперцен-
тральною групою, яка є розширенням чернiковської групи за
допомогою нiльпотентної групи.

Лема 2.9. Нехай G – група, причому фактор-група G/G′ –
циклiчна p-група. Якщо всi власнi пiдгрупи iз G є розширення-
ми чернiковських груп за допомогою нiльпотентних груп, то
G – розширення чернiковської групи за допомогою нiльпотен-
тної групи.

Доведення. Нехай G – група, всi власнi пiдгрупи якої є розши-
реннями чернiковських груп за допомогою нiльпотентних груп,
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причому фактор-група G/G′ – циклiчна p-група. Тодi

G = G′〈a〉

для деякого такого елемента a ∈ G, причому маємо

apn ∈ G′

для певного натурального числа n. Припустимо вiд супротив-
ного, що G не є розширенням чернiковської групи за допомогою
нiльпотентної групи. За лемою 2.6 G – перiодична група.

Доведемо, що комутант G′ не має власних пiдгруп скiн-
ченного iндексу. Припустимо вiд супротивного, що H – власна
G-iнварiантна пiдгрупа скiнченного iндексу в G′. Тодi H〈a〉 –
власна пiдгрупа в G, а отже, γs(H〈a〉) – чернiковська пiдгрупа
для деякого натурального числа s. Оскiльки комутант G′ не є
чернiковською групою, то за лемою 2.8 робимо висновок, що
G′′ має нескiнченний iндекс в G′. Покладемо

G = G/G′′.

Якщо
H〈a〉 = (H〈a〉G′′)/G′′

– чернiковська група, то G також чернiковська. Оскiльки γm(G′)

– чернiковська пiдгрупа для деякого натурального числа m,

γm(G′) ≤ G′′ i G′/γm(G′)

– нiльпотентна група, то за наслiдком ([88], стор. 19) фактор-
група

G′/γm(G′)
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(а тому i сама пiдгрупа G′) є чернiковською групою, а це супере-
чить зробленому припущенню. З огляду на лему 2.8 це означає,
що комутант

(
H〈a〉)′

має нескiнченний iндекс в H〈a〉. Тодi фактор-група

G/
(
H〈a〉)′

– скiнченне розширення свого центру, що суперчить тверджен-
ню 1.21. Це означає, що G′ не має власних пiдгруп скiнченного
iндексу. Позаяк G′/γm(G′) – подiльна абелева група за твер-
дженням 1.22, то

G′′ = γm(G′),

i за твердженням 1.23 комутант

G′ = CG′(G
′′)

та, як наслiдок, G′′ ≤ Z(G′). Отже, G′ – подiльна абелева група.
Нехай D – така квазiциклiчна пiдгрупа iз G′, що

D * Z(G)

i T = 〈D, a〉. Припустимо, що T 6= G. Тодi γk(T ) – чернiковська
пiдгрупа для деякого натурального числа k i

T = T/γk(T )

– нiльпотентна група. Оскiльки мамо включення

D ⊆ Z(T )
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за твердженням 1.24, то T – абелева група i комутант

T ′ = γk(T ).

Отже, T ′〈a〉 – чернiковська група i тому

D ≤ CT (T ′〈a〉).

Звiдси дiстаємо, що T – абелева група, що не так. Отримана
суперечнiсть показує, що T = G та

〈Dx | x ∈ G〉 = G′.

Оскiльки CG(D) має скiнченний iндекс в групi G, то комутант
G′ – чернiковська пiдгрупа. Отримана суперечнiсть закiнчує
доведення леми.

Вiрна така

Теорема 2.2. Нехай G – недосконала група. Тодi G – мiнi-
мальна не ČN -група в тому i тiльки тому випадку, коли G –
мiнiмальна ненiльпотентна група iз субнормальними власни-
ми пiдгрупами.

Доведення. (⇐) Очевидно.
(⇒) Випливає iз лем 2.5, 2.7 та 2.9.

ВИСНОВКИ.
Встановлено, що iснують групи, якi не є розширеннями

чернiковських груп за допомогою нiльпотентних груп в той час,
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як всi їх власнi пiдгрупи є такими (тобто iснують мiнiмаль-
нi не ČN-групи). Доведено, що недосконала група є мiнiмаль-
ною не ČN-групою тодi i тiльки тодi, коли вона є групою типу
Хайнекена-Мохамеда (теорема 2.2).

2.4. Умова мiнiмальностi для негiперцентральних
пiдгруп i субнормальнiсть

Групи з умовою мiнiмальностi для неабелевих пiдгруп до-
слiдив С.М. Чернiков [26], а групи з умовою мiнiмальностi для
ненiльпотентних (вiдповiдно негiперцентральних) пiдгруп ви-
вчав О.Д. Артемович [3]. В низцi робiт Х. Смiта, Л.А. Кур-
даченка, В. Миреса, К. Касоло, Б. Брукса (див., наприклад,
[94], [52], [97], [68], [96] i [43]) та iнших дослiджувався вплив
субнормальностi на будову групи. Нами встановлено, що в ло-
кально нiльпотентнiй групi з умовою мiнiмальностi для ненiль-
потентних (вiдповiдно негiперцентральних) пiдгруп кожна пiд-
група, яка є мiнiмальною ненiльпотентною (вiдповiдно негiпер-
центральною) групою, субнормальна в групi.

Нагадаємо, група G, кожна власна пiдгрупа H якої вiд-
мiнна вiд свого нормалiзатора

NG(H) = {g ∈ G | gH = Hg},

називається групою з нормалiзаторною умовою.

Лема 2.10. Нехай G – локально нiльпотентна група. Якщо
виконується одна iз умов:
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(i) G – група iз умовою мiнiмальностi для ненiльпотентних
пiдгруп Min−N ;

(ii) G – група iз умовою мiнiмальностi для негiперцентраль-
них пiдгруп Min− ZA,

то група G задовольняє нормалiзаторну умову.

Доведення. Нехай G – група iз умовою мiнiмальностi для не-
нiльпотентних (вiдповiдно негiперцентральних) пiдгруп, а H –
її власна пiдгрупа.

Припустимо, що H – ненiльпотентна (вiдповiдно негiпер-
центральна) або максимальна нiльпотентна (вiдповiдно гiпер-
центральна пiдгрупа) групи G. Тодi множина

{S | H < S ≤ G}

мiстить мiнiмальний елемент. Нехай це буде пiдгрупа M0. Тодi
H – максимальна пiдгрупа в M0, а тому за теоремою Бера-
Маклейна (див. твердження 1.11) пiдгрупа H нормальна в M0.

Оскiльки кожна нiльпотентна (вiдповiдно гiперцентраль-
на) пiдгрупа групи G задовольняє нормалiзаторну умову, то
група G задовольняє нормалiзаторну умову.

Теорема 2.3. Нехай G – локально нiльпотентна група. Тодi
справджуються такi твердження:

(i) якщо G задовольняє умову мiнiмальностi для ненiльпо-
тентних пiдгруп, то кожна пiдгрупа, яка є мiнiмальною
ненiльпотентною групою, є субнормальною в G;
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(ii) якщо G задовольняє умову мiнiмальностi для негiперцен-
тральних пiдгруп, то кожна пiдгрупа, яка є мiнiмальною
негiперцентральною групою, є субнормальною в G.

Доведення. Припустимо, що група G задовольняє умову мiнi-
мальностi для ненiльпотентних (вiдповiдно негiперцентральних)
пiдгруп Min−N (вiдповiдно Min−ZA). Нехай H – пiдгрупа
в G, яка є мiнiмальною ненiльпотентною (вiдповiдно негiпер-
центральною) групою.

Якщо комутант H ′ не є нормальною пiдгрупою в групi
G, то його нормалiзатор NG(H ′) є власною пiдгрупою в свому
нормалiзаторi NG (NG(H ′)). Оскiльки кожна перiодична ради-
кальна абелева субiнварiантна пiдгрупа є субнормальною, то
пiдгрупа H/H ′ субнормальна в NG(H ′)/H ′.

Таким чином, пiдгрупа H – субнормальна пiдгрупа в M0,
де M0 – пiдгрупа, про яку йде мова в лемi 2.10. Тому фактор-
група M0/H

′ має скiнченний ряд, фактори якого задовольня-
ють умову мiнiмальностi для пiдгруп Min. Як наслiдок, M0/H

′

– чернiковська група.
Нехай t ∈ NG(M0) \M0. Тодi (H ′)t – нормальна пiдгрупа

в M0, а значить,
M0/(H ′ ∩ (H ′)t)

– чернiковська група. Звiдси дiстаємо, що

H ′ = H ′ ∩ (H ′)t ⊆ (H ′)t.

Зрозумiло, що H ′ = (H ′)t, а це суперечить вибору елемента t.
Таким чином, нами встановлено, що H ′ – нормальна пiдгрупа
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в групi G. Позаяк пiдгрупа H/H ′ є субiнварiантною в фактор-
групi G/H ′, то, з тих самих мiркувань, що i вище, H/H ′ – су-
бнормальна пiдгрупа в G/H ′. Отже, H – субнормальна пiдгру-
па в G.

Наслiдок 2.2. Нехай G – ненiльпотентна (вiдповiдно негiпер-
центральна) локально нiльпотентна група, яка задовольняє
умову Min−N (вiдповiдно Min− ZA). Якщо всi власнi нор-
мальнi пiдгрупи iз G є нiльпотентними (вiдповiдно гiперцен-
тральними), то G – мiнiмальна ненiльпотентна (вiдповiдно
негiперцентральна) група.

Доведення. Нехай група G задовольняє умову Min − N (вiд-
повiдно Min−ZA), а H – її власна пiдгрупа. Припустимо, що
H – мiнiмальна ненiльпотентна (вiдповiдно негiперцентраль-
на) група. За теоремою 2.3 отримаємо, що H – субнормальна
пiдгрупа в групi G, а тому її нормальне замикання HG – вла-
сна нормальна пiдгрупа в G. Окрiм того, HG – ненiльпотентна
(вiдповiдно негiперцентральна) пiдгрупа в G, а це веде до су-
перечностi. Отже, H – мiнiмальна ненiльпотентна (вiдповiдно
негiперцентральна) група.

ВИСНОВКИ.
Доведено, що в групi G, яка задовольняє умову мiнiмаль-

ностi для ненiльпотентних (вiдповiдно негiперцентральних) пiд-
груп, кожна пiдгрупа, що є мiнiмальною ненiльпотентною (вiд-
повiдно мiнiмальною негiперцентральною) групою, субнормаль-
на в G (теорема 2.3).
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Встановлено також, що ненiльпотентна (вiдповiдно негi-
перцентральна) локально нiльпотентна група G, яка задоволь-
няє умову Min − N (вiдповiдно Min − ZA) з нiльпотентни-
ми (вiдповiдно гiперцентральними) нормальними власними пiд-
групами, є мiнiмальною ненiльпотентною (вiдповiдно негiпер-
центральною) групою (наслiдок 2.2).
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Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi дослiджуються групи з умовою мiнiмаль-
ностi для пiдгруп, якi не є узагальнено нiльпотентними.

В пiдроздiлi 2.1 встановлено, що кожна локально ступiн-
чата група, яка не є розширенням чернiковської групи за допо-
могою абелевої групи, має нескiнченний строго спадний ланцюг
пiдгруп, якi не є розширеннями чернiковських груп за допо-
могою абелевих (наслiдок 2.1). Аналогiчним чином доведено,
що кожна локально ступiнчаста група, яка не є розширенням
абелевої групи за допомогою чернiковської групи, має нескiн-
ченний строго спадний ланцюг пiдгруп, якi не є розширення-
ми абелевих груп за допомогою чернiковських (наслiдок 2.1).
Встановлено, що недосконала локально ступiнчата група iз вла-
сними нормальними пiдгрупами, якi є розширеннями нiльпо-
тентних груп за допомогою чернiковських груп, сама є такою
(твердження 2.1). Iз отриманих результатiв випливає, що не
iснує груп, якi не є розширеннями чернiковських груп за до-
помогою абелевих груп, в той час, як всi їх власнi пiдгрупи є
такими, та не iснує груп, якi не є розширеннями абелевих груп
за допомогою чернiковських груп, в той час, як всi їх власнi
пiдгрупи є такими.

В пiдроздiлi 2.2 охарактеризовано групи без неодиничних
досконалих секцiй, що задовольняють умову мiнiмальностi для
пiдгруп, якi не є розширеннями скiнченних груп за допомогою
нiльпотентних груп (теорема 2.1).
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В пiдроздiлi 2.3 встановлено, що iснують групи, якi не
є розширеннями чернiковських груп за допомогою нiльпотен-
тних груп, в той час, як всi їх власнi пiдгрупи є такими (тобто
мiнiмальнi не ČN-групи). Доведено, що недосконала група є мi-
нiмальною не ČN-групою тодi i тiльки тодi, коли вона є групою
типу Хайнекена-Мохамеда (теорема 2.2). Зазначимо, що з ре-
зультатiв дослiджень Ф. Наполiтанi, Е. Пегораро [78] та Х. Ота-
ла, Х. Пени [81] випливає, що не iснує груп, якi не є розшире-
ннями нiльпотентних груп за допомогою чернiковських груп,
в той час, як всi їх власнi пiдгрупи є такими (тобто не iснує
мiнiмальних не NČ-груп).

В пiдроздiлi 2.4 доведено, що в групi G, яка задовольняє
умову мiнiмальностi для ненiльпотентних (вiдповiдно негiпер-
центральних) пiдгруп, кожна пiдгрупа, що є мiнiмальною не-
нiльпотентною (вiдповiдно мiнiмальною негiперцентральною)
групою, субнормальна в G (теорема 2.3).

Встановлено також, що ненiльпотентна (вiдповiдно негi-
перцентральна) локально нiльпотентна група G, яка задоволь-
няє умову Min − N (вiдповiдно Min − ZA) з нiльпотентни-
ми (вiдповiдно гiперцентральними) нормальними власними пiд-
групами, є мiнiмальною ненiльпотентною (вiдповiдно негiпер-
центральною) групою (наслiдок 2.2).
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РОЗДIЛ 3

ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗНI ГРУПИ З УМОВОЮ
МАКСИМАЛЬНОСТI ДЛЯ НЕ МАЙЖЕ

АБЕЛЕВИХ ПIДГРУП

Будемо говорити, що група G задовольняє умову макси-
мальностi для пiдгруп, якi не є майже абелевими (скорочено
умову Max− AF ), якщо кожен строго зростаючий ланцюг

G1 < G2 < · · · < Gn < · · ·
її пiдгруп Gi, якi не є майже абелевими, через скiнченне число
крокiв обривається. Кожна мiнiмальна не майже абелева група
(тобто не майже абелева група, всi власнi пiдгрупи якої майже
абелевi) задовольняє умову Max− AF .

Мiнiмальнi не майже абелевi групи охарактеризовано В. В. Бе-
ляєвим [9] та, незалежно, Б. Бруно i Р. Фiллiпсом [46], [48], [51].

Зокрема, iз [9] випливає, що мiнiмальна не майже абеле-
ва група G перiодична i є групою Чарiна або нерозкладною
метабелевою групою. Пiзнiше в [1] було встановлено, що нероз-
кладнi метабелевi групи близькi до ненiльпотентних груп, всi
власнi пiдгрупи яких субнормальнi i нiльпотентнi.

Ранiше Д.I. Зайцев i Л.А. Курдаченко [11] вивчали ло-
кально майже розв’язнi групи з умовою максимальностi для
неабелевих пiдгруп. Зазначимо також, що дослiдження груп з
рiзними умовами максимальностi проводяться надалi (див., на-
приклад, О.Д. Артемович [6], Л.А. Курдаченко та М.М. Семко
[69], [77], М.С. Чернiков [20] та iншi).
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3.1. Групи з умовою Max− AF , якi мають квазi-
циклiчний гомоморфний образ

Попередньо встановимо необхiдну надалi низку результа-
тiв.

Лема 3.1. Нехай G – група, яка задовольняє умову максималь-
ностi для не майже абелевих пiдгруп Max − AF , а H – її
пiдгрупа. Тодi справджуються такi властивостi:

(1) якщо H ≤ G, то H задовольняє Max− AF ;

(2) якщо H ¢ G, то G/H задовольняє Max− AF ;

(3) якщо H¢G i H не є майже абелевою, то G/H задовольняє
умову максимальностi для пiдгруп Max.

Доведення. Нехай G – група, яка задовольняє умову макси-
мальностi для не майже абелевих пiдгруп Max− AF .

(1) Якщо

H1 < H2 < · · · < Hn < · · · (3.1.1)

– строго зростаючий ланцюг не AF -пiдгруп групи H, то (3.1.1)

є строго зростаючим ланцюгом не AF -пiдгруп групи G, а тому
вiн через скiнченне число крокiв стабiлiзується.

(2) Нехай H – нормальна пiдгрупа групи G. Якщо

T 1 < T 2 < · · · < T s < · · · (3.1.2)

– строго зростаючий ланцюг не майже абелевих пiдгруп фактор-
групи G/H i Tl – повний прообраз пiдгрупи T l в групi G для
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кожного iндексу l, то отримаємо строго зростаючий ланцюг

T1 < T2 < · · · < Ts < · · · (3.1.3)

не майже абелевих пiдгруп групи G. Ланцюг (3.1.3) через скiн-
ченне число крокiв стабiлiзується, а тому ланцюг (3.1.2) також
обривається через скiнченне число крокiв.

(3) Нехай H – не майже абелева нормальна пiдгрупа гру-
пи G. Якщо (3.1.2) – строго зростаючий ланцюг пiдгруп фактор-
групи G/H, а Tl – повний прообраз пiдгрупи T l в групi G для
кожного l, то (3.1.3) – строго зростаючий ланцюг не майже абе-
левих пiдгруп групи G, який стабiлiзується через скiнченне чи-
сло крокiв внаслiдок умови Max − AF . Тому ланцюг (3.1.2)

також стабiлiзується i фактор-група G/H задовольняє умову
Max.

Лема 3.2. Нехай G = AoB – напiвпрямий добуток нормаль-
ної абелевої пiдгрупи A скiнченної експоненти p i квазiциклi-
чної q-пiдгрупи B, де p i q – рiзнi простi числа. Якщо група G

задовольняє умову Max−AF i всi її власнi нормальнi пiдгрупи
майже абелевi, то вона майже абелева або

G′ = A = A1 × . . .× Am

– скiнченний прямий добуток G-iнварiантних пiдгруп Ai, де
Ai oB – група Чарiна (n ≥ 1; i = 1, . . . , n).

Доведення. Припустимо, що група G не має абелевих пiдгруп
скiнченного iндексу. Зрозумiло, що напiвпрямий добуток

[A,B]oB
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– нормальна пiдгрупа в групi G. Якщо ця пiдгрупа майже абе-
лева, то група G нiльпотентна, а це веде до суперечностi iз зро-
бленим припущенням. Отже, пiдгрупа [A,B] o B не є майже
абелевою i тому A = [A,B].

Зрозумiло, що A – правий FpB-модуль стосовно дiї, iнду-
кованої спряженням B на A, причому FpB – регулярне (в сенсi
фон Неймана) кiльце за твердженням 1.13. Розглянемо циклi-
чний пiдмодуль uR, де u – такий ненульовий елемент iз A, що
u /∈ Z(G). Як вiдомо, uR iзоморфний правому R-модулю

R0 = R/ annR(u).

З iншого боку, R0 – комутативне регулярне (в сенсi фон Нейма-
на) кiльце, кожен iдеал якого є правим R-модулем. Якщо R0 не
є простим модулем, то вiн мiстить такий ненульовий елемент
a1, що a1R0 – власний iдеал кiльця R0. За твердженням 1.12
маємо a1R0 = e1R0 для певного iдемпотента e1 та, крiм того,

R0 = e1R0 ⊕R1

– кiльцева пряма сума, де R1 – деякий скiнченно породжений
iдеал кiльця R0. Якщо e1R0 не є простим правим R-модулем,
то вiн мiстить деякий власний пiдмодуль e2R0, де e2

2 = e2. Як
наслiдок,

R0 = e2R0 ⊕R2

– кiльцева пряма сума, де R2 – такий iдеал iз R0, що R1 <

R2. Мiркуючи аналогiчно дальше, отримаємо строго зростаючу
послiдовнiсть

R1 < R2 < · · ·
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пiдмодулiв правого R-модуля R0. Отже, модуль uR мiстить де-
яку строго зростаючу послiдовнiсть пiдмодулiв {An | n ∈ N}.
Оскiльки u /∈ Z(G), то знайдеться такий iндекс k, що групи
Am o B не є майже абелевими для всiх m ≥ k. Тодi iз умови
Max− AF випливає, що

Al = Al+1 = . . .

для певного iндексу l ∈ N. Це означає, що elR0 – простий
правий R-модуль. Таким чином, A мiстить деякий простий R-
пiдмодуль P . Оскiльки за твердженням 1.14 кiльце R – V -
кiльце, то P – iн’єктивний правий R-модуль за твердженням
1.15. Тому P видiляється модульним прямим доданком в A за
твердженням 1.16. Беручи до уваги умову Max− AF , робимо
висновок, що

A = A1 ⊕ · · · ⊕ Am (m ≥ 1)

– скiнченна модульна пряма сума простих правих R-модулiв Ai.
Тодi за твердженням 1.17 випливає, що Ai oB – група Чарiна
для кожного i = 1, . . . , m.

Твердження 3.1. Нехай G – група без неодиничних доскона-
лих секцiй. Якщо G задовольняє Max−AF i всi її власнi нор-
мальнi пiдгрупи майже абелевi, то G – майже абелева група
або належить до одного з типiв:

(1) G – мiнiмальна не майже абелева група;

(2) G = G′ o P , де P ∼= Cp∞, G′ = Q1 × · · · ×Qs – p′-пiдгрупа,
яка є прямим добутком своїх силовських pi-пiдгруп Qi екс-
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поненти pni
i , причому

(Ωj+1(Q)i)o P ) /Ωj(Qi)

– група Чарiна (ni ∈ N; i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , ni);

(3) G = A o P , де A – мiнiмальна не майже абелева група,
G′ = Ao P ′ та G/P ′ – група типу (2).

Доведення. Якщо фактор-група G/G′ – добуток двох власних
пiдгруп, то G майже абелева. У випадку, коли фактор-група
G/G′ не розкладається у добуток власних пiдгруп, вона є ци-
клiчною p-групою (тодi G майже абелева) або квазiциклiчною
p-групою для деякого простого числа p.

Нехай G/G′ ∼= Cp∞. Тодi, очевидно, G′ – абелева пiдгрупа.
Припустимо, що G не є майже абелевою, i розглянемо можливi
випадки.

(1) Нехай комутант G′ – перiодична група. Тодi G – π-
група для деякої скiнченної множини простих чисел π. Як на-
слiдок, G – p-група або G = Qo P , де P – p-пiдгрупа, а

Q = Q1 × · · · ×Qs

– груповий прямий добуток силовських pi-пiдгруп Qi (i =

1, . . . , s).
(a) Якщо G – неабелева p-група, то кожна її власна не

майже абелева пiдгрупа K мiститься в максимальнiй пiдгрупi
M iз G. Враховуючи, що

M ¢ G та MG′ = G,
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дiстаємо суперечнiсть. Отже, G – мiнiмальна не майже абелева
група.

(b) Нехай G не є p-групою. Тодi або P – абелева група (а
тому P ∼= Cp∞), або, як випливає iз частини (a), P – мiнiмальна
не майже абелева група.

(b1) Якщо G′ – p′-група, то

{Ωn(Qi)o P | n ∈ N}
– строго зростаючий ланцюг не майже абелевих пiдгруп iз G.

Позначимо пiдгрупу

Hi = Qi o P,

де
exp(Qi) = pni

i

для деякого ni ∈ N (i = 1, . . . , s). Ясно, що комутант

H ′
i = [Qi, P ] = Qi.

Якщо для певного j (1 ≤ j ≤ ni−1) пiдгрупа Ωj(Qi)oP майже
абелева, то вона абелева та маємо включення

Ω1(Qi) ≤ Z(Hi).

Позаяк маємо також включення

[Ωj+1(Qi), P ] ≤ Ω1(Qi),

то пiдгрупа Ωj+1(Qi)P абелева. Тодi група Hi також абелева, а
це не так. Отже, фактор-група

(Ωj+1(Qi)o P ) /Ωj(Qi)
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не є майже абелевою i за лемою 3.2 вона є групою Чарiна для
кожного iндексу j.

(b2) Якщо P – мiнiмальна не майже абелева p-група, то
P/P ′ ∼= Cp∞, а тому G/P ′ – група типу (3).

(2) Тепер припустимо, що комутант G′ не є перiодичною
групою. Позаяк G′ мiстить нормальну абелеву пiдгрупу скiн-
ченного iндексу S таку, що за твердженням 2.1 її нормальне
замикання SG – нiльпотентна група i G′/SG скiнченна, то пе-
рiодична частина τ (G′) нормальна в групi G та, без обмеження
загальностi будемо вважати, що G′ – абелева група без скруту.
Тодi за твердженням 1.6 робимо висновок, що Z[G/G′]-модуль
G′, де дiя на G′ iндукована спряженням, мiстить такий власний
пiдмодуль N , що G′/N – p-група. Отже, G/N – p-група, яка не
є майже абелевою, а тому, за доведеним вище, G/N – мiнiмаль-
на не майже абелева група. За твердженням 1.4 фактор-група
G/N не розкладається в добуток своїх власних пiдгруп. Якщо
G також не розкладається в добуток своїх власних пiдгруп i L –
деяка власна її не майже абелева пiдгрупа, то L мiститься в ма-
ксимальнiй пiдгрупi M iз G. Як наслiдок, G = G′M , а це веде
до суперечностi. Отже, в цьому випадку всi власнi пiдгрупи iз
G майже абелевi, а це неможливо. Якщо ж група G розкладна,
то G = TN для деякої власної не майже абелевої пiдгрупи T .
Знову за твердженням 1.6 випливає, що Z[G/G′]-модуль N ∩ T

мiстить власний пiдмодуль N1, для якого (N ∩T )/N1 – p-група,
а це веде до суперечностi. Таким чином, G′ – перiодична гру-
па.
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Наслiдок 3.1. Якщо група G задовольняє умову Max−AF та
G/G′ ∼= Cp∞, то G майже абелева або належить до одного iз
типiв (1)− (3) iз твердження 3.1.

ВИСНОВКИ.
Описано групи без неодиничних досконалих сукцiй з умо-

вою максимальностi для не майже абелевих пiдгруп, всi власнi
нормальнi пiдгрупи яких є майже абелевими (твердження 3.1).
Охарактеризовано групи з квазiциклiчним гомоморфним обра-
зом за комутантом, якi задовольнять умову максимальностi для
не майже абелевих пiдгруп (наслiдок 3.1).

3.2. Будова перiодичних розв’язних груп iз умо-
вою Max− AF

В цьому пiдроздiлi охарактеризуємо перiодичнi розв’язнi
групи iз умовою Max− AF .

Лема 3.3. Якщо G – перiодична група з умовою Max − AF ,
то вiрна одна iз таких умов:

(1) G – майже абелева група;

(2) G′ – пiдгрупа скiнченного iндексу в G;

(3) G мiстить нормальну майже абелеву пiдгрупу A з квазi-
циклiчною фактор-групою G/A.

Доведення. За твердженням 1.18 фактор-група

G = G/G′ = D/G′ × F/G′
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– прямий добуток подiльної частини D = D/G′ i редукованої
пiдгрупи F = F/G′. Розглянемо можливi випадки.

(a) Якщо D – одинична група, то G = F – скiнченна
група.

(b) Припустимо, що D 6= 1. Тодi G має квазiциклiчний
гомоморфний образ, а отже, для групи G справджується умова
(3).

Твердження 3.2. Нехай G – перiодична група, яка мiстить
нормальну майже абелеву пiдгрупу A з квазiциклiчною фактор-
групою G/A. Якщо G задовольняє Max − AF , то G майже
абелева або знайдеться нормальна пiдгрупа N одного iз ти-
пiв (1) − (3) iз твердження 3.1 така, що фактор-група G/N

задовольняє умову максимальностi Max.

Доведення. Без обмеження загальностi доведення будемо вва-
жати, що пiдгрупа A абелева. За твердженням 1.18 фактор-
група

G = G/G′ = D/G′ × F/G′

– груповий прямий добуток подiльної частини D = D/G′ i ре-
дукованої пiдгрупи F = F/G′. Нехай B = B/G′ – p-базова
пiдгрупа iз F . Якщо B не є скiнченно породженою, то за твер-
дженням 1.19 фактор-група

F/B
p

= B0 ×D0

– прямий груповий добуток нескiнченної абелевої p-пiдгрупи B0

i деякої p-подiльної пiдгрупи D0. Тодi звiдси легко випливає, що
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група G майже абелева. З огляду на сказане вище, далi вважа-
ємо, що B – скiнченно породжена група i G не має абелевих
пiдгруп скiнченного iндексу. Розглянемо можливi випадки.

(a) Нехай D – неодинична група. Тодi з огляду на зро-
бленi припущення D ∼= Cp∞ i пiдгрупа F скiнченна. Неважко
встановити, що D – група одного iз типiв (1)− (3).

(b) Якщо D = 1, то фактор-група A = A/G′ скiнченна.
Тодi G – група одного iз типiв (1)− (3).

Має мiсце (основна в цьому роздiлi) така

Теорема 3.1. Нехай G – перiодична розв’язна група. Тодi G

задовольняє умову Max−AF в тому i тiльки в тому випадку,
коли вона майже абелева група або G = HF – локально майже
абелева група, де H ′F – майже абелева пiдгрупа, |G : H| < ∞
i H належить до одного iз типiв:

(i) H – мiнiмальна не майже абелева група;

(ii) H = H ′ o P , де P – квазiциклiчна p-група,

H ′ = Q1 × · · · ×Qs

– p′-група, яка є прямим добутком своїх силовських pi-
пiдгруп Qi експоненти pni

i , причому

(Ωj+1(Qi)o P ) /Ωj(Qi)

– група Чарiна (ni ∈ N; i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , ni);

(iii) H = A o P , де P – мiнiмальна не майже абелева група,
H ′ = Ao P ′ та H/P ′ – група типу (ii).
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Доведення. (⇒) Нехай G – перiодична розв’язна група з умо-
вою Max−AF . З огляду на лему 3.3 i твердження 3.2 залиши-
лось розглянути випадок, коли фактор-група G/G′ скiнченна,
що ми i зробимо нижче.

Припустимо, що фактор-група G/G′ скiнченна i група G

не мiстить абелевих пiдгруп скiнченного iндекса. Тодi знайде-
ться таке k ∈ N, що k-тий комутант G(k) не є майже абелевою
групою в той час, як G(k+1) – майже абелева пiдгрупа, причо-
му фактор-група G(k)/G(k+1) нескiнченна. За лемою 3.3 група
G(k) мiстить нормальну майже абелеву пiдгрупу A iз квазiцик-
лiчною фактор-групою G(k)/A. Тодi за твердженням 3.2 група
G мiстить нормальну пiдгрупу H скiнченного iндекса одного iз
типiв: (i), (ii) або (iii).

(⇐) Достатньо встановити, що пiдгрупа H задовольняє
умову максимальностi для не майже абелевих пiдгруп Max −
AF . Зрозумiло, що мiнiмальна не майже абелева група H за-
довольняє умову Max− AF .

З огляду на те, що для групи фактор-групи

(Ωj+1(Qi)o P ) /Ωj(Qi)

є групами Чарiна (i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , ni), отримуємо що
групи H типiв (ii) та (iii) також задовольняють умову макси-
мальностi Max− AF .

ВИСНОВКИ.
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Опираючись на вiдомi результати Дж. фон Неймана, I.
Капраського та iнших з теорiї кiлець та модулiв, охарактерозо-
вано перiодичнi розв’язнi групи з умовою максимальностi для
пiдгруп, якi не є розширеннями абелевих груп за допомогою
скiнченних груп (теорема 3.1).
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Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi дослiджено перiодичнi групи без неоди-
ничних досконалих секцiй з умовою максимальностi Max−AF

для не майже абелевих пiдгруп.
В пiдроздiлi 3.1 описано групи без неодиничних доско-

налих секцiй з умовою максимальностi для не майже абелевих
пiдгруп, всi власнi нормальнi пiдгрупи яких є майже абелевими
(твердження 3.1). Охарактеризовано також групи з квазiциклi-
чним гомоморфним образом за комутантом, якi задовольнять
умову максимальностi для не майже абелевих пiдгруп (наслi-
док 3.1).

В пiдроздiлi 3.2 дослiджено будову перiодичних розв’я-
зних груп з умовою максимальностi для пiдгруп, якi не є роз-
ширеннями абелевих груп за допомогою скiнченних груп (тео-
рема 3.1).
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РОЗДIЛ 4

ГРУПИ I БРЕЙСИ

Якщо (R, +, ·) – асоцiативне кiльце, то операцiя ”◦”, виз-
начена за правилом

a ◦ b = a + b + a · b
для будь-яких елементiв a, b ∈ R, називається круговим або
приєднаним множенням. Тодi (R, ◦) – напiвгрупа з нейтраль-
ним елементом 0 ∈ R. Якщо (R, ◦) – група (тодi вона позна-
чається символом R◦), то кiльце R називається радикальним.
Поняття кругової операцiї в 40-их роках минулого столiття ввiв
С. Перлiс з метою характеризацiї радикала Джекобсона в асо-
цiативному кiльцi.

В цьому роздiлi розглядаємо брейси A, введенi В. Рум-
пом [92]. Брейс є природним узагальненням радикального кiль-
ця. Зокрема, брейс є асоцiативним (стосовно операцiї множення
” · ”) тодi i тiльки тодi, коли вiн є радикальним кiльцем. Нижче
для брейса A побудовано асоцiйовану з ним групу H(A) (див.
лему 4.1 i нижче) i дослiджено зв’язки мiж асоцiйованими гру-
пами брейса, його пiдбрейса (лема 4.2) та фактор-брейса (леми
4.4 та 4.5). Встановлено необхiдну i достатню умову, за якої
група H(L, T ) асоцiйована з пiдмодулем L деякого A-модуля i
пiдгрупою T ≤ A◦ – група Фробенiуса (теорема 4.1). Наведено
приклад скiнченного брейса A з групою Фробенiуса H(A) (при-
клад 4.1). Розглядаються також брейси A з перiодичною при-
єднаною групою A◦ (лема 4.7) та встановлюється, за яких умов
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адитивна група A+ нiльпотентного справа (вiдповiдно злiва)
брейса A буде p-групою (вiдповiдно групою без скруту) (твер-
дження 4.8). Також дослiджується зв’язок мiж нiльпотентнiстю
брейса A та його асоцiйованої групи H(A) (теорема 4.2).

Згiдно з [92], непорожна множина A, на якiй визначе-
но двi алгебраїчнi операцiї ” + ” та ” · ”, називається брейсом
(=brace), якщо виконуються такi умови:

(i) A+ = (A, +) – абелева група (з нулем 0);

(ii) (a + b) · c = a · c + b · c для будь-яких елементiв a, b, c ∈ A;

(iii) A – група стосовно операцiї приєднаного множення ” ◦ ” ,
визначеної за правилом

a ◦ b = a + b + a · b

для елементiв a, b ∈ A.

Iз асоцiативностi операцiї ” ◦ ” в брейсi A випливає, що

(iv) a · (a ◦ b) = (a · b) · c + (a · b) + (a · c) для всiх елементiв
a, b, c ∈ A.

Група (A, ◦) називається приєднаною групою брейса A i
позначається через A◦. Зрозумiло, що

a · 0 = 0 = 0 · a

для всiх a ∈ A та 0 – нейтральний елемент групи A◦. Домови-
мось елемент, обернений до елемента b ∈ A◦, позначати через
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b(−1). Абелева група (M, +) iз нейтральним елементом e нази-
вається модулем над брейсом A, якщо iснує вiдображення

M × A 3 (x, a) → xa ∈ M,

яке для будь-яких елементiв x, y ∈ M та a, b ∈ A задовольняє
такi умови:

m1) (x + y)a = xa + ya;

m2) x(a ◦ b) = (xa)b + xa + xb;

m3) x0 = e.

Над брейсом не має поняття "лiвого" чи "правого" модуля, а
тiльки "модуля". Оскiльки

ea = (e + e)a = ea + ea,

то
ea = e

для будь-якого елемента a ∈ A. На основi цього i рiвностi

x + (−x) = e

обчислюємо

0 = ea = (x + (−x))a = xa + (−x)a,

а тому
(−x)a = −(xa) = −xa.

Пiдмножина L iз M називається пiдмодулем модуля M , якщо
виконуються такi двi умови:

• L – пiдгрупа в (M, +);

• la ∈ L для будь-яких елементiв l ∈ L та a ∈ A.
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4.1. Група, асоцiйована з брейсом

Я. П. Сисак [18] у 1982 роцi побудував групу, асоцiйовану
з радикальним кiльцем. Пiзнiше О.Д. Артемович [37] розши-
рив цю конструкцiю на випадок лiвого модуля над довiльним
асоцiативним кiльцем R. Ю.Б. Iщук [67] дослiджував власти-
востi асоцiйованої групи G(R) для асоцiативного (можливо, без
одиницi) кiльця R. Нижче побудовано групу H(L, T ), асоцiйо-
вану з пiдмодулем L модуля, який розглядається над довiльним
брейсом A, та пiдгрупою T приєднаної групи A◦.

Нехай A – брейс, L – пiдмодуль A-модуля M , T – пiдгрупа
iз приєднаної групи A◦. На множинi пар

H(L, T ) = {(l, t) | l ∈ L, t ∈ T}

визначимо операцiю множення за правилом

(x, y)(u, v) = (xv + x + u, y ◦ v) (4.1.1)

для елементiв x, u ∈ L та y, v ∈ T .
Має мiсце така

Лема 4.1. Нехай M – модуль над брейсом A. Якщо L – пiд-
модуль iз M , а T – пiдгрупа iз A◦, то

H(L, T ) = E o T

– група стосовно операцiї, визначеної за правилом (4.1.1), при-
чому E = {(l, 0) | l ∈ L} iзоморфна адитивнiй групi (L, +), а
F = {(e, t) | t ∈ T} iзоморфна групi T .
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Доведення. Для будь-яких елементiв x, u, w ∈ L та y, v, z ∈ T

встановлюємо:
1) асоцiативнiсть множення

((x, y)(u, v))(w, z) = (xv + x + u, y ◦ v)(w, z) =

= ((xv + x + u)z + xv + x + u + w, (y ◦ v) ◦ z) =

= ((xv)z + xz + uz + xv + x + u + w, (y ◦ v) ◦ z)

(x, y) ((u, v)(w, z)) = (x, y)(uz + u + w, v ◦ z) =

= (x(v ◦ z) + x + uz + u + w, y ◦ (v ◦ z)) =

= ((xv)z + xv + xz + x + uz + u + w, y ◦ (v ◦ z))

тобто множення є асоцiативним в H(L, T ).
2) iснування нейтрального елемента

(x, y)(e, 0) = (x0 + x + e, y ◦ 0) = (x, y) =

= (ey + e + x, 0 ◦ y) = (e, 0)(x, y),

тобто (e, 0) – нейтральний елемент стосовно множення, визна-
ченого за правилом (4.1.1).

3) Нехай (a, b) ∈ H(L, T ). Знайдемо такий елемент (x, y) ∈
H(L, T ), що

(a, b)(x, y) = (e, 0) = (x, y)(a, b)

або, рiвносильно, знайдемо розв’язок системи рiвнянь (невiдо-
мими є x та y): 




ay + a + x = e,

b ◦ y = 0,

xb + x + a = e,

y ◦ b = 0.



94

Звiдси отримуємо, що y = b(−1) є оберненим елементом до b в
групi A◦ та x = −a− ab(−1). Отже, обернений елемент знаходи-
ться за формулою

(a, b)−1 = (−a− ab(−1), b(−1)) ∈ H(L, T ).

Таким чином, H(L, T ) – група.
4) Окрiм того, для кожного елемента (u, v) ∈ EoF маємо:
a) розклад в добуток пiдгруп

FE 3 (e, v)(u, 0) = (u, v) = (u, 0)(e, v) = (uv + u + e, 0 ◦ v).

b) для кожного l ∈ L знаходимо

(l, 0)(u,v) = (u, v)−1(l, 0)(u, v) = (−u− uv(−1), v(−1))(l, 0)(u, v) =

= ((−u− uv(−1))0− u− uv(−1) + l, v(−1) ◦ 0)(u, v) =

= (−u− uv(−1) + l, v(−1))(u, v) =

= ((−u− uv(−1) + l)v − u− uv(−1) + l + u, v(−1) ◦ v) =

= (−uv − (uv(−1))v + lv − u− uv(−1) + l + u, 0) =

= (−uv − (uv(−1))v − uv(−1) + lv + l, 0) =

= (−u(v(−1) ◦ v) + lv + l, 0) =

= (−u0 + lv + l, 0) = (lv + l, 0) ∈ F,

тобто E – нормальна пiдгрупа в групi H(L, T ).
c) Зрозумiло, що перетин E ∩ F = {(e, 0)} тривiальний.

Нами встановлено, що

H(L, T ) = E o F
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– напiвпрямий добуток пiдгруп E та F . На завершення доведе-
ння залишається зауважити, що вiдображення

ϕ : L 3 l → (l, 0) ∈ E

та
ψ : T 3 t → (e, t) ∈ F

– iзоморфiзми груп.

Наслiдок 4.1. Група H(L, T ) абелева тодi i тiльки тодi, коли
LT = {e} та T – абелева група.

Доведення. Справдi, для довiльних елементiв x, u ∈ L та y, v ∈
T рiвнiсть

(x, y)(u, v) = (u, v)(x, y)

рiвносильна тому, що
{

xv + x + u = uy + u + x,

y ◦ v = v ◦ y,

тобто {
xv = uy,

yv = vy.

Друга рiвнiсть означає, що T – абелева група. Оскiльки y –
довiльний елемент iз T (зокрема, y = 0), то xv = e. Це означає,
що добуток LT = {e} тривiальний.

Як звичайно [93], непорожна пiдмножина S iз брейса A

називається пiдбрейсом, якщо виконуються такi умови:
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s1) (S, +) – пiдгрупа в (A, +);

s2) uv ∈ S для будь-яких u, v ∈ S.

Зрозумiло, що {0}, A – тривiальнi пiдбрейси в A. Окрiм того,
брейс A є модулем над самим собою. Тому кожен пiдмодуль I

з A-модуля називається правим iдеалом в A (див. [92]). Поня-
ття "лiвого iдеала" для брейса не вводиться. Таким чином, I

– правий iдеал брейса A в тому i тiльки тому випадку, коли
виконуються такi умови:

i1) (I, +) – пiдгрупа в (A, +),

i2) ia ∈ I для довiльних елементiв i ∈ I та a ∈ A.

Якщо, крiм того, виконується умова

i3) ai ∈ I для довiльних i ∈ I та a ∈ A, то I називається дво-
бiчним iдеалом (або коротко iдеалом) брейса A (див. [92]).
Кожен (правий чи двобiчний) iдеал iз A є пiдбрейсом в A.

Для брейса A розглядатимемо:

• лiвий анулятор

annl A = {u ∈ A | uA = {0}} ,

• правий анулятор

annr A = {v ∈ A | Av = {0}} .

Якщо a ∈ A та u1, u2 ∈ annl A, то

(u1a)A = 0 · A = {0},
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(u1 − u2)A = u1A− u2A = {0},
тобто annl A – правий iдеал в A.

Якщо a ∈ A та v1, v2 ∈ annr A, то

A(av1) = A · 0 = {0},
A(v1 − v2) = Av1 − Av2 = {0}.

В твердженнi 7 iз [92] доведено, що пiдмножина annr A замкне-
на також стосовно домноження справа. Тобто annr A – двобi-
чний iдеал брейса A. Зазначимо, що в роботi [92] правий ануля-
тор annr A позначається через Soc(A) та Soc1(A) i називається
цоколем. Зрозумiло, що анулятор

ann A = annr A ∩ annl A

– правий iдеал в A.
Нехай n ∈ Z та

nA = {na | a ∈ A}.
Тодi для довiльних елементiв a, b, t ∈ A i n > 0 маємо

na− nb = (a + · · · + a)︸ ︷︷ ︸
n разiв

+

+ (a + · · · + a)︸ ︷︷ ︸
n разiв

= (a− b) + · · · + (a− b)︸ ︷︷ ︸
n разiв

=

= n(a− b) ∈ nA.

Подiбнi мiркування спрацьовують, якщо n < 0 або n = 0. Окрiм
того, для n > 0 маємо

(na)t = (a + · · · + a)︸ ︷︷ ︸
n разiв

t = (at + · · · + at)︸ ︷︷ ︸
n разiв

= n(at) ∈ nA.
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Таким чином, nA – правий iдеал в брейсi A.
Нехай

Ω1(A) = {a ∈ A | na = 0}.
Якщо a1, a2 ∈ Ω1(A) та t ∈ A, то n(a1 − a2) = 0 та

n(a1t) = a1t + · · · + a1t︸ ︷︷ ︸
n разiв

= (a1 + · · · + a1)︸ ︷︷ ︸
n разiв

t = 0t = 0,

тобто a1t ∈ Ω1(A). Отже, нами встановлена така

Лема 4.2. Множини nA, Ω1(A) – правi iдеали в брейсi A (n ∈
N).

Елемент a ∈ A називається лiвим дiльником нуля, якщо:

a1) a 6= 0,

a2) ab = 0 для деякого ненульового елемента b ∈ A.

Елемент a ∈ A називається правим дiльником нуля, якщо:

a1) a 6= 0,

a3) ca = 0 для деякого ненульового елемента c ∈ A.

Якщо виконуються умови a1), a2), a3), то a називається дiльни-
ком нуля в A.

Подiбно як в [18], групу H(A) = H(A+, A◦) будемо на-
зивати асоцiйованою групою брейса A. Зрозумiло, що (0, 0) –
нейтральний елемент в H(A).

Встановимо деякi елементарнi властивостi групи H(A).

Лема 4.3. Нехай A – брейс з асоцiйованою групою H(A) =

E oF . Якщо S – пiдбрейс в A iз асоцiйованою групою H(S) =

U oW , то справджуються такi властивостi:
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(a) H(S) ≤ H(A), U ≤ E, W ≤ F ;

(b) якщо S – правий iдеал в A, то U – нормальна пiдгрупа в
H(A);

(c) якщо S – двобiчний iдеал в A, то U¢H(A) та H(S)¢H(A);

(d) якщо U ¢ H(A), то SA ⊆ S;

(e) якщо H(S) ¢ E oW , то AS ⊆ S;

(f )

CE(F ) = {(a, 0) ∈ E | a ∈ annl A} ,

CF (E) = {(0, u) ∈ F | u ∈ annr A} ;

зокрема, якщо A не має дiльникiв нуля, то

CE(F ) = CF (E) = 〈(0, 0)〉.

Доведення. (a) Випливає безпосередньо iз означення асоцiйова-
ної групи.

(b) Нехай S – правий iдеал в A, а тому sa ∈ S для будь-
яких s ∈ S та a ∈ A. Тодi для довiльних елементiв (a, b) ∈ H(A)

та (s, 0) ∈ U знаходимо, що

(s, 0)(a,b) = (a, b)−1(s, 0)(a, b) =

= (−a− ab(−1), b(−1))(s, 0)(a, b) =

= ((−a− ab(−1))0− a− ab(−1) + s, b(−1) ◦ 0)(a, b) =

= (−a− ab(−1) + s, b(−1))(a, b) =

= ((−a− ab(−1) + s)b− a− ab(−1) + s + a, b(−1) ◦ b) =
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= (−ab− (ab(−1))b + sb− ab(−1) + s, 0) =

= (−a(b(−1) ◦ b) + sb + s, 0) =

= (−a0 + sb + s, 0) = (sb + s, 0) ∈ U, (4.1.2)

а отже, U – нормальна пiдгрупа в групi H(A).
(c) Нехай S – двобiчний iдеал брейса A, (a, b) ∈ H(A) та

(s, t) ∈ H(S). Тодi обчислюємо, що

(s, t)(a,b) = (a, b)−1(s, t)(a, b) =

= (−a− ab(−1), b(−1))(s, t)(a, b) =

= ((−a− ab(−1))t− a− ab(−1) + s, b(−1) ◦ t)(a, b) =

= (−at− (ab(−1))t− a− ab(−1) + s, b(−1) ◦ t)(a, b) =

= ((−at− (ab(−1))t− a− ab(−1) + s)b− at− (ab(−1))t−
−a− ab(−1) + s + a, b(−1) ◦ t ◦ b) =

= (−(at)b− ((ab(−1))t)− ab− (ab(−1))b + sb− at− (ab(−1))t−
−ab(−1) + s, b(−1) ◦ t ◦ b) =

= (−a(b(−1) ◦ b)− (at)b− at− ((ab(−1))t)b + sb + s− (ab(−1))t,

b(−1) ◦ t ◦ b) =

= (−(at)b− at− ((ab(−1))t)b + sb + s− (ab(−1))t,

t + tb + (b(−1)t)b + b(−1)t) ∈ H(S),

тобто H(S) – нормальна пiдгрупа H(A).
(d) Позаяк U ¢ H(A), то iз спiввiдношення (4.1.2) деду-

куємо, що sb+s ∈ S для будь-яких s ∈ S, b ∈ A, а тому sb ∈ S.
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(e) Нехай H(S) ¢ E oW . Тодi для будь-яких елементiв
a ∈ A та u, v, w ∈ S маємо

H(S) 3 (u, v)(a,w) = (a, w)−1(u, v)(a, w) =

= (−a− aw(−1), w(−1))(u, v)(a, w) =

= ((−a− aw(−1))v − a− aw(−1) + u,w(−1) ◦ v)(a, w) =

= (−av − (aw(−1))v − a− aw(−1) + u,w(−1) ◦ v)(a, w) =

= ((−av − (aw(−1))v − a− aw(−1) + u)w−
−av − (aw(−1))v − a− aw(−1) + u + a, w(−1) ◦ v ◦ w) =

= (−(av)w − ((aw(−1))v)w − aw − (aw(−1))w + uw−
−av − (aw(−1))v − aw(−1) + u,w(−1) ◦ v ◦ w) =

= (−(av)w − ((aw(−1))v)w + uw−
−av − (aw(−1))v + u, v + vw + (w(−1)v)w + w(−1)v).

З цiєї рiвностi при w = 0 отримуємо, що (−av + u, v) ∈ H(S),
тобто AS ⊆ S.

(f ) Нехай (a, 0) ∈ CE(F ). Тодi виконується рiвнiсть

(a, 0)(0, b) = (0, b)(a, 0)

для кожного b ∈ A, а тому

(ab + a + 0, 0 ◦ b) = (0 · 0 + 0 + a, b ◦ 0),

а це рiвносильне тому, що

ab = 0,
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тобто aA = {0} та a ∈ annl A. Якщо (0, u) ∈ CF (E), то

(0, u)(b, 0) = (b, 0)(0, u)

для будь-якого b ∈ A, а значить,

(0 · 0 + 0 + b, u ◦ 0) = (bu + b + 0, 0 ◦ u),

звiдки bu = 0 та u ∈ annr A.

Лема 4.4. Якщо A – брейс, a, b ∈ A, то (a, b) ∈ Z(H(A)) тодi
i тiльки тодi, коли aA = {0} та Ab = {0} = bA.

Доведення. (⇒) Нехай

(a, b) ∈ Z(H(A)).

Тодi для довiльних елементiв u, v ∈ A знаходимо, що

(av + a + u, b ◦ v) = (a, b)(u, v) =

= (u, v)(a, b) = (ub + u + a, v ◦ b)
(4.1.3)

тодi i лише тодi, коли
{

b ◦ v = v ◦ b,

av = ub.

Звiдси випливає, що bv = vb. Окрiм того, при u = 0 отримуємо,
що av = 0 (i, як наслiдок, aA = {0}), а при v = 0 випливає, що
ub = 0 (тобто Ab = {0}).

(⇐) Оскiльки для будь-яких u, v ∈ A маємо ub = 0,
av = 0, то елемент (a, b) комутує з будь-яким елементом (u, v) ∈
H(A).
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Нехай S – двобiчний iдеал в брейсi A. На множинi сумiж-
них класiв

A/S = {a + S | a ∈ A}
в звичайний спосiб вводиться двi операцiї [93]:

• додавання

(a1 + S) + (a2 + S) = (a1 + a2) + S,

• множення
(a1 + S)(a2 + S) = (a1a2) + S

для елементiв a1, a2 ∈ A. Тодi (A/S, +, ·) – брейс, який назива-
ється фактор-брейсом брейса A за iдеалом S.

Зауваження 4.1. Зрозумiло, що для елемента a iз брейса A

централiзатори

CA◦(a) = {z ∈ A | z ◦ a = a ◦ z}

та
CA(a) = {z ∈ A | za = az}

спiвпадають. Окрiм того, якщо z1, z2 ∈ CA◦(a), то

(z1z2)a = (az1)z2.

Справдi, z1 ◦ z2 ∈ CA◦(a), а тому

z1 ◦ z2 + a + (z1z2)a + z1a + z2a = (z1 ◦ z2) + a + (z1 ◦ z2)a =

= ((z1 ◦ z2) ◦ a = a ◦ (z − 1 ◦ z2) = a + z1 ◦ z2 + a(z1 ◦ z2) =

= a + z1 ◦ z2 + (az1)z2 + az1 + az2,
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а звiдси випливає стверджуване.
Розглянемо центри

Z(A) = {z ∈ A | za = az для будь-якого a ∈ A}
та

Z1 = Z(A◦) = {z ∈ A | z ◦ a = a ◦ z для будь-якого a ∈ A} .

Зрозумiло, що
Z(A) = Z(A◦) ¢ A◦.

В працi [93] розглядається дистрибутивна частина

A◦ = {x ∈ A | x(a + b) = xa + xb для будь-яких a, b ∈ A}
i занотовано, що має мiсце включення

Z(A◦) ⊆ A◦.

Окрiм того, брейс A◦ є асоцiативним, а тому є найбiльшим ра-
дикальним пiдкiльцем в A.

Лема 4.5. Якщо S – iдеал брейса A, то

(A/S)◦ ∼= A◦/S◦.

Доведення. Правило
{

ϕ : (A/S)◦ → A◦/S◦,

ϕ(a + S) = a ◦ S◦

є вiдображенням. Окрiм того, для довiльних елементiв a, b ∈ A

знаходимо, що

ϕ ((a + S) ◦ (b + S)) = ϕ ((a + S) + (b + S) + (a + S)(b + S)) =
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= ϕ ((a + b + ab) + S) = (a ◦ b) ◦ S◦ =

= (a ◦ S◦) ◦ (b ◦ S◦) = ϕ(a + S) ◦ ϕ(b + S),

тобто ϕ – гомоморфiзм груп. За побудовою ϕ є сюр’єкцiєю.
Якщо

a ◦ S◦ = b ◦ S◦,

то для будь-якого елемента s ∈ S = S◦ дiстаємо, що

a + s + as = b + s + bs,

тобто
a + as = b + bs.

Але тодi

a + S = a + (as + S) = b + (bs + S) = b + S.

Це означає, що ϕ – iн’єкцiя i, як наслiдок, ϕ – iзоморфiзм груп.

Лема 4.6. Якщо S – iдеал брейса A, то

H(A)/H(S) ∼= H(A/S).

Доведення. Припустимо, що

H(A) = E o F, H(S) = U oW та H(A/S) = QoR.

Тодi U ≤ E, W ≤ F , а тому

H(A)/H(S) = (E o F )/H(S) =
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= (EH(S)/H(S))o (FH(S)/H(S)) =

= (EUW/UW )o (FUW/UW ) ∼= (EW/UW )o (FU/UW ) .

Позаяк мають мiсце iзоморфiзми груп

Q ∼= (A/S)+ ∼= A+/S+ ∼= E/U ∼= EW/UW

та
R ∼= (A/S)◦ ∼= A◦/S◦ ∼= F/W = FU/WU,

то отримуємо стверджуване.

ВИСНОВКИ.
По-аналогiї з асоцiйованою групою радикального (в сенсi

Джекобсона) кiльця, введено в розгляд групу, яка асоцiйована
з брейсом. Встановлено залежностi мiж асоцiйованою групою
iдеала в брейсi i асоцiйованою групою брейса (леми 4.1 та 4.2).

4.2. Групи Фробенiуса

Нагадаємо, що група H = EoF називається групою Фро-
бенiуса iз ядром E i доповненням F , якщо виконуються двi такi
умови:

• F
⋂

F g = 〈1〉 – одинична група для всiх g ∈ H \ F ;

•
E \ 〈1〉 = H \

⋃

h∈H

F h.
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Огляд про нескiнченнi групи Фробенiуса опублiковано А. Ста-
ростiним в 1971 роцi [17]. Пiсля цього В. Блудов [10] встановив,
що кожна група вкладається в ядро деякої групи Фробенiуса,
при цьому доповненням може бути будь-яка нетривiальна гру-
па, що упорядкована справа (яка завжди є групою без скруту).

Наступна теорема встановлює необхiдну i достатню умо-
ву, за якої група H(L, T ) є групою Фробенiуса.

Теорема 4.1. Нехай M – модуль над брейсом A, L – ненульо-
вий пiдмодуль iз M , T – ненульова пiдгрупа приєднаної групи
A◦. Тодi

H = H(L, T ) = E o F

– група Фробенiуса iз ядром E i доповненням F тодi i тiльки
тодi, коли виконуються такi двi умови:

(i) L = Lh для будь-якого ненульового елемента h ∈ T ;

(ii) annT (l) = {t ∈ T | lt = e} = {0} для кожного ненульового
елемента l ∈ L.

Доведення. (⇒) Нехай H = E o F – група Фробенiуса з ядром
E ∼= (L, +) i доповненням F ∼= T . За твердженням 1.25 для
будь-яких елементiв h ∈ T та l ∈ L знайдеться такий елемент
l1 ∈ L, що

(l, 0) = [(l1, 0), (e, h)].

Тодi знаходимо

(l, 0) = (l1, 0)−1(e, h)−1(l1, 0)(e, h) =

= (−l1 − l10
(−1), 0(−1))(−e− eh(−1), h(−1))(l1, 0)(e, h) =
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= (l1, 0)(e, h(−1))(l1, 0)(e, h) =

= (−l1h
(−1) − l1 + e, 0 ◦ h(−1))(l1h + l1 + e, 0 ◦ h) =

= (−l1h
(−1) − l1, h

(−1))(l1h + l1, h) =

= ((−l1h
(−1) − l1)h− l1h

(−1) − l1 + l1h + l1, h
(−1) ◦ h) =

= (−(l1h
(−1))h− l1h− l1h

(−1) + l1h, 0) =

= (−l1(h
(−1) ◦ h) + l1h, 0) = (l1h, 0),

на пiдставi чого
l = l1h.

Це означає, що L = Lh для кожного ненульового елемента h ∈
T .

Iз означення групи Фробенiуса також випливає, що пере-
тин

F (a,b)
⋂

F = 〈(e, 0)〉
тривiальний для кожного елемента (a, b) ∈ H \F . Припустимо,
що елемент t ∈ T є таким, що lt = e для певного елемента
l ∈ L. Тодi

F
⋂

F (l,0) 3 (e, t)(l,0) = (l, 0)−1(e, t)(l, 0) =

= (−l − l0(−1), 0(−1))(e, t)(l, 0) = (−l, 0)(e, t)(l, 0) =

= (−lt− l + e, 0 ◦ t)(l, 0) = (−lt− l, t)(l, 0) =

= ((−lt− l)0− lt− l + l, t ◦ 0) = (−lt, t) = (e, t),

а значить, t = 0.
Отже, annT l = {0}.
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(⇐) Нехай група H = EoF задовольняє умови (i), (ii) та
v – довiльний ненульовий елемент iз T , а k – довiльний елемент
iз L. Тодi

k = k1v

для певного елемента k1 ∈ L та

[(k1, 0), (e, v)] = (k1, 0)−1(e, v)−1(k1, 0)(e, v) =

= (−k1 − k10
(−1), 0(−1))(−e− ev(−1), v(−1))(k1v + k1 + e, 0 ◦ v) =

= (−k1, 0)e, v(−1))k1v + k1, v) =

= (−k1v
(−1) − k1 + e, 0 ◦ v(−1))(k1v + k1, v) =

= (−k1v
(−1) − k1, v

(−1))(k1v + k1, v) =

= ((−k1v
(−1) − k1)v − k1v

(−1) − k1 + k1v + k1, v
(−1) ◦ v) =

= (−(k1v
(−1))v − k1v − k1v

(−1) + k1v, 0) =

= (k1v, 0) = (k, 0),

а тому має мiсце рiвнiсть

E = [E, (e, t)]

для будь-якого ненульового елемента (e, t) ∈ F .
Для довiльного елемента (u, v) ∈ H та (e, t) ∈ F обчи-

слюємо
F (u,v) 3 (e, t)(u,v) =

= (u, v)−1(e, t)(u, v) = (−u− uv(−1), v(−1))(e, t)(u, v) =

= (−u− uv(−1), v(−1))(ev + e + u, t ◦ v) =

= (−u− uv(−1), v(−1))(u, t ◦ v) =
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= ((−u− uv(−1))(t ◦ v)− u− uv(−1) + u, v(−1) ◦ t ◦ v) =

= (−u(t ◦ v)− (uv(−1))(t ◦ v)uv(−1), v(−1) ◦ t ◦ v) =

= (−(ut)v − ut− uv − ((uv(−1))t)v − (uv(−1))t−
−(uv(−1))v − uv(−1), v(−1) ◦ r ◦ v) =

= (−u(v(−1) ◦ v)− (ut)v − ut−
−((uv(−1))t)v − (uv(−1))t, v(−1) ◦ t ◦ v) =

= (−(ut)v − ut− ((uv(−1))t)v − (uv(−1))t, v(−1) ◦ t ◦ v).

Зокрема, при v = 0 та u 6= 0 отримуємо, що

F (u,0) 3 (e, t)(u,0) = (−ut, t).

Якщо u пробiгає L, то −ut також пробiгає L. Це означає, що

H \
⋃

(u,v)∈H

F (u,v) = E \ {(e, 0)}.

Припустимо, що елемент

(e, h)(u,v) ∈ F
⋂

F (u,v)

для деяких h, v ∈ T та 0 6= u ∈ L. Тодi знаходимо, що

(e, h)(u,v) = (u, v)−1(e, h)(u, v) =

= ((e, v)(u, 0))−1(e, h)((e, v)(u, 0)) =

= (u, 0)−1((e, v)−1(e, h)(e, v))(u, 0) =

= (−u, 0)((e, v(−1))(e, h)(e, v))(u, 0) =

= (−u, 0)((eh + e + e, v−1 ◦ h)(e, v))(u, 0) =

= (−u, 0)((e, v(−1) ◦ h)(e, v))(u, 0) =
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= (−u, 0)(ev + e + e, v(−1) ◦ h ◦ v)(u, 0) =

= (−u, 0)(e, v(−1) ◦ h ◦ v)(u, 0) =

= (−u(v(−1) ◦ h ◦ v)− u + e, 0 ◦ v(−1) ◦ h ◦ v)(u, 0) =

= (−u(v(−1) ◦ h ◦ v)− u, v(−1) ◦ h ◦ v)(u, 0) =

= ((−u(v(−1)◦h◦v)−u)0−u(v(−1)◦h◦v)−u+u, v(−1)◦h◦v◦0) =

= (−u(v(−1) ◦ h ◦ v), v(−1) ◦ h ◦ v),

а звiдси
−u(v(−1) ◦ h ◦ v) = e.

На пiдставi умови (ii) отримуємо рiвнiсть

v(−1) ◦ h ◦ v = 0

(тобто h = 0). Це означає, що перетин тривiальний:

F ∩ F (u,v) = {(e, 0)}.

Таким чином, H = H(L, T ) – це група Фробенiуса з ядром E i
доповненням F .

Нехай R – асоцiативне кiльце з одиницею 1, A – правий
R-модуль. Якщо µ : A → U(R) – таке адитивне вiдображення,
що

µ(aµ(b)) = µ(a)

для всiх елементiв a, b ∈ A, то (A, +, ·) – брейс (див. [92]) iз
множенням ” · ”, визначеним за правилом

a · b = a(µ(b)− 1).



112

Приклад 4.1. Розглянемо брейс iз прикладу 3 [92], тобто

A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, A+ ∼= Z6

та
µ : A → U(Z6)

таке, що

µ(0) = µ(2) = µ(4) = 1,

µ(1) = µ(3) = µ(5) = 5.

Якщо для елементiв a, b ∈ A покласти

a · b = a(µ(b)− 1),

то (A, +, ·) – брейс iз табличкою множення (див. табличку 2 iз
[92]):

· 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 4 0 4 0 4
2 0 2 0 2 0 2
3 0 0 0 0 0 0
4 0 4 0 4 0 4
5 0 2 0 2 0 2

Нехай L = {0, 2, 4}. Тодi L є A-модулем. Зрозумiло, що T =

{0, 5} – пiдгрупа в A◦. Оскiльки

L · 5 = {0 · 5, 2 · 5, 4 · 5} = {0, 2, 4} = L
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та анулятори
annT (2) = {0} = annT (5)

нульовi, то G(L, T ) – група Фробенiуса.

ВИСНОВКИ.
Знайдено необхiдню i достатню умову, за якої група, яка

асоцiйована з брейсом, буде групою Фробенiуса (теорема 4.1).
Наведено приклад брейса, асоцiйована група якого є групою
Фробенiуса (приклад 4.1).

4.3. Нiльпотентнi брейси

Я.П. Сисак [18] встановив, що радикальне кiльце R нiль-
потентне (вiдповiдно гiперцентральне) тодi i тiльки тодi, коли
його асоцiйована група G(R) ∼= R+oR◦ нiльпотентна (вiдповiд-
но гiперцентральна). Ю.Б. Iщук [67] дослiджував взаємозв’язки
мiж властивостями асоцiативного кiльця R та його асоцiйованої
групи G(R).

В цьому пiдроздiлi введено в розгляд поняття нiльпотент-
ного злiва (вiдповiдно справа) брейса A i дослiджено умови пе-
рiодичностi його адитивної A+ та приєднаної A◦ груп. Вивчено
також взаємозв’язок мiж нiльпотентнiстю брейса A та його асо-
цiйованої групи H(A).

Нагадаємо, що згiдно [92]

An+1 = A(An)

та
A(n+1) = (A(n))A
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для будь-якого натурального числа n. Як вiдомо, A(n) – правий
iдеал, а An –двобiчний iдеал в A.

Лема 4.7. Для брейса A i натурального числа k пiдмножина
A(k+1) є iдеалом в A(k).

Доведення. Зрозумiло, що A(k+1) – пiдгрупа в A(k). Окрiм того,

A(k+1)A(k) ⊆ A(k+1)A ⊆ A(k+2) ⊆ A(k+1)

та
A(k)A(k+1) ⊆ A(k)A ⊆ A(k+1),

тобто A(k+1) – двобiчний iдеал в A(k).

Лема 4.8. Нехай A – брейс, p – просте число. Тодi справджу-
ються такi властивостi:

(1) H(A) – перiодична група в тому i тiльки тому випадку,
коли групи A+ i A◦ перiодичнi;

(2) H(A) – p-група в тому i тiльки тому випадку, коли A+

та A◦ – p-групи.

Доведення. (1) Нехай a – довiльний елемент iз A. Оскiльки
(a, 0)n = (0, 0) для деякого n ∈ N, то

(na, 0) = (0, 0),

а значить, i na = 0. Подiбно iз умови (0, a)m = 0 для певного
m ∈ N отримуємо, що

(0, a(m)) = (0, 0),
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тобто a(m) = 0 (тут a(m) = (A(m−1))a для m ≥ 2). Навпаки теж
вiрно.

(2) доводиться подiбно як (1).

Для зручностi назвемо брейс A нiльпотентним справа
(вiдповiдно нiльпотентним злiва), якщо A(n) = {0} (вiдповiд-
но An = {0}) для певного n ∈ N. Найменше таке натуральне
число n називається правим (вiдповiдно лiвим) iндексом нiль-
потентностi брейса A. Має мiсце аналог леми 2.4 iз [35], який
встановлює певнi зв’язки мiж адитивною A+ i приєднаною A◦

групами брейса A.

Твердження 4.1. Нехай A – брейс, який є нiльпотентним
справа (вiдповiдно нiльпотентним злiва), p – просте число.
Тодi мають мiсце такi властивостi:

(i) A+ – p-група тодi i тiльки тодi, коли A◦ – p-група;

(ii) A+ – група без скруту тодi i тiльки тодi, коли A◦ – група
без скруту.

Доведення. Наведемо мiркування для випадку правої нiльпо-
тентностi. Нехай n – iндекс правої нiльпотентностi брейса A.

(i) Застосуємо iндуктивнi мiркування. Позаяк

A(n−1)A(n−1) ⊆ A(n−1)A = {0},
то A(n−1) – комутативне радикальне кiльце i для A(n−1) твер-
дження вiрне.

Припустимо, що твердження вiрне для для всiх нiльпо-
тентних справа брейсiв iндексу ≤ n. Нехай A – нiльпотентний
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справа брейс iндексу n.
(
A/A(2)

)2

⊆
(
A/A(2)

)
·
(
A/A(2)

)
= A(2)/A(2) = {0},

то отримуємо iзоморфiзми груп
(
A/A(2)

)+ ∼=
(
A/A(2)

)◦ ∼= A◦/
(
A(k)

)◦

i для A твердження також вiрне.
(ii) Для довiльного натурального числа k вiдомо, що Ak –

iдеал в A, i тодi легко зауважуємо, що маємо iзоморфiзми груп

(Ak/Ak+1)+ ∼= (Ak/Ak+1)◦.

Як наслiдок, отримуємо, що (ii) також справджується.

Лема 4.9. Нехай A – брейс. Тодi Z(H(A)) 6= {(0, 0)} в тому i
тiльки тому випадку, коли annl A 6= {0}.
Доведення. (⇐) Якщо 0 6= a ∈ annl A, то за лемою 4.3 маємо
(a, 0) ∈ CE (F ), а це означає, що

(0, 0) 6= (a, 0) ∈ Z(H(A)).

(⇒) Якщо (a, 0) ∈ Z(H(A)) для деякого ненульового еле-
мента 0 6= a ∈ A, то для всiх елементiв u, v ∈ A отримуємо,
що

(av + a + u, v) = (a, 0)(u, v) = (u, v)(a, 0) = (u + a, v).

Звiдси робимо висновок, що av = 0, а тому a ∈ annl A.
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Наслiдок 4.2. Нехай A – брейс. Якщо H(A) = E o F та
Z(H(A)) 6⊆ E, то

Z(A) ∩ annr A 6= {0}.
Доведення. Припустимо, що (a, b) ∈ Z(H(A)) та b 6= 0. Тодi для
будь-якого елемента u ∈ A знаходимо, що

(a + u, b) = (a, b)(u, 0) = (u, 0)(a, b) = (ub + u + a, b)

та

(au + a, b ◦ u) = (a, b)(0, u) = (0, u)(a, b) = (a, u ◦ b).

Звiдси випливає, що ub = 0, au = 0 та b ◦ u = u ◦ b. Таким
чином, b ∈ Z(A).

Теорема 4.2. (1) Якщо A – ненульовий нiльпотентний злiва
брейс, то справджуються такi властивостi:

(i) H(A) – нiльпотентна група;

(ii) ann A 6= {0}.
(2) Якщо A – ненульовий нiльпотентний справа брейс, то

H(A) – розв’язна група.

Доведення. (1) Нехай A – ненульовий нiльпотентний злiва брейс
iндексу нiльпотентностi n. Тодi

(An−1)A = {0} та An−1 6= {0}.
Це означає, що An−1 ⊆ annl A. Тодi за лемою 4.9 отримуємо,
що

Z(H(A)) 6= {(0, 0)}.
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Оскiльки An−1 – двобiчний iдеал в A та

(A/An−1)n−1 = {0},

то iндукцiйними мiркуваннями за числом n витягуємо, що H(A)

– нiльпотентна група. Окрiм того, Z(A◦) ¢ A◦, а тому

{0} 6= (An−1)◦
⋂

Z(A◦) ⊆ ann A.

(2) За умовою маємо A(n) = {0} для деякого додатнього
цiлого числа n, а значить,

A(n−1) ⊆ annr A.

Але annr A – двобiчний iдеал в брейсi A, а тому (annr A)◦ – абе-
лева нормальна пiдгрупа в A◦. Накiнець, результат отримуємо
iндукцiйними мiркуваннями за числом n.

Приклад 4.2. Нехай (F2)
3 – брейс, побудований в працi [92]

(див. там приклад 2) iз операцiєю множення ” · ”, яка визна-
чається такою табличкою:
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· 000 111 100 011 010 101 001 111

000 000 000 000 000 000 000 000 000

111 000 000 000 000 000 000 000 000

100 000 110 000 001 111 110 111 001

011 000 110 000 001 111 110 111 001

010 000 110 111 110 000 001 111 001

101 000 110 111 110 000 001 111 001

001 000 000 111 111 111 111 000 000

111 000 000 111 111 111 111 000 000

Тодi цей брейс має такi ланцюги

A ⊃ A(2) = {000, 111, 001, 100} ⊃
⊃ A(3) = {000, 111} ⊃ A(4) = {000}

та
A ⊃ A2 = {000, 111, 001, 100} = A3.

Це означає, що A нiльпотенний справа та A не є нiльпотент-
ним злiва. Оскiльки

111 · 100 = 000 6= 110 = 100 · 111,

то робимо висновок, що 111 6∈ Z(A), а тому

A(3) ∩ Z(A) = {000}.
Якщо a = 001 та b = 100, то

A◦ = 〈a〉o 〈b〉
– дiедральна група порядку 8. Отже, H(A) – 2-група порядку
64, а тому вона є нiльпотентною. Якщо H(A) = E o F , то
за наслiдком 4.2 маємо Z(H(A)) ⊆ E.
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ВИСНОВКИ.
Для нiльпотентного злiва (вiдповiдно нiльпотентного спра-

ва) брейса A встановлено, що адитивна група A+ є p-групою
(вiдповiдно групою без скруту) тодi i тiльки тодi, коли при-
єднана група A◦ є p-групою (вiдповiдно групою без скруту)
(твердження 4.1). Доведено, що центр Z(H(A)) асоцiйованої
групи H(A) брейса A нетривiальний тодi i тiльки тодi, коли лi-
вий анулятор брейса є ненульовий (лема 4.9). Доведено, що для
нiльпотентного злiва брейса його асоцiйована група є нiльпо-
тентною, а для нiльпотентного справа бреса його асоцiйована
група є розв’язною (теорема 4.2). Наведено приклад нiльпотен-
тного справа брейса, асоцiйована група якого не є нiльпотен-
тною (приклад 4.2).

Висновки до роздiлу 4

В цьому роздiлi дослiджуються зв’язки властивостей брей-
са з властивостями його адитивної i приєднаної груп.

В пiдроздiлi 4.1, по-аналогiї з асоцiйованою групою ради-
кального (в сенсi Джекобсона) кiльця, побудованою Я.П. Сиса-
ком, введено в розгляд групу H(A), яка асоцiйована з брейсом
A. Встановлено залежностi мiж асоцiйованою групою iдеала в
брейсi i асоцiйованою групою брейса (леми 4.1 та 4.2).

В пiдроздiлi 4.2 знайдено необхiдню i достатню умову, за
якої група, яка асоцiйована з брейсом, буде групою Фробенiу-
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са (теорема 4.1). Наведено приклад брейса, асоцiйована група
якого є групою Фробенiуса (приклад 4.1).

В пiдроздiлi 4.3 для нiльпотентного злiва (вiдповiдно нiль-
потентного справа) брейса A встановлено, що адитивна група
A+ є p-групою (вiдповiдно групою без скруту) тодi i тiльки то-
дi, коли приєднана група A◦ є p-групою (вiдповiдно групою без
скруту) (твердження 4.1). Доведено, що центр асоцiйованої гру-
пи брейса нетривiальний тодi i тiльки тодi, коли лiвий анулятор
брейса є ненульовий (лема 4.9). Доведено, що для нiльпотен-
тного злiва брейса його асоцiйована група нiльпотентна, а для
нiльпотентного справа бреса його асоцiйована група розв’язна
(теорема 4.2). Наведено також приклад нiльпотентного справа
брейса, асоцiйована група якого не є нiльпотентною (приклад
4.2).



Висновки

Перший роздiл допомiжний, вiн не мiстить нових резуль-
татiв. У ньому викладено основнi поняття i сформульовано ре-
зультати, що використовуються в наступних роздiлах дисерта-
цiї. Також коротко наведено основнi результати даної дисерта-
цiйної роботи.

В другому роздiлi дослiджуються групи з умовою мiнi-
мальностi для пiдгруп, якi не є узагальнено нiльпотентними.

В пiдроздiлi 2.1 встановлено, що локально ступiнчата гру-
па, яка не є розширенням чернiковської групи за допомогою
абелевої групи, має нескiнченний строго спадний ланцюг пiд-
груп, що не є розширеннями чернiковських груп за допомогою
абелевих (наслiдок 2.1). Подiбно доведено, що локально ступiн-
часта група, яка не є розширенням абелевої групи за допомогою
чернiковської групи, має нескiнченний строго спадний ланцюг
пiдгруп, що не є розширеннями абелевих груп за допомогою
чернiковських (наслiдок 2.1). Встановлено, що недосконала ло-
кально ступiнчата група iз власними нормальними пiдгрупами,
якi є розширеннями нiльпотентних груп за допомогою чернi-
ковських груп, сама є такою (твердження 2.1). Iз отриманих
результатiв випливає, що не iснує груп, якi не є розширеннями
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чернiковських груп за допомогою абелевих груп, в той час, як
всi їх власнi пiдгрупи є такими, та не iснує груп, якi не є роз-
ширеннями абелевих груп за допомогою чернiковських груп, в
той час, як всi їх власнi пiдгрупи є такими.

В пiдроздiлi 2.2 охарактеризовано групи без неодиничних
досконалих секцiй, що задовольняють умову мiнiмальностi для
пiдгруп, якi не є розширеннями скiнченних груп за допомогою
нiльпотентних груп (теорема 2.1).

В пiдроздiлi 2.3 встановлено, що iснують групи, якi не
є розширеннями чернiковських груп за допомогою нiльпотен-
тних груп, в той час, як всi їх власнi пiдгрупи є такими (тобто
мiнiмальнi не ČN-групи). Доведено, що недосконала група є мi-
нiмальною не ČN-групою тодi i тiльки тодi, коли вона є групою
типу Хайнекена-Мохамеда (теорема 2.2). Зазначимо, що з ре-
зультатiв дослiджень Ф. Наполiтанi, Е. Пегораро [78] та Х. Ота-
ла, Х. Пени [81] випливає, що не iснує груп, якi не є розширен-
нями нiльпотентних груп за допомогою чернiковських груп, в
той час, як всi їх власнi пiдгрупи є такими (тобто мiнiмальних
не NČ-груп).

В пiдроздiлi 2.4 доведено, що в групi G, яка задовольняє
умову мiнiмальностi для ненiльпотентних (вiдповiдно негiпер-
центральних) пiдгруп, кожна пiдгрупа, що є мiнiмальною не-
нiльпотентною (вiдповiдно мiнiмальною негiперцентральною)
групою, субнормальна в G (теорема 2.3).

Встановлено також, що ненiльпотентна (вiдповiдно негi-
перцентральна) локально нiльпотентна група G, яка задоволь-
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няє умову Min − N (вiдповiдно Min − ZA) з нiльпотентни-
ми (вiдповiдно гiперцентральними) нормальними власними пiд-
групами, є мiнiмальною ненiльпотентною (вiдповiдно негiпер-
центральною) групою (наслiдок 2.2).

Втретьому роздiлi дослiджуємо перiодичнi групи без не-
одиничних досконалих секцiй з умовою максимальностi Max−
AF для не майже абелевих пiдгруп.

Описано групи без неодиничних досконалих секцiй з умо-
вою максимальностi для не майже абелевих пiдгруп, всi власнi
нормальнi пiдгрупи яких є майже абелевими (твердження 3.1).

Охарактеризовано також групи з квазiциклiчним гомо-
морфним образом за комутантом, якi задовольнять умову ма-
ксимальностi для не майже абелевих пiдгруп (наслiдок 3.1).

В цьому четвертому роздiлi дослiджуються зв’язки вла-
стивостей брейса з властивостями його адитивної i приєднаної
груп.

По-аналогiї з асоцiйованою групою радикального (в сен-
сi Джекобсона) кiльця, побудованою Я.П. Сисаком, введено в
розгляд групу, яка асоцiйована з брейсом.

Встановлено залежностi мiж асоцiйованою групою iдеала
в брейсi i асоцiйованою групою брейса (леми 4.1 та 4.2).

Знайдено необхiдню i достатню умову, за якої група, яка
асоцiйована з брейсом, буде групою Фробенiуса (теорема 4.1).
Наведено приклад брейса, асоцiйована група якого є групою
Фробенiуса (приклад 4.1).

Для нiльпотентного злiва (вiдповiдно нiльпотентного спра-
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ва) брейса A встановлено, що адитивна група A+ є p-групою
(вiдповiдно групою без скруту) тодi i тiльки тодi, коли приєд-
нана група A◦ є p-групою (вiдповiдно групою без скруту) (твер-
дження 4.1).

Показано, що центр асоцiйованої групи брейса нетривi-
альний тодi i тiльки тодi, коли лiвий анулятор брейса є нену-
льовий (лема 4.9).

Доведено, що для нiльпотентного злiва брейса його асоцi-
йована група нiльпотентна, а для нiльпотентного справа бреса
його асоцiйована група розв’язна (теорема 4.2). Наведено при-
клад нiльпотентного справа брейса, асоцiйована група якого не
є нiльпотентною (приклад 4.2).
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